ROLLE ve ORTALAMA DEGER TEOREMI

SAFAK ALPAY

atematikte varlik teoremleri olarak

siiflandirilan teoremler vardir. [a,b] kapali
aralifinda taumli, gercel degerli ve siirekli f=f(x)
fonksiyonu bu aralik {izerinde aldi en biiyiik
degere (maksimum) bu aralifin bir noktasinda
ulagir.

Benzer sekilde yukanda anilan 6zelliklere sahip
f=f(x) fonksiyonu [a,b] aralifinda aldif1 en
kiigiik degere (minimum) [a,b] aralifinin bir
noktasinda ulagir.

Sirekli bir fonksiyon igin 6zellikleri olan
noktalann varlifin s6yleyen bu énermeler varlik
teoremleridir.
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Sekil 1 Sekil 2

Sekil 1'de grafigi goriilen f = f(x)
fonksiyonunun minimum degerini aldig1 xo,
maksimum degerini aldif1 x; noktalarinda efriye
cizilen teZet efimlerinin 0, bagka bir deyigle
t=Zetlerin x-eksenine paralel olduklarm
gdriyoruz,

Onerme: xg € [a,b), siirekli f:[a,b] >R
fonksiyonunun maksimum (veya minimum)
deZerini aldig: bir nokta olsun. f, xg noktasinda
tirevlenebilir ise, xo f (tiirev) fonksiyonunun
bir kokiidiir, yani f'(xg) = 0 dir.

Kamit : f fonksiyonunun xg noktasinda
tiirevlenebilir olmasi

fim f(x) —f(x o)

X—Xg

S

X=X g

limitinin olmasi1 demektir. xg noktasina sagdan
yani xg dan biiyiik degerler boyunca veya xg dan
kiiciik degerler boyunca yani soldan
yaklagilabilir. (+) daki limitin var olmas: sag ve
sol limitlerin esitligi ile tammlarur.
Genellikien kaybetmeden xg noktasinda
maksimumun alindigim kabul edebiliriz. xg
noktasina soldan yaklasirken x-x9<0
f(x) < f(xp) olacagmdan

Ve

o f(x) — f(x )

20 olacaktir. (Nigin?)
X —Xg

X TX o
Xg noktasina, xo dan biiyiik degerler boyunca
yaklagirken alinan limit

s f(x) - f(x) <0

xlx, X—Xo0

olacakur. f fonksiyonunun xo noktasinda
tiirevlenebilir olmasi

lim f(x) - fixo) _ §m f(x) —f(x )

xTx, X~ %0 xx, X—Xo0
f(x) — f(xg)
- H BT )
x—x, X—X0 r0

oldugundan, f'(xg) <0 ve f(xg)=0, yani
£(x0)=0 olmalidir.
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1652-1719 yillan arasinda yagiyan Fransiz
matematik¢i Michel Rolle ¢agdaglan Newton ve
- Leibniz'in yaratip geligtirdikleri Diferansiyel ve
Integral Hesap kuramimn karsitlarindan biri
olarak iin yapmigtir. Polinomlann koklerini
aragtinrken kanitladiB asafidaki teoremin bu
kuramin temel yap: taglarindan biri olmasi
kaderin bir cilvesi herhalde.

Rolle Teoremi : [a,b] lizerinde siirekli, (a,b)
iizerinde tiirevlenebilir olan f = f(x) fonksiyonu
f(a) = f(b) = 0 kosulunu saglasin. (a,b)
arahiginda f'(xg) = 0 esitligini saflayan xo noktasi
vardr.,

Kamit: f sabit O fonksiyonu ise teorem agiktir.
Aksi halde f(x) fonksiyonunun maksimum
degerini aldig noktay1 x, minimum degerini
aldi1 noktay x3 ile gosterelim. f(a) = f(b)=0
oldugundan x; veya x; den biri (a,b) icinde
olmalidir.

Teoremlerin hipotezleri olan varsayimlan
diisinmemizde yarar vardir. Omegin, Sekil 2'de
grafii verilen fonksiyonun neden Rolle
Teoremine bir ¢eligki olmadigim ve [-1,1]
aralifinda f(x) = Ix| — 1 olarak tanimlanan
fonksiyonu diigiinerek teoremdeki
tiirevlenebilirlik varsayimdan
vazgecilemiyecegini gbrmeliyiz.

Rolle Teoreminin agagidaki sonucu ayn anda ipi
gogiisleyen iki atletin hizlarimin yansg siiresince
en az bir kez esit olmas gerektigini soyliiyor!

Sonug: f; ve fp, [a,b] aralifinda siirekli, (a,b)
aralifinda tiirevlenebilir fonksiyonlar ve

f1(a) = f2(a), f1(b) = fo(b) olsun. (a,b)
aralifinda f'1(xg) = f2(Xg) denklemini saglayan
bir xg sayis1 vardir.

Kamt: Siirekli ve tiirevlenebilir fonksiyonlarin
farklan da aym ozellikleri tasir! (a,b) aralifindaki
her x igin f(x) = f1(x) — fp(x) ile tammlanan
fonksiyon Rolle Teoreminin kogullarini saglar ve
istenileni verir.

f(b)

f(a)

a

Sekil 4

Ko

Sekil 3

Rolle Teoremi xg € (a,b) i¢in efriye (xg, f(Xg))
noktasinda ¢izilen tefetin x—eksenine paralel
oldugunu soyliiyordu. (Sekil 3). Fransiz
matematikgcisi Joseph Louis Lagrange
(1736-1813) tarafindan kamitlanan Ortalama
Deger Teoremi benzer kosullarda bir xg € (a,b)
icin (xp, f(xp) noktasinda cizilen tegetin (Sekil
4), (a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalanm birlestiren

_ dogruya paralel olacagim styliiyor.

~ Ortalama Deger Teoremi (ODT): f = f(x)

fonksiyonu [a,b] aralifinda stirekli, (a,b)
araliginda tiirevlenebilir olsun. (a,b) deki bir xg
say1s1 i¢in

f(b) - f(a)

s e

saglamr.

Kamit: [a,b] araligindaki her x igin
g(0) = f(a) + (x -2) [@i(a—)]
b-a
ile tammlanan g ve f fonksiyonlan Sonugta ki

hipotezleri saglar. Dolayisi ile (a,b) icindeki bir
Xg igin

- aret oy A = 1(8)
f'(XO) =g (XO) —W
elde edilir.
f(x)=Ixl  fonksiyonunun [-1,1] aralifinda,

h(x) = tanx fonksiyonunun [0,rx] aralifinda,
g(x) =x—[[x] fonksiyonunun [0,1] aralifinda
ODT nin hipotezlerini saglamadifim gbrmeliyiz.
Verilen fonksiyonlar i¢in belirtilen araliklarda
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ODT dogru mu?

Uygulamalar : 1) 4x3 - 27x2 + 52x - 24
polinomunun (0,2) arahifinda en az bir kokii
oldugunu hi¢ islem yapmadan bulabiliriz. Cilinkii
bu polinom f(x) = x4-9x3 + 26x2 — 24x
polinomunun tlirevidir ve f(0) = f(2) = 0 vardir.
Polinomlar tiirevlenebilir olduklarindan istenilen
Rolle Teoreminden elde edilir.

2) f(x) =Vx fonksiyonunu [100,101] arahginda
diistinerek V101 sayisi yaklagik olarak
bulabiliriz. ODT den 100 < m < 101 olan bir m
sayist igin

Y101 - Y100 1

-0 o

1
Y10l = 10+
21m

elde ederiz. 10< Ym < V10T bize

20<2Ym<2V10I =V404 =21 ve

1 1 1 : .
T < T <y verir, Dolays1 ile

X 1 1
Y101 i, 10+ﬁ ve 10+ﬁ

arasinda bir say1 oldufunu sOyliyebiliriz.

3) Eger f intiirevi f* fonksiyonunun [a,b]
aralifinda aldif minimum deger m, maksimum
deger M ise ODT den (b-a)m<f(b)-f(a)<(b-a)M
elde edilir. Bu esitsizligi f(x) = sinx fonksiyonu
i¢in kullanarak her a,b igin Isinb — sinal < |b—al
elde edebiliriz.

ODT giderek artan otoyollarimiz iizerinde hiz
denetimi yapmak i¢inde kullanilabilir. f= f(t)
t birim zamamnda alinan yolu gostersin f = f(t)

nin tiirevlenebilir oldugunu varsayarsak, f'(t)
bize tamindaki hiz1 verecektir.

4) Son model BMW i ile saat 12.01 de Ankara-
Istanbul otoyoluna giren Bay HIZLI saat 12.46
da 120 km &tedeki Gerede ¢ikig tumnikesine
girer. Bilete bakan memur, Bay Hizli'min gagkin
bakiglan arasinda Trafik polisini caginr. Polis,
Hizli'min karsi ¢ikiglarina ragmen, ODT
geregince

f(3/4) - f(0) _120-0 _
3 3

3 3

160 =f(c)

denkleminden Hizli'min saat 12.01 ile 12.46
arasinda 160 km/saat iz yaptugim soyliyerek
gerekli cezayi keser.

Yazimiz1 yamtlarim bekledigimiz sorular ile
bitirelim.

1. f bir polinom olsun a ve b sayilan f in ikiger
kez kokii oldugu sayilar ise, f’ niin [a,b]

aralifinda en az i¢ kokii oldugunu gosterebilir
misiniz?

2. fve g [a,b] aralifinda tamimli, tiirevlenebilir
fonksiyonlar olsunlar. [a,b] deki her x i¢in
f'(x) = g(x) ise, bir ¢ sayst igin g(x) = f(x) + ¢
oldufunu gosterebilir misiniz?

3. a < b kogulunu saglayan a ve b sayilan
arasinda m2 = % (b2 + ab + 22) esitligini
saglayan m sayisimn varlifim gosterebilir
misiniz?

4. (0,1) aralir iginde tan x = 1 — x denklemini
saglayan bir noktamn varhfim kanitlaymz.
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