MATEMATIKLE DINLENELIM

OLASILIK HESAPLARI

ALl NEsin

lasilik hesaplariyla giinliik

yasamimizda kargilagiriz. Ornegin
tavla yada kagit oyunlari oynarken. Iki kapiya
ustliste gele atmayan tavlaci gormedim hig.
Sansizlik deriz. Elbet, dort kez gele atan, li¢ kez
gele atandan daha sanssizdir. Bu yazinin
amaclarindan biri de, “daha sanssiz” sdzcuigline
matematiksel anlam kazandirmak olacak.

Elimize bir zar alalim. Alt1 yiizlii hilesiz bir zar...
Her sayinin gelme olasilig1 aynidir: 1 sayisinin
gelme olasiligy, 2 sayisinin gelme olasiligindan
fazla degildir. Zarn alt1 yiizti oldugundan, ve her
sayinin gelme olasiligi aym oldugundan, 6rnegin
1 sayisinin gelme olasiligina 1/6 demek mantikli
olur. Eger i = 1, ..., 6 herhangi bir say1ysa, o(i), i
sayisinin gelme olasilig: olsun. Sezgilerimize
dayanarak yazalim:

o(1)=1/6, 0(2) = 1/6, ..., o(6) = 1/6.

Zar hilesiz oldugundan, o(7) = 0 da yazabilirdik!
Tiim olasihklarin toplaminin 1 olduguna
dikkatinizi gekerim. (Giinliik yasamda olasiliklar
100 iizerine hesaplanir, ama matematikte en
biiyiik olasihk 1'dir. Giinliik yasamda kullanmilan
% 75’in matematikcesi 3/4 olasiligidir).

Cift bir say1 atma olasiligini bulalim simdji; yani,
2, 4, 6 sayilarindan birinin gelme olasiligini. Her
sayinin gelme olasihg 1/6 oldugundan, ¢ift say:
gelme olasilign 0(2) +o(4) +0(6) =1/6 + 1/6 +
1/6 = 1/2dir. Ve elbet, tek say1 gelme olasiligt
da 1/27dir.

- Olasilik teoricileri, yukaridaki sorunda ortaya
cikan { 1,2,3,4,5, 6} kiimesine olaylar kiimesi
derler. Ornegin, 1 bir olaydir, ve 1 olaymin
gerceklesme olasiligy 1/6°dir.

Simdi igleri biraz zorlagtiracagiz ve iki (hilesiz)
zar atacagiz. [lk once iki zar birbirinden
ayiralim: zarlardan birine birinci

zar, Obiiriine ikinci zar diyelim (dilerseniz zarlar
boyaym). Her iki zarin da altigar yiizii
oldugundan, otuzalt: “olay” var:
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Dikkat ettiyseniz, 1-2 ve 2-1 zarlarim (yani
olaylarini) ayr1 yazdim, yani iki ayn olay olarak
gosterdim. Clinkii iki zan birbirinden
ayinyorum: birinci zar 1 sayisinyikinci zar 2
sayisini gosteriyorsa, gelen zara 1-2 diyorum,
tam tersiyse 2-1. Zarlar hilesiz oldugundan, her
olavin gerceklesme olasiliga ayni. Dolayisiyla,
o(i-]) saysy, i-j olaymmn gerceklesme olasihigiysa,
o(i-j) = 1/36°dir. Ornegin, o(1-1) = o(1-2) =
0(2-1) = 0o(3-4) = 1/36°dr. Bunu oyle de
gosterebiliriz. Zar atacagimiza, yukandaki
tabloya rasgele bir tas atalim, 36 hiicre
oldugundan, ve bir hiicrenin 6biir hiicreye gore
bir 6zelligi olmadigindan, tagin, 6rnegin 3-4
hiicresine diisme olasilig1 1/36’dr.

Opysa tavlada zarlar birbirinden ayirdedilmez. Biz
de ayirdetmeyelim. O zaman, 1-2 ve 2-1 zarlarim
da ayirdetmememiz gerekir, bu iki olay1 (1, 2)
olarak gosterelim. Olaylar1 yukaridaki gibi
siralayim (yukaridaki tabloyu ikiye katlayarak):
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21 olzyimiz var. Ama bu kez her olayin
s=rc=klesme olasilig ayni degil. Ornegin (1, 2)
-~.=imin gerceklegsme olasihgl 1/36 +1/36 =
2 34.ciinkii (1, 2) zan igin, ya 1-2 yada 2-1

x1,2)=0(1-2)+0(2-1)=1/36+1/36 =
2/36.
Ote yandan, (1, lj zarinin gelme olasiligi 1/36.
Demek ki, egeri # jise,

o(i,j)=2/36
dir, ve

o(i,i)=1/36
dir. (Ozellikle 2/36 yerine 1/18 yazmiyoruz,

ileride kolaylik olacak). Ahstirma olarak, cesitli
olasiliklar hesaplayalim.

iki kapiya gele atma olasihig. Bu kapilarin 1 ve 2
kapilari oldugunu varsayahm. Demek ki (1, 1),

(1,2) yada (2, 2) atma olasthgim hesaplayacagiz.

Budao(1,1)+0(1,2)+0(2,2)=1/36 + 2/36
<~ 1/36 =4/36 = 1/9dur. iki kez iki kapiya gele
atma olasithigiysa 1/9 X 1/9 = 1/81dir. Yedi kez
iki kapiya gele atma olasihii ise (1/9)"dir. (Asag
vukari, piyangoda en biiyiik ikramiye ¢ikma
olasiligina esit!)

1 atma olasihigs,

o1, 1)+0(1,2)+...+0(1,6)———%+5x%=%_é

Demek ki, 1 atma olasilig1 1/3’ten biraz daha az.

4 atma olasihgi. Yukaridaki gibi hesaplanir ve
11/36 bulunur.

Dért hane ilerideki bir pulu kirma olasihigi. Dort
hane ilerideki pulu kirmak i¢in ya 4 atmak
gerekir, ya (1, 1), ya (1, 3),yada (2, 2). Demek ki
pulu kirma olasihg

11/36 + o1, 1)+ o(1, 3) + 0(2, 2)
=11/36 +1/36 + 2/36 + 1/36 = 15/36 dr.

n hane ilerideki bir pulu kirma olasihgi. Eger n =
13 ise, bu olasilik sifirdir elbet. Aman =15 ise,
pulu (5, 5) zartyla kirabiliriz, ve olasihg 1/36°dir.
Bu olasiliklan bir dizelgeye sokalim:

n=uzaklik Kirma olasith@
1 11/36
2 11/36+1/36=12/36
3 11/36+1/36+2/36=14/36
4 11/36+1/36+2/36+1/36=15/36
5 11/36+2/36+2/36=15/36
6 11/36+2/36+2/36+1/36+1/36=17/36
7. 2/36+2/36+2/36=6/36
8 6/36
9 5/36
10 3/36
11 2/36
12 3/36
15 1/36
16 1/36
18 1/36
20 1/36
24 1/36

Ug zara gegmeden 6nce. tavlanin sinirh bir oyun
oldugunu belirteyim. Yazd:klarimdan, tavlamin
yiiksek diizeyde bir bilim bilgisi gerekrirdigi
anlanmu ¢tkmasin. Yani, taviac: olmanizi saltk
vermem. Ama illd taviaci olacagim diyorsaniz
kesinlikle olasilik hesaplarin: 6érenmeniz gerekir.

Simdi ii¢ zar alalim elimize ve vine ik dnce
zarlar birbirinden ayirdedelim: birinci zar, ikinci
zar ve liglincti zar. 6° = 216 olay var, ve her
olayin gerceklesme olasihg ayni oldugundan, her
zarin gelme olasihgi 1/216°dir. Ornegin,

o(1-2-5) = 0(1-5-2) = 0(2-1-5) = 0o(2-5-1) =
o(3-1-2) =0(5-2-1) = 1/216 dur.

Ancak, zarlan birbirinden ayirdetmemek en
dogal olani ve biz de etmeyelim. Olay sayimiz
azalds, ¢tinkil simdi, 6rnegin 1-2-5 ve 5-1-2
olaylar1 arasinda bir ayrim yapmiyoruz. Bu zara
(1, 2, 5) adim verelim. Kolayca goriilecegi gibi




MATEMATIKLE DINLENELIM

o(1,2, 5)=o(1-2-5) + 0(1-5-2) + 0(2-1-5) +
0(2-5-1) + 0(5-1-2) + 0(5-2-1) = 6/216 = 1/36

dir. Bunun gibi, o(3, 4, 6) da 1/36’ya esittir. Ama

0(2, 2, 5) = 0(2-2-5) + 0(2-5-2) + 0(5-2-2) =
3/216 =1/72,

ve

0(2; 2,2)=0(2-2-2) = 1/216
dir.

Alstirma olarak, l¢ zarla toplam 10 atma
olasiligim hesaplayalim:

o(1,3,6)+0(1,4,5)+0(2,2,6)+0(2.3,5) +
0(2,4,4)+0(3,3,4)=27/216 = 0, 13.

Yukaridaki 6rneklerde olanak sayisi sonluydu.
Ornegin, iki zarla 21 olanak vardi. Simdi, olanak
saylmizi SONsuz yapacagiz.

Kolay bir soruyla baglayalim: [0, 1] araliginda
rasgele secilen bir (gercel) saymin, 1/2’den
bilylikolma olasiligr kactir? Yamt 1/2°dir. Ciinkii,
[0,1] deki sayilarin “yaris1” 1/2°den biiylik, obiir
“yaris1” ise 1/2’den kiigliktur.

Bir kolay soru daha: [0, 1] arahiginda secilen bir
sayimnn 1/6 ve 3/7 arasinda olma (olayinin
gerceklesme) olasihii kagtir? Yanit 3/7 — 1/6 =
11/42°dir.

Buraya dek sasilacak birsey yok.

Peki, [0, 1] araliginda segilen bir saymnin 1/2’ye
esit olma olasiligr kactir? Sifirdir! Onsezi
zorlamyor biraz burada. Cunki 1/2 sayisi var, ve
bana, “Bal gibi 1/2yi secebilirim” diyebilirsiniz.
ben de size, “madem Oyle, bahse girelim”
diyebilirim. bahse girmek istemezsiniz elbet.
Cunkii kazanma olasihgimz sifirdir! Olay sayisi
sonsuzsa, ve her olayin gerceklesme olasilig
ayniysa, o zaman, bir olayin gerceklesme olasilig1
sifirdir. Soyle aciklanabilir bu: diyelim 1/2’yi
secme olasilig1 0,0001. O zaman, herhangi bir
say1y1 secme olasiligi da, 0,0001°dir, ve
dolayistyla asagidaki

1/10.000, 2/10.000, 3/10.000, ..., 10.000/10.000

onbin sayidan birini se¢me olasiligin1 bulmak icin
0,00011 onbin kez toplariz, ve 1 buluruz, yani
%100 olasilik! Olacak sey degil! Demek.ki 1/2
sayisini se¢me olasiligi sifir olmalhidir.

simdi iki say1 segecegiz ve sirayla segecegiz bu
sayilari. Yani birinci sayiyla ikinci say1 arasinda
ayrim yapacagiz. Soru su: [0, 1] arahginda rasgele
ve sirayla iki say1 secersek, ikinci sayinin, birinci
sayidan biiyiik olma olasihg kagtir? Birinci
sayiya x adim verelim, ikinci sayiya y. Rasgele
(ama sirayla) iki say1 segmek demek, [0, 1] X [0,
1] karesinde rasgele bir (x, y) noktasi segmek
demektir.

(0,0)

Yukaridaki resimde [0, 1] = [0, 1] X [0, 1] karesi
l¢ degisik olay bolgesine ayrilmis:

={xy) €[0,1P:x <y
2 ={xy) €[0,1P:x >y}

ve ortadaki cizgi A._, = {(x,X):x € [0, 1] }.
Resimden de goriildugii tizere, bir [0, 1]
karesindeki rasgele bir (x, y) noktasinm, A,
Bolgesinde olma olasihig 1/2'dir. A, bolgesmde
olma olasiligi da 1/2'dir. A,_ bolgesinde olma
olasiligy ise sifirdir.

Daha da zor bir soru soralim. Ug say1 segelim,
[0, 1] arahigindan: x, y, z. x birinci sayz, y ikinci ve
z liclinel. x < y < z olaymin gergeklesme
olasihig kagtir? Bu iig say1yy, [0, 1]° kiibiinde bir
nokta olarak gorebiliriz. Yukaridaki gibi bir
resim ¢izmeye cahsabilirsiniz. Ben denedim
beceremedim. Ug boyutta gorebilmek kolay
degil. Ama soyle akil yiriitebiliriz: [0, 1]

kiibiinii, su bolgelere ayiralim:

Aps={xy,2):x <y <z

An={xy,2):x<z<y]
Ay ={xy,2):y <x <z
Ay ={(x,y,2):y <z < x|
A ={(xy,2):z <x <Yy
Ay ={(xy,2):z <y <x.

Birinci bolgenin oylumunu (hacmini) bulmak
istiyoruz. Bu alt1 bolgenin oylumlari birbirine
esittir (hi¢ birinin oylumunun 6biiriinden biiyiik
olmasi i¢in bir neden yok). [0, 1]* kiibiinden
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crive Ralan bolgeler, yukandaki bolgelerin
wdir” ve ovlumlari yoktur. Demek ki, bu
Igenin oylumlarimin toplamy, [0, 1}
cupunun ovlumuna, yani bir bire esittir. Ve
cundan da, her bir bolgenin oylumunun 1/6

u cikar. Ne bulduk? [0, 1] arahgindan
rasgele tic say1 secersek, ikinci sayimnin birinci
savidan ve Uglinct sayimin ikinei sayidan buyiik
»Ima olaymin gerceklesme olasihginin 1/6
rldugunu bulduk.

Simdi dort say1 sececegiz [0, 1] araligindan ve
ikinci sayinin birinei sayidan, tiglincii sayinin,
ikinci sayidan ve dordiincii sayinin tigtineli
sayidan blyiik olma olayinin gerceklesme
olasihigint hesaplayacagiz. Dort boyutta
oldugumuzdan resim ¢izemeyiz artik. Ama yine
de yukaridaki gibi diistinebiliriz.

Ay = (X1 X X0 X)) €10, 1%y <% < x3 < x5}
kiimesi olsun. Bunun gibi, 6rnegin,
A ={(Xp X2, X3, Xy) € [0, 1]*:x; < x; < x; < xyf

kiimesini tanimlayalim. Tiim bu kiimelerin
“oylumlari” ayni (dort boyutta oylum entegral

hesaplariyla bulunur, ama su anda onsezi yeterli).

Kag tane bu tiir kiime var? Teker teker siralayip
24 tane oldugunu bulabiliriz kolaylikla: A -,
A3 Adzas Ajas, - Geriye kalan kiimeler, bu
kumelerin “duvarlart” olduklarindan oylumlan
sifirdir. Demek ki, bulmak istedigimiz olasihk
1/24diir.

Soru: Bir kartondan kenar uzunluklari, 1, 1, 2, 2,
2.3.3,4,6, 6,7 olan on bir kare kesip, onlar
vanyana yerlestirerek bir kare elde edebilir
misiniz? (cilt 1, Say1 2, Sayfa 29)

Coziim: (Ayse Bozlaker , Torbali - Izmir)

Simdi ¢ok genel bir soru soralim: [0, 1]
araligindan n tane rasgele ve sirayla sayi
se¢iyoruz: x,, X,, ..., X,. Bu dizinin artan bir dizi
olma olasilig kactir? Yanix; < x, < ... <x,
olaynin olasihig1 kactir? Yukaridaki gibi akil
yurutecegiz.

Ap 2 a={Xp X0 0 X)) E0,1]7:x) <X, <. <Xy}

kiimesinin oylumunu ariyoruz. Bu tiir
kiimelerden kag tane oldugunu bulmaliyiz. Yani,
1, 2, ..., nsayillarini kag tiirli dizebiliriz? n! =1 X
2 X .. X (n—1) X n tirli dizebiliriz diyorum.
Bunu tiimevarimla kanitlayacagim. ilk 6nce, ilk
n—1 sayiy1 (n—1)! tiirlii dizebildigimizi
varsayalim. Bu dizilerden herhangi birini alalim.
Simdi, son say1y1, yani n sayisini, araya bir yere
sokacagiz. Basa, ortaya,en ya da sona sokabiliriz:
toplam n degisik yere sokabiliriz. Demek ki 1, 2,
... N sayilarini (n — 1)! X n = n! tiirli dizebiliriz.
Dedigimi kanitladim. Bundan da su sonug ¢ikar:
Rasgele 0, I araliginda secilen x,, ..., x,, dizisinin
artan bir dizi olma olasihgr I/n!'dir.

-

Ornegin n= 2, 3, 4 ise yukarida buldugumuz
1/2.1/6, 1/24 olasiliklarini buluruz. Dikkat
ederseniz, n buiytidiikce olasilik azaliyor.
Ornegin, n = 5 icin, 1/5! = 1/120 = 0,00833...
olasihgini buluruz.n=~6iginise, 1/6!=1/720
= (,0014 olasiligini.

Simdi yazinin en son sorusuna geldik: [0, 1]
arahginda rasgele secilen sonsuz bir sayilar
dizisinin artan bir dizi olma olayinin gerceklesme
olasihg kactir? Yamt kolay:

lim 1/n!=0.

n— «




