Saymak Sanildig1 Kadar Kolay
Degildir

ir matematikc¢inin bir zamanlar dedigi gibi, saymasini bi-

lenler ve bilmeyenler olmak tizere ti¢ tir insan vardir... Ba-
kalim siz hangi tiirdensiniz? Ornegin bir odada bulunan topla-
r1 sayabilir misiniz?

Ayse bombos bir odada. Odanin kapisi ve penceresi agik.
Murat odanin hemen diginda, kapinin 6niinde. Murat’in 6niin-
de 1, 2, 3, 4, ... diye sayilandirilmis sonsuz tane top var. Saat
12’ye 1 dakika kala, Murat 1 ve 2 sayili toplar1 Ayse’nin bulun-
dugu odaya atiyor. Ayse hi¢ zaman kaybetmeden 1 sayili topu
pencereden bahcgeye atiyor. Saat 12’ye 1/2 dakika kala, Murat 3
ve 4 sayili toplar1 Ayse’ye atiyor. Ayse gene hi¢ zaman kaybetme-
den 2 sayili topu pencereden bahgeye atiyor. Saat 12’ye 1/3 da-
kika kala, Murat 5 ve 6 sayili toplar1 odaya atiyor. Ayse bu sira-
da 3 sayili topu pencereden bahceye atiyor. Saat 12’ye 1/4 daki-
ka kala Murat 7 ve 8 sayili toplar1 Ayse’ye atiyor. Ayse de 4 sa-
yili topu pencereden bahgeye atiyor.

Bu boyle hep devam ediyor. Ayse’yle Murat gittikce hizlani-
yorlar. Murat’in 6ntindeki toplar ikiger ikiser azaliyor, pencere-
den bahgeye atilan toplar birer birer ¢cogaliyor...

Ayse’nin odasindaki toplar da birer birer ¢ogaliyorlar
elbet...
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12’ye 1/1 var ~ Murat 1 ve 2’yi Ayse’ye atiyor Ayse 1’i pencereden atiyor

12’ye 1/2 var ~ Murat 3 ve 4’4 Ayse’ye atiyor Ayse 2’yi pencereden atiyor
12’ye 1/3 var ~ Murat 5 ve 6’y1 Ayse’ye atiyor Ayse 3’u pencereden atiyor
12’ye 1/4 var ~ Murat 7 ve 8’1 Ayse’ye atiyor Ayse 4’ti pencereden atiyor
12’ye 1/5 var ~ Murat 9 ve 10’u Ayse’ye atiyor Ayse 5’1 pencereden atiyor

12’ye 1/n var ~ Murat 2n-1 ve 2n’yi Ayse’ye atiyor Ayse 7’yi pencereden atiyor

Soru: Saat tam 12’de odada kag top vardir?

Murat’in ve Ayse’nin toplar gittikge artan bir hizla atip
atamayacaklar1 sorusuyla ilgilenmeyelim. Fiziksel engelleri or-
tadan kaldirip, soruyu soyut duzeyde algilayalim.

Birinci Yamt: Saat 12’de odada sonsuz tane top vardir.
Cunki Murat odaya hep iki top atmaktadir ve Ayse odadan
yalmizca bir top disar1 atmaktadir. Dolayisiyla odadaki top sa-
yis1 her hamleden sonra 1 artmaktadir. Bu yiizden, saat 12’de
odada sonsuz tane top vardir.

Ikinci Yanit: Saat 12°de odada hig top yoktur. Ciinkii Ayse
her topu bir zaman sonra pencereden bahgeye atacaktir. Oyle
degil mi? Saat 12’ye 1/n kala, Ayse n sayili topu pencereden
bahgeye firlatacaktir. Dolayisiyla her top bir zaman sonra oda-
dan cikacaktir ve saat 12’de odada hi¢ top kalamaz.

Asil Soru: Yanitlarimiz birbirleriyle ¢elisiyor. Hangi yanit
dogru? Hangi yanit yanhs? Yoksa her iki yanit da m1 yanlis?

Opyleyse dogru yanit nedir? Ve neden?

Asil Sorunun Yaniti: Her iki yanit da dogru gibi goziikiiyor.
Ama her ikisi de dogru olamaz elbet. Biraz dugtinelim.
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Birinci yanitta odadaki top sayisi gozonunde bulundurulu-
yor. Odadaki top sayisi hep bir arttigindan, saat 12’de odada-
ki top sayisinin sonsuz olacagi one siiruliiyor.

Ikinci yanittaysa toplar teker teker gézoniine alintyor. Her
top bir zaman sonra odadan disari atilacagindan, odada hig
top kalamaz deniliyor.

Dogru yanit ikincisi. Birazdan ikinci yanitin neden dogru
oldugunu agiklayacagim. Bu paragrafta birinci yanitin gerekce-
sinin neden gecerli olmadigini anlatmaya ¢alisayim: Odadaki
top sayisinin durmadan arttigi dogru. Bundan hi¢ kuskumuz
yok. Ancak bu olgu tek basina saat 12°de odada sonsuz tane
top oldugunu kanitlamaz! Odadaki top sayisi her an artabilir
ve gene de saat 12°de odada hi¢ top kalmayabilir! Zaten burda
olan da bu: Odadaki top sayisi artiyor ve saat 12’de odada hig
top kalmiyor.

Top sayisinin artmasiyla sonsuzda odada sonsuz tane top
bulunmasi arasindaki iligki sanildugi kadar gicli degil, hatta
onsezilerimize ters diigsecek kadar zayif!

Ikinci yanitin neden dogru oldugunu daha iyi anlamak igin
her an odada bulunan toplari yazalim:

Saat Odadaki toplar Odadaki top sayist
12’ye 1/1 kaladan hemen sonra 2 1
12’ye 1/2 kaladan hemen sonra 3, 4 2
12’ye 1/3 kaladan hemen sonra 4, 5, 6 3
12’ye 1/4 kaladan hemen sonra 5,6, 7, 8 4
12’ye 1/5 kaladan hemen sonra 6,7, 8,9, 10 N
12’ye 1/6 kaladan hemen sonra 7, 8, 9, 10, 11, 12 6
12’ye 1/n kaladan hemen sonra 7+ 1,7 + 2, ..., 2n n

Odadaki toplari kiime olarak gosterelim. 12’ye 1/n kaladan

hemen sonra odada bulunan toplarin kiimesine A,, diyelim. De-
mek ki,
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esitlikleri gegerli. Bu kiimeler dizisinin sonsuzda ne oldugunu

bulmak istiyoruz.
A, kimesi {2, 3,4, 5, 6, ..
A, kimesi {3, 4, 5,6, 7, ..
Aj; kumesi {4, 5,6, 7, 8, ..
Genel olarak A, kiimesi {n +
bir altkimesidir.

.} kiimesinin bir altkiimesidir.
.} kiimesinin bir altkiimesidir.
.} kiimesinin bir altkiimesidir.
1,n+2,n+ 3, ...} kimesinin

B,,, ’den buyiik tamsayilar kiimesini simgelesin. Yani

B,={n+1,n+2,n+3,..}
olsun. Demek ki,

A, c B,
A, c By
Az c B;
A4 c By
As < B
A cB

n n

timceleri gegerli. A,, kiimelerinin sonsuzda bos oldugunu goster-
mek i¢in, B,, kiimelerinin sonsuzda bos oldugunu gostermek ye-
terlidir. Ama B,, kiimesi 7’den buyiik sayilari igerdiginden, her sa-
y1 bir zaman sonra B, lerden birinin diginda kalir. Ornegin, 1995,
Biggs’te degildir, Biggs’da da degildir; genel olarak, 7 > 1995 ise,
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1995, B,’de degildir. Bu dedigimiz yalmiz 1995 icin degil, her sa-
y1 igin gegerli. Demek ki B,, kiimeleri sonsuzda boskiime olurlar.
Dolayisiyla A,, kimeleri de sonsuzda bogkiime olurlar.

Burda yaptigimiz ikinci yanitin kanitini agiklamaktan bas-
ka bir sey degil. Ikinci yanitin kaniti dogrudur, yani ikinci ya-
nit dogrudur.

*

Yukardakine benzeyen su bilmeceyi soralim: Murat Ay-
se’ye her saniye iki tane (madeni) 1 lira versin. Ayse de bu 2 li-
ray1 cebine atsin. Ama Ayse’nin cebi delik olsun ve cebine her
iki lira koyusunda, bir lira cebinden yere diigstin. Sonsuzda Ay-
se’nin cebinde kag lira olur?

Ayse’nin cebindeki para her saniye artmaktadir. Clinkt her
saniye Ayse’nin cebine 2 lira girmektedir ve yalnizca 1 lira dus-
mektedir. Her saniye Ayse 1 lira daha zenginlesir. Ornegin 10
saniye sonra Ayse’nin cebinde 10 lira olacaktir, 11 saniye son-
ra 11 lirasi olacaktir... Bundan, Ayse’nin cebinde sonsuzda son-
suz lira olacagi ¢ikar mi?

Cikmaz!

Paralarin hangi sirayla yere diistiikleri 6nemlidir. Ornegin,
eger paralar Ayse’nin cebinden yukardaki gibi teker teker siray-
la diiserse, Ayse’nin cebinde (sonsuzda) hi¢ para kalmaz. Ote
yandan ilk lira Ayse’nin cebine takili kalirsa ve sonraki liralar
Ayse’nin cebinden sirayla teker teker duserse, sonsuzda Ay-
se’nin bir lirasi olur.

Bir baska 6rnek verelim: Tek sayil liralar Ayse’nin cebine
takili kalirsa ve ¢ift sayili liralar teker teker diiserse, sonsuzda
Ayse’nin sonsuz parasi olur. Hem yerde hem de Ayse’nin cebin-
de sonsuz para olur.

Sonug olarak, Ayse’nin cebinde sonsuzda herhangi tutarda
parasi olabilir. Ayse’nin cebinde kalacak para, liralarin hangi
sirayla distigtine baghdir.

121




Yukardaki problemi biraz zorlastiralim. Ayse’nin cebinden

paralari rasgele dustirelim. Ayse’nin cebine giren ilk iki lira, ye-
re dusmek i¢in yazi - tura atsinlar. 1/2 olasilikla birinci lira diis-
stn, 1/2 olasilikla ikinci lira. Bir saniye sonra Ayse’nin cebine
iki lira daha girecek ve boylece cebinde 3 lira olacak. Bu g li-
radan biri de 1/3 olasilikla yere digsiin. Bir saniye sonra Ay-
se’nin cebine iki lira daha girecek ve cebinde 4 lira olacak. Bu
dort liradan biri de 1/4 olasilikla yere disgstin... Sonsuza degin
bu boyle strsiin. Sonsuzda Ayse’nin kag parasi olur?

Kimi okur, “Sonsuzda Ayse’nin cebinde herhangi tutarda
parasi olabilir, 1 liras1 da olabilir, sonsuz parasi da olabilir,”
yanitini verecektir. Gergekten de biraz 6nce bunun boyle oldu-
gunu gormemis miydik?

Ne yazik ki dogru yanit bu degil. Ayse’nin cebinden para-
lar rasgele diserse, sonsuzda Ayse’nin yiizdeyiiz olasilikla sifir
liras1 olacaktir. “Rasgele” sozcugunun altini 6zellikle ¢izdim.

Paralar yere rasgele distiigiinde neden Ayse’nin cebinde
sonsuzda hi¢ para kalmaz?

Ayse’nin cebine konan paralari sayillayalim. 1 sayil liray,
yani birinci liray1 ele alalim. Bu liranin yiizdeyiiz olasilikla bir
zaman sonra Ayse’nin cebinden diigsecegini kanitlayacagim. Ya-
ni, birinci liranin Ayse’nin cebinde sonsuza degin kalma olasi-
liginin sifir oldugunu kanitlayacagim.

Bu lira, 1/2 olasilikla daha ilk turda Ayse’nin cebinden diu-
secektir. Ve gene 1/2 olasilikla birinci turda Ayse’nin cebinde
kalacaktir. Demek ki birinci liranin birinci turda diismeme ola-
siligr 1/2°dir.

Birinci liranin birinci turda diigmedigini varsayalim. kinci
turda, Ayse’nin cebinde 3 lira vardir. 1/3 olasilikla birinci lira
dusecektir ve 2/3 olasilikla dismeyecektir. Demek ki birinci li-
ranin ne birinci ne de ikinci turda diismeme olasiligi,

1/2 x 2/3 =1/3

tur.
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Birinci liranin ikinci turda da diigmedigini varsayalim.
Uciincii turda Ayse’nin cebinde 4 lira vardir. Birinci lira 1/4
olasilikla diisecektir, 3/4 olasilikla diismeyecektir. Demek ki bi-
rinci liranin ne birinci ne ikinci ne de tgiinci turda diismeme
olasilig

1/2 x 2/3 x 3/4 = 1/4
tur.

Okur hesaplar: surdirebilir. Birinci liranin ilk 4 turda dis-
meme olasilig1,

1/2 x 2/3 x 3/4 x 4/5 = 1/5
tir.

Genel olarak, birinci liranin ilk 7 turda (yani saniyede) diis-
meme olasiligi 1/( # + 1)’dir.

Bu olasiliklar # buyudiukge kiigtliir. Yani, birinci liranin
diismeme olasiligi gittik¢e azalir. Bunu zaten biliyorduk. Ama
simdi yeni bir olgu kesfettik: Bu olasiliklar azalir, azalir ve #
sonsuza yaklastik¢a, sifira yaklagirlar. Yani birinci liranin hig
dismeme olasihigi sifirdir. Dolayisiyla, birinci lira 1 olasilikla
(yani yiizde yiiz) sonlu bir zaman sonra diisecektir!

Birinci lirayla yaptigimizi, herhangi bir lirayla da yapabili-
riz. Her lira bir zaman sonra 1 olasilikla diisecektir. Yani son-
suzda Ayse’nin cebinde hi¢ para kalmaz (1 olasilikla!).

icbir TeoRIYe
._t&i‘/saya\q big dukum'2

kawgt Kengiyayiz !
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