Sonsuz Inis ve Sonsuz Cikis

ayilar kuraminin matematikte yeri ayridir. Sayilar kurami

her seyden 6nce giizeldir. Ustelik bir ilkokul cocugunun bi-
le anlayabilecegi esitlikler, teoremler, kanitlar, sorular vardir.

Cogumuzun matematikle ilgisi aritmetikle baglamigtir. Kimi-
miz 1 + 2 + 3 + 4 = 10 esitliginden, kimimiz 32 + 42 = 52 esitli-
ginden, kimimiz de,

1 =1 =12
1+3 =4 =22
1+3+5 =9 =32

1+3+5+7 =16 =42
esitliklerinden buytlenmisizdir. Sayilar kuraminda her yasa,
her zevke gore buyu vardir.

Sonsuz Cikis. Yukardaki esitlikler raslantisal degildir, ilk n
tek saymnin toplami her zaman bir karedir!. ilk 7 tek say1 1, 3,
S5, «esy 2n — 1 oldugundan,

1+3+5+..+2n-1)=n2
dir. Bu esitlik, sayilar kuraminda t#mevarim adi verilen bir
yontemle kanitlanabilir.

1 Bu yazida “say1” sozciigiinii 1 ve 1’den biiyiik tamsayilar i¢in kullanacagiz,
yani 1, 2, 3, 4, ... sayilar i¢in.




Matematikte ve sayilar kuraminda ¢ok sik kullanilan bu

yontemde, kanitlanmak istenen 6nerme 6nce 1 sayisi igin kanit-
lanir. Sonra, 6nermenin 7 sayisi i¢in gegerli oldugu varsayila-
rak, énerme bir sonraki say1 olan 7 + 1 sayisi i¢in kanitlanir.
Boylece, onermenin tim sayilar igin gegerli oldugu anlagilir.
Cunki, onerme 1 i¢in dogrudur, 1 i¢in dogru oldugundan 2
icin de dogrudur, 2 i¢in dogru oldugundan 3 i¢in de dogru-
dur... Bu yonteme sonsuz ¢tkis da denilebilir.

Tumevarimla kanita 6rnek olarak yukardaki esitligi kanit-
layalim.

Teorem. Her n > 1 dogal sayisi icin, ilk n tek sayimn topla-
mi n2’dir.

Kanut: Ilk 7 tek saymin toplamina T(#) adin1 verelim. Yani,

Tn)=1+3+5+...+2n-1)
olsun. T(n) = n2 esitligini kanitlamak istiyoruz.

Once T(1) = 12 esitliginin dogru olup olmadigina bakalim.
T(1), 1’den 1’e kadar olan tek sayilarin toplamidir, demek ki
T(1) = 1 = 12 esitlikleri gecerlidir. Onermemiz 1 icin dogru.

Simdi, T(n) = n2 esitligini dogru varsayip,

Tn+1)=(n+1)2
esitligini kanitlayalim. T(n + 1) sayist ilk # + 1 tek sayinin top-
lami, yani 1’den 27 + 1’ kadar olan tek sayilarin toplamu. 11k
n tek sayinin toplami T(n)’dir ve varsayimimiza gore bu T(n)
sayis1 n2’ye esittir. Bir sonraki z + 1’inci tek sayiysa 2z + 1. De-
mek ki,
T(n + 1) = 1lk 7 + 1 tek saymnin toplami

= (Ilk 7 tek saymnin toplami) + (7+1’inci tek sayi)

STn) + 2n+1)=n2+ 2n+1)=(n+1)2
veT(n+1)=(n+1)2

Demek ki T(n) = n? esitligi dogruysa, T(n + 1) = (n + 1)2
esitligi de dogrudur.

64




Daha 6nce T(1) = 12 esitliginin de dogru oldugunu kanitlamig-
tik. Boylece her 7 sayisi icin T(n) = 72 esitligi kanitlanmig oldu. [

Timevarimla kanitin bir zayif yani, kanitlanan 6nermenin
neden dogru oldugunun pek iyi anlasilamamasidir. Onsezi kay-
bolmakta, mekanik bir kanit verilmektedir. Ne demek istedigimi
gene bir 6rnekle anlatayim. Yukardaki T(n) = n? esitliginin ne-
den dogru oldugunu bagka turli gostereyim. Bir kenari n uzun-
lugunda olan bir kare alalim. Bu karenin alani #2’dir. Kareyi 72
tane kuguk kareye bolelim. Simdi kareleri soyle sayalim. (Asagi-
daki sekle bakin.) Sol alt kosede 1 ka-
re var. Bu kareye 3 kare dokunur: bi-
ri sagindan, biri tepesinden, 6biirti de
sag ust kosesinden (yani caprazin-
dan.) Bu yeni kareye 5 yeni kare do-

kunur: ikisi sagindan, ikisi tepesin-
den, biri de ¢caprazindan. Sonra 7 ye-

ni kare... Resim yandadir.

1, 3,5, 7, ... Bunlarin toplami kii-
ciik karelerin sayisina, yani n2’ye esit. Gortildugu gibi ilk 7 tek
saymnin toplami #2’dir. Yukardaki 6nermenin neden dogru ol-
dugu birden giin gibi ortaya ¢ikti. Ama matematiksel degil ka-
nitimiz. Gorme duyusuna dayaniyor.

Daha sonra gereksinecegimiz bir sonucu tiimevarimla ka-
nitlayalim:

Teorem. n 6geli bir kiimenin altkiime sayist 27 dir.

Kanit: Onermeyi 6nce 7 = 1 icin kanitlayacagiz. Eger X = {x}
bir 6gelik bir kiimeyse, X’in 2 altktimesi vardir: & (boskiime) ve
X. Demek ki 7 = 1 oldugunda 6nermemiz dogru.

Simdi 6nermenin # i¢in dogru oldugunu varsayip, onerme-
yi bir sonraki sayi olan 7 + 1 i¢in kanitlayalim. # + 1 tane 6ge-
si olan bir kiime alalim. Bu kiimeye X adin1 verelim.
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X = {X1y coes X1y X1}

olsun.X’in 27 +1 tane altkiimesi oldugunu kanitlamak istiyoruz.
Y ={xq, ..., x,,}

olsun. Y’nin 27 tane altkiimesi oldugunu (7 tane 6gesi oldugun-

dan, varsayimimiza gore) biliyoruz.

X’in iki tur altkiimesi vardir: x,,,1’i igerenler ve icermeyenler.
x,,1’1 icermeyenler Y’nin altkiimeleridir ve bunlardan 27 tane ol-
dugunu biliyoruz. x,,,;’i icermeyen 2”7 kiimeye x,,,,’i de eklersek,
x,,1’1 iceren tum altkiimeleri buluruz. Demek ki X’in x,,,,’1 icer-
meyen 2” tane ve x,,,1’1 iceren gene 27 tane altkiimesi varmis. Do-
layisiyla X’in altkiime sayisi, 27 + 27 = 2 x 27 = 27+1 dir. Onerme-
miz kanitlanmigtir2. ]

Aligstirma olarak, okur asagidaki onermeleri timevarimla
kanitlamaya ¢alisabilir:
1.  Eger 0 <x <1 ise ve n > 0 bir dogal sayiysa3,
(1-x)"<1—-nx+n(n—1)x2/2.
2. Eger n > 0 bir dogal sayiysa,
PB+2+ . +m3=(1+2+..+n)?
3.  Eger n > 0 bir dogal sayiysa,
124224+ ..+ n2=nn+1)2n + 1)/6.
4.  Eger n > 0 bir dogal say1ysa,
14+ 24 + .+ 0t = (6m5 + 15n% + 1013 - n)/6

Bir Cesitleme. Tumevarimla kanitin bir cegitlemesi de soy-
ledir. Kanitlamak istedigimiz 6nerme 6nce 1 i¢in kanitlanir. Ar-
kasindan 6nermenin 7’den kiigiik tiim sayilar i¢in dogru oldu-

d

2 Okur, bu olgudan 2" = ZZ, [Zn] esitligini ¢ikarabilir “Saymadan Saymak”
baglikli yazida tanimlamugstik sagdaki sayilari, bkz. s. 39.) Soldaki sayi, yani
2" 5 dgesi olan bir kiimenin altkiime sayisi. Sagdaki (’Z] sayilari ise, ayni
kiimenin k 6geli altkiimelerinin sayisi.

3 “Yoksulun Kazanabildigi Bir Oyun” yazisinda Onsav 1’de (bkz. sayfa 163)
kanitlanmistir bu esitsizlik.
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gu varsayilip, onerme 7 i¢in kanitlanir. Bir sonraki yazida bu
tir timevarimsal kanita bir 6rnek verecegiz.

Sonsuz Inis. Pierre de Fermat (1601-1665) sayilar kuraminda
sonsuz inig adini verdigi bir bagka yontem bulmustur. Sonsuz inis,
sonsuz cikigin (yani tiimevarimin) ters yiiz edilmisidir. Once yon-
temi aciklayalim, sonra bir 6rnek verecegiz.

Diyelim sayilarla ilgili bir 6nerme kanitlamak istiyoruz. Bu
6nermeye O(n) adini verelim. O(n) énermesinin bir say1 igin
yanlis oldugunu varsayalim, diyelim a sayisi i¢in yanlis. Demek
ki O(a) 6nermesinin yanhs oldugunu varsayiyoruz. Bu varsa-
yimdan bir celiski elde etmeye calisiriz. O(a)’nin yanlishgindan
yararlanarak, 6yle bir a; sayist bulmaya ¢alisiriz ki, hem a; < 4,
hem de O(a,) 6nermesi yanhstir. Basardik diyelim. Ayni akil yii-
ritmeyi a yerine a; sayisi i¢in yapacak olursak, yle bir a, sayi-
st buluruz ki, hem a, < a,’dir, hem de O(a,) 6nermesi yanlistir.
Bunu béyle siirdiirebiliriz. Ote yandan dogal sayilarda sonsuza
dek azala azala inemeyiz. Bir celigki elde ettik: Hem sonsuza dek
inebiliyoruz, hem de inemiyoruz. Demek ki, O(n) énermesi bir
a sayisi i¢in yanlig olamaz, yani her say1 i¢in dogrudur.

Bu yontemi sdyle de agiklayabiliriz: Eger O(n) 6nermesi bir sa-
y1 i¢in yanligsa, bu 6nermenin yanlig oldugu en kiigiik bir say1 var-
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dir. Bu sayiya a adim verelim. Simdi de O(a) 6nermesinin yanls-

ligindan yararlanarak, a’dan kiiciik bir b sayisi i¢in de 6nermenin
yanlig oldugunu kamitlamaya ¢alisalim. Basarirsak bir ¢eliski elde
ederiz, ¢tinkii, a4, 6nermeyi yalanlayan sayilarin en kiiciigiiyd.

Simdi bir 6rnek vereyim. Sonsuz inis yontemini kullanarak
V3 sayisinin kesirli say1 olmadigini kanitlayacagim#. Diyelim, a
ve b dogal sayilar1 V3 = a/b esitligini saghyor. V3 = a/b denkle-
minde iki tarafin da karesini alirsak, 3 = 42/b2 buluruz, yani
3b2 = a2. Bundan da g2’nin iice boliindugu ¢ikar. a2 tice boliin-
dugiinden, a sayisi da tge boliniir. Dolayisiyla a2 dokuza bo-
lintr ve 362 = g2 denkleminden 62°nin de tice bolindugi anla-
silir. b2 tice boliindiigiinden, b de tice boliiniir. Hem @’nin, hem
de b’nin tge bolindigunt kanitladik. Eger a = 344, b = 3b; ola-
rak yazarsak, V3 = a/b = 3a,/3b, = a,/b, elde ederiz. Yani V3 =
a,/by. Ve ayni zamanda 0 < a; < a. Yukarda a ve b sayilariyla
yaptigimiz kaniti, a; ve by sayilariyla yaparsak, oyle a,, b, sa-
yilari buluruz ki, hem 0 < a, < a; < a dir, hem de \3 = a,/b, dur.
Bu boyle sonsuza dek siirebilir. Ote yandan siiremez de! Bir ce-
liski elde ettik. Demek ki V3 kesirli say1 degilmisS.

Okur, alistirma olarak, onerecegim su kaniti denesin: a ve
b sayilari icin, V3 = a/b esitligini varsayalim. O zaman

V3= (3b-a)la-b)

esitligi gecerlidir ve 0 < 3b — a < a dir. Sonsuz inisle celigki elde
edilir.

4 Bu ornek yontemi aciklamasi agisindan iyi bir 6rnekse de, yontemin glictinii
ne yazik ki tam gosteremiyor. Fermat bu yontemle cok daha derin sonuglar el-
de etmigtir. Fermat Ne Biliyordu? (II) baglikli yazida (sayfa 123), Fermat’nin
kanitlarindan birini verecegiz ve yontemin giicti daha iyi anlasilacak.

5 Aslinda sonsuz inig yontemini ilk Eski Yunanlilar bulmuglardir. Nitekim ver-
digim kanit Eski Yunanlilara aittir. Ama sanirim Eski Yunanlilar bu yontemi
kullanarak bir tek bu teoremi ve ¢esitlemelerini kanitlamiglardir. Yontemi ilk
kez sistematik olarak uygulayan Fermat’dir. Fermat, sayilar kuramiyla ilgili
teoremlerinin ¢ogunu ya sonsuz ¢ikigla ya da sonsuz inigle kanitlamigtir, daha
dogrusu kanitladigini 6ne stirmiistiir, ciinkii Fermat teoremlerinin kanitini
pek yazmazdi.
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