
Yoksulun Kazanabildi¤i Bir Oyun

Bu yaz›da yoksulu kazand›raca¤›z. Küçük bir olas›l›kla da

olsa, yoksul kazanabilecek.

Oyunu aç›klamadan önce, Sonlu Oyunlar adl› yaz›m›zdaki

(sayfa 17) oyunu an›msayal›m:

‹ki oyuncu yaz›-tura oynuyorlar. ‹lk yaz›-tura at›fl›nda orta-

ya birer lira sürülüyor. Oyunculardan biri, diyelim birinci

oyuncu, kaybettikçe ortaya koydu¤u paray› art›r›yor, bir önce-

ki at›flta kaybetti¤inin iki kat›n› koyuyor. Kazand›¤›ndaysa or-

taya 1 lira koyuyor.

Örne¤in birinci oyuncu ilk at›flta kaybederse, ikinci at›flta

ortaya 2 lira sürüyor. ‹kinci at›flta da kaybederse, üçüncü at›fl-

ta ortaya 4 lira sürüyor. Yine kaybederse 8 lira sürüyor… Ka-

zanana de¤in bu böyle devam ediyor. Kazand›¤›nda, bir sonra-

ki oyunda gene 1 lira ortaya sürüyor. Birinci oyuncu bu strate-

jisine devam edebildikçe devam ediyor. Devam edemedi¤inde,

yani cebinde yeterli paras› kalmad›¤›nda, oyun bitiyor.

Sonlu Oyunlar yaz›s›nda, iki oyuncunun da sonlu paras› ol-

du¤unda bu oyunun hem teoride hem de uygulamada kesinlik-

le bitece¤ini kan›tlam›flt›k.

Ayn› oyunu oynayaca¤›z. Ancak bu kez ikinci oyuncunun

sonsuz paras› oldu¤unu varsayaca¤›z (zengin oyuncu.) Birinci



oyuncununsa yaln›zca 1 liras› var (yoksul oyuncu.) Yoksul, bi-

rinci oyuncu ve yukarda aç›klad›¤›m›z stratejiyle oynuyor.

E¤er stratejisini sürdüremezse oyun bitiyor; oyun daha önce

bitemez.

Zenginin paras› hiç bitmedi¤inden, zenginin bu oyunu kay-

betme olas›l›¤› yoktur. Ama, birazdan görece¤imiz üzere, zen-

ginin oyunu kaybetmemesi, yoksulun bu oyundan kazançl› ç›k-

mayaca¤› anlam›na gelmez.

Daha ilk yaz›-tura at›fl›nda yoksul kaybederse, yoksul ce-

bindeki tek liray› kaybeder ve oyun hemen biter. Dolay›s›yla en

az 1/2 olas›l›kla yoksul tek liras›n› yitirecektir.

Yoksul ilk at›flta kazan›p ikinci at›flta kaybederse ne olur?

Oyun gene biter, ama bu kez yoksulun cebinde 1 liras› vard›r.

Yani yoksul “tapi” kalkar. Çünkü, yoksul, birinci yaz›-tura at›-

fl›nda kazanm›flt›r, dolay›s›yla ikinci at›fltan hemen önce cebin-

de 2 liras› vard›r. ‹kinci at›flta kaybetti¤inde yaln›zca 1 liras›

kalm›flt›r. Üçüncü at›fl için ortaya 2 lira koymas› gerekmektedir

ama 2 liras› yoktur. Yoksul stratejisine devam edemedi¤inden

oyun biter.

Demek ki en az 1/4 olas›l›kla yoksul oyundan ne kazançl›

ne de zararl› kalkar. Yoksulun oyundan ne kazançl› ne de za-

rarl› kalkma olas›l›¤›n› bulamad›m.

Yoksulun oyundan befl paras›z kalkma olas›l›¤›n› da bula-

mad›m. Yaz›n›n sonunda bu olas›l›¤› bulmak için hesaplanma-

s› gereken bir sonsuz toplam› verece¤im.

“Yoksulun fians›” bafll›kl› yaz›daki (sayfa 143) oyunun ter-

sine bu oyunda yoksul kazanabilir. Öyle bir an gelebilir ki,

yoksulun cebinde 1 liradan fazla para olmas›na karfl›n, yoksul

stratejisini sürdüremez (yani oyun biter.) Örne¤in, yoksul ilk

dört at›flta kazan›r da sonraki iki at›flta kaybederse yoksulun

cebinde 2 lira olmas›na karfl›n oyun biter.

Demek ki en az 1/26 = 1/64 olas›l›kla yoksul oyundan ka-

zançl› ayr›l›r.
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Yoksulun oyundan k lira kazançl› kalkma olas›l›¤›n› da bil-

miyorum1.

Bu oyun sonsuza dek sürebilir, örne¤in yoksul hep kazan›r-

sa... Ama görece¤iz ki oyunun sonsuza dek sürebilme olas›l›¤›

0’d›r. Bunu kan›tlayabildim! Dolay›s›yla oyun %100 (yani 1)

olas›l›kla biter. Demek ki oyun kuramsal olarak sonsuza dek

sürebilse bile, uygulamada sonlu say›da yaz›-tura at›fl›ndan

sonra biter2. Bu yaz›da iflte bu sonucu kan›tlayaca¤›z.

Oyunun ilk anlarda alabilece¤i durumlar› gösteren bir flema

çizece¤iz. Önce oyunun alabilece¤i durumlar›n› saptayal›m.

Oyunun her durumunu iki say›yla gösterebiliriz. Birinci say›

yoksulun cebindeki para olsun; ikinci say›ysa bir sonraki at›fl

için ortaya sürülen (daha do¤rusu yoksulun ortaya sürmesi ge-

reken) para olsun. ‹kinci say› hep 2’nin üstleri olmak zorunda,

1, 2, 4, 8, 16 gibi.

Oyunun en bafl›ndaki durum (1, 1) durumu. Çunkü, yoksul

oyuna 1 lirayla bafll›yor ve ilk at›flta ortaya 1 lira sürüyor. Bu
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1 Bu hesaplayamad›¤›m olas›l›klar›n yaklafl›k hesaplanabilmesi için gereken
malzeme bu yaz›da vard›r. Dileyen okur bu say›lar› yaklafl›k hesaplayabilir.
Bu tam olarak hesaplayamad›¤›m olas›l›klar henüz ad verilmemifl say›lar da
olabilirler. Sözcük say›m›z sonsuz ama ancak say›labilir sonsuzlukta. Gerçel
(reel) say›larsa say›lamaz sonsuzlukta. Dolay›s›yla her say›ya ad veremeyiz.
Önemli buldu¤umuz say›lara ad veririz. Örne¤in 7 önemli oldu¤undan 7’ye
bir ad verilmifltir: 7. 7’nin karesinin ve karekökünün de adlar› vard›r: 72 ve
,7. Tam olarak hesaplayamad›¤›m bu üç olas›l›¤a daha önce bir ad verilmifl
midir bilmiyorum. Verilmemiflse hiçbir zaman tam olarak hesaplayamay›z.
Nas›l 7’nin kaç oldu¤unu hiçbir zaman tam olarak bilemeyeceksek ve ancak
ad›n› söyleyerek 7’nin kimli¤ini belirtebiliyorsak, bu say›lar› da hiçbir zaman
bilemeyebiliriz, hatta daha önceden ad› konmufl say›larla aras›nda cebirsel bir
ba¤›nt› bile olmayabilir. Özet olarak demek istedi¤im, bu say›lar›n tam olarak
hesaplanamayabilecekleri. Bu ba¤lamda akla gelen ilk soru flu: Hesaplayama-
d›¤›m olas›l›klar kesirli say›lar m›d›r?

2 Bu oyunun 1 olas›l›kla bitmesi yoksulun cebindeki paraya ba¤l› de¤ildir. Afla-
¤›daki flemadan da anlafl›laca¤› üzere, yoksulun cebinde 1 lira oldu¤unda
oyun 1 olas›l›kla biterse, yoksulun cebinde kaç para olursa olsun oyun gene 1
olas›l›kla biter.



durumda yoksul kazan›rsa oyun (2, 1) durumuna geçecek, kay-

bederse de (0, 2) durumuna (ve oyun bitecek.)

(2, 1) durumundan sonra oyun ya (1, 2) durumuna ya da (3, 1)

durumuna eriflir. Birinci fl›kta oyun biter, ikinci fl›kta sürer.

‹flte oyunun ilk birkaç yaz›-tura at›fl›nda alabilece¤i durumlar:

(Gri karelerde oyun bitmifltir. Sola giden oklar kaybetti¤i-

mizi, sa¤a giden oklarsa kazand›¤›m›z› gösteriyorlar.)

Yukarda da dedi¤imiz gibi oyunun sonsuza de¤in sürme

olas›l›¤›n›n 0 oldu¤unu kan›tlayaca¤›z. (n, 2k) durumuna gelme

olas›l›¤›na p(n, 2k) diyelim. Örne¤in,

p(1, 1) = 1

p(0, 2) = 1/2

p(2, 1) = 1/2

p(1, 2) = 1/4

p(3, 1) = 1/4

p(2, 2) = 1/8

p(4, 1) = 1/8 + 1/16 = 3/16

p(0, 4) = 1/16
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p(3, 2) = 1/16 + 1/32 = 3/32

p(5, 1) = 1/16 + 2/32 + 1/64 = 9/64

Oyunun sonsuza gidebilmesi için bütün (n, 1) durumlar›na

ulafl›lmal›d›r. Bu, flemadan kolayca anlafl›l›yor. Demek ki oyu-

nun sonsuza dek sürebilme olas›l›¤›, p(n, 1) dizisinin n sonsuza

gitti¤inde ald›¤› de¤erdir. Dolay›s›yla,

limn . / p(n, 1)

say›s›n› hesaplamam›z gerekiyor. Bu say›n›n 0 oldu¤unu göre-

ce¤iz.

Bu limitin s›f›r oldu¤unu kan›tlamak için, afla¤›daki eflitli¤i

bulmak yeterlidir:

limn . / p(2n – 1, 1) = 0. (*)

Bu son eflitli¤i kan›tlamak daha kolay olacak.

p(n, 2k) say›lar›n› bulaca¤›z. Bunun için biraz matematik

yapmal›y›z. Okurun, yapaca¤›m›z matemati¤i daha iyi anlama-

s› için, s›k s›k yukardaki flemaya bakmas› gerekecektir.

‹lk olarak, e¤er k > 0 ise,

p(n, 2k) = p(n+2k–1, 2k–1)/2 (1)

eflitli¤ine dikkatinizi çekerim. Çünkü, e¤er k > 0 ise, 2k > 1 dir,

yani oyuncumuz 1’den büyük bir para ortaya sürmektedir; do-

lay›s›yla (n, 2k) durumuna gelmenin bir tek yolu vard›r, o da

bir önceki oyunda kaybetmifl olmak. Bir önceki oyunun duru-

mu ne olabilir? (n, 2k) durumunda ortaya 2k koydu¤umuza gö-

re, bir önceki oyunda ortaya 2k–1 koymufluzdur (ve kaybetmi-

flizdir.) Dolay›s›yla (n, 2k) durumuna ancak (n+2k–1, 2k–1) du-

rumundan geçilebilir. (1) eflitli¤i iflte bu yüzden geçerlidir.

E¤er k > 1 ise, (1) eflitli¤inde k yerine k–1 ve n yerine

n + 2k–1

koyabiliriz ve

p(n + 2k–1, 2k–1) = p(n + 2k–1 + 2k–2, 2k–2)/2

eflitli¤ini elde ederiz. Bu son eflitli¤i (1)’in sa¤ taraf›na yerlefltirerek,

p(n, 2k) = p(n + 2k–1 + 2k–2, 2k–2)/4

eflitli¤ini elde ederiz. Bunu böylece sürdürürsek,
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p(n, 2k) = p(n + 2k–1 + 2k–2 + ... + 2 + 1, 1)/2k

eflitli¤i elde edilir. Bu eflitlikteki 2k–1+ 2k–2 + ... + 2 + 1 say›s›

2k – 1 say›s›na eflit oldu¤undan, e¤er k > 0 ise,

p(n, 2k) = p(n + 2k – 1, 1)/2k (2)

eflitli¤i geçerlidir.

(2) eflitli¤inden, p(n, 2k) say›lar›n› bulmak için, p(n, 1) say›-

lar›n› bulmam›z gerekti¤i anlafl›l›yor. Bu say›lar› bulal›m. (n, 1)

durumuna ancak kazanarak gelinir. Yani (n–1, 1), (n–2, 2),

(n–4, 4) gibi durumlardan. Dolay›s›yla, p(n, 1) say›s›,

p(n–1, 1)/2, p(n–2, 2)/2, p(n–4, 4)/2,...

say›lar›n›n toplam›d›r, yani, bir k için, p(n–2k, 2k)/2 biçiminde

yaz›labilen say›lar›n toplam›d›r. (2) eflitli¤i,

p(n–2k, 2k) = p(n–1, 1)/2k

eflitli¤ini verdi¤inden, p(n, 1) say›s›n›n p(n–1, 1)/2k+1 say›lar›-

n›n toplam› oldu¤u anlafl›l›r. Ama buradaki k say›lar› n–2k ≥ 2k

koflulunu, yani 2k+1 " n koflulunu sa¤lamal›d›r, çünkü aksi hal-

de (n–2k, 2k) durumunda oyun bitmifltir ve bu durumdan (n, 1)

durumuna geçilmez.

k(n), 2k " n eflitsizli¤ini sa¤layan k say›lar›n›n en büyü¤ü ol-

sun. Demek ki,

Bu eflitli¤i n – 1 kez kullanarak,

buluruz. Ama p(1, 1) = 1. Demek ki,

Burada n yerine 2n – 1 al›rsak,
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buluruz. fiimdi k herhangi bir do¤al say› olsun. Hangi i say›lar›

için k(i) = k eflitli¤inin do¤ru oldu¤unu bulal›m. i, k(i) = k eflit-

li¤ini sa¤layan bir say› olsun. k say›s›, 2k " i eflitsizli¤ini sa¤la-

yan say›lar›n en büyü¤ü oldu¤undan, 2k " i < 2k+1 eflitsizli¤i ge-

çerlidir. Ve bunun tersi de do¤rudur: E¤er 2k " i < 2k+1 ise, k(i)

= k eflitli¤i geçerlidir. Bu eflitsizlikleri sa¤layan kaç tane i say›s›

vard›r? Biraz düflünme, 2k tane oldu¤unu gösterir. (4) eflitli¤inin

sa¤›ndaki çarp›lacak terimler bu 2k tane i say›s› için birbirlerine

eflittirler. Dolay›s›yla (4) eflitli¤ini,

olarak yazabiliriz. Bu eflitli¤i kullanarak p(2n–1,1) say›lar›n›n n

sonsuza gitti¤inde s›f›ra yak›nsad›klar›n› kan›tlayaca¤›z. Bunun

için konumuzdan biraz uzaklafl›p iki önsav kan›tlayaca¤›z:

Önsav 1. E¤er 0 < x < 1 ise ve n > 0 bir do¤al say›ysa,

Kan›t: E¤er n = 1 ise önsav elbette do¤ru. fiimdi önsav›n n

için do¤ru oldu¤unu varsay›p n + 1 için kan›tlayal›m. Demek ki,

eflitsizli¤ini biliyoruz, daha do¤rusu bildi¤imizi varsay›yoruz.

Ayn› eflitli¤i n yerine n+1 için, yani

eflitsizli¤ini kan›tlamaya çal›flaca¤›z. Birinci eflitsizli¤in her iki

taraf›n› da 1 – x ile çarpal›m; 0 < 1 – x oldu¤undan,
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elde ederiz. Üstteki eflitli¤in sa¤ taraf›n› açacak olursak,

buluruz. x > 0 oldu¤undan, yukardaki son terimi at›p,

elde ederiz. Demek ki önsav n+1 için do¤ru. Tümevar›mla önsav

her do¤al say› için do¤rudur. Önsav›m›z kan›tlanm›flt›r.

Önsav 2. k ≥ 1 ise, (1 – 1/2k)2k < 1/2.

Kan›t: Üstteki önsavda x = 1/2k ve n = 2k alal›m.

elde ederiz. Eflitsizli¤in sa¤ taraf›ndaki ilk iki terim sadeleflir.

En sa¤daki terimi hesaplayal›m:

‹kinci önsav da kan›tlanm›flt›r3.

fiimdi (5)’teki say›lar›n s›f›ra yak›nsad›¤›n› kan›tlayabiliriz.

‹kinci önsav› ve (5) eflitli¤ini kullanarak,

buluruz. n sonsuza gitti¤inde sa¤daki terimler 0’a yak›nsad›¤›n-

dan, p(2n–1,1) say›lar› da s›f›ra yak›nsar. Demek ki oyunun son-

suza dek sürme olas›l›¤› 0’d›r ve oyun 1 olas›l›kla biter.
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3 Bu önsav›n do¤rulu¤u biraz analizle de ç›kabilir. (1 – 1/2k)2k
say›lar›n›n 1/e

say›s›ndan (dolay›s›yla 1/2 say›s›ndan da) küçük olduklar› analiz kullanarak
kolayl›kla kan›tlanabilir.



Oyundan yoksulun zararl› (yani 0 lirayla) kalkma olas›l›¤› ne-

dir? Bu olas›l›¤› bulmak için p(0,2k) say›lar›n› toplamal›y›z.

olsun. p0, yoksulun oyundan zararl› kalkma olas›l›¤›d›r.

(2) eflitli¤inde n = 0 al›rsak,

buluruz. (5) eflitli¤ini de kullanarak,

elde ederiz. Dolay›s›yla,

dir. Bu say›y› hesaplayamad›m. Ancak Önsav 2’den bu say›n›n

say›s›ndan küçük oldu¤u ç›kar.
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