Yiizde Yiiz Sonlu Sonsuz Oyunlar

(44 Tavla Uzerine Bir Soru” adli yazida kuramsal olarak

sonsuz bir oyun olan tavlanin gergekte, yani uygulama-
da, sonsuz olup olmadig1 sorusunu sorduk. Bu yazida kuram-
sal olarak sonsuz, ancak uygulamada sonlu olan, yani oynan-
diginda her zaman (ytizde yiiz olasilikla) biten bir oyundan sz
edecegim.

Oyunumuz iki kisi arasinda oynaniyor. Yazi-tura atiliyor.
Yazi gelirse birinci oyuncu ikinciden 1 lira aliyor, tura gelirse
ikinci oyuncu birinciden 1 lira aliyor. Oyunculardan birinin
parasi bittiginde oyun da bitiyor.

Eger iki oyuncunun da oyuna baslarken ikiser lirasi varsa
ve stirekli bir yaz1 bir tura gelirse, oyun sonsuza dek siirer; ¢iin-
ki bu yazi-tura atiglariyla oyunculardan birinin parasi bitmez.

Ote yandan bu oyunu ne zaman oynasaniz oyun biter! Hat-
ta oldukca cabuk biter, iki dakika bile siirmez. Neden? Iki da-
kika boyunca bir yazi bir tura gelme olasiligi cok zayiftir da on-
dan. Bu yazida bunu kanitlayacagiz. Kuramsal olarak sonsuza
dek siirebilen bu oyun, uygulamada sonsuza dek siiremez. Cuin-
ki, bu oyunun sonsuza dek stirebilme olasiligi oyle kugiik, 6y-
le kuciiktir ki... sifira esittir.




Bu olguyu kanitlamadan once biraz eglenecegiz. Eglence,

matematigin 6nemli 6gelerinden biridir, savsaklamaya gelmez.
Yeterince eglendikten sonra bu olgunun matematiksel kanitini
verecegiz.

Oyunu daha iyi anlamak i¢in oyunun “agacini” bulalim.
Oyun (2, 2) durumu ile bashiyor. Yani baslangicta her iki oyun-
cunun da ikiser lirasi var. Diyelim biz birinci oyuncuyuz ve ya-
z1 gelince kazaniyoruz. Agacin tepesine (2, 2) yazalim. Para
atildi. Iki olasilik var: Ya tura gelecek ve kaybedecegiz ya da
yazi gelecek ve kazanacagiz. Kaybedersek oyunun yeni durumu
(1, 3) olacak, yani bizim 1 liramiz, 6btir oyuncununsa 3 lirasi
olacak. Bu (1, 3) durumunu agacin soluna yazalim. Kazanirsak
(3, 1) durumuna erisecegiz. Bunu da agacin sagina yazalim.
Agac sagli sollu kok salar. Soluna kaybettigimizde, saginaysa
kazandigimizda erisecegimiz durumu yazariz. (3, 1)’den sonra
gene iki durum ortaya ¢ikabilir: (2, 2) ve (4, 0) durumlari. (2,
2)’yi sola, (4, 0)’1 saga yazalim. (4, 0) durumunda oyun biter ve
agac kok salmaz. (2, 2) durumundaysa oyun siirer. Iste oyunun
ilk dort asamasini gosteren agac:
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Oyun ancak (4, 0) ve (0, 4) durumlarindan birine geldigin-
de biter, obiir durumlarda siirer. Bu yuzden dordiincii asama-
daki (2, 2) durumlarinda aga¢ kok salmayi siirdiirtr.
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Bu aga¢ sonsuz bir agactir. Koklerden bazilari bitse bile,
koklerin kokii kurumaz. Aga¢ sonsuzdur ¢iinkii oyun sonsuz-
dur. Ornegin, (2, 2), (1, 3), (2, 2), (1, 3), ... diye durmadan son-
suza dek uzayip giden bir kok vardir.

Oyunun sonsuz oldugunu gostermek igin illa sonsuz bir
aga¢ yapmaya gerek yoktu. Sonlu bir semayla da bu sonsuz
oyunun gidisini gosterebiliriz. Bu semayi ¢izelim. Oyunda beg
durum var:

(0, 4), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (4, 0)

durumlari. Bu bes durumu birer kare icine alalim. Bir durum-
dan 6biir duruma nasil gecildigini bir okla gosterelim. Eger bir
durumdan 6biir duruma kazanarak gegebiliyorsak, okun kena-
rina 1 koyalim. Kaybederek gecebiliyorsak 0 koyalim. Orne-
gin, (1, 3) durumundan (2, 2) durumuna kazanarak gecebildi-
gimizden, (1, 3) durumundan (2, 2) durumuna giden oka 1 adi-
n1 veririz. Iste bu oyunun semast:
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0 1
A A
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(0, 4) ve (4, 0) durumlarinda oyun bittiginden, bu iki du-
rumdan ok ¢ikmaz.

Bu semaya bakarak oyunun sonsuz oldugunu nasil anlariz?
Eger bir kisir dongii (yani bir daire) varsa oyun sonsuz demek-
tir. (2, 2) durumundan baslayarak ve oklari izleyerek ya (4, 0)
ya da (0, 4) durumlarina gelmek zorunda degilsek oyun bitmez.
Ornegin (2, 2)’yle (1, 3)’e gidip gelen bir kisir dongii vardur.
Bunun gibi (2, 2), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (2, 2), (1, 3), ... déngii-
st de doner durur. Demek bu oyun sonsuz bir oyun.
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[k cizdigimiz agaca geri donelim. Agaca alic1 bir gozle bak-

tigimizda oyunun birinci ve ti¢lincii yazi-tura atiglarindan son-
ra bitmedigi anlagiliyor. Biraz dusiinuniirsek, oyunun tek sayi-
li yazi-tura atiglarindan sonra bitmeyecegini goririiz (6rnegin
timevarimla.) Oyun 2, 4, 6 gibi cift sayili atislardan sonra bi-
tebilir ancak.

Oyunun ikinci yazi-tura atiginda bitme olasiligini bulalim?.
Agacin ikinci kugsak koklerine bakalim. Dort dal var. Her biri-
nin olasihgr 1/4’tuir, ¢uinki ikinci kusaktaki (0, 4), (2, 2), (2, 2)
ve (4, 0) durumlarina ancak sirasiyla TT (tura tura), TY (tura
yaz1), YT, YY atildiginda erigebiliriz. Bu dort durumdan ikisin-
de oyun bitiyor, ikisinde bitmiyor. Dolayisiyla, ikinci yazi-tura
atisinda oyunun bitme olasihig 1/4+1/4, yani 1/2’dir.

Simdi oyunun en fazla doérdiincii yazi-tura atisinda bitme
olasiligini bulalim. Agaca bakarak, oyunun en fazla dort yazi-
tura atiginda nasil bitebileegini buluruz:

TT, TYTT, TYYY, YTTT, YTYY, YY
atildiginda oyun biter. Bu 6 yazi-tura atisinin (olayin) olasilik-
lar1 sirasiyla soyle:
1/4, 1/16, 1/16, 1/16, 1/16, 1/4.

Dolayisiyla, oyunun en fazla dort yazi-tura atiginda bitme
olasilig1 bu sayilarin toplamidir, yani 3/4’tiir.

Oyunun en fazla alti yazi-tura atisinda bitme olasiligini he-
saplayalim. Yukardaki agaci surdiirecek olursak, altinci asa-
mada 4 tane (0, 4) ve 4 tane (4, 0) oldugunu goririiz. Oyunu
sona erdirecek bu 8 kokten herbirine ulagsma olasiligi 1/2¢, ya-
ni 1/64. Dolayisiyla oyunu bitiren bu 8 kok uglarindan birine
ulagma olasihigimiz 8/64, yani 1/8. Bu olasiligi bir énceki pa-
ragrafta buldugumuz 3/4 olasiligina ekleyecek olursak oyunun
alt1 ve daha az yazi-tura atisinda bitme olasiligini buluruz. De-

1 Paranin hileli olmadigini varsayiyoruz. Yani yazi gelme olasiligi 1/2, tura gel-
me olasiligr 1/2.
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mek ki, oyunun en fazla alti yazi-tura atisinda bitme olasihigi
3/4 + 1/8 = 7/8dir.

Ikinci, dérdiincii ve altinci yazi-tura atiglarindan énce oyu-

nun sona erme olasiliklarinin sirasiyla

1/2, 3/4, 7/8
oldugunu bulduk. Okur, oyunun en fazla sekiz yazi-tura atigin-
da bitme olasiligini hesaplarsa 15/16 bulacaktir.

Bu kadar eglence yeter, artik matematik yapalim.

Bir oyuncuda A lira, 6biir oyuncuda B lira olsun. Oyunun
hangi asamasinda olursak olalim, tstiiste A + B kez yazi atldi-
ginda, oyunculardan birinin parasi biter, hatta daha 6nce de bi-
tebilir. Demek ki, eger 1 olasilikla uistiiste A + B kez yazi ata-
cagimizi kanitlarsak, biitiin yazi-tura oyunlarinin 1 olasilikla
sonlu bir zamanda bitecegini kanitlamis oluruz. Dolayisiyla su
teoremi kanitlamaliyiz:

Teorem. n > 0 herhangi bir tamsay: olsun. Sonsuz kez yazi-
tura atildiginda iistiiste n kez tura gelme olasihgr 1V’dir, yani
yiizde yiizdiir.

Bu teorem, tura gelince kazananin oyunu kazanacag: anla-
mina gelmez. Ustiiste A + B kez tura gelecektir (1 olasilikla.)
Orasi kesin. Ustiiste A + B kez de yaz1 gelecektir. O da kesin.
Ama hangi oyuncu daha once kaybedecektir? Orasi kesin degil.
Sansa bagli2.

Teoremin Kaniti: Ardarda 7 kez yazi-tura atildiginda hep
tura gelme olasiligi 1/27 dir. Dolayisiyla 7 yazi-tura atiginin
hepsinin birden tura olmama olasiligi 1 — 1/27 dir. Bu sayiya o
diyelim:

2 “Yoksulun Sansi” adli yazida (sayfa 143) hangi oyuncunun kag¢ olasilikla
oyunu kazanacagini bulacagz.
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a=1-1/72"

0 <a < 1 esitsizlik-
leri birazdan Onem
kazanacak, aklimizin
bir kosesinde tutalim.

Simdi 27 kez yazi-
tura atalm. 2n yaz-
tura atisinda » kez us-
tuste tura gelme olasi-
higina B, diyelim. B,
sayisint bulmak kolay

olmayabilir, ama bu
saymin 1 — a?’den biuyiik oldugunu kanitlayabiliriz. 27 atista
nasil tstiiste # kez tura gelebilir? Cesitli bicimlerde gelebilir.
Ornegin ilk 7 atis salt tura olabilir, ya da son # atis salt tura
olabilir. Ne birinci 7 atisin, ne de ikinci 7 atisin salt tura olma-
ma olasiligr a’dir. Demek ki ya birinci # ya da ikinci n atigta
salt tura gelme olasiligi 1 — a2’dir. Dolayisiyla 27 atista # kez
ustuste tura gelme olasiligi en az 1 — o2’dir. Yani,
l<a2<pB,<1

esitsizlikleri gecerlidir.

Yukardaki akil ytiritmeyi 37, 4n ve genel olarak kn atis icin
yapabiliriz. Soyle yapariz: k > 0 bir dogal say1 olsun ve kn kez
yazi-tura atalim. By, kn atigta Ustiiste en az n kez tura gelme
olasilig1 olsun.

l<ak<B,<1 (1)
esitsizliklerini kamitlamak istiyoruz. B, < 1 esitsizligi elbette dog-
ru. Birinci esitsizlige bakalim. Ne ilk 7 atigin, ne ikinci 7 atigin,
... ne de k’inci 7 atigin salt tura olma olasilig1 a¥’dir. Dolayisiyla
bu kn atistan birinde (ya birinci, ya ikinci, ... ya da kinci 7 atis-
lardan birinde) salt tura gelme olasihg1 1 — a®’dir. Demek ki k#n
atigta Ustuste 7 kez tura gelme olasiligi 1 — ak sayisindan fazladir.
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Yani 1 < ak < By, esitsizligi gegerlidir. (1)’i kanitladik.

0 < a <1 esitsizliklerinden dolay1, k sonsuza gittiginde ok

sayist sifira yakinsar3 ve 1 — ok sayisi bire yakinsar:
lim, _, ., (1 - k) = 1.
(1) esitliginde k’yi sonsuza goturirsek,
1=1lim, ,(1-0ak)<lim,_,  Bp<1

elde ederiz ki, bu da, k sonsuza gittiginde, b;, sayilarinin 1’e ya-
kinsadigini gosterir. Demek ki atis sayimiz yiikseldik¢e n kez
ardarda tura atma olasiligimiz 1’e yakinsiyor. Teoremimiz ka-
nitlanmustir.

Yukardaki kanitta atilan paranin hilesiz oldugunu pek kul-
lanmadik. Para hileli bile olsa, tura gelme olasilig: sifir degilse,
her 7 i¢in, sonsuz yazi-tura atiginda ustiiste # kez tura gelme
olasiligi 1°dir. Bunun kaniti da aynen yukardaki teoremin ka-
nit1 gibidir.

3 Bu olgu, kitabin “Yakinsamak” adli yazisinda kanitlanmigtir. (Bkz. s.83.)
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