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P
isa’l› Leonardo ya da Leonardo Fibonacci Rönesans ön-

cesi Avrupas›n›n en önde gelen matematikçisidir. Fibo-

nacci için, matemati¤i Araplardan al›p Avrupa’ya akta-

ran kifli denebilir.

Leonardo’nun yaflam› hakk›nda matematik yaz›lar› d›fl›nda

pek az fley biliniyor. ‹lk ve en iyi bilinen

kitab› Liber Abaci’nin1 yaz›ld›¤› 1202 ta-

rihine bak›l›rsa, 1170 dolay›nda do¤mufl

olabilece¤i san›l›yor. Bu yönde pek kan›t

olmamakla birlikte ‹talya’n›n Pisa kentin-

de do¤mufl olmas› olas›. Leonardo henüz

çocuk yafltayken, Pisal› bir tüccar olan

babas› Guglielmo, Pisal› tüccarlar›n yafla-

d›¤› Bugia adl› Kuzey Afrika liman›na

konsül olarak atan›r. (Bu liman›n bugünkü ad› Bejaiya’d›r ve

1 Liber Abaci, “çörkü (= abaküs) kitab›” anlam›na geliyor. Bilindi¤i gibi Arap
rakamlar›n›n Avrupa’ya girmesinden önce, Avrupa’da Roma rakamlar› kulla-
n›l›yordu. Bu rakamlarla dört ifllem yapmak, hemen hemen olanaks›z oldu¤u
için hesap çörkülerle yap›l›rd›. Bu nedenle de “abacus” sözcü¤ü adeta hesap
sözcü¤üyle özdeflleflmiflti. Avrupa’ya yepyeni bir hesap yöntemi getiren ve bir
bak›ma çörküyü ortadan kald›ran bu kitaba bu ad›n verilmesi ilginçtir.



Cezayir’dedir.) Babas› burada o¤luna hesap ö¤retmesi için bir

Arap hoca tutar. Leonardo daha sonra Liber Abaci’de hocas›n-

dan “Dokuz Hint rakam›n›n sanat›n›” ö¤renirken duydu¤u

mutlulu¤u anlatacakt›r.

Fibonacci’nin Liber Abaci’sinin yay›mland›¤› y›llarda, Hin-

du-Arap say›lar›, Avrupa’da Harzemli Muhammed Bin Mu-

sa’n›n2 eserlerinin çevirilerini okuyabilmifl birkaç “ayd›n” d›-

fl›nda bilinmiyordu. Leonardo kitab›nda bu rakamlar› anlatma-

ya flöyle bafllar: “Dokuz Hint rakam› 987654321’dir. Bu do-

kuz rakama 0 iflaretinin de eklenmesiyle, afla¤›da anlat›laca¤›

gibi herhangi bir say› yaz›labilir.” Kitab›n ilk yedi bölümü bil-

di¤imiz 10’lu say› düzenini ve bu say›larla dört ifllemi anlat›r.

Daha sonra bu düzen, kâr hadleri, takas, para de¤ifltirme, a¤›r-

l›k ve hacim ölçülerinin birbirine çevrilmesi, ortaklar aras›nda

bölüflme ve faiz gibi pratik ticaret problemlerine uygulan›r.

Liber Abaci 13’üncü yüzy›l Avrupas›nda büyük ilgi görür,

çok say›da kopya edilir ve Kilise’nin yasaklamas›na karfl›n Arap

say›lar› ‹talyan tüccarlar aras›nda yay›l›r. Kitap Kutsal Roma

‹mparatoru 2. Frederick’in dikkatini çeker. Frederick bilime

düflkün bir imparatordur3. Bilim adamlar›n› korur. Bu nedenle

kendisine Stupor Mundi (Dünya Harikas›) denilmektedir.

1220’de Fibonacci huzura ça¤r›l›r. Frederick’in bilim adamla-

r›ndan biri taraf›ndan s›nava çekilir. Sonunda Fibonacci göze gi-

rer. Y›llarca hem imparatorla hem de imparatorun dostlar›yla

yaz›fl›r. 1225’te yazd›¤› Liber Quadratorum’u (Kare Say›lar›n

Kitab›) imparatora ithaf eder. ‹kinci dereceden “Diyofantus

denklemleri”ne4 ayr›lan bu kitap Fibonacci’nin baflyap›t›d›r.
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2 Harzemli ile ilgili k›sa bilgi için “Ortaça¤ Araplar›” bölümüne bak›n›z.(Sayfa 21)
3 Ad›n›n “Kutsal Roma ‹mparatoru” olmas›na bakmay›n siz, Frederick Kilise ile

aras› bozuk bir dinsizdi.
4 Diyofantus denklemleri: Çözümleri tamsay› olan bir ya da daha çok bilinme-

yen ihtiva eden denklemler. Örne¤in x2 + y2 = z2 denklemi x, y, z tamsay› ol-
mak kofluluyla, ikinci dereceden bir Diyofontus denklemidir.



Her ne kadar Liber Abaci’ye oranla çok daha dar bir çevrenin

ilgisini çekerse de kitap say›lar kuram›na büyük katk› getirir.

1228’de Fibonacci Liber Abaci’yi yeniden gözden geçirir ve

kitab›n bu ikinci bas›m›n› imparatorun baflbilimcisi Michael

Scott’a ithaf eder. Bu tarihten 1240’a kadar Fibonacci hakk›n-

da hiçbir fley bilinmiyor. 1240’ta Pisa, kente hizmetlerinden do-

lay› kendisine 20 Pisa liras› “y›ll›k” ba¤lar. Bundan sonra ma-

tematikçimiz ne kadar yaflad›, o da bilinmiyor.

Yukarda da de¤indi¤im gibi Leonar-

do Fibonacci Arap matemati¤ini ve kulla-

n›fll› Hindu-Arap say›lar›n› Bat›’ya tan›t-

makla çok büyük bir katk›da bulundu.

Ancak ilginçtir, ça¤›m›z matematikçileri

Fibonacci’nin ad›n›, daha çok, Liber

Abaci’de yer alan bir problemde ortaya

ç›kan bir say› dizisi nedeniyle bilirler. Do-

lay›s›yla Fibonacci’yi anlatan bir yaz›da

Fibonacci say›lar›ndan ya da “Fibonacci

dizisi”nden söz etmemek olmaz. Bu nedenle biz de bu bölümün

geri kalan kesimini bu diziye ay›raca¤›z.

Fibonacci Dizisi

Liber Abaci’de yer alan problemin metni afla¤› yukar› flöyle:

Adam›n biri, dört bir yan› duvarla çevrili bir yere bir çift

(bir difli bir erkek) tavflan koymufl. Her çift tavflan›n bir ay için-

de yeni bir çift (bir difli bir erkek) tavflan peydahlad›¤›, her ye-

ni çiftin de “bülu¤a” ermesi için bir ay gerekti¤i ve tavflanlar›n

ölmedi¤i varsay›l›rsa, bir y›l sonunda dört duvar›n aras›nda

kaç çift tavflan olur?

Knuth dostumuza göre5 Fibonacci bu problemi kitab›na bi-

yoloji bilimine bir uygulama olsun diye ya da nüfus patlamas›
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Pisa’daki Fibonacci heykeli

5 D. E. Knuth, Fundamental Algorithms, 1. cilt Addison Wesley, 1975.



sorununa bir çözüm getirsin diye koymam›fl... Ben de ayn› ka-

n›day›m! Toplama al›flt›rmas› olarak düflünmüfl bunu, besbelli.

Her neyse, biraz düflününce tavflan çiftlerinin aylara göre flöyle

ço¤alaca¤› ortaya ç›k›yor:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

Yani her ay sonundaki tavflan çifti say›s› o aydan hemen önce-

ki iki ay›n tavflan say›lar›n›n toplam›na eflit. Örne¤in, 9’uncu

ay sonunda

21 + 34 = 55 (1)

tavflan çifti oluflacak. Bu kural› biraz cebir kullanarak flöyle

yazabiliriz:

un + un+1 = un+2. (2)

Yukar›daki denklemde un, n’inci ay sonundaki tavflan çifti

say›s›n› gösteriyor. Görüldü¤ü gibi (1) denklemi (2) denkleminin

n = 8 için özel hali, ayr›ca u1 = u2 = 1 al›yoruz.

Bu diziye “Fibonacci dizisi” ad›

verilir. Dizide yer alan say›lar›n sa¤-

lad›¤› o kadar çok özellik var ki, bu-

gün biri ç›k›p da, “Fibonacci dizisi

flu flu özelli¤i de sa¤lar” dedi¤i za-

man, “Ne olmufl yani?” yan›t›n› al›-

yor genellikle. Fibonacci dizisi hak-

k›nda o kadar çok fley söylenebiliyor

ki, Fibonacci Quarterly adl› üç ayl›k

bir dergi bile ç›kabiliyor y›llard›r.

fiimdi bu dizinin sa¤lad›¤› özel-

liklerden baz›lar›n› görelim6.
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Fibonacci Quarterly dergisini

ç›karan Fibonacci Derne¤i’nin

logosu

6 Özellikleri kan›tlar›n› vermeden s›ral›yorum. ‹lgi duyan okurlar kan›tlar›
bölümün sonundaki Ekler bölümünde bulabilirler. 



1. ‹lk n terimin toplam› n + 2’nci terimden 1 eksiktir:

u1 + u2 + … + un = un+2  1. (3)

Örne¤in n = 6 için

1 + 1 + 2 + 3 + 5 + 8 = 21  1.

2. n’inci terimin karesiyle (n  l)’inci terimin karesinin top-

lam› (2n  1)’inci terime eflittir:

un 1
2 + un

2 = u2n 1. (4)

Örne¤in n = 5 için,

32 + 52 = 34.

3. n’inci terimle (n + 1)’inci terimi çarp›p bundan (n  1)’in-

ci terimle (n  2)’inci terimin çarp›m›n› ç›kar›rsak (2n  1)’inci

terimi buluruz:

unun+l  un 1 un 2 = u2n 1. (5)

Örne¤in n = 5 için

5 ! 8  3 ! 2 = 34.

4. (n + 1)’inci terimin karesinden (n + 2)’inci terimle n’inci

terimin çarp›m›n› ç›kar›rsak; n çiftse 1, n tekse  1 buluruz:

un+1
2 – un+2un = ( 1)n. (6)

Örne¤in n = 6 için,

132  (21)!(8) = +1.

Alt›n Kesim

Diziyle ilgili “kefliflerimizi” Fibonacci dizisinin ard›fl›k iki

say›s›n› birbirine bölerek oluflturaca¤›m›z diziyle sürdürelim,

yani un+›/un dizisine bakal›m.

Bir sonraki sayfadaki listeye bak›nca tahmin edilece¤i gibi,

n artt›kça un+›/un, 1,618 dolay›nda bir say›ya yak›ns›yor. Dizi-

nin yak›nsad›¤› say›n›n tam kaç oldu¤unu bulmak için (6)

denkleminde her iki taraf› unun+1’e bölelim. Böylece,
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un+1/un  un+2/un+1 = ( 1)n/unun+1 (7)

denklemini elde ederiz. n büyüdükçe (7) denkleminin sa¤ tara-

f› s›f›ra yaklaflt›¤› için, büyük n’ler için (7) ifadesi

un+1/un ≈ un+2/un+1 (8)

flekline girer. Öte yandan (2) denklemini, her iki taraf›n› un+›’e

bölerek,

un/un+1 + 1 = un+2/un+1 (9)

biçiminde yazabiliriz. Madem ki un+›/un, n büyüdükçe sabit bir

say›ya gidiyor7, bu sabit say›ya " dersek8, (9) denklemini yete-

rince büyük n’ler için 1/" + 1 = " ya da

"2  "  1 = 0

fleklinde yazabiliriz. Bu son denklemi çözersek

" = (1 + #5)/2 = 1,61803… (10)

buluruz. Demek ki Fibonacci dizisinde ard›fl›k iki say›n›n birbi-

rine oran› " = 1,61803... say›s›na gidiyor.

Bu say› (ya da bu oran) Fibonacci’den en az 16 yüzy›l önce

Yunanl›larca biliniyordu ve “alt›n kesim” diye adland›r›l›yor-

du. Yunanl›lara göre göze en hofl gelen orand› bu.

Afla¤›daki flekilde üç dikdörtgen görüyorsunuz. Bunlar›n
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n

1

2

3

5

4

1/1 = 1,0000

2/1 = 2,0000

3/2 = 1,5000

5/3 $ 1,6667

8/5 = 1,6000

6 13/8 = 1,6250

un+1/un n

7

8

9

10

11

21/13 $ 1,6154

34/21 $ 1,6190

55/34 $ 1,6176

89/55 $ 1,6182

144/89 $ 1,6180

233/144 $ 1,618112

un+1/un

7 Editörün Notu: Asl›nda böyle bir limitin oldu¤u kan›tlanmad›, sadece varsay›ld›.
8 " (fi) Yunan alfabesinin 21’inci harfi. Büyük Yunan heykeltrafl› Fidyas’›n (MÖ

490 - 430) ad› bu harfle bafllad›¤› için genellikle bu sabite " ad› veriliyor. Fid-
yas, Partenon tap›na¤›n›n mermer heykellerini yapan sanatç›. fiimdi “" say›s›-
n›n sanatla ne ilgisi var” diyorsan›z okumaya devam edin.



içinden resminizi çerçeveletmek için hangisini seçerdiniz? Sa¤-

dakini “çok kare” ortadakini “çok ince” bulmaz m›yd›n›z? Bu-

na karfl›n soldakinin yüksekli¤inin geniflli¤ine oran› ne kadar

“uyumlu” de¤il mi? Evet, yan›lmad›n›z, sa¤daki çerçevenin bo-

yunun enine oran› "’ye eflit.

Alt›n kesimin bu estetik özelli¤i eski Yunan’›n mimarlar›n›,

ressamlar›n›, heykeltrafllar›n› bafltan sona etkiledi. Günümüze

ulaflan hemen hiçbir büyük yap›, tap›nak ya da an›t yoktur ki,

kap›lar›, pencereleri ya da duvarlar›n›n boylar›n›n enlerine ora-

n› " olmas›n.

Daha sonraki y›llarda da Leonardo da Vinci’nin, Christop-

her Wren’in9 ve daha birçok mimar, ressam ve heykelt›rafl›n

yap›tlar›nda alt›n kesim kulland›klar› biliniyor.

fiimdi hakl› olarak tavflanlar›n ço¤almas›n› modelledi¤imiz

dizide ortaya ç›kan "’nin nas›l olup da “alt›n” s›fat›n› hak ede-

cek denli uyumlu bir oran oluflturdu¤u, bu oran›n neden - en

az›ndan baz›lar›n›n - gözüne hofl geldi¤i sorulabilir.

Kan›mca bunun nedeni do¤ada gözledi¤imiz birçok büyüme

ve ço¤alma sürecinin Fibonacci’nin tavflanlar›n›nkine benzer olu-

flu ve bu nedenle bu süreçlerin oluflturdu¤u birçok say›, oran ve

büyüklü¤ün "’ye yak›n de¤erler almas›d›r. ‹nsano¤lu, san›r›m, "
say›s›n›, fark›na varmadan do¤adan alg›laya alg›laya, onu be¤e-

ni dizgesinin bir parças› yapm›fl.

37

9 Christopher Wren (1632-1723) ünlü ‹ngiliz mimar, astronom ve matematikçisi.



Örne¤in bir a¤ac›n dal salmas›

ve büyümesi de aynen Fibonacci

tavflanlar›n›n üremesine benzetilebi-

lir. Her dal, ilk ç›k›fl›ndan iki y›l

sonra ve ondan sonra her y›l yeni bir

dal ç›kar›r. fiekilde ana dal ABCDE;

bu ana dal B, C, D, E dalla-

r›n› ç›karm›fl. B’den bafllayan dal BC1D1E1 dal›d›r ve o

da ilk dal›n› D1 noktas›nda ç›karm›fl, vb. 4’üncü y›l›n

sonunda (D düzeyinin hemen üstü) a¤ac›n 5 dal› var (u5

= 5), 5’inc› y›l›n sonunda (E düzeyinin hemen üstü)

a¤ac›n 8 dal› var (u6 = 8).

Fibonacci say›lar›na, yapraklar›n dalda yerleflim biçi-

minde de (phyllotaxis) rastl›yoruz. Yanda bir kiraz sür-

günü görüyorsunuz. Yapraklar afla¤›dan yukar› do¤ru

dal›n etraf›nda dönerek ç›k›yorlar. Her befl

yaprakta bir (yani 1’inci yaprakla 6’nc› yap-

rak) tam ayn› yöne bak›yorlar. fiimdi, bu yap-

raklar›n diplerinden, afla¤›dan yukar› do¤ru

hiç yaprak atlamadan bir iplik geçirirsek iplik

bir sarmafl›k gibi a¤aç dal›n› saracak (bir sar-

mal oluflturacak) ve 1’inci yaprakla 6’nc› yaprak aras›nda dal›n

etraf›nda 2 tur yapacakt›r. Yapraklar›n yerleflim biçimini,

ƒ = (ipli¤in tur say›s›)/(bir dönemdeki yaprak say›s›)

oran›yla gösterirsek, kiraz a¤ac› için bu oran görülüyor ki 2/5’tir.

Oran meflede de ayn›d›r. Baz› durumlarda örne¤in karaa¤açta,

yapraklar, ipli¤in her yar›m dönüflüne bir yaprak düflecek flekilde

karfl›l›kl› ç›kar, yani ƒ = 1/2’dir. Bu oran kay›nda 1/3, armutta 3/8,

sö¤ütte 5/13’tür.

Görüldü¤ü gibi ƒ oran›n›n pay›n-

daki ve paydas›ndaki say›lar Fibonac-

ci dizisinden birer atlayarak al›nm›fl

say›lard›r. Yapraklar›n dönerek ç›k-
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mas›n› yapraklar›n birbirini örtmemesi, dolay›s›yla güneflten

eflit oranda yararlan›lmas› biçiminde yorumlayabiliriz belki,

ama neden ille Fibonacci dizisindeki say›lara uyarak dönüyor-

lar? Ben bilmiyorum. Ö¤renemedim de.

EKLER

Yukarda Fibonacci dizisinin (3), (4), (5) ve (6) eflitlikleri ile

verilen özellikleri sa¤lad›¤›n› söylemifltik. fiimdi bu iddiam›z›

kan›tlayaca¤›z. Kan›tlama yöntemimiz “matematiksel tümeva-

r›m” ad› verilen yöntem olacak. Önce yöntemi k›saca tan›ta-

l›m: P(n), n do¤al say›s›na ba¤l› bir önerme olsun. Örne¤in “n

bir do¤al say› olmak üzere 2n fleklinde ifade edilebilen bütün

say›lar çifttir” önermesi n’ye ba¤l› bir önermedir. Gene örne¤in

“n bir do¤al say› olmak üzere 24/n fleklinde ifade edilebilen sa-

y› tamsay›d›r” önermesi de n’ye ba¤l› bir önermedir. Bu tür

n’ye ba¤l› önermeler kimi kez bütün n de¤erleri için do¤ru ya

da yanl›fl olabildikleri gibi kimi kez de baz› n de¤erleri için do¤-

ru, öteki n de¤erleri için yanl›fl olabilirler. Birinci önerme bütün

n de¤erleri için do¤rudur. Önermede “çifttir” yüklemini, “tek-

tir” yüklemiyle de¤ifltirirsek, önerme bütün n de¤erleri için

yanl›fl olur. Öte yandan ikinci önerme yaln›zca n’nin 1, 2, 3, 4,

6, 8, 12, 24 de¤erleri için do¤ru, öteki n de¤erleri için yanl›flt›r.

fiimdi yineleyelim: P(n), n do¤al say›s›na ba¤l› bir önerme

olsun. P(n)’nin bütün n de¤erleri için do¤ru oldu¤unu göster-

mek isteyelim. Bunu kan›tlaman›n güçlü bir yolu “matematik-

sel tümevar›m” ad› verilen yöntemdir:

1. P(1)’in do¤ru oldu¤unu kan›tla.

2. Herhangi bir n için P(1), P(2), ..., P(n) önermelerinin

do¤ru oldu¤unu varsayarak P(n + 1) önermesinin do¤ru oldu-

¤unu kan›tla.

Bu flekilde bütün n’ler için P(n)’nin do¤ru oldu¤unu göster-

mifl oluruz. Çünkü kan›tlama genel bir n için yap›ld›¤› için,

P(1) do¤ru oldu¤una göre, P(2) de do¤rudur. fiu halde P(3) de
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do¤rudur. Öyleyse P(4) de do¤rudur vb...

fiimdi (3) eflitli¤ini kan›tlayal›m:

P(n) önermesi, “Fibonacci dizisinde ilk n terimin toplam›

n+2’nci terimden 1 eksiktir” önermesi olsun.

P(1) önermesinin, “Fibonacci dizisinde ilk terim, üçüncü te-

rimden 1 eksiktir” flekline girdi¤ine dikkat edelim.

u1 = 1, u2 = 1, u3 = 2

oldu¤una göre, gerçekten u1 = u3  1’dir. Böylece P(1)’in do¤-

ru oldu¤unu gösterdik. fiimdi herhangi bir n ≥ 1 için P(1), P(2),

…, P(n)’nin do¤ru oldu¤unu varsayal›m:

u1 = u3  %1
u1 + u2 = u4  %1
u1 + u2 + u3 = u5  %1 (11)

...

u1 + u2 + … + un = un+2  %1
Bu varsay›mdan kalkarak P(n + 1)’in, yani,

u1 + u2 + … + un + un+1 = un+3  %1 (12)

eflitli¤inin do¤ru oldu¤unu gösterece¤iz.

Bu özel durumda (11)’deki eflitliklerin yaln›zca sonuncusunu

kullanmak yeterli. Bu eflitli¤in her iki taraf›na un+1’i eklersek

u1 + u2 + ... + un + un+› = un+1 + un+2  1 (13)

buluruz. Fakat (2) eflitli¤inden

un+1 + un+2 = un+3

oldu¤u kolayca görülür. fiu halde (12) do¤rudur.

fiimdi matematiksel tümevar›m yöntemiyle (6) eflitli¤ini kan›t-

layal›m. n = 1 için (6) eflitli¤i

u2
2  u3u1 =  1 (14)

flekline girer. u1 = 1, u2 = 1, u3 = 2 oldu¤u hat›rlan›rsa, (14)’ün

do¤ru oldu¤u anlafl›l›r. fiu halde P(1) do¤rudur. fiimdi herhan-

gi bir n için P(1), P(2), ..., P(n)’nin do¤ru oldu¤unu varsayal›m

ve P(n+1)’in do¤ru oldu¤unu gösterelim. P(n)’nin do¤ru oldu-

¤u varsay›ld›¤›na göre,
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un+1
2  un+2un = ( 1)n (6)

yazabiliriz. (2) eflitli¤inden

un+1 + un+2 = un+3 (15)

un + un+1 = un+2 (16)

elde edilebilece¤ine göre,

un+2 = un+3  un+1 (17)

un = un+2  un+1 (18)

bulunur. Bunlar› (6)’da yerine koyarsak,

un+1
2  (un+3  un+1)(un+2  un+1) = ( 1)n (19)

buluruz. Sadelefltirirsek,

un+3un+1 + un+1un+2  un+3un+2 = ( 1)n (20)

elde ederiz. (20)’de (15)’i kullan›rsak,

un+3un+1 + un+1un+2  (un+1 + un+2)un+2 = ( 1)n (21)

ya da

un+3un+1  un+2
2 = ( 1)n (22)

bulunur. fiimdi (22) eflitli¤inin her iki taraf›  1 ile çarp›l›rsa

un+2
2  un+3un+1 = ( 1)n+1

elde edilir. Bu da P(n + 1)’den baflka bir fley de¤ildir.

fiimdi s›ra (4) eflitli¤ini kan›tlamaya geldi. Ancak biz bura-

da (4) eflitli¤i yerine ondan çok daha genel

un+m 1 = um un + um 1 un 1 (23)

eflitli¤ini kan›tlayaca¤›z. Görüldü¤ü gibi (4), (23)’ün m = n için

özel halidir. (23)’ü kan›tlamak için (2) eflitli¤ini yazal›m:

un+2 = un+1 + un

un+1 = un + un 1

fiu halde

un+2 = 2un + un 1 (24)

yazabiliriz. Öte yandan

un+3 = un+2 + un+1 = un+2 + (un + un 1)

oldu¤una göre (24)’ü kullanarak,

un+3 = 3un + 2un 1 (25)

yazabiliriz. fiimdi un’nin katsay›s› 3’ün u4, un 1’in katsay›s›
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2’nin de u3 oldu¤unu hat›rlarsak acaba (25)’i genellefltir

un+m 1 = umun +um 1un 1 (26)

yazabilir miyiz? (25)’in m = 4 için (26)’n›n özel hali oldu¤u dik-

katli okurun gözünden kaçmayacakt›r. (25), matematiksel tü-

mevar›m için gerekli taban› oluflturmaktad›r. fiimdi (26)’n›n

do¤ru oldu¤unu varsay›p (26)’n›n m + 1 için de do¤ru oldu¤u-

nu göstermemiz gerekiyor. (2)’den

un+m = un+m 1 + un+m 2

yaz›labilir. Burada (26)’yi kullanal›m:

un+m = umun + um 1un 1 + um 1un + um 2un 1

ya da

un+m = (um + um 1)un + (um 1 + um 2)un 2.

fiu halde

un+m = um+1un + um un 2. (27)

(27) eflitli¤i (26)’da m yerine m + 1 kondu¤u zaman elde edilen

eflitliktir. Göstermemiz gereken de buydu.

Yukarda da de¤indi¤imiz gibi (26)’yi kan›tlamakla (4)’ü de

kan›tlam›fl olduk.

fiimdi son olarak (5)’i gösterelim. Bu amaçla (2)’yi yeniden

yazal›m:

un 1 + un 2 = un.

Burada her iki taraf› un 1’le çarpal›m:

un 1(un 1 + un 2) = un 1un. (28)

(28)’de sa¤ tarafta

un 1 = un+1  un

koyal›m ve (28)’i yeniden düzenleyelim:

un 1(un 1 + un 2) = (un+1  un)un

yani

un
2 &%un 1

2 = unun+1  un 1un 2. (29)

(29)’un sol taraf›n›n u2n 1 oldu¤unu göstermifltik. fiu halde

böylece (5)’i de göstermifl olduk.
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Matematik E¤lendirir

Afla¤›da yayg›n olarak bilinen, ama Fibonacci dizisiyle ya-

k›n iliflkisi dolay›s›yla bu bölümde yer vermekten kendimi ala-

mad›¤›m bir paradoks sunuyorum.

Kaybolan Kare: Afla¤›da soldaki 8 ! 8 boyutlu kareyi (satranç

tahtas› gibi) gösterildi¤i biçimde 4 parçaya ay›ral›m ve bu parça-

lar› yeniden düzenleyip 5 !%13’lük bir dikdörtgen olufltural›m.

Satranç tahtas›n›n alan› 8 ! 8 = 64 idi. Yeni dikdörtgenin ala-

n› ise 5 !%13 = 65’tir. 1 birim karelik alan› nereden kazand›k?

Bu paradoksun (6) denklemiyle yak›n iliflkisi oldu¤unu be-

lirtmeliyim.

Konuya iliflkin bir soru daha: Bu paradoksun yarat›labilme-

si için karenin 8 !%8 boyutlu olmas› flart m›d›r? De¤ilse baflka

hangi büyüklükteki karelerle de bu soru sorulabilir?

Yan›t: Sa¤ flekildeki A, B, C ve D noktalar›, asl›nda alan› 1

birim kare olan ipince bir paralelkenar›n köfleleridir. E¤er bu

noktalar flekilde gösterildi¤i gibi bir do¤ru üstünde olsalard›,

dikdörtgenin üst yar›s›ndaki iki dik üçgen benzer olacaklar›n-

dan 5/13 = 3/8 yazabilmek gerekirdi ki bu ise 39 = 40 demek

olurdu!

Dolay›s›yla parçalar yeniden düzenlenip dikdörtgen olufltu-

ruldu¤unda, ortada 1 birim kare alan›nda paralelkenar biçi-

minde bir yar›k kal›r ki “kazan›lan” alan budur.
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Karenin kenar uzunlu¤unu Fibonacci dizisinin (n + 1)’inci

say›s› (n > 2) olacak flekilde seçersek bu soruyu baflka say›larla

da sorabiliriz. Bu durumda dikdörtgenin k›sa kenar›n›n uzunlu-

¤u dizinin n’inci say›s›, uzun kenar›n›n uzunlu¤u da (n + 2)’nci

say›s› olacakt›r.

Son olarak belirtelim ki kareden dikdörtgene geçti¤imizde 1

birim karelik alan› n çiftse “kazan›r›z”; n’nin tek oldu¤u du-

rumlarda parçalar ortada boflluk oluflturacak yerde üst üste bi-

nerler. Bu durumda 1 birim karelik alan› “yitiririz”.
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