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MATEMATIK DUNYASINDA

Tosun Terzioglu

fIg yil kadar oénce popiiler bir ingilizce ma-
tematik dergisini kangtiryordum. Ilgimi geken
yazi 6nemli matematik problemlerinden birinin
oykiisiiydd. 1916 yihnda Alman matematikgisi
Bieberbach tarafindan ortaya atilan bu prob-
lem birgok matematikgiyi ugragtirmig ve sonunda
Fransiz asilli Amerikah matematik¢i De Branges
tarafindan 1984 yilnda ¢oziilmigti. Oykide De
Branges’in ispatinin nasil bazi Amerikah ve Sov-
yet matematikgilerince kontrol edildigi ve sonra da
Alman ve Isvegli iki matematikgi tarafindan nasil
daha basitlegtirildigi anlatiliyordu. Bu ilging ma-
kaleyi bitirince bir sonraki goziime iligti. “Pisagor
Teoreminin bir genellegtirilmesi” baghkhi bu yazi-
da ise Hintli ve Kanadah iki matematikgi dik agi-
b iicgenlere ait bildigimiz Pisagor Teoreminin ye-
ni bir geneﬂe§tirmesihi vermekteydiler. Esin kay-
naklar1 ise M.O. IIL. yiizyilda bu teoremin Oklid
tarafindan yapilmig olan ispatiydi. Bu iki yazi
dergiye bilingli olarak m1 ardarda gelecek gekilde
alinmigt1 bilmiyorum. Ancak bu rastlanti ba-
na bir kez daha hatirlatt: matematigin eskiligini,
cagdashgini, zamanla kaybolmayan gegerliligini,
evrenselligini ve canliliginu...

Matematikte oldugu gibi soyut kavramlarla
ugragmak ilk bagta c¢ok kigiye sikici gelebilir.
Cagimizin aceleciligi, bazi giinliik deger yargilan
ve hatta aldiimiz egitim bizi matematige karsi
onyargih davranmaya itebilir. Ancak, salt uygu-

lamalan agisindan ele alsak bile, matematigin
ne kadar gerekli oldugunu kavramamiz hi¢ de
zor olmaz. Gergekten de bugiin matematigin
dogrudan veya dolayl olarak uygulanmadig bir
konu bulmak pek kolay degil. Teorik fizik ve
kimya ile baz bilgisayar konular artik matema-
tikle igice geligiyor. Bir Amerikan miihendislik
aragtirma sirketinin miidiirii, yiiksek teknolojiyi
temeli matematik olan teknoloji olarak tanimhiyor.
Dolayisiyla, ilk bakigta kavrayamasak bile, mate-
matik giinimiizde ¢ok 6nemli bir yere sahip. In-
san akhnin yiizyillar boyunca yarattigi matematik
bugiin her zamankinden daha canh. Iste bu Ma-
tematik Diinyasi’nda olup bitenleri sizlerle paylag-
mak igin Tirk Matematik Dernegi olarak bu der-
giyi cikarmaya karar verdik. Dernegimize bu amag
icin UNESCO tarafindan mali destek verildi. Bir-
gok iiyemizin ugrag: sonunda Matematik Diinyas:’-
mn ilk says1 igte elinizde. Dogal olarak dergimizin
yagamas: ve giderek geligmesi siz okuyucularinin
destegine bagh. Matematik Diinyasi’m cevrenize
tanitarak yardima olmamizin yamisira bizlere
dergi hakkindaki goriig, istek ve elegtirilerinizi
ulagtirmamz diliyoruz. Istiyoruz ki, matema-
tik egitimiyle ugragan degerli ogretmenlerimiz,
matematigi daha yakindan tanimak isteyen
ogrencilerimiz ve tiim okurlarimizla Matematik
Diinyasi’nda birlikte olalim.
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MATEMATIK DUNYASIPNDAN

Dergimiz bu sayisiyla yayin hayatina bagliyor.
Amac matematige ilgi duyanlar1 yeni geligmeler
konusunda aydinlatmak ve matematik konusunda
kendilerini agmalarina katkida bulunmak. Genig
bir ¢evrenin goriigleri 11ginda hazirlanan dergimi-
zin bu sayisinda yer alacak yazilara goz atarsak
sunlari goriiyoruz:

o Dizlem Geometride Aglar ve Olgileri
Cem Tezer bu yazisinda agq Olgimiine
iligkin kuramsal temelleri vererek Oklid ge-
ometrisinde herbirinin ayr1 ayn gorevleri
bulunan ham ag, yonli ag, iki dogru
arasindaki ag kavramlarim ve bunlann
Slgiilerini ayrintisiyla incelemektedir.

o Dért Renk Problemi Elinize bir harita alp
komsgu iilkeler aymi renk olmayacak bigimde
boyamak isterseniz bu igi en az kag renk-
le bagarabilirsiniz. Haritasina bagh diye-
bilirsiniz. Her haritay1 dort renkle boya-
yabileceginizi sdyleyebilir misiniz? Igte bu
renkli problem 1876’da ortaya gikip ancak
1976’da ¢oziilebilmis. Yazimizla bu proble-
mi taniyoruz.

o Pergel ve Cetvelle Yapilamayan (izimler
Stk sik bir aqy1 ice bolme cabalariyla
kargilagiyoruz. Oysa sadece pergel ve
(igaretsiz) cetvel kullanarak genel agy:
ii¢ esit parcaya bolmek olanaksiz.  Bu

naklaniyor ya da ispatin1 bilmeyenler bu so-
nucu hice sayiyor. Bu yazida pergel ve
cetvel kullanmanin ne demek oldugu tath
bir sohbet bigemiyle anlatilacak ve gelecek
sayimizda istenen ispat tamamlanacak.

Sonsuzlugun Olaganisti Ozellikleri Bu yazi-
da gozle gordigiimiizle beyinle diigindigi-
miiziin ayn1 oldugunu gérmek i¢in insanoglu-
nun ne ¢abalar harcamak zorunda kaldigim
goriiyoruz.

Ortalamalar Aritmetik ortalama, geometrik
ortalama, harmonik ortalama kavramlarim
biliyoruz. Bunlarin herbirinin kendi bagina
ne degerli kavramlar oldugunun da farkin-
day1z. Ancak bir matematik kuyumcusu bu
tigliyii birlegtirip biitiinlegtirmis.

Strat Felakettir Matematik okurken tanim-
lar iyi anlamamiz, teoremlerin varsayimla-
rin iyi kavrayip boylece hiikiimlerin hangi
kosgullar altinda dogru oldugunu kesin ¢izgi-
leriyle gormemiz gerekir. Kagit kalem kul-
lanmamiz zorunlu bir bakima. Elinizdeki
dergi icin de bu gerekli. Bunu boyle yap-
mazsanz neler olabilecegi bu yazidaki ma-
tematiksel mizah konusu.

Olimpiyatlar Her yil bir iilkede matematik
diinyasinin atletleri yarigiyor. Kogemiz bu
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DUZLEM GEOMETRIDE ACILAR VE OLCULERI

Cem Tezer

Bu yazida, diizlem Euclid geometrisinde, her-
birinin digerleri tarafindan yerine getirilmesi giic
hatta imkansiz gérevleri olan ii¢ a1 ve ag1 Slgiisii
kavramim ele alacagiz.

Once Euclid diizlemini R? olarak diigiinelim ve
IR? nin IR iizerindeki vektdr uzay: yapisini kullana-
rak baz1 geometri kavramlarimi gézden gegirelim.
Burada verecegimiz tanim ve gésterimler eldeki
yaziyla ilgili olup, yaygin veya geleneksel olduk-
lar iddia edilmemektedir.

Birbirinden farkh noktalar:

verildiginde eger

A,B,C

0<t<1 ve A=tB+(1-1t)C

olacak sekilde bir ¢ € IR varsa, “A,B ve C
arasindadir” diyoruz. Bunu kisaca BAC geklinde

gosterelim.

Gene birbirinden farkhh A,B noktalar1 ver-
ildiginde kogesi A da olan ve B den gegen
yandogru ile R? nin

(AB = {X € AB,~ XAB}

altkiimesini kastediyoruz. (Bu tammla A ¢ (AB
oldugunu igaret edelim.)

Koge noktalan ortak a = (0OA,b = (OB,c =
(OC yandogrularini ele alahm. Eger X,Y ve Z
arasinda kalacak gekilde X € a,Y € b,Z € ¢ nok-
talar varsa “a,b ve ¢ arasindadir” diyecegiz.

Simdi de birkag basit cebir kavramim
agiklayalm: a € IR — {0} olsun. z,y € IR igin
eger £ — y = na olacak sekilde bir n tamsayisi
varsa ¢ ~ y yazahm. “R” IR iizerinde bir denk-
lik bagintis1 olup bu bagintiya gore z i icinde bu-

lunduran denklik simifim [z], ile gosterelim. Yani

a .« .
z ~ y olmasi igin gerek ve yeter gart [z], = [y]a
dir. “%” ya gore denklik sniflarinin kiimesini R/a
ile gosterelim.

[z)a + [9)a = [ + Yla

geklinde tanimlanan iglem R/e iizerinde dogru
tammlanmig olup, IR /e y1 degigmeli bir grup ha-

line getirir. IR/a ya “a devirli sayilar grubu”

diyecegiz.
Once “a-ana deger fonksiyonu”

a o
Ea . ]R,/a —_ (—5’5]

y = Eu([z]a) says [zl = [y)a vey € (-5, 3
gartlarim saglayan biricik say1 olarak belirlenerek
tanimlansin.

Ikinci olarak “o-ikiye bélme fonksiyonu”
Yo :R/2a - R/a

Yo([z]2a) = [2/2]a
seklinde tanimlansin.

Son olarak da
ARG :R? - {(0,)} - R/2x

fonksiyonunun (z,y) € R? — {(0,0)} deki degerini

y

cosf = ———— sinf=—2——
(z2 +92)2

(22 +37)3
esitligini saglayan biricik [f]2r € IR/27 olarak
tanimlayalim.

I. Ham Ag:

Ham agq ile noktalar1  or-

tak iki yaridogrunun tegkil ettigi bir sirasiz cifti

sinir
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yahut da kiimeyi anhyoruz. g = (OAb = (OB
yandogrularindan olugan ham agiyr {a,b} seklinde
gosterebilecegimiz gibi daha geleneksel bir bigimde
JAOB seklinde de gosterebiliriz. JAOB ham
agisiun Olgiisi (Blgl igin de aym gosterim kul-
lanilarak)

JAOB = |Exx(ARG(OB) — ARG(OA))|

geklinde [0,7] arahZinda bir gergek sayr olarak
tanimlanir.

Tabii, bu soyut sunug Ofrenciye dogrudan
uygulanamaz.  Sezgiye daha agk olup, geo-
metri Ogreniminin cok erken safhalarimda ele
alinabilecek bir “tanim” olarak gunu teklif edebi-
liriz: 7,0 merkezli ve birim yargaph bir cember
olsun. {K} = 1n(04,{L} = 7(0OB
JAOB sayis 7 iizerinde K noktasim L noktasina
birlestiren en kisa yayin uzunlugudur.

ise

Geometri ogrencinin  ilk
kargilagtigx ag1 kavrami, bizim ham ag adin1 ver-
digimiz agidir. Geometrinin tarih icindeki tabii
gelismesine sadik her sunug icin bu ag gesidinin
vazgecilmez olduguna inaniyoruz. Ozellikle, temel
kargilagtirma teoremlerinde bu ag onemli bir ye-
re sahiptir. Bunun, belki en esash ornegi olarak

“biiyiik ag1 - biiyiik kenar” teoremi almabilir:

ogreniminde,

Teorem: Bir ABC ii¢geninde |AC| > |AB| ol-
masi i¢in gerek ve yeter gart
JABC >49AC B olmasidir.

Temel denklik teoremleri (6rnegin K AK, AKA
vb. teoremler) ve temel kargilagtirma teoremle-
rindeki (mesela biiyiik ag - biiyiik kenar teoremi,
iiggen egitsizligi vb.) Onemli ve vazgecilmez yeri-
ne ragmen ham aginn ileri geometri bahislerinde
gok seyrek kullamlmasinin sebebi bu aginin koti
cebirsel ozellikleri olmasidir.

JAOB+ JBOC =3A40C

yazabilmek igin 6nce (OB nin (0A ve (OC
arasinda kalmasini istemek zorundayiz.

II. Yonla A

Yonlii aqi ile smr noktalan ortak iki yan-
dogrudan meydana gelen sirali bir cift anliyoruz.
Sirasiyla ¢ = (0A,b = (OB yandogrularindan
olugan yonli agiyr (a,b) geklinde, dogrudan bir
sirali ¢ift olarak yazabilecegimiz gibi, daha ge-
leneklere yakin bir gekilde ;)'AOB olarak da
gosterebiliriz. ;}AOB yonlii agisin Olgiisiini ge-
ne aym gosterimi kullanarak

JAOB = ARG(OB) - ARG(0A)

ile tanimlanan 27 devirli say1 olarak tamimlhiyoruz.
Gene dgrenciye sunug igin sunu teklif edebiliriz:
~,0 merkezli birim yangapli bir gember olsun.
{K} = 1a(0A,{L} = 1n(OB ise v iizerinde K
noktasini, L noktasina birlestiren ve saatin tersi
yonii art1 olarak olgilen muhtelif yaylarin uzun-
luklar birbirlerinden ancak 27 nin katlari kadar
farkli olabilirler. Bu bize 2r devirli bir say1 verir.
Bu say1 :}AOB yonli agisimn Olgiisiidiir.

Yonli aq ozellikle trigonometri sahasimin

vazgecilmez aletidir. Sinlis ve kosiniis bu

aqinin fonksiyonlan olarak gorilmelidir. Aynca
diizlemin 6nemli izometrilerinden dénmeler de sa-
bit biraktiklar: nokta ve bir yonli agi ile tarif olu-
nurlar.

Analitik yontemlerde y6nli agilarin 6nemi bu
acilarin giizel cebirsel ozelliklerine verilmelidir:

JAOB + 3JBOC = JAOC

daima dogrudur.

Yénlii ve ham aq 8lgiileri arasinda

JAOB = |Ez(JAOB)|

iligkisi oldugu aciktir.

III. Dogrular Arasindaki Ag:

Bu halde ag herhangi bir (a,b) sirall dogru
ciftidir. Dogrular arasindaki agmn dlgisiinil
J(a,b) ile gostererek gu gekilde tammlayabiliriz:
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a,b paralel veya ¢aligik dogrularsa J(a,b) = 0,
eger {O} = anbve A€ a—{0},B € b- {0} ise

3(a,b) = [E2x(JAOB))x

geklinde 7-devirli bir sayidir. Gene goze hitap
eden bir “tanim” verilebilir; Merkezi a ve b nin
kesigtifi D noktasi olan birim yangaph bir 7
cemberini ele alahm. any = {4;,43},bhy =
{B1, B3} olsun. 7 iizerinde, saatin tersi yonii
art: saylarak, A;, A; noktalanndan herhangi biri-
ni By, B; noktalarindan herhangi birine birlestiren
muhtelif yaylarin uzunluklarn birbirlerinden ancak
7 nin katlan kadar farkl olabilirler. Bu bize =
devirli bir say1 verir. a ve b dogrulan arasindaki
acinmin olgiisii budur.

Once dogrular arasindaki aciun cebirsel olarak
son derece elverigli oldugunu igaret edelim. Her-
hangi a,b, c dogrulan igin

J(a,0)+ J(b,¢) =9(a,c)
daima dogrudur.

Simdi de “cemberde cevre ag1 aym yani goren
merkez aqimn yarisidir” geklinde sloganlagtirilan
6nemli teoreme bir géz atalim: Burada hangi ag
cesidinin kullanildig belli degildir. O merkezli bir
4 gemberi iizerinde A,B ve X noktalan alaim
(Sekil 1).

Sekil 1.

Ham agilar kullanilirsa

JAXB = % JAOB

86z konusudur. Fakat bu genel olarak yanlig olup
ancak X ve O noktalann AB dogrusunun aym
tarafindaysa gegerlidir.

Ham aglar kaldiriip, yerine yonli agilar
konuldugu takdirde, yani

JAXB = %:)AOB
80z konusu edildiginde aym yanhghk devam et-
tikten bagka diger bir piiriiz daha ortaya ckar:
:)AOB, 27 devirli bir say1 olduguna gore, bu
miktarin yans: nasil anlagilmalidir? Gergekten de
R/2r iginde
2z = :}AOB

denkleminin aralannda [r];, kadar fark olan tam
:)AOB nin yans: olarak
bunlardan birini tercih etmek mimkiin degildir.
Bu zorluk ancak iki farkli aq kavrami bir ara-
da kullamlarak giderilebilir: “Cevre ag1” dogrular
arasindaki ag1, “merkez ag1” ise yonli ag1 olarak
almmahdir. Bu durumda Y2, : R/2r — R/x, bu
yazimin baginda tamimlanan ikiye bolme fonksiyo-
nu olmak iizere

iki ¢Ozlimii vardir.

(X A, XB) = Y2r(JAOB)

X # A,B olmak kaydiyla X noktasinn yerin-
den bagimsiz olarak dogrudur. (Tabii mesela
X = A hali XA yerine A daki teget alinarak
halledilebilir!) Bu go6zlem, diizlem geometride
yiizlerce konum teoremine esas tegkil eden bir
sonug Vverir:

Teorem: Birbirinden farklh A, B, X,Y nokta-
larinin aym ¢ember veya dogru iizerinde kalmalan
i¢in gerek ve yeter gart

J(XA,XB)=9(YAYDB)
dir.

Bu teoremin kullanihgim, diizlem geometri-
nin en giizel teoremlerinden birisini ispat ederek
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ornekleyelim:

Teorem: (Jekil 2) Bir ABC iiggeninde, X €
BC - {B,C}L,Y € CA - {C,A},Z € AB -
{A, B} noktalan verildiginde, AYZ,XBZ ve
XYC tggenlerinin ¢evrel cemberlerinin ortak bir
noktasi vardir.

Ispat: Sézkonusu ii¢ cemberin hicbirinin bir

digerine teget olmadigin1 varsayalim. XY C nin
cevrel cemberi ile AY Z nin cevrel ¢emberleri bir
M # X,Y, Z noktasinda kesigirler. M, X,C,Y bir
cember iizerinde oldugundan

HMX,MY) =4(BX,CY) =4(BC,CA)
aym gekilde M,Y,A,Z bir ¢ember iizerinde
oldugundan

(MY, MZ) =4(AY,AZ) =3(CA, AB)
ve bu iki esitlikten de

AMX,MZ) = YMX,MY)+ (MY, MZ)

J(BC,CA)+ ¥(CA, AB)
J(BC,AB)
J(BX,BZ)

il

bulunur. Demek ki B, M, X, Z noktalan ayni ¢em-
ber iizerindedir. S6zkonusu ¢emberlerden ikisinin
teget olmasi durumunu okuyucuya birakiyoruz.

Ham ve yonli agq kavramlarm yayginhk
kazanmig ve genel olarak dogru anlagilmiglardir.
Buna kargihk, belki de bu ikisinden de dnemli
olan dogrular arasindaki aq1 az taminmig ve sik
stk yanhs anlagilmigtir. “Elemanter” geometri
metinlerinde dikkatle kullanilmasi o kadar yeni-
dir ki Coxeter [1])'de, R.A. Johnson ([4]) ve D.K.
Picken’i ([6]) bu agimun mucitleri olarak amiyor.
H.G. Forder’mn da “cross” dedigi ([2]) sey dogrular
arasindaki agidan bagkas: degil. Aslinda kavram
ileri geometri metinlerinde (6rnegin [5]) daha es-
kiden kullanilmaktaydi. Gergekten de Laguerre’in
sonlu bir O noktasinda kesigen a ve b dogrulan
arasindaki aciy1 e2* y1 a,b ve O dan gegen iki izot-
ropik dogrunun ¢apraz oranina egit kilan 6 olarak
tanimlamas: gegen yiizyilin ortasina rastliyor ([3]).
Bu 7 devirli bir miktar olup, bizim verdigimiz
dogrular arasindaki ag1 Olgiisiine kargihk gelmek-

* tedir.
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UNLU PROBLEMLER 1

DORT RENK PROBLEMIi

Ayse Berkman - Ali Doganaksoy - Ebru Keyman

Bir haritanin renklendirilmesinde, birbirine
komgu iki bolgenin farkli renklerde olmasi
koguluyla en az kag renk kullanmak gerekir? Bazi
kiiciik veya 6zel haritalar icin bu soruya cevap
vermek kolay olabilir. Ornegin, satrang tahtasma
benzer bir haritayr boyamak igin iki renk yeterli
olacaktir. Cok karmagik bir haritada ise sorunun
cevabin1 deneme yaparak bulmak ¢ok zor olabilir.
Sozgelimi, 10 bélgesi olan bir haritanin 4 renk kul-
lanarak 1048576 farkh gekilde renklendirilebilecegi
diigiiniiliirse, deneme yoluyla aragtirma yapmanin
giicliigii anlagibr. Acaba yeterli renk sayisi igin,
en karmagik bir haritada bile her zaman emin
* olabilecegimiz bir alt simir var midir? 1852’de
ortaya atilan bu problem 1976’da ¢ozilmiig ve
gosterilmistir ki, en karmagik bir harita dahi dort
renkle boyanabilir.

Bir haritanin boyanmasi i¢in dort rengin yeterli
olacagim ilk sezinleyen belki de Francis Guthrie
idi. 1852 yilinda kardesi Frederick’e yazdig mek-
tupta bu beklentisinden séz ediyor ve bunun
matematik ispatinin nasil olabilecegini soruyordu.
Soruya cevap bulamayan Frederick de problemi
hocas: olan matematik¢i Augustus De Morgan’a
gotiriyordu. Ancak De Morgan da bdyle bir is-
patm olup olmadigimi bilmiyordu. Boylece dort
renk problemi olarak iinlenen ve gu iki 6nermenin
gerceklenmesini isteyen problem ortaya ¢ikta:

1. Renklendirilebilmesi i¢in en az dort renk
gerektiren haritalar vardsr.

2. Renklendirilebilmesi igin beginci renk gerek-
tiren harita ¢izilemez.

Ik onermeyi gergeklemek De Morgan icin kolay
oldu. Her biri diger igiine komsu olan dért iilkenin

yer aldigi bir haritanin boyanmasi igin elbette
en az dort renge ihtiyag vardi. Bu tir harita-
larin varligim gostermek de zor degildi. Agagidaki
sekilde boyle bir haritanin bir bolimi yer almak-
tadir. O halde birinci 6nerme dogrudur.

De Morgan benzer gekilde, her biri diger
dordiine komgu olan bes iilkenin yer aldig: bir ha-
ritanin olup olmadigini incelemeye bagladi. Béyle
bir harita olsaydi, dort renk problemi olumsuz
olarak ¢Oziilmiig olacakti. Ancak, De Morgan
sunu gosterdi: Diizlemde (veya kiire iizerinde)
gizilmig bir haritanin hig bir kisminda hepsi bir-
birine komgu olan bes iilke yer alamaz. Ik bakigta
bu ispat yukandaki ikinci soruya bir cevap gibi
goriilebilir. Ancak, birbirine komgu bes iilkenin
bulunmamasi, haritamin boyanmasi igin beg renk
gerektirmesini engellemez. Bunu bir 6rnekle goyle
gosterebiliriz. Asagidaki haritada birbirine komsu
olacak gekilde dort ilke yer almamaktadir, Ancak
bu harita yine de en az dért renkle boyanabilir.
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Bu soruyu ¢6zmeye caligan ancak ispatim ya-
pamayan Arthur Cayley, 1878 yilinda problemi
Artik
problem genig bir kitlenin ilgisine sunulmugtu ve

Londra Matematik Cemiyeti’ne sundu.

bir asira yakin bir siire bir ¢cok amatér ve profesyo-
nel matematikginin ilgisini izerinde toplayacakt.

Problemin sunulugunun iizerinden bir sene bile
gesmeden Alfred Bray Kempe, gelistirdigi bir
ybntemi giindeme getirdi. Bu yontemle problem
tam olarak ¢6ziilmemigti. Ancak, dért-renk prob-
lemiyle ugrasanlarin en cok bag vurduklan yol
olmustu.

§imdi, Kempe’nin bu yéntemini adim adim
izleyelim.

A. Hig bir bolgesi bir veya daha fazla bélgeyi
tamamen cevrelemeyen bir haritaya normal hari-
ta; her kogesinde tam ii¢ sinir gizgisi bulugan bir
normal haritaya da dgtinci dereceden normal ha-

A
e

normal olmayan harita

rita denir.

normal harita

B. Renklendirilebilmesi icin beg renk gerek-
tiren bir harita varsa, buna baghi olarak, ayni
ozellikte bir normal harita vardir. Ya da, besinci
renk gerektiren normal harita yoksa, besinci renk
gerektiren genel bir harita da yoktur. Bu nedenle
incelemeyi normal haritalarla sinirh tutmak yeter-
lidir.

C. Bes renk gerektiren normal haritalar
oldugunu kabul edelim. Bunlarin iginde iilke sayis1
en az olanlara da beg renk gerektirir minimal ha-
ritalar (ya da kisaca minimal haritalar) diyelim.
Eger minimal haritalarin olmadig gosterilebilirse,
buna bagh olarak, beg renk gerektirir normal ha-
rita olmadig da ispatlanmig olur. $imdi minimal

haritalarin var oldugunu kabul edelim ve béyle bir
haritanin iilke sayisim da N ile gosterelim. Bu
halde, iilke sayis1 N-den az olan her harita dort
renkle boyanabilir. Veya, bir harita en az beg
renkle boyanabiliyorsa en az N iilkesi vardir.

D. Bir normal haritada iilkelerin timi birden
alt1 veya daha fazla komsuya sahip olamaz. Bir
bagka deyigle, bir normal haritada iki, iig, dort
veya beg komgusu olan en az bir bolge vardir. O
halde, bir normal haritada agagidaki gekillerden en
az bir tanesinin yer almasi kagimilmazdir.

dort komgulu beg komgulu

Bu nedenle, bu dort sekilden olugan kiimeye
Kempe kaginilmaz kimesi denir.

E. N-bolgeli bir normal haritada iki komgusu
bulunan bir iilke oldugunu varsayahm. Bu iilke,
komgu iilkelerden biriyle birlesirse elimizde N — 1
bolgeli bir harita olur ki, bunu da dért renkle bo-
yayabiliriz. Demin komgusu ile birlegen iilkeyi
yeniden haritaya ekleyelim. Bu durumda biri
harig, biitin ilkeleri istenen gekilde dort renk
kullanarak boyanmig bir harita elde ederiz. Bo-
yanmas! gereken iilkenin ise yalnizca iki komgusu
O halde bunu da komsularindan farkh
ama haritada kullanilmig renklerden biriyle bo-
yayabiliriz. Sonugta dort renkle boyanmig bir
harita ortaya gikar ki, bu da bir minimal ha-

vardir.
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ritamin sadece iki komgusu olan bir iilkesi ola-
mayacagin gosterir. Aym gekilde, N-bélgeli bir
normal haritada ii¢ komgusu bulunan bir iilke
. oldugunu farzedelim. Bu iilke, komgu iilkelerden
biriyle birlegsin. Bu durumda, ortaya gikan N — 1
bolgeli haritay1 dort renkle boyayabiliriz. Bu
lilkeyi yeniden haritaya ekleyerek yine, biri harig,
biitin ilkeleri istenen gekilde dort renk kulla-
narak boyanmig bir harita elde ederiz. Boyanmasi
gereken iilkenin ise yalnizca ii¢ komgusu vardir.
Bu komgular da birbirleri ile komgu oldugundan
her biri farkl renktedir. Boyanmasi gereken iilkeyi
haritada kullamlan diger renklerden biriyle bo-
yarsak, dort renkle boyanmis N iilkeli bir ha-
rita ortaya cikar ki, bu da minimal bir harita-
nin sadece ii¢ komgusu olan bir iilkesi de olama-
yacagini gosterir. Biraz daha karmagik olmakla
birlikte, benzer akil yiiriitmelerle gosterilebilir ki,
icinde sadece dort komsgulu bir ilke bulunan,
N bolgeli bir normal harita da doért renkle bo-
yanabilir. Eger, sadece bes komsgusu bulunan bir
iilkeye sahip, N iilkeli normal haritanin da dort
renkle boyanabilecegini gosterebilseydik, problemi

¢6zmiis olacaktik.

Kempe de bir normal haritada beg komgulu
bir ilke olmasi halinde renklendirmenin dort
renkle yapilabilecegini gosteren bir ispat verdi.
Fakat kisa zaman sonra bu ispatin yanhs oldugu

gosterildi.

Kempe’nin metodundaki temel gudur: Eleman-
lar1 olan sekillerden en az birisinin her normal
haritada yer almasi gereken kiimelere kaginilmaz
kiime denir. ‘Kempe kaginilmaz kiimesi’ de buna
bir 6rnektir. Belli bir gekil, N iilkeli normal
bir haritada yer aldifi zaman, o haritanin dort
renkle boyanabilecegi gosterilebiliyorsa, bu gekile
de indirgenebilir gekil denir. (")rnegin, sadece iki
komsusu bulunan bir iilke, indirgenebilir gekildir.
O halde, dort renk probleminin olumlu ¢6ziimi
icin, biitin elemanlan indirgenebilir olan bir
kagimilmaz kiime bulunmaldir.

Bu metodla problemi ¢ozmeye cahiganlarin

kargilagtigs en biiyiik zorluk guydu: Ya kagimilmaz
kiimenin eleman sayis1 gok biiyiik oluyordu ya da
kagimlmaz kiimede yer alan gekillerin indirgenir
olup olmadigimi incelemek uzun vakit aliyordu.
Her iki halde de, problemin ¢dziimii igin sabirla
ve belki de yillarca tek tek yiizbinlerce olasiligin
degerlendirilmesi gerkiyordu.

Bilgisayarlarin ortaya cikigi ile problem iize-
rinde ¢aliganlar, ellerindeki gekillerin incelenmesi-
ni bu hizh araglara yaptirmaya bagladilar. Yine
de gok uzun siire gerekiyordu. (")rnegin, Appel ve
Haken, 1970°de elde ettikleri kaginilmaz kiimenin
biitiin elemanlarinin incelenmesinin, o zamanki
bilgisayarlarin huzi ile, 4% x 103 x 25 dakika (12 sene
2 aydan biraz fazla) siirecegini hesaplamiglard.

Zamanla, bilgisayarlar daha biiyiik hiza erigiyor
ve problemle ugraganlar da yeni teknikler gelisti-
riyordu. Nihayet, 1976 yilinda, Appel ve Haken
1482
gekilden olugan bir kacinilmaz kiimenin biitin el-
emanlarinin indirgenebilir oldugunu gosterdiler.
Bu is igin toplam 1200 saat bilgisayar kullanmak
gerekmigti.

Artik, her haritanin dért renkle boyanabilece-
gini biliyoruz. Ancak bunun nasil yapilabilecegi-
ni bilmiyoruz. Oyle karmagik haritalar cizilebilir
ki, dort renkle boyanabilecegini bilmemize kargin,
haritay1 boyamakta giicliik ¢ekebiliriz. Boyle bir
harita yazinin sonunda, okuyucunun denemesi igin
verilmistir.

Herhangi bir harita dort renkle boyanabilir.
Bunu kesinlikle biliyoruz. Ancak, yine biliyoruz
ki, baz1 haritalann boyamak igin daha az renk

yeterli olabilir. Bir haritanin iki veya ii¢ renkle
boyanmasi icin verilen kriterler gunlardir:

* Bir haritanin tki renkle boyanabilmesi igin
gerek ve yeter kogul haritamn tim kogelerinde ¢ift
sayrda simr gizgisinin bulugmasidar.

* Bir haritanin ti¢ renkle boyanabilmesi igin
gerek ve yeter kogul her ilkenin ¢ift sayida
komgusu olmasidur.
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Biitiin bu soylediklerimize ragmen, diinya hari- komgu iilkeler farkh renklerde olmak iizere sadece
tas: veya Tiirkiye haritas: gibi haritalar dort renk- dort renk kullanarak boyayabiliriz.

s lfoy amak mimkin olmayabilir. Giinki, boyle Dért renk teoreminin ispat: diizleme (veya kiire
haritalarda uyulmas: gereken kurallar vardir. S6z .. . w " .o
LT . . yiizeyine) gizilen yiizeyler igin yapilmigtir. Farkh
gelimi, biitin goller ve denizler maviye bo- .. s
__ yiizeylerde, renk sayis: igin farkli alt sinirlar ver-
yanmalidir. Béyle zorlayic: kurallar, haritamin bo- .0 & o e pre s —_—
2 . ilebilir. Ornegin, Torus (simit bicimindeki yiizey)
yanmas! igin gerekli renk sayisim fazlalagtirabilir. , . -
0 e icin bu alt simir 7°dir.
Ancak, hig bir zorlayiaa kogul yoksa, her haritay:

Asagdaki harita, komgu tilkeler farkl renklerde olmak tizere sadece dort renk kullanarak boyanabilir.
Deneyiniz.
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PERGEL VE CETVELLE YAPILAMAYAN CiZIMLER

Ismail Giiloglu

N’oldu bu génlim, n’oldu bu génlim
Derd i gaminla doldu bu génlim

Bugiin bir agiy1 ikiye bolmeyi 6grendik.

u halde dérde, sekize, onaltiya,... bélmeyi
de biliyorsun artik.

- Evet.

Peki biitiin bu bolmeleri saglayan ana iglem
yani “agiy1 ikiye bolme” nasil gergeklegtirili-
yor?

Tahtada anlatayim...

Olgiisii @ olan acl A,0,B noktalan ile
gsekildeki gibi verilmig olsun. O merkezli
|OA| yanicapli gemberin aginin kenarlarimi
kestigi noktalar sirasiyla A ve A’ olsun. A
ve A’ merkezli |OA| yaricaph cemberleri
gizelim. Bunlar O ve P noktalannda
kesigirler. OP dogrusu JAOB agisimi iki-
ye boler, ¢linkii OPA’ ve OPA iicgenleri
estirler.

- Fakat nigin bu kadar zahmet cekiyorsun?
Lletki ile verilen agiy1 dlgiip yarisini yine ilet-
ki ile gizemez miyim? Burda ol¢ii hatalan

¢izimin kaginilmaz hatalarindan daha fazla,
m1 oluyor ki?

- Ben soruyu eksik ilettim, galiba. Konumuz

bir agy1 giindelik gereksinmelere yanit ve-
rebilen bir yontemle yaklagik ikiye bolmek
degil, idealize edilmis araglarla tam ve ke-
sin olarak ikiye bolmek; iistelik bu bolme
igleminde arag olarak sadece cetvel ve per-
gel kullanmak. Problemi ilging yapan da
bir bakima bu kisitlamalar. Bu, dogal ola-
rak araglarimizin bazi ¢izimler igin yeter-
siz kalmalar1 sonucunu dogurabilir. Nite-
kim sizin yonteminizle bir agi istenildigi ka-
dar sayida esit pargaya ayrlabilir, bu ara-
da g esit pargaya da, fakat 6gretmenimizin
soyledigine gbre bir aciy1 sadece cetvel ve
pergel kullanarak ii¢ esit pargaya ayirmak
olanaksizmig.

Yani Sgretmeniniz ve onun bu problemle
ugrasan tamdiklan simdiye kadar bir aglyl
lice bélmeyi bagaramamiglar, bu uyuyan
gizeli uyandiracak kudretli prens hala bek-
leniyor, dyle mi?

Hayir, yanhg anlamadiysam, Ogretmenimi-
zin bahsettigi bir becerememiglik itirafi de-
gil, gergek bir imkansizlk iddiasi. Prob-
lemin biyiik gayretlere ragmen heniiz co-
ziilemedigini séylemiyor, fakat bir anlamda
olumsuz gekilde ¢dziiyor: “Istenen kosullan
saglayan bir ¢6ziim yoktur, ciinkii ...” de-
yip bu Gnermesini kamthyor. “Biitiin ke-
narlan ve bir yiiksekligi esit uzunlukta
bir liggen ¢izmek” problemi gibi. Boyle
bir ii¢genin hangi araclarla olursa olsun
diizlemde gizilmesi olanaksizdir, ¢iinkii bédyle
bir iiggen yoktur, deyip bunu kanitlamakla
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problem ¢6ziilmig olur. Bunun gibi, bir
aclyr sadece cetvel ve pergel kullanarak
li¢ esit pargaya bolmenin olanaksiz oldugu

kanitlanmig saniyorum.

Fakat, nasil olur? Ben bir dik agiy1 veya dik
agimn yarisini veya bunun yarisini,... yani
sonsuz tane farkl agiy1 sadece cetvel ve per-
gel kullanarak tice ayirabilirim.

Fakat siz, burada ozel bir takim agilarn
tce bolinmesinden, dolayisiyla 6lgiisii ile
verilen bazi aglarin sadece cetvel ve per-
gel kullanarak cizilebilmesinden soz ediyor-
sunuz. Bu kendi bagina ilging olmakla be-
raber bizim problemimiz degil. Sadece cet-
vel ve pergel kullanarak, agy: ikiye bolme
¢iziminde oldugu gibi, herhangi bir aciya
uygulandiginda onu iig egit pargaya ayiran
bir ¢izim metodu veriyor degilsiniz.

- Her ag igin uygulanabilir bir algoritma

bulunmasa bile her agq kendisine 6zgii
yontemlerle sadece cetvel ve pergel kullana-
rak ige aynlabilir, olamaz mi?

- Uyarimizi anhyorum. Belki de 6gretmenimi-

zin demek istedigi gu idi: “Diizlemde sade-
ce cetvel ve pergel kullanarak ig egit parga-
ya ayrilamayan en az bir (dolayisi ile sonsuz

tane) ag vardir”. Buna ne dersiniz?

Simdi istenen kesinlige ve agikliga kavugtuk
herhalde, derim. Peki sen ne dersin, hocanin
bu iddiasi dogru mu?

Eh, 6gretmenimiz bizi kandiracak degil ya.
Elbette dogrudur, ben inaniyorum.

Ogretmenine inanip giivenmen ¢ok saygi
duyulmasi gereken bir tavir, aranizda boyle
bir minasebetin olusmus olmasi bizi an-
cak sevindirir. Fakat ona olan giiveninin
onun agzindan ¢kt diye matematiksel bir
iddiaya “inanmaya” kadar varmasi, “acaba
bir zihni tembellik mi s6z konusu?” diye

sorduruyor. Inang, konusu olan mesajin

bellenip kavranildiktan sonra gergekliginin
tasdik veya red edilmesi olayidir. Bu ise
insanin o konuyla ilgili melekelerini sonu-
na kadar harekete gegirerek meseleyle hagir

negir olmasim gerektirir. Yani dinamik bir

olugumdur. Yoksa, inanmak, bu ¢ok yénlii
¢abanin megakkatinden kagmanin bir yolu
degildir.
par bulduk” taklitciligi ile, muhtevasinin
canliligini kaybetmeden yagayamaz. O,
hissi, fikri ve diger melekelerimizle de-

Iman, “Babalarimizi béyle ya-

nenmis, gerceklenmis, yaganmig olmaya, ya-
ni tahkike ihtiya¢ duyar. Ustelik ma-
tematiksel gercekliklerin yalin diinyasinda
bu dogrulama igi bir bakima ¢ok ko-
laylagtirlmigtir.  Ciinkii bagtan,
nen matematiksel nesneler bir aksiyom

incele-

sistemi ile kapalh olarak da olsa kesin
Ve bunlar
hakkinda dogrulara ulagma verilen aksiyom
sisteminden hareketle yapilacak mantiksal
¢ikarimlara indirgenmigtir. Bunlarn kural-
lar1 da her tiirli giipheden ve kaypakliktan
arindirilmig, agik secik hale getirilmistir.
Boylelikle gerekli zihni gabayi harcamaya
hazir herkes i¢in tam ve kesin matematiksel
bilgiye ulagmak miimkiindiir.. Boyle iken, bir
matematiksel iddiay1, ispat ederek veya hig
olmazsa yapilmig ispatlan ciddiyetle takip
ederek gergekleme yoluna gitmeyip kolaya
kacarak “inandim” denmesi, sadece insanin
taklit seviyesinde kalmasina neden olmuyor,
fakat ispat denen yogun ve yonlenmig zih-
ni ¢abanin getirdigi, ugragilan problemi de-
rinlemesine anlama ve bu cabayla olusma
imkaminin da yitirilmesine neden oluyor.

bir gekilde tamimlanmiglardir.

Fakat bir problemin ¢dziimii, bu ¢éziimii
kavrayacak zihni olgunluga, bilgi birikimi-
ne varmadan pek miimkiin olamaz herhalde.
Ben higbir lise matematik kitabinda aginin
ige bolinmesi probleminin tartigildigim
gormedim. Konu bizim bilgi ve deneyimle-
rimizi agiyor sanirim.
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- Zihni olgunluk ve fikri birikim zamamn geg-
mesi ile kendiliginden olugmaz. Bize veri-
lenleri yerli yerince kullanmamiz, emek ver-
memiz, cile gekmemizle dogar, geligir. Me-
sela, simdi bu agiy1 iice bélme problemi ile
kargilagmug, ilgimiz buna gekilmig, akhmiz,
fikrimiz buna meyletmis iken, sinirlarimiza
ulagincaya kadar {izerinde diigiinmezsek ayip
etmig olmaz miy1z? Zaten bilgi ve beceri-
mizin neye yetip, neye yetmeyecegini bize
bagkalar1 sdyleyecek degil; bdylesi bir simir
da yok. Bize diigen giinliilk kaygulardan so-
yutlanip sebat ve azimle sorunlarin iizerine
gitmek, yagam iginde gahisip kendimizi bul-
mak, anlamak ve olugturmaktir.

Peki, bu ige, bu problemle ilgili olarak ner-
den baglayalim?

Istersen oOnce su cizim metodu iizerinde
konugalim:

Sekildeki gibi A,0,B noktalan ile bir a
dar agis1 verilmig olsun. O merkezli |0 4|
yarigapli ¢gemberin OB 1g1min1 kestigi nokta
C olsun. Bir cetvel iizerinde aralarindaki
uzaklik |OA| 'ya esit olan iki nokta, X ve
Y igaretliyelim ve cetveli X noktasi QA
dogrusu iizerinde kalmak ve cetvel C' nok-
tasindan gegmek sartiyla oyle hareket etti-
relim ki Y noktasi O merkezli |0 A| yarigapl
cember iizerine gelsin. Bu konumda JAXC
agisiun Olgisi %a dir.

- Gergekten AXY O ve ACOY iiggenleri ikiz-

kenar iiggenler oldugu icin JAXC = 3 der-
sek a + G = 180° — (180° - 4/B) = 48 yani
38 = a oldugu goriiliiyor.

a herhangi bir dar ag1 olmak iizere $ agisin

sadece cetvel ve pergel kullanarak ¢izmig ol-
madik m1?

Beni gagirtiyorsunuz!

Ben degil, olsa olsa aligkanliklarimizin olus-
turdugu diigiince kaliplan seni gagirtmig ola-
bilir. Ogretmeninizin iddiasimin dogru oldu-
gu diiglincesini hala siirdiireceksek bu ¢izim-
de “sadece cetvel ve pergel” kullanmanin ge-
tirdigi kisitlamalara uymadigimiz hiikmiine
varmamiz lazim.

Biz cetveli sadece dogrulan ¢izmekte degil,
uzunluklan 6l¢gmek icin de kullaniyoruz. Siz
de bu ¢izimde dlgme denebilecek, 6lgilmiig
bir uzunlugu cetvele uygun bir konuma
yerlestirmek gibi bir iglem yaptiniz, “isaretli
bir cetvel” kullandimiz. Herhalde izin veril-
meyen iglem bu oldu.

Evet, benim de bildigim “cetvel” isaretsiz,
sadece tek kenar kullamlabilir, istenildigi
kadar uzun, herhangi verilmig iki noktamn
belirledigi dogruyu cizmek icin kullamlan bir
arag. Pergel ise verilmig bir noktay: mer-
kez olarak kabul eden ve yarigap: verilmig iki
nokta arasindaki uzakhiga esit olan ¢emberi
cizen arag.

“Verilmig nokta”dan kastimz ne? Cizimin
yapilacag diizlemle birlikte bu diizlemin her
noktas: da verilmis olmaz m?

Her matematiksel iddia “verilen” bir hipotez
ile bunun dogru olmasi halinde, “varilan” bir
hiikimden olugur. Her geometrik ¢izim de,
meseld, bir iiggenin ¢evrel ¢emberinin, veya
bir elipse digindaki bir noktadan tegetlerin
c¢izilmesi problemlerinde oldugu gibi bir
takim “verilen” noktalar, dogrula.r, geomet-
rik gekillerden (iiggen; elips ve diginda bir



14

UNLU PROBLEMLER

nokta) hareket eder. Biraz dikkatle in-
celenirse biitiin ¢izim problemlerinde (biz-
imkinde agikar olarak) aslinda sonlu ta-
ne nokta verilmektedir (licgende iig koge
noktasi, cemberde merkez ve iizerindeki
bir nokta, elipsde dogrultman dogrusunu
belirleyen iki nokta ile bir odak noktasi,
v.s. gibi), ve yine sonlu tane noktanin
cizilmesi ile tamamen belirlenen geometrik
nesnelere ulagilmak istenmektedir. Yani bir
geometrik ¢izim problemi “verilen” sonlu
sayida noktadan hareketle ve belirli arag-
lar kullanilarak, verilen noktalarla proble-
min istedigi sekilde baglantih sonlu sayida
“amag¢” noktay c¢izmek meselesidir. Bur-
da cizilmek demek izin verilen yontemlerle
gergeklestirilen iki ayn geometrik yerin ara-
kesiti olarak verilebilmek demektir. Suna
dikkat etmek lazim: Meseld, merkezi ve
bir noktas: ile bir ¢ember tamamen belir-
lenmis olur. Fakat bu iki nokta ile gemberin
bir geometrik yer olarak tamamen belir-
li olmas: ile iizerindeki her nokta da “ver-
ilmis” noktalar olmaz. Bunun bir noktasinin
verilmig olmasi, onun adimin konabilmesi,
cemberin diger noktalarindan ayird edici bir
ozelliginin bilinmesi, demektir. Bizim prob-
lemimizde O kogeli JAOB agis1 A,O, B nok-
talan ile verildi ise, bu noktalarla O mer-
kezli |0 A| yanigaph gember de verilmig olur.
Fakat bu, ¢cemberin her noktasimn da “ver-
ilmig” olmasi demek olsaydi, gemberin
QAOC = 5 JAOB sart1 ile tek tiirlii ve ta-
mamen belirli C' noktasi da “verilmis” olur
ve boylece OC dogrusu cizilebilir ve agiy: lige
bolmek diye bir problem olmazdi.

- Fakat herhalde “verilmig” noktalar baglangig

noktalarindan ibaret degil. Cizimin bu
adimiyla elde edilen yeni noktalar da bunla-
ra ekleniyor. Yani “verilen noktalar” ¢izim
boyunca bir cins evrimleserek amag nokta-

lara ulagiyorlar.

- Veya ulagamiyorlar.

- §oyle diyebiliriz galiba: P bir diizlemin
bazi noktalarindan olugan bir kiime olsun.
Bir dogruya, P'deki farkh iki noktadan
geciyorsa “P’ye gore cizilebilir” bir dogru,
ve bir ¢embere, merkezi P’deki bir nok-
ta ve yanigap: P’deki iki nokta arasindaki
uzakhiga esit ise “P’ye gore gizilebilir”
bir cember diyelim. P kiimesine gore
cizilebilir biitiin dogrular ile P kiimesine
gore cizilebilir bitin cemberlerin biitin
miimkiin kesisim noktalarina P kiimesine
gore bir adimda gizilebilir noktalar diye-
lim ve bunlarin kiimesini P’ ile gosterelim.
Simdi Pp sonlu bir baglangig noktalan
kiimesi olmak iizere tiime varimla, Py,n €
IN kiimelerini, P} = PoUPy ve i € IN

= P; U P;
Buna gore

i¢in P; tammlandi ise Py
olacak sekilde tamimlayalim.
Py dan baglayarak sadece cetvel ve pergel
kullanarak cizilebilecek noktalar C(Po) =
U P, kiimesini olugtururlar. Yani Py dan
baglayarak bizim araglarimizla bir geometrik
¢izimin yapilabilmesi bu ¢izimin amag¢ nok-
talarinin C(Py) kiimesine ait olmasi demek-
tir.

- Cok giizel, cetvel ve pergel ile gizim yap-

manin ne demek oldugunu kesin bir hale
getirdin. Gelecek sayimizda da bu genel

tanimlamayr aqiy1 iige bolme problemine
uygulayalim.

Gelecek sayrda gorigmek tzere



PARADOKSLAR 15

SONSUZLU&GUN OLAGANUSTU OZELLIKLERI

Timur Karagay

Cagdas matematigin tiimiiyle sonsuzluk kavra-
mindan dogdugunu sdylemek yanhg olmayacaktir.
20. yy baglarina kadar, matematigi ilkel (elemen-
tary) matematik ve yiksek matematik diye ikiye
aymnrlardi. kel matematik, toplama, gikarma,
bélme iglemleriyle; yani dort iglemle yapilan ma-
tematik idi. Yiiksek matematik ise, dort igleme ek
olarak limit igleminin de kullamlmasiyla yapilan
matematik idi. Bugiin, bu tir bir simflandirma
gok yetersiz kalir. Ama, limit igleminin beginci
iglem olarak matematige girisi, matematigin il-
gi alamni gok biiyiitmekle kalmamus, pek cok fi-
ziksel probleme de ¢oziim getirmigtir. Cagdas
bilim ve teknolojinin iiriinleri varhklanmni tama-
miyle limit kavrammna borgludurlar. Matema-
tikte limit kavraminin dogusu sonsuz kavramina
dayanir. Sonsuz biiyikler ve sonsuz kdgiikler
diye adlandinlan kavramlar fiziksel olaylarla da
iligkilidir. Bir niceligin sinirsiz olarak biyiimesi
ya da kiigiilmesi doga olaylarinda sik kargilagilan

bir olgudur.

Eski ¢aglarda diigiiniirler sonsuz kavramn ele
almiglardir. Zaten saymay! Ogremen her insan,
her dogal saymin bir ardih oldugunu kolayca
sezmekteydi. Bagka bir deyigle, sayma eylemi
icin kullandig1 say1 kiimesinin (dogal sayiar) en
biiyiik 6gesi yoktu. Ciinki en biiyiik dogal say:
var olsaydi, o sayiya 1 sayisi eklendiginde daha
biiyiik bir dogal say1 elde edilecekti. Yani bu
say! kiimesi her siun agiyor, sonsuza ulagiyordu.
Oyleyse, basit sayma islemini yapan herkes son-

suzluk kavram ile ister istemez kargilagacakti.

Ne var ki, eski zamanlarda matematiksel
bilgiler sonsuzlugu igeren diigiinceleri goziime
ulagtiracak diizeye ulagmamuigti. O nedenle,
sonsuzlugu iceren kimi diigiinceler birer ¢atigk:
(paradoks) yaratiyordu. Bu catigkilar arasinda il-
ging bulacagimz bazilarini bu sayfada agiklamayi

stirdiirecegiz.

Zeno Catigkis1

M.0. 490-435 yillan arasinda yagayan Eski Yu-
nan diigiiniirii Zeno hizh bir kogucunun bir kap-
lumbagaya yetigemeyecegi savini ortaya atti. Zeno
soyle diyordu: Kogucu bir A noktasinda, kaplum-
baga bir B noktasinda iken yarig baglamig olsun.
Bu konumda, aralarinda bir |AB| uzakhg: vardir.
Bu uzaklik sifira esit degildir. Kaplumbaga ne ka-
dar yavag, kogucu ne kadar hizli giderse gitsin,
kosucu B noktasina ulagtiginda, kaplumbaga bir
Bj noktasina ulagacaktir. A; = B diyelim.

B By B2
-4 -
A Aq Ao

Yeni konumlariyla, kogsucu A;, kaplumbaga B,
noktasindadir. Aralarinda |A; B;| uzakhg vardir.
Bu uzaklik da sifir degildir. Dolayisiyla bu konum
ilk konumlarina benzemektedir: Kogucu A; nok-
tasindan B; noktasina erigene dek, kaplumbaga
bir By noktasina erigecektir. Az = B diyelim.
Gene |A2B;| uzakhg sifir olmadigindan, bu yeni
konumlar da ilk konumlarina benzemektedir. Bu
olgu 3.,4.,5.,...,n,... konumlarda da aym ola-
caktir. n digiinebildiginiz kadar biiyiik bir dogal
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say1 olsun. n inci konumda, kogucu ile kaplum-
baga arasinda sifira egit olmayan |A, By| uzakhig
var olacaktir. Her n sayisi icin benzer konumlar
olduguna gore, kogucu, kaplumbagaya hicbir za-
man yetigemez.

Zeno’nun disiincesini kavrayabildigimiz an ona
hak veriyoruz; dogru disindiigini gériiyoruz.
Hatta bu catigkiyr kullanarak hareketen olmadig
sonucuna bile ulagabiliriz. Zeno’ya gore, atilan bir
ok hedefine varamaz. Ciinkii hedefe ulagabilmesi
icin, once ilk yan yolu gegmesi gerekir, Ilk yarny:
gegebilmesi icin onun da ilk yarisimi gegmesi ge-
rekir. Ilk yarinin yarsini gegebilmesi ig¢in onun
da ilk yansini gegebilmesi gerekir... Bu siireg son-
suz olarak yinelenecegine gore, atilan ok hedefe
ulagamaz.

Ote yandan, gergek yasamda bir kogucunun bir
kaplumbagay1 gecebilecegini gozlerimizle goriiyo-
ruz... Hedefine varamaz diye higbirimiz bir okun

oniine durmayiz...

Zeno’nun ortaya koydugu mantik ile, gercek a-
rasindaki bu ayrnim yiizyillar boyunca ¢oziilemeyen
bir catigki (paradoks) olarak kaldi.

Bunun ¢6ziimii icin 1000 yildan fazla bir za-
manin gegmesi gerekti. Matematik sonsuz serile-
rin yakinsakligh kavramini ortaya koyduktan sonra
Zeno’nun catigkisi kolayca ¢oziime ulagti. Simdi
bu kolay ¢6ziimii verecegiz:

Kosucunun A noktasindan A1 noktasina
ulagmas i¢in gecen zaman ¢,, 4; noktasindan Ay
noktasina ulagmas: igin gecen zaman t1, Az nok-
tasindan A3 noktasina ulagmasi icin gecen zaman
t2,...,An noktasindan Ap4+1 noktasina ulagmasi

I¢In gecen zaman t,,... olsun. Biitiin bu zaman-
larin toplami

0
2 tn
n=0

olacaktir. Ornegin, kaplumbaganin hizin epey-
ce abartili segelim: Kogucunun aralarinda 10 m.
uzaklik oldugunu kabul edelim. Bu durumda, her

n igin t, = 1/2"*1 olacaktir. Dolayisiyla,

-}
Z2n+1=1

n=0

olacaktir. Yani kogucu 1 saniyede kaplumbagaya
yetigecektir. Benzer yontemle bir okun hedefine

varacagin kamtlaymz.

“Matematigin anlami ya da doga bi-
wa limleri ile iligkisi anlatiimadan cirkin bir
= odaya cebirsel toplamalar yapmak iizere ka-
== patilmak bircok yazarda oldugu gibi benim
= de yasamim boyunca matematikten nefret
A= etmeme neden oldu.”

G.B.Shaw

MODULER ARITMETIKLE AYLARIN
GUN SAYISI

Hangi ayin kag giin ¢ekecegini veren basit bir kural
bilmiyoruz. Ancak, n ve r ay numaralan olduguna
gore

5n+ 1 =r(mod 12)

esitliginde sirasiyla 1,2,...,12 deﬁerleriqi verip r
i¢in elde ettigimiz degerleri soldan saga dogru
yazdigimizda, subat aymin solunda kalan aylarin
30 giinlii aylar; saginda kalanlarin ise 31 ginli ay-
lar oldugunu gériiriiz.  (Hiseyin Demir)



BAKIS 17

BAZI ORTALAMALAR

Hiiseyin Demir

a ve b pozitif iki say: ise

a+b

sayllarina sirasi ile, a ve b nin aritmetik ve geometrik ortalamas: denilmekte ve bu iki ortalama liselerde
islenmektedir.

Bunlarin diginda kareli ortalama denilen

a2+b2

sayisi ile

11 2 1 1

Ta'y B a2 R

olarak tamml h ve k ortalamalan da bazi konularda yer almaktadir. Bunlardan h ye harmonik
ortalama denilmektedir. k ye de kareli ters ortalama adim veriyoruz.

2
h

Geometrik ortalama digindaki bu ddrt ortalama, su genel (1) ortalamasinin &zel halleridir:

ot = ()", azo o

Gergekten

9=

a+b _ a? + b?
) y g2 = 9

1/2
) y g1 = ha g-2 = k.
(1) ortalamasi & = 0 igin tammsiz olup go ortalamasi

. a® + b* 1/
go = lim ( 5 ) (2)

olarak tanimlaniyor.

Bu limiti hesaplamak icin (1) de her iki tarafin logaritmasimi alalim:

1 @ 4 b
lnga=—1na ;-
Buradan, e
WRELL
Ing lim e} = L= — = [0
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olup Hospital kural uygulandiginda

. ]jm " d a®4be
In(lim g,) = -a da d .
a—0 limy—o o
_ lima_.o a® lna;t2 59Inb
B 1
_ hethb_, =
= 5 =

bulunur ki
G0 = liIIB 9o = ‘/‘E
elde edilir. Bu da geometrik ortalamadir.

Ote yandan a < b aldiimizda

0= Jm g, b=l s.

oldugu ispatlanabilir ve bdylece gu yedi ortalama s6z konusu olur:

a, g—2, 9—-1, 90, 91, g2, b.

a nin bagka degerlerine kargihk gelen ortalamalari konumuzun diginda birakiyoruz.

Bu ortalamalar arasinda
g-igi=gg=ab (i=1,2) (3)

bagintisinin varligl kolayca gosterilebilir.

Ornek: 3 ve 4 sayilarinin, s6zii edilen yedi ortalamasimn hesabi.

1) 9-00 = 3, o = 4,
2) go = V12 = 2V/3 = 3,464...,

2
3) ;1 =7=3,500.., g =8 =% =3,40.,
2
1) g = _2§ = 5v/2/2 = 3,535...,
2
5) ga=B =2 _125_330.,

92 5V/2/12 5
Bu degerleri soldan saga dogru biiyiiklik sirasina gore yazalim:

9-0 = 3, 9-2=3,393..., g-1=3,428...,
go = 3,464.., g1 =3,500..., ¢2=3,535..., Qoo =4.

Bu ortalamalarin, o biyiidiikge biiyiidiiginii gézlemekteyiz. Bu bir rastlant: olmayip, genelde a < b
icin
6£9-259-1590L1Lg2%b (4)

egitsizlikleri vardir ve esitsizlikler ancak a = b igin gegerlidir.



BAKIS 19

_ (4)'te tam 21 egitsizlik yer almaktadir. Biz bunlardan sadece ilkini ispatlamakla yetinecegiz.
Otekilerin ispat: benzer olarak verilebilir.

fz 2
a<g2 & a< ay = =+ <b
a24b? 2 -
2

& a?+0' =2 a® <b.  (Dogru)

Ortalamalarin Cizimi

a ve b gibi (a < b) iki uzunluk verildiginde g_;,9-1,40, 1 ve g2 uzunluklarini cetvel ve pergelle elde
etmek istiyoruz.

Bir dogru iizerinde alinan bir 0 noktasinin aym tarafindan |0A| = a, |OB| = b olmak iizere A ve
B noktalarim alip [AB] capli I' yarigemberini cizelim. G G,
|

O’nun T’ gemberine gore [OA|. |OB| kuvvetinden yararlanacagiz. G,

1. [AB] nin ortasi (I' min merkezi) I ise

a+b

jor)=*

=0

dir. 0 A I B

O merkez ve g; yangapli cemberi I' ile kesigtirelim. Bu noktay: G| ile gosterip OG in I y1 yeniden
kestigi noktaya G_; dersek,

|0G:1| |0G-1| = |OA||OB|=ab
b 2

=>|0G_1| = 9—-=g—°=g_1.
9 Q

2. 0 dan T ya [0G)] teget dogru parcasi cizildiginde
IOGO]Z = IOAI IOBI =ab=> |OG0| =go .

3. I nin AB ye dik [IG,] yangapim gizelim.

(a + b)? I (a—b)2_ a® + b?

2 _ 2 2 -
0Gaf* = [OIP +11Gyf* = =5 ; g

2+b2
= 0G| = /° 5 =02 -

4. 0G4 dogrusu T y1 yeniden G_3 de keserse

I0G_4| |0Ga| = |OA||OB|=ab
b 2

0G| = BB g,
g2 92

Bu cizimlerden (4) esitsizliklerini elde edebiliriz. GoOT dik liggeninden

go = |0Go| < |0I| = 91 £ |0Ga| = g2
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olup
g-2=|0G_2| £|0G_1| =9-1< g0,

Bu ortalamalar yamukta da ele alinabilir:

ABCD, taban uzunluklan a,b (¢ > b) olan bir yamuk olsun. Uglan yan kenarlar iizerinde ve
tabanlara paralel olan bir [G;H;] dogru parcasmi diigiinelim. |G;H;| = g; ise 0,1,2,—1, degerlerine
kargilik gelen ortalamalarin ¢izimlerini veriyoruz. D

¢ C

1. AB GoHy ~ HyGoCD.
2. [G1H,] orta tabandir.

|
3. |ABGyH,| = |GoH2CD|  (alanlarn esitligi). /
4. G_1H_, dogrusu AC N BD dan geger. A a B

Bunlan bir aligtirma olarak ispatlayiniz ve |G_gH_3| i¢in bir ¢izim veriniz.

Aritmetik, geometrik ve harmonik ortalamalar aym ad1 tagiyan; agagidaki dizilerle ilgilidir:

(1) a,a+d,...,a+nd,... aritmetik dizi
(2) a,ar,..., ar",... geometrik dizi
(3 1 1 g 1 harmonik dizi.

o’ a+d’“ a+nd’

Bu ilgi goyle ifade edilebilir: Ik terim disinda her terim komgu iki terimin (1) de aritmetik ortala-

masl, (2) de geometrik ortalamasi, (3) te de harmonik ortalamasidir.

Daha genel olarak, bu dizilerden alinan her terim kendisinden esit uzakliktaki iki terimin (ilgili)
ortalamasidir.

Simdiye kadar iki sayinin ortalamalarindan s6z ettik. ay,...,a, gibi n tane pozitif say: verildiginde,

aa+...+ag l/a
gor:(l—) ,  a#0 (5)

n

olarak tanimlanan ortalamaya a,...,a, sayilarinin a yinc mertebeden ortalamasi denir.

go geometrik ortalama ise
go = ilg}) o (6)
olarak tanimlanir ve (2) de oldugu gibi
9% = {/a1--a, (7
egitligi ispatlanabilir.

Oteki dért ortalamanin agik ifadeleri sunlardir:

a +... a 2 e 2
gl = L#, 92.-__ a1+ +a'1'l.
n V n

g g =
-1 = _1.*1, g2 = = n
—+.+._. 1
a1 an ;?-l- +'a_,,



BAKIS 2

Daha 6nce"vermi§ oldugumuz herbir sonucun bu genel ortalamalar igin gegerli olup olmadigimi
aragtinmz. Ornegin (3) esitligi » > 3 igin dogru degildir. Bu konuda daha genig bilgi igin
P.P.KOROWKIN’in, Tiirkce cevirisi H.Sahinci tarafindan yapilmug olan “Egitsizlikler” (Matematik
Dernegi Yaynlars, Sayi:1, 1962) kitabi goriilebilir.

Ahgtirmalar

1. Kenarlan a,b,c olan bir iiggende

a) a® <2(B*+¢?) (Yol a<b<ec)
b) Vhe+vaa+ vVab < a+ b

2. Dik kenarlan b, ¢ olan bir dik figgende hipoteniise ait yiikseklik k, ise
1

hz = 5922(1): C)

3. Kenarlan a, b, c olan bir iiggende [AD] bir ig agiortaydir. D den AB ye giziien bara.lel dogru AC
yi D' de keserse
' 1
(CD'| = 39-1(b,0)

4. Kenarlan a,b,c olan bir iicgende BC ye paralel olan bir dogru [AB],[AC] yi E, F de kesiyor.
|EF| = |CF| ise ' i |
s N |EF| = 59—1(%5)

5. Bir ABCD yamugunda (AB//CD), K = AC N BD den DA ya gizilen paralel dogru AB yi
E de, BC ye éizilen ise CD yi F de kesiyor. EF nin BC N AD den gegtigini gosteriniz. (Yol:
2|CF| ve 2|AE| neden tabanlarin harmonik ortalamalaridir?)

6. Ilk iki terimi a; = 2, ag = 6olan .

a) aritmetik b) geometrik ¢) harmonik
dizinin a3, a4, as, ae terimlerini bulunuz.

1, 2, 4 sayllanmn geometrik, aritmetik, kareli, harmonik ve kareli ters ortalamalarm

hesaplayiniz.
8. a,b,c,d pozitif sayilar olsun. a,b nin g, ortalamasi ile ¢,d nin g, ortalamasinin gq ortalamasi,

bu doért sayimn go ortalamasina esit olacaktir yani

'gor(ga(aab)y ga(ca d)) = ga(avb’csd.) -

olacaktir. Gésteriniz (bkz: (5)).
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1,2,3,00 VEYA SURAT FELAKETTIR!

Tosun Terzioglu

———_ .

e

Limitlerle ugragtifimizda sonsuzla sik sik kar-
silagmaya baglanz. Bildigimiz sayilarla hesap ya-
parcasina sonsuzla hesap yapmaya kalkigtigimiz-
da bir ¢ok zorlukla kargilaginiz. ‘1'1_15 f(z) =
ifadesinin tammini dogru diiriist kavramadan yola

0

cikarsak sonsuz “gok biiyiik” bir say1 gibi aklimiz-
da yer alr. Ornegin 10'°. Ama bu sonsuz ise,
bunun 1000 kat: olan 10'® ne olmali? Acaba su
“lim;—,, f(z) = 00” tammun bir kez daha okusak
mi? “Aman bogver” diyebilir i¢cimizden bir ses.
“Tamimlar bir siirii laf. Pek bir ige yaradiklan da
yok. Zaman kaybi. Dedem bile asrimiz siirat asr
der”. Haydi biz bir probleme bakalim.

(i _ l) _o
zt  z? '

. —0 1% z20gd
bunlan biliyoruz. Bir de limit teoremi vardi, hani

lim

z—0

Kolaya benziyor.

lim(a, — bp) =a-b

diye yazilan. Sonug oo — co. Dogru sonsuz sayi
degil, ama a — a da sifirdan bagka ne olabilir ki?

. (1 1)\ _
iﬂ(;-ﬁ)'O

Bir de I’'Hospital kurahyla deneyelim bu problemi.

Yani

olduguna gore, pay ve paydanin tirevini alip

2z 1

473~ 212

yazahim ve z — 0 igin limite bakalim. Bu sefer de

. 1 1
l%(;‘?)—‘“

cikt1! Acaba bu limit yok mu?

Su kolay probleme bir de gdyle bakalim.
1

lim = = oo ve lim — = oo; dogru ama farklan,
I-'—*D':L'Z z—0 4
yani
1 1 1-2°
4 g2 gt
¢ sifira yaklagtikca nasil davramyor?  §imdi
1 I,

~— < 1 < — ise 2z% < 1 olur. Demek ki,

V2 V2

1 1
z € (-—=,—=) igin
Vv2' V2
1-22 2%
z4 t 12
1

= oo olduguna gére buradan

1 1)
)=

bulunur. Bu dogru yamit. Bundan oo — 00 = 00

elde edilir. lim =
=02
da

lim
z—0
oldugunu sdyleyemeyiz tabii. Ilk olarak 1 -1 =
2-2=3-3 =0, dolayisiyla oo — 0o = 0 yanlrgim
yaptik. Ikinci olarak da I’Hospital kuralin1 anla-

madifimizi kamtladik! limzo(1 — 22) = 1 ve bu
halde 'Hospital kuralin1 uygulayamayiz.

Bir de suna bakahm. Herhangi bir a igin
( T+ a) ~1
z

olur. lim;_,., £ = 00 ve o halde

T
lim (E + a) =
T—+00 T

bu da olsa olsa bire egittir! Isterseniz bir he-
sap makinasi bulalim, ¢ =

lim

=00

100

1 olsun ve Grnegin
4.4 5.4 87 ., o )
(5) ,(Z) ,(?) degerlerini hesaplayalim. Pek bi-
re yaklagmiyoruz galiba! Oysa logaritma fonksi-
yonuna ara deger teoremini [z,z + a] araliinda
uygularsak (a > 0 aldik burada)

= <£n($+a)<E
r+a T T
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egitsizligini ve buradan da

<£n(z+a) <a
T

ar

z+a

esitsizligini buluruz. 12%0 T = a olduguna
gore .

lim {n (z s a) =a

—00 T

ve bundan da

lim (:z:+a) = ¢°
T—00 T

sonucunu elde ederiz. Bu sonug aslinda herhan-
gi bir a sayisi igin dogrudur. Herhangi bir b > 0
sayisim b = €™ olarak yazabiliriz. Dolayisiyla bu

yolla herhangi bir pozitif sayiy1 elde edebiliriz.

Son olarak da limit hesaplamalarinda ¢okea
duydugumuz
«siMDi BU BELIRSiZLiGI BELIRLEYELIM”
deyiminde nasil dikkatli olmamiz gerektigini bir

ornekle gorelim

z(5 + sinz)

lim 215

—00
ifadesine bakacak olursak pay ve payda oo 'a gidi-
yor ve & belirsizligi ortaya gikiyor ama bu belirsiz-
lik behrlenebllecek bir belirsizlik degil ¢linkii limit
yok, yani belirsiz durumlarda limitin yoklugu da

86z konusu.

Sonsuz bir say1 degildir. Matematik okur-
ken tammlan cok iyi anlamadan ilerlersek, pek
¢ok yanilgiya diigeriz. Aslinda matematik okur-
ken elimizin altinda hep kalem kagit olmali.
Okudugumuz her ciimleyi iyice anlamali, bunu
da gerektiginde yazarak, hesap yaparak kont-
rol etmeliyiz. Teoremlerin varsayimlaridir so-
nuca gotiren. Bu varsayimlari anlamali ve te-
oremi elimizdeki probleme uygulamadan once
Bu
noktalara Ozen gostermezsek igte o zaman siirat

felaket olur!

varsayimlarin gerceklendigini gostermeliyiz.

?‘??‘?é?

Cskenar ﬁpglntar
Opgen Degil mi?

Nurettin Caligkan

R

C——— S—

Kenarlarimin uzunlugu @ birim olan bir ABC' eg-
kenar iicgeni alahm. Dy, E1, F1, sirastyla AB,
BC ve AC kenarlaninin orta noktalan olsun. D,
E, ve E;, F; noktalanim birlegtirerek elde edilen
BD, E, ve E,F,C ticgenleri, kenar uzunluklan a /2
olan egkenar iicgenlerdir, dolayisiyla

a
|BD1| + |D1Ea| + |ExFi| + |FiC| = 45 =20

olur. Aym sekilde Dy, Eo, G, Hy, E3 ve F3 nokta-
lar1, sirasiyla BD;, BE,, D1 Ey, EyFy, ErC ve kC
dogrularinin orta noktalar olsun. Elde ettigimiz
BD2E2, EzGlEl, E1H1E3 ve E3cm iiggenleri
kenar uzunluklar a/4 olan eskenar iiggenlerdir ve
|BD,| + | D2 Ey| + |E2G1| + |G1EA| + | Er Ha [+
|H1Es| + |EsF2| + |F2C| = 8 = 2a olur.

Eo Ey
Béylece devam edecek olursak, her defasinda,

E3

BC kenarna en yakin olarak elde edilecek kirk
¢izginin uzunlugu degismeyecek, daima 2a olarak
kalacaktir. Bu kirik ¢izginin BC kenarina istenil-
digi kadar yaklagtinilabilecegi diigiiniiliirse,

|BC| = 2a = |AC| + |AB|

sonucuna varilir.

Nerede hata yapilmigtir?
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DOGRUSAL INDIRGEMELI DiZiLER

Albert Erkip

Bu sayida dogrusal indirgemeli dizi denilen 6zel
tiirden dizilere bakacagiz.

Bunun ne oldugunu
1, 4,
dizisi kareler dizisidir, dizinin

soylemeden 6nce bazi orneklere bakalim.
9, 16, 225,
ayn gekilde gittigini varsayarsak n-inci terim igin
z, = n? formiiliini elde ederiz. Ornegin 38-inci
terimi istiyorsak bu 382 = 1444 ’tiir. Bir de 1, 2,
5,26, 677, ... dizisine bakahm. Dikkat edersek her
terimin kendinden Sncekinin karesinden bir fazla
oldugunu goriiriz. 38-inci terim nedir? Bunu bul-
mak uzunca ve tatsiz bir takim hesaplar gerekti-
rir. Bu igi bir bilgisayara nasil yaptinnz? Bilgi-
sayara once yukarda gozledigimiz zn41 = (2n)?
bagintisim veririz, sonra da z, = 1ilk teriminden
baglayarak sirasiyla n = 1,7 =2,...,n =37 igin
bagintiy1 kullanmasin isteriz. Birgok dizi bu ikin-
ci 6rnektekine benzer yolla kolayca tanimlanabilir;
dizinin bir terimi kendinden 6nceki bir veya birkag
Matematik-
sel deyigle n 4+ k-inc1 terim kendinden Onceki k
terimin bir fonksiyonu olarak verilmektedir. Bu
tiir tammlanan dizilere indirgemeli (rekiirsif) di-
zi, tammlama bagintisina da indirgeme bagmtis:

terim cinsinden tanimlanmaktadir.

denir. Biraz once degindigimiz gibi indirgeme
bagintilan bilgisayar kullaniminda ¢ok 6nemlidir.

Konumuz olan dogrusal indirgemeli diziler, in-

dirgeme bagintis1 dogrusal olanlardir. Yani baz
Ay, Ag,..., A katsayllan igin dizinin terimleri

(n=1,2,...1¢in)

Ttk = ATnyk-1 + A2Znpk-2+ -+ + Agzn (1)

bagntisin1 saglarlar. Birka¢ 6rnek verelim; 2,
4, 8, 16, 32, geometrik dizisinde her te-
rim kendinden Oncekinin iki katidir. Yani her
n = 1,2,... i¢in Tp41 = 2z, bagintisr saglamr.
Bu bagnt1 ¥k = 1,4; = 2 olmak iizere (1)
tirindendir. Fibonacci dizisi denilen 1, 1, 2, 3,
5,:8,:13;421, ..
rim kendinden onceki iki terimin toplamdir, ya-
ni Tn42 = ZTn41 + Zn bagintisi vardir. Ote yan-
dan 4, 2, 6, 8, 14, 22, ... dizisi de aym bagintiya
saglar, Fark baglangig degerlerindedir. Fibonac-

dizisinde ikinciden sonra her te-

ci dizisi 1, 1 ile baglarken ikinci dizi 4, 2 terim-
leriyle baglamaktadir. Genellersek (1) tiiriinden
bir indirgeme bagntis1 tek bagma pek g¢ok di-
7i tarafindan saglamir, ancak baglangig degerleri
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dedigimiz ilk k terim z,,2,,...,z; degerlerini de
bilirsek indirgeme bagintisim sirasiyla n = 1,n =
2,... igin kullanarak tiim terimleri hesaplayabili-
riz. Bagka bir deyigle (1) bagintis1 ve baglangig
degerleri tim diziyi tanimlamak icin yeterlidir.

Simdi dogrusal indirgemeli bir dizinin n-inci te-
rimini veren bir formiil bulmaya ¢alisacagz. Gos-
terimde kolaylik olsun diye indirgeme bagintisinda
iki terim oldugunu varsayalim, yani £ = 2 duru-
muna bakiyoruz, bagintimiz

Znt2 = A1Tny1 + A2zy (2)

tirindendir. Genel (1) durumu orneklerde de
deginecegimiz gibi kolayca benzer gekilde buluna-
bilir. (2) bagintisi1 saglayan geometrik dizilere
bakalim. Yerine koyup sadelegtirirsek z, = r™ di-
zisinin (2) bagintisini saglamasi icin gerek ve yeter
kogulunun

2 — Air—Ay;=0 (3)

esitligi oldugunu buluruz. Bir adim daha atalim,
(3) denkleminin kokleri ry ve r2 olsun. C, D kat-
sayilar ne olursa olsun

Ty = C(Tl)n + D(Tg)ﬂ (4)

dizisinin (2) bagmntisim sagladigy uygun terimleri
bir araya toplayarak hemen goriiliir. Ozetlersek,
(3) denkleminin koklerini kullanarak cok sayida
(C ve D katsayilanna istedigimiz gibi segebiliriz!)
dizi bulduk.

Simdi (2) bagintisinin yamsira dizinin baglangig
terimleri z; ve zy verilmis olsun. Acaba bu dizi
uygun C, D katsayilan ile (4) tiirinde yazlabilir
mi? Uygun C, D nasil segilebilir? Bunun igin (4)
te siraylan = 1 ve n = 2 alarak ¢ikam z; ve z; ile
egitleyelim.

Cri+Dry, = 2 (5)
C(T1)2+D(1‘2)2 = T2

sistemini elde ettik. Sansimiz var da C,D kat-
sayllarnimi (5) sisteminden ¢ozebilirsek gercekten
de (4) bize dizinin tiim terimlerini verecektir.
Yaptiklarimiz: bazi 6rneklerde izleyelim:

l.2z; = 6, z = 0 baglangig degerleri ve

Tn42 = 3Tpy1 — 62, bagintis: ile verilen dizi-
yi bulalim. Once birkag terim hesaplayalim:
bagintida sirayla

n=1 igin z3=>5z,—62z; =-36
n=2 i¢in z4=>523—-6z9=—180
n=3 igin z5=5z4—6z3=—-684

gibi istedigimiz sayida terimi hesaplayabili-
riz. Simdi yukarida geligtirdigimiz yénteme
bakalim. (3) denklemi r2—5r+6 = 0, kékleri
1 = 2, r2 = 3 oldugundan, (5) sistemini bu-
luruz:

2C+3D = 6

4C+9D = 0
Sistemden C = 9, D = —4 buluruz. O hal-
de dizimiz i¢in z, = 92" — 4- 3" formiilini

elde ettik. (Formiili » = 1,2,3,4,5 icin
hesapladigimiz degerlerle kargilagtirimz.)

. Fibonacci dizisinin genel terimini bulalim.

(3) denklemi 7> — r — 1 = 0, kokleri ise
r2 = %‘l—g oldugundan, (5) sisteminden C
ve D katsayilarin bulursak n-inci terim igin

-al(57) -(5%))

formiilini elde ederiz.

. Buldugumuz yontemin kolayca genellestiri-

lebilecegini s6ylemigtik, buna bir drnek ve-
relim:

1 = 2, 23 = 8, 23 = 8 Ve zpy3 =
2Tn42 + Tny1 — 22, ile tammlanan dizi-
yi ele alahm. Burada k¥ = 3 oldugundan
yukaridaki adimlari uygun gekilde genelle-
memiz gerekecek. Ilk olarak geometrik dizi-
ler igin (3) yerine r*—2r? —r+2 = 0 denkle-
mini buluruz. Kokler 1,-1, 2 oldugundan (4)
yerine z, = A+ B(-1)"*+ C-2" koymaliy1z.
Baglangig degerlerini alinca (5) sistemi yeri-

ne

A-B+2C = 2
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A+B+4C = 8
A-B+8C =

sistemini buluruz. A =2, B=2,C =1
oldugundan, z, = 2+2(-1)" +2" olmahdur.

. (1) tiirinden olmayan bazi bagmtilar bi-

raz oynayarak istenen tiire benzetilebilir.
flk terimi 4, ondan sonraki her terimi bir
dncekinin iki katindan 3 fazla diziye bakalim.
Baginti Zn41 = 27, + 3 geklindedir. Bu
(1) tirinden degildir. (Neden?) An-
cak bagintida n yerine n + 1 koyarsak
Ttz = 2Tnps1 + 3 olur. Bundan ilkini
gkanrsak, Z,_3 — Tp—1 = 2(Tp-1 — Zy),
diizenlersek zp42 = 3z,-; — 2z, olur. Bu
(1) tiirindendir. Ancak baglangi¢ degeri ola-
rak z; ve z, gerekecek; z, = 4 verilmisti,
Ty igin en bagtaki bagintidan (n = 1 igin
yazarak) z; = 227 + 3 = 11 buluruz. Ge-
rekli iglemlerden sonra z, = -3 4+ 7. 2""!
cikar.

Baz1 dizilerin genel terimlerini bulmak igin bir

yontem geligtirdik. Genelde bir dizinin yalmzca

terimlerini bulmak yetmez, onunla ilgili baz

ozellikleri bulmamiz gerekebilir. Bu ozellikler ya
bulacagimiz formill yardimiyla ya da indirgeme
bagintisini dogrudan kullanarak gosterilebilir. Bu-
na birkag 6rnek verelim:

5. Fibonacci dizisinin ilk 8 teriminden 3 ve 6-

na terimler cift, digerleri tektir. Bu aca-
ba hep dogru olur mu, yani 3k-mnc1 terim-
ler hep cift, digerleri hep tek midir? Bu so-
ruya yamt ararken buldugumuz z, ifadesi
pek ise yaramaz. Indirgeme bagintis: ise ¢ok
gey soyler. Kanitlamak istedigimiz terimle-
rin tek-tek-cift-tek-tek-cift-... oldugu. z, ve
Tpy1 tek olsunlar. Indirgeme bagintisindan
Tpy2 = Tnt1 + Tn oOlacaktir, yani zp4p =
tek + tek = cifttir. Devam edelim, n yerine
n+1 koyarsak, £n43 = Tny2+ Tng1 = cift +
tek = tektir. Aym yolla 2,44 "in tek oldugu

vb. gosterilir. Aslinda burada (farkina var-
madan) tiimevarimla istedigimizi kamitlamg
olduk. (Neden?)

. Yiiksek bir merdivenin ilk basamagindaki

bir kurbaga sigrayarak yukar gkiyor.
Kurbaga her seferinde ya bir basamak ya
da iki basamak sigrayabiliyor. Bu gekilde
kurbaganin 38-inci basamaga varabilmesi
icin kag degigik yol vardir?

Problemi tammaya ¢aligalim, Ikinci
basamaga kurbaga tek sigrayigta gikar. Yani
ikinci basamaga ¢ikmak igin tek yol vardir.
3.basamak igin iki yol vardir, ya teker te-
ker sigrar, ya da iki basamak birden sigrar.
Bu gekilde devam etmeye gahigirsak, 4. ba-
samakta bile hesap karigiyor. Mademki ko-
numuz diziler, bir dizi tanimlayahm. n-inci
basamaga ¢ikan degisik yollarin sayisina yn
diyelim, y2 = 1, y3 = 2 oldugunu bulduk.
(y1 ne olabilir?) yn42 ’ye bakalim. Kurbaga
n 2-nci basamaga nasil gikabilir? Bir sigrayig
once ya n + 1 ya da n-inci basamakta ola-
cakti. O halde n + 2 ’ye varan iki tiir yol
vardir, ya n ’'ye gelip ¢ift sigrayan yollar
(bunlarin sayisi1 yy, idi), ya da n + 1 ’e ge-
lip son adimda tek sigrayan yollar (bunlarin
da say1si Y41 idi). O halde ¥n42 = Yny1+¥n
bagintisim1 bulduk. Artik ysg ’i hesaplayabi-
liriz.

. Fibonacci dizisinin ardigtk terimlerinden

biiyiigiin kiiciige oranina bakalim. Bu oran-
lar sirasiyla 1/1 = 1 3/2 = 15 5/3 =
1.666 8/5 = 1.6 13/8 = 1.625 21/13 =
1.615 34/21 = 1.619 diye gitmekte. Oran-
larin  1.618 gibi bir sayiya yaklagtigim
goriyoruz. Bunu kanitlayabilir miyiz? =z,
icin yukarida buldugumuz ifadeyi yakindan
inceleyelim. 1%@ say1si -1 ile 0 arasindadir,
n-inci kuvvetleri n biiyiidikge sifira yaklagir,
O halde biiyik n degerleri i¢in z, teri-

. 1 (146)"
mi % (T) sayisina yakindir, ya-
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1+ _

ni terimlerin birbirine oram =
1.61803... sayisina yaklagir. Altin oran adi
verilen bu saymn Eski Yunan’dan beri sa-
nat ve mimarlkta énemli yeri vardir. Kla-
sik mimarlkta kapi, pencere gibi dikdortgen
formlarin kenarlar1 hep bu oranda yapilir.

s

Fibonacci dizisinin yukaridakilerden bagka pek
cok ilging ozelligi var. Adim 13.  yiizyl
baglarinda yagamig Italyan matematikgisi Leo-
nardo Fibonacci’den alan diziye ayni zamanda
dogada da sik sik rastlanmakta. Bu ilging di-
zi hakkinda daha fazla bilgi almak igin Na-
2if Tepedelenlioglu’nun “Kim Korkar Matema-
tikten” (Bilim ve Sanat Yaywnlars, 1983) adh
kitabma bakmamz Oneririz. Indirgemeli dizi-
lerin burada deginmedigimiz ozellikleri igin i-
se A.I Markuschewitz’in, Tirkceye cevirisi yapil-
mig bulunan “Indirgemeli Diziler” (Matematik
Dernegi Yaywnlars, Sayi:18, 1963 ) kitabina ba-
kabilirsiniz.

Bu yaziy1 aralarinda bazi Olimpiyat hazirhk
problemleri bulunan sorularla bitirelim. Olimpi-
yat problemimiz gelecek sayida gikacak!

B A AL

Sorular

1.2y =1, 29 = 3, Tny2 = 2Tp41 — T bagin-
tisiyla verilen diziyi bulunuz. Yontemimiz
igledi mi? (5) sistemi igin ‘gansimiz varsa’
C, D i cizebiliriz demigtik; eger ry # r2 ise
sansimuzin oldugunu gosteriniz. k = 3 du-
rumunda (6rnek 3’teki gibi) benzer bir sey
kanitlayabilir misiniz?

2. 27 = 1,29 = 10 ve Tpy2 = (zn41)3/(zn)?
bagintisiyla verilen diziyi bulunuz.

3. Fibonacci dizisinde hangi terimler 3’le

tam olarak boliinebilir? Hangi terimler

5le tam olarak bélinebilir? Yamtlarinizi
kantlayimz.

. Fibonacci dizisinden terimlerin birler basa-

magindaki rakamlarla yeni bir dizi olugtura-
lim. Bu dizi bir siire sonra kendini tekrarlar
mi?

. Elimizdeki po milyon liray1 bankaya yatir-

mak istiyoruz. A bankasi yilda % 50 net
faiz veriyor, ancak hizmetine kargilik her yil
1.000.000 lira iicret kesiyor. B bankasi yil-
da net % 45 faiz veriyor ama iicret almiyor.
Hangi bankayi tercih edelim? Paray1 banka-
da ¢ok uzun sire tutacaksak tercihimiz ne
olmali? (Tercihimiz pp miktarina ve banka-
da tutacagimiz siireye bagh olacak. Soruda
bir de agiklanmamig bir sey var; A bankas:
once faiz verip sonra mi iicretini ahyor - ya
da tersini mi yapiyor? Hangi durum bizim
icin daha iyi?)

. Bir merdivenin ilk basamagndaki kurbaga

sigrayarak yukan cqkiyor. Kurbaga her
sigrayigta egit olasihkla ya 1 basamak, ya
da 2 basamak si¢criyor.  38-inci basa-
mak kink; kurbaganin bu basamaga diigme
olasihg nedir, bu basamaga diigmeden 75-
inci basamaga gelme olasihig nedir?

. Ucgenler gezegeninde iki tiir figgen yasiyor;

genig agililar (G) ve dar agihlar (D). Her
yilin son giinii d¢genler boliniiyorlar; dyle
ki her G bir G ve bir D’ye, her D ise bir G
ve iki D’ye boliiniiyor. Y1l boyunca biiyiiyen
iicgenler ertesi yil sonunda yine aym gekilde
béliiniiyorlar. Gezegenin iki efsanesi var.
Birine gore yagam tek bir G ile baglamg.
ikinci efsane ise D’lerin sayisiuin G’lerinkine
oram 5/3’ten biiyik olursa gezegen patlaya-
cak diyor. Gezegenin patlama tehlikesi var
mi1, varsa ne zaman patlayabilir?
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Dergimizin bu bdlimiinde ahgtirma ve yarigma sorularn1 bulunacak. Algtirma sc-)‘n-x.la.nnc'ia.'n .en
azindan bir kisminin daha kolay olacagim diigiiniiyoruz. Okuyuculardan bu sorularin gozumlern.u .blz.e
gondermelerini bekliyoruz. €dziim gondereceklerin Sgrenci olmasi su ya da bu simfta olmas: gibi bir
kisitlamamiz yok. Yarigma sorulanimin ¢oziimlerinden en gok begenilenler gelecek sayida yayinlanacak.
Soruyu cozen diger okurlar da belirtilecek. Bir yil icinde yaptig) ¢ozlimler gézoniine a.hna.ra.li e11 baga-.nh
okurlar derginin olanaklan 8lgiisiinde diillendirilecek. Aligtirma sorularina verilen ilging ¢6ziimleri de

yayinlayacagiz.
Hayd: kolay gelsin.

ALISTIRMA SORULAR!

Al. Unlii Hintli matematikgi Ramanujan tarafindan verilen agagidaki esitligi gergekleyiniz:
2
V120 - 19 = {/g— \3/;

A2. a ve b gergel sayilar olduguna gore,
(a+ b)%z? — (a + b)°z + 2ab(a® + %) = 0
denkleminin gercel koéklerinin varhgm gosteriniz, bu kdkler ig¢in z1 > 22 alarak z; ve zg yi
belirleyiniz.

A3. Agagida cizilmig yamukta A ve D agillanimin agiortaylar1 BC iizerinde kesigmektedir. Birbirine
paralel kenarlarin uzunluklan

|[IDC|=1 ve |AB|=5

D!+ C
olduguna gére |AD| uzunlugu kag birimdir?
K
A 5 B
A4. a,b ve ¢ pozitif gergel sayilar ise

bc ca ab

4+ =>

s T3 to2etbte
olacagim gosteriniz. Esitligin olabilmesi icin gerek ve yeter kogulun @ = b = ¢ oldugunu ispat-

layimiz.

A35. Her n pozitif tamsayis: icin

1l — ) € ——
,:!';Il( 2k Vven +1

oldugunu gosteriniz.



Y1.

Y2.

Y3.

Y4.

Y5.

YARISMA SORULAR!

J¥E-

sayisim @ ve n. pozitif tamsayr olmak iizere
/a bigiminde yaziniz.

Sekilde ABC D bir kare olup |[DM| = |[MC],
|CK|=|KL|=|LB|ve MH L AL dir.
A

AB = 12cm ise M AH iicgeninin alam kag
em? dir?

T 2_1[ CcOos ﬂ cos — =1
cosl—7cos 17 ©%8 77 <8 17 =
g2 o 3 :
=+ y_2 = 1 elipsi veriliyor.  Elips

i(izzerinde A A",B,B' den farkh Py(z1,11)
ve Py(z2,y2) noktalar ahmyor. Bu nokta-
lardaki normallerin kesin noktasi Po(zo,%0)

ve tegetlerin kesim noktasi Ps(z3,ys) ise

T122%3 + Y1Y2Y3 a + b? olacagimi
Zo Yo I )

gosteriniz. (Hazrlayan: Hiseyin Demir)

Bir ABC iiggeninin icindeki bir D noktasi
kogelere birlegtirilmigtir. Sekilde belirtilen
agilar verilmig olduguna gore = agis1 kag de-
recedir? (Hazrlayan: Hiseyin Demir)




30 DUNYADA MATEMATIK OGRETIMI

Dergimiz bu bolimi ile matematik mifredatimin genig bir cevrede tartigsimasins saglamak istemek-
tedir. Bu tartigmalara saglkl bir temel olugturmak amaciyla ilk olarak gegitli tlkelerdeki matematik
mifredatins olanaklar dlgustinde objektif olarak okuyucuya sunmak istiyoruz. Ancak, her ilkenin egitim
yapss cegitli yonlerde farkhisklar gostermekte ve bu yaps iginde gegitli bolimlerin farkls mifredatlars
bulunmakiadir. Dergimiz ilke olarak her iilkenin ortadgretiminin her agamasinda matematije en fazla

yer ayrilan béliminin matematik igerigini vermeye ¢ahgacaktsr. Bu sayimizda Fransa’daki lise ma-

tematik mifredatini ele ahyoruz.

FRANSA’DA MATEMATIK OGRETIMI

Bu programda lise diizeyinde felsefe ve dil bilimleri, ekonomi, temel bi-
limler, doga bilimleri, teknik bilimler ve meslek bolimleri gibi bolumler
bulunmaktadir. Biz bunlardan Temel Bilimler bolimiine iligkin programu
verecegiz.

Lise I (Haftada 4 saat)

I. Saysal iqlemler:
Gergel sayilarla (zellikle rasyonel ve ondalik sayilarla) iglemler, egitlik ve
egitsizlikler. Mutlak deger, uzakhik. Bir gergel sayimin diziler yardimiyla
(limit kavram olmaksizin) yaklagilmasi.

IL. istatistik
Popiilasyon ve érneklemin tamtilmas. Veri tablosu, periyodik ahntilar, bir
anketin cevaplandinlmasi, verilerin diizenlenmesi, gegitli grafik gdsterimi.
Efektif, frekans, afirhkh frekans, ortalamalar.

III. Fonksiyonlar

a) Cegitli gekillerde ortaya gikan fonksiyon ornekleri.
ilmig fonksiyonlar, verilerin tablolar bigiminde ifadesi, hesap makinasiyla
galigmalara baglangig. Fiziksel, biyolojik ve ekonomik sistemler Geometrik
ve fiziksel dlgiiler Trigonometrik fonksiyonlar Grafikler, yorumlamg, gra-
fikten fonksiyona gegig, fonksiyonun belli bir araliga kisitlamigi.

b) Fonksiyonun bitiniine iligkin ozellikler: artan, azalar fonksiyonlar;
giftlik, teklik, periyodiklik ve bunlann grafige etkileri.

c) Trigonometrik fonksiyonlar: hesap makinas ile deger hesaplamalar,
periyot, simetriler, artan ve azalan olduklan aralklar, trigonometrik
cemberle agiklanabilecek dzdeglikler. (6rne§in: cos(z 4 ) = —cos z gibi).
Ozel agilann trigonometrik degerlerinin dizgin cokgenler yardimiyla be-

Formiille ver-

lirlenmesi.
d) Ozel fonksiyonlanin degigimlerinin incelenip, grafiklerinin gizilmesi:

Il—'.‘l‘?;

z - T;
3

Tz, rt—--}

T az+ b
z - |z|;

Cebirsel ve geometrik donigimlerle bunlara indirgenebilen fonksiyonlar.
¢) Fonksiyonlann yerel incelenmesi:

14z

1
HE Ao

14z

:»—o(l+x)2;zr—(1+:)3;::l-o

gibi fonksiyonlann smfir noktas: ydresindeki durumu. Bir fonksiyona bir
nokta ydresinde dogrusal fonksuyonla yaklagim. Yaklagik defer hesaplan
ve hata hesaplan.

IV. Dizlem Geometri Uzaklik, koordinatlar, ecksenler, simetriler,
Stelemeler, vektdr kavrami, Thalés teoremi ve benzeri orta okuldaki bil-
gilerin kisaca tekran. Homoteti; dteleme ve homotetiye iligkin analitik
formilller. En ¢ok dért noktadan olugan (agirhkh) sistemin agirhk merke-
zi. Bir koordinat sistemine gére dogru denklemleri, dogrulann parametrik

gosterimi, koordinat eksenlerinin degigtirilmesi.

V. Diizlemde vektérlerin skaler garpimi Skaler garpimin &zellikleri, iki
yan-dogru arasindaki agimin “d - 7 = ||Z]| - [|#]| cot cos a” formiiliyle belir-

lenigi, Pisagor teoremi ve kargiti.
Skaler garpimun koordinatlarla ifadesi, iki nokta arasindaki uzakhgin ko-

ordinatlara ifadesi; cemberin analitik ifadesi (ig ve dig noktalar).

VI. Dizlemde agilar ve dénme Daire ve gember; tegetler, dig bikeylik,
simetriler. Trigonometrik gember, yonlid yayin élgiisu, iki yan-dogrunun

arasindaki aginin dlgisi. Cevre ve merkez agilar. Rotasyonlar, eg merkeali
iki rotasyonun bilegimi; rotasyon altinda, uzunluk ve agilann defigmeslifi.

VII. Uzay Geometrisi
Kesigme bagintilan ve paralellik Diklik, bir diizleme gore simetri, bir dogru
parcasimn orta dikme diizlemi, izdiigim kavram, dik izdigim, Uzayda dik
koordinatlar, Uzaklik, alan ve hacim hesaplan.

VIIL Denklemler ve denklem hesaplan (Programin bu kismi yeri
geldikge diger konular arasinda verilecektir.)

Kolay optimizasyon problemleri. Bu problemlerle dig biikey gokgenlerin
iligkisi (dogrusal programlama). Fonksiyonlann interpolasyon ve ekstrap-
olasyonlanna iligkin basit problemler. Yerine koyma yontemi ile dort bilin-
meyene kadar dogrusal denklem sistemlerinin gézimleri. Iki bilinmeyenli
dogrusal denklem ve egitsialikler.

Lise II (Haftada 68 saat)

1. Say: Dizileri

Gegitli gekillerde tammlanmg dizi 6rnekleri, (fonksiyonun dejerleri olarak,
ardigik terimler arasindaki bafintilarla) Monoton diziler Periyodik diziler
Sonsuza 1raksayan dizi drnekleri Aritmetik ve geometrik diziler ve bunlann
ilk n teriminin toplamina iligkin formiiller Bir dizinin sifira yakinsamas::
tammu; sifira yakinsayan dizilerin sinirh olugu; sifira yakinsayan iki dizinin
toplaminin yine sifira yakinsamasi ve simirh bir disi ile sifira yakinsayan bir
dizinin garpiminin sifira yakinsamasi. Sifira yakinsayan dizilerden yarar-
lanarak genelde yakinsama kavraminin verilmesi Jun| < #; lunl € ng
gibi orneklerle yakinsamanin ne dlgiide hizh ya da yavag oldufunun belir-
tilmesi, bu tir smmirlamalarla sifira yakinsamanin belirlenmesi.

I1. Fonksiyonlar
a) Bir aralikta tammh fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarla jslemler f >
0; f > g gosterimleri ve sinirh fonksiyonlar Birebir orten fonksiyon kavram
(f(z) = y denkleminin irdelenmesi ile baglantih) Verilen bir f fonksiyo-
nundan |f|,Af,z = f(z=2),z f({) fonksiyonlarinin olugturulmas ve
genelde bilegke fonksiyon kavrami
b) Limit kavrami: sifirda limitin sifir olmasi durumuyla baglayip, z — a
igin limitin sifir oluguna gegilecek, oradan da = — a igin limitin £ olmaa
tamimu verilecek. Sireklilik: noktada sireklilik, arahikta sireklilik.
c) Tiirev: geometrik ve fiziksel yorumu, bir arahkta tirevlenebilir fonk-
siyonlar, toplamin, ¢arpimin tirevi z ve  — f(az = b)
fonksiyonlarimin tirevi. Tirev yardimyla bir fonksiyonun artan ya
da azalan olugunun belirlenmesi; ekstemumlarin bulunmasi, denklem ve
egitsizliklerin ¢ozilmesi.
inpat verilmeden bir arahkta tirevli ve tirevi sifir olan bir fonksiyonun
sabit oldufu; bir arahikta tirevli ve tarevi pozitif olan fonksiyonlarnin ar-
tan olacaf: gibi teoremler kullamlacaktir.
d) Bir arahkta siirekli bir fonksiyonun ilkeli (belirsiz integrali). Sinus ve
kosiniis fonksiyonlarimin incelenmesi: periyodiklik, teklik, ciftlik, tirevler
ve belirsiz integraller ve grafikleri.

II1. Polinomlar
Tek degigkenli polinom fonksiyonlan ile ilgili iglemler;
boliinebilme. Ikinci derece, iig terimlisi

(z = a) ile

IV. Istatistik
Tek defigkenli istatistik serilerinin incelenmesi Frekanslar, histogram Bir
istatistik serisinin analizi ve deskripsiyonunun karakteristik Gfeleri.

V. Duzlem Geometrisi

Vektorlerin  paralelligi, bir dojrunun dogrultu vektdrd, tabanlar.
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Dizlemde dénigim ornekleri, bilegik donigimler, bir ddénigimin
parcalanmasi, dénigim gruplan. Bir noktayi sabit burakan eg dlgi
dénigimleri (izometriler), bunlann bazi eksenlere gore simetrilerin
garpimu olarak yaaihg, rokasyonlar. Diizlemin yonlendirilmesi. Skaler
carpimun uygulamalan: M — aAM? 4+ pMB? fonksiyonlan, Kenar ortay
teoremi, Trigonometrinin toplam ve fark formilleri, yanm ag1 formilleri,
siniis ve kosiniis teoremleri.

VI. Usay Geometrisi

Usayda vektorler Bir nokta ve bir vektorle dofrulann, bir nokta ve iki
vektorle duzlemin belirlenmesi, tabanlar. Uzayda skaler garpim. Dik-
lik: dizlem ve dogrularla ilgili uygulamalar, dik iadigim. Ortanor-
mal tabanlar: skaler carpimin ve uzakhfin koordinatlarla ifadesi Uzayin
yonlendirilmesi, yonlendirilmig ortanormal tabanlar. Vektdrel carpim,
karma garpim ve koordinatlarla ifadeleri. Kiire, duzlem kesitleri, tefet
dialem.

Lise III (Haftada 9 saat)

L Sayma Yéntemleri ve Istatistik
Sonlu bir kiimeden diger bir kiimeye fonksiyon sayisi ve birebir fonksiyon
say1s1. Kombinasyon Sayma ornekleri, olasihk Binom formilleri iki nicelik
arasindaki bafintinin deneylerle belirlenmesi.

II. Say:1 Dizileri
Sayl dizilerin yakinsaklifs, limiti £ olan bir (ap) dizisi ve siirekli bir f fonk-
siyonu igin f(an) dizisinin limitinin f(£) olugu. co ya da —co’a 1raksama,
a™ ve n® dizileri. Indirgemeli diziler (ekonomi ve biyoiojiye uygulanabi-
lecek rneklerle).

III. Fonksiyonlar

a) Dogal logaritma ve adi logaritma Limit ve sireklilik kavramlarinin daha
aynntili incelenmesi. ispatsiz olarak ara deger teoremi ve ug deger teore-
mi. Sonsuzla ilgili limitler.

b) Tirev: bilegke fonksiyonunun tirevi, ters fonksiyonun tirevi, ardigik
tirevler. Tirevle artan ve azalanhfin incelenmesi. Maksimum, minimum
degerler ve bunlanin denklem ve egitsizlik ¢ozimlerinde kullanihgi. Dik, ya-
tay, ekik ve egri asimptotlar. Ustel fonksiyon. ¥, u? gosterimleri. a% ve
z® fonksiyonlan. (a > 0),In z, z%
birbirleriyle kargilagtiriimas:,

, e fonksiyonlarinin artig durumlarinin

Inz
— =0 lim xdlnz=0,

lim =
T=—400 T z—0
a
. z P a T
lim — =0, lim lz|%e® =0
z—++00 € T——00

sonuglannin elde ediligi. Logaritmik ve istel fonksiyonlarla elde edilmig
bilegke fonksiyonlann tiirevleri. Ortalama deger teoremi.

IV. integraller
a) Surekli bir fonksiyonun integrali:

1) f: (t)dt = F(b) — F(a) bagantisa

B

integralin lineerliki

2)

Chales baglantis

3)

1) agavefgo:f:f(c)d:go.

5) Ortalama deger teoremi
6) Degigken defigtirme yontemi
7) Pargah integral (timlev)

8)

z - f: J(¢)dt fonksiyonunun incelenmesi

b) Kesin hesaplanamayan bir integralin (dikdortgenlerle) yaklagik hesab:.
<) inte;nlin alan, hacim, agirhk hesabinda kullaniligi, eylemsizlik momen-
ti. d) Lineer homojen, sabit katsayih birinci ve ikinci mertebeden diferan-
siyel denklemlerin ¢6zimi.

Baglangig degerli problemlerin ¢ozumleri igin, varhik ve teklik ispatlan

v" + hy' + ky = acos(wz - ¢)

tiri denklemlerin ¢6zimi, (belirsiz katsayilar yontemi)

V. Vektar Degerli Fonksiyonlar
a) Tek gergel parametreye bagh, degerleri llz, ya da R3'te alinabilen fonk-
siyonlar. (Tamm ve ispatlar gercel degerli koordinat fonksiyonlan kul-
lanilarak verilecektir.)
Vektor degerli bir fonksiyonun tirevi ve tirev kurallan.
b) Parametrik olarak verilmig dizlemsel bir egrinin cizimine iligkin basit
drnekler. (Tekil nokta ve dallanma incelemesine girilmeyecektir.)
c) Noktamin hareketi. Yoringe, hiz ve ivme vektorleri, hizlanan ve
yavaglayan hareketler, dogrusal ve dairesel hareketler, dizgin dogrusal
ve duzgiin salimimh hareketler.

VI. Karmagik sayilar
a) Karmagik sayilar cismi, geometrik gosterim, eglenik, salt defer, iggen
egitsizligi. )
b) Karmagk sayilann ret? bigiminde yazhy, ¢t — ' fonksiyonunun
tirevi.
c) De Moiwre formili Trigonometrik ifadelerin dogrusallagtiniimaa
Toplamdan garpima, garpimdan toplama gecig formiilleri. acos z 4 bsinz
ifadesinin rcos(z + ) bigiminde yazihg. d) Bir karmagik sayinin n’inci
kékleri, birimin n'inci kokleri grubu ve geometrik yorumu. Ikinci derece-
den denklemlerin karmagik sayilarda géziimi.

VII. Geometri
a) Agirhk merkezi,

n
M - E a.-MAiveMi-‘

n
. 12

) aiiMal
=1 =1
fonksiyonlanmn incelenmesi.
b) Afin doniigimler: (¢ dogrusal olmak Gizere) bir uzaydan kendine ¥
A+ ¢(¥) bigimindeki donigimler. Bir noktas belirlenmig uzayda OM
oM’ afin dénigim oluguyla M — M! afin doniguminun tammlanmasi.
Afin donigimlerin agirhk merkezini degigtirmeyen donigimler olarak be-
lirlenmesi. Dogru ve diizlemlerin gorintileri.
Konveks bdlgelerin gorintileri, paralellifin korunmasi. izometrilerin ig
carpimi koruyan afin dondgumler olugu.
c) (Diizlem Geometri) Yénli diizlemde bir dogru ciftinin yonli ag olgasi.
d) Kirigler dortgeni. Donme ve Gtelemelerin bilesimi. Hareket gruplan.
Bir hareketle bir homotedinin bilegimi. Benzerlik déniigimleri Karmagik
diizlemde doniigiimler, afin olmayan donigim ornekleri. ¢) Uzay geomet-
risi: Donmeler, Stelemeler, homotediler, izometriler, simetriler.
f) Dizlem geometrisi: Konikler: geometrik tamimlan (iki odakla, odak
ve dogrultmanla). Asimptotlan yardimiyla hiperbol denklemi. Koniklerin
parametrik denklemleri. Teget.

AR AR AR AR
A,
A A
A A AR A AR A AN AN
AN
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"éﬁrgtimin insan1 kendisine ne olgciide

baglayan bir ugras oldugunu ancak ondan
uzak diisiince anlarsiniz.”
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Bu kisimda cegitli kitaplarin tamtimim yapacagiz. Herhangi bir kisitlama olmamakla birlikte
dogal olarak ¢ogunlukla Tiirkce kitaplar ele alinacaktir. Bu sayimizda Tiirk Matematik Dernegi
yaynlanndan geometri kitaplarini ele aliyoruz. Bunlar ve Tiirk Matematik Dernegi’nin tiim yayinlan
ddemeli olarak agagidaki adresten istenebilir. Fiatlar gercekten ucuz.

Geometri Cilt 1-2-3
Yazan: B.V.Kutuzov

Ceviren: Hiiseyin Demir

V/
/\

X

%
> H

£

B.V. Kutuzov tarafindan yazilan geometri kitabi Hiiseyin Demir
tarafindan ii¢ cilt olarak gevrilmigtir. Birinci cildinde, geomet-
ride sik sik kullamlan aksiyom teoremi vb. temel kavramlarla
baglayan kitap geometrik gekillerin nokta kiimeleri olarak incelen-
mesi, geometrik yer, gizim problemleri, cetvel ve pergelle ¢izimlerle
devam etmekte ve geometride doniigiimler ve doniigiim gruplan
ile son bulmaktadir. Ikinci ciltte ise oteleme, donme, simetri
doniigiimleri ayrintis: ile ele ahnmakta ve benzerlik ve evirtim
déniigimleri iglenmektedir ve cizim problemlerine uygulamalar
verilmektedir. ikinci cildin son kisminda ise uzunluk, alan ve ha-
cimlerin Slgiilmesi kavramsal olarak ele alinmgtir. f]giincii cilt ise
geometrideki aksiyomatik yapiy1 ele almakta Oklidin Elemanlar
adli eserinin ayrintihh bir elegtirisini yaparak Oklid dis1 geometri
ornegi olarak Lobachevski geometrisini incelemektedir.



YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar kadrosunda kabul etmekte-
dir. Yaymlanacak yazilarin matematik ile ilgili olmasi diginda herhangi bir
kisitlamamiz yok. Fikir vermesi agisindan gu konular sayabiliriz:

Konu sunuglafi,

* Matematiksel diigiincenin degisik alanlardaki uygulamalarini vurgulaya-
bilecek yazilar,

Yillardir ¢oziim bekleyerek yeni ¢oziilmiig ya da heniiz ¢6ziilememis iinli
problemlerin tanitimu,

Matematige ilgi duyan 6grencilerin kendilerini agmasina yardimeci olabi-
lecek problemler,

Matematiksel kavramlar tarihi ve matematikgilerle ilgili yazilar,

Daha saghkl bir miifredat programini olugturmaya ydnelik inceleme,
elestiri ve alternatif éneriler,

* Matematik diinyasindan giincel haberler.

Gonderilen yazilar oldugu gibi yayinlanabilecegi gibi biitiinligii bozmayic1 baz
degigikliklerle de yayinlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara telif iicreti
odemeye elverigli degigdir. Bu nedenle anlayisla kargilanacagimizi umuyoruz.
Gonderilecek yazilarin okunakli el yazisi veya tercihan daktilo ile yazilmasi,
bes sayfay1 gegecek yazilarda bélme noktas: belirtilmesi rica olunur. Yazilar:

Matematik Diinyas:
ODTU Matematik Bélimii
06531 Ankara

adresine gonderilecektir.
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