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YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi Yazar kadro-
sunda kabul etmektedir. Yayinlanacak yazilann mate-
matik ile ilgili olmas: diginda herhangi bir kisitlamamz
yok. Fikir vermesi agisindan su konulan sayabiliriz:

* Konu sunuglan,

* Matematiksel diisiincenin degisik alanlardaki
uygulamalanimi vurgulayabilecek yazlar,

* Yillardir ¢6ziim bekleyerek yeni ¢dziilmis ya da
heniiz ¢6ziilememis @nlil problemlerin tamitimi,

* Matematige ilgi duyan Sgrencilerin kendilerini
agmasina yardnmci olabilecek problemler,

* Matematiksel kavramlar tarihi ve matema-
tikgilerle ilgili yazilar,

* Daha saghkli bir mifredat programim
olugturmaya yénelik inceleme, elegtiri ve alter-
natif éneriler,

* Matematik diinyasindan giincel haberler.
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MATEMATIK DUNYASI’NDAN

Subat 1991 sayisiyla yayin hayatina baglayan der-
gimizin ikinci sayisim sunuyoruz. Dergiye gosterilen
biiyiik ilgi, onemli bir boglugu doldurmaya galgtigim
gosterdigi gibi tilkemizin diigiinsel etkinlikler yoniinden
higbir iilkeden geri kalmak istemedigini de agikca sergi-
liyor. Tahminlerin ¢ok Stesinde insan kolaya kagmadan
diigiinme, irdeleme, yeniden yorumlama isteminde. Bu
durumu, bize gosterdikleri ilgi ile ortaya koyduklar igin
okurlara igtenlikle tegekkiir ediyoruz. Dergimizin ik
say1s1 yeni baski yapmak zorunda kaldi. Bu nedenle
yeni aboneler olas1 gecikmelerden dolay: bizi bagigla-

sinlar.

Simdi sayfalarimiz arasinda gezinelim.

- Bir lise ogrencisine sorula-
bilecek en zor soru bu. Tam yamtim da bek-
lememek gerek. Tugrul Taner yazisinda bigim-
sellife bogmadan gergel say: kavramma agikhk
getiriyor, yani derya iginde yagayanlara deryay
anlatiyor.

Matematikle eglenmenin yol-
la.nndan biri de sihirli karelerle ugragmak ol-
sa gerek. Ali Doganaksoy bu yazisinda okura
antik ¢aglardan giinimiize nerdeyse bir kiiltiir
olugturarak siiregelen sihirli kareleri sunuyor.
Konu zevkli, eglendirici ve matematiksel agi-
dan beklenmedik olgiide zengin.

saylmz a Ism oglu’nun sdylegisinde pergel
ve cetvel kullanmanin ne demek oldugu konugul-
mugtu. Bu sayida yalnizca pergel ve cetvel kul-
lanarak ii¢ egit pargaya bolinemeyecek agilarin
varhi gosteriliyor. Bu yazidan sonra artik “ben
yaptym” diyenlere yamt vermeyecegiz.

§ Hiiseyin Demir bu yazisinda diizle-

min uzunluk degistirmeyen dontugimlerini ince-
liyor.Budoniigiimlere: 1zometr1|d1yoruz .Bugsayida
dort tiir izometri ayr1 ayr ele alimip igleniyor.
Bunlarin bilegimi gelecek sayimiza kahyor.

Gegen sa.yumzda.kl dogrusa.l mdu'geme-
ll diziler yazisinda verilen problemlerin ¢ozimu
verilerek konu tamamlaniyor ve 1975 Londra
Olimpiyati’'nda sorulan sigrayan kurbaga soru-
suna yamt isteniyor.

5 f. Alev Topuzoglu,
kisa deginmelerle Pisagor ve Pisagorculuga da
151k tuttugu bu yazisinda esas olarak Pisagor li¢-
genleri olarak bilinen kenarlar1 tamsayilar olan
dik iiggenleri ele aliyor ve bunlarin Pisagor’dan
1000 y1l kadar once Misir ve Mezopotamya'da
bilindigini belirten kanitlar: sunuyor.

bllemeylz Yavuz Nutku’nun tamk oldugu boy-
lesi bir olay ve ortaya gikardif yeni sorular.
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GERCEL SAY! NEDIR?

Tugrul Taner

f

1. Ondahk Agihimlar

Rasyonel sayilar, tamsay: ciftlerinin orani ola-
rak tammlanir. Helenistik ¢ag matematikgileri de
(pozitif gergel) sayilar dogru pargalarinin orani
olarak algillamiglardir. Buna gore eger iki dogru
pargas1 iigiinci bir dogru pargasinin tam kat-
lar1 ise, bu iki dogru pargasinin orani hem bizim
tammimiza gore, hem de Helenistik anlamda bir
rasyonel sayidir.

Ote yandan eger iki dogru pargasim lgebilecek
ortak bir birim yoksa, bu iki dogru parcasinin ora-
m rasyonel olmayan (yani irrasyonel) bir sayidir.
Nitekim ikizkenar bir dik ii¢genin hipoteniisiiniin
bir dik kenarina oram olan /2 sayisinin rasyonel
olmadigim1 antik ¢ag matematikgileri de ispatla-
muglardir.

Modern anlamda say1 kavramina Helenistik sa-
y1 kavramindan baglayip Argimet 6zelligi denen
bir 6zellikten yararlanarak ulagsmaga gahisacagz.

Argimet 6zelligi, bir a dogru parcasimin bagka
herhangi bir b dogru pargasinin yeteri kadar biiyiik
bir tam katindan kii¢iik oldugunu ifade eder.

Bu tam katlarin en kiiciigiine ¢+ 1 dersek ¢ = §
icin

bg<a<b(g+1l) yani g<c<qg+1 1

Buradaki ¢ sayisina ¢ nin igcindeki en biyik
tamsay: denir ve [c] = ¢ yazilir.

Ikinci esitsizlik ifadesi
0<r=c—¢qx<1

biciminde de yazilabileceginden, her ¢ (pozitif)
gercel saysi igin bir ¢ tamsayist ve 0 < 7 < 1
kogulunu saglayan bir r reel sayis1 vardir 6yle ki

c=q+r 2

Bu r sayis1 i¢cin 0 € 107 < 10 oldugundan
10’dan kiigiik bir ¢; dogal sayisi (yani bir rakam)

vardir 6yle ki

41S10T<q1+1 ya.ni Osrlzlor_q.l(l_

Buradan bulunacak r = % + Ib degeri (2) de
yerine konularak

_ge
c=q+,t 70

0<r <1
10

Boylece devam edildiginde n-inci adimda

a
10

n Tn
+ + + 107’

10n 0<r, <1

c=q+

ve hi¢ durmaksizin devam edildiginde

L, 2 vy o
1Ttz T T 1m
+...= q,qlqz...qn...

sonsuz toplami elde edilir. Sonsuz ¢oklukta sayiy:
toplama olanag olmadigindan boyle bir toplama
ne anlam verilecegi uygun bir bigimde belirtilme-
lidir.

Ozel olarak, eger a ve b pozitif tamsayilar, yani
¢ = ¢ rasyonel say1 ise boyle bir agillimin rakamlan
belli uzunlukta rakam bloklar1 bigiminde tekrar-
lanacaktir. Boyle agilimlara periyotlu agilimlar
diyelim ve rasyonel sayillarin agihmlarinin neden
periyotlu olacagini bir érnek iizerinde agiklayalim.
¢ = 16 olsun. 16 sayisim 35 sayisina bolerken, ka-
lanlar 10 la carpihp bolme, aym kalan ikinci kez
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elde edilinceye kadar yiiriitiiliirse

F = 16 35
107 160 0,4 5 7 1 4 2 8 5
=140 q1 92 93 94 95 96 97 Gs
T = 20
10r;, = 200
-175
Ty = 25
107, 250
=245
r3 = 5
1073 50
=35
Ty = 15
10r4 = 150
~140
Ts = 10
10rs = 100
=70
re = 30
10r6 = 300
=280
T = 20
elde edilir.

Bu tablodaki kalanlar 35ten kiigiik dogal
sayillardir. Olanakli kalan sayist 35 oldugundan,
bélme iglemi en fazla 36 kez uygulanirsa elde edile-
cek kalanlardan en az ikisi birbirine esit olacaktir.
Ornegimizde 77 = r; ve bu nedenle her n > 2 igin
Tn46 = Tn. Bunun sonucu olarak da her n > 2
icin gny6 = ¢n. Demek ki bélme iglemine devam
edildiginde, ikinci basamaktan baglamak iizere

7z ¢3 Ga ¢5 G6 ¢7=9571428

rakam bloklari ug uca eklenmig goriinecektir. Yani

% in agilimi periyotludur.

2. Gergel Sayilarin Birkag Egdeger
Tanimi

Rasyonel say1 sistemini gergel say1 sistemine
genigletmek igin, ilk sistemde dogru olmayan bir
ozelligin gercel say1 sisteminde dogru olacagini ka-
bullenmemiz gerekmektedir.

T
c= (qquQZ"'Qn)'l'_n =

T
5 +_'"

107

egitliginde parantezler icindeki (rasyonel) sayiy1 ¢,
ile gosterelim.

Boylece her n porzitif tamsayisi icin, bu esitlik

Ino10<r, <1

¢=cont Ion

biciminde yazilabilir.

g < ¢ < q+1 oldugundan, rasyonel sayilardan
olugan ¢, dizisi simrhidir. Ayrica

In+1 .
Cntl —Cn = 1(;::_1 >0 yani ¢n < eny1

oldugundan dizi artendsr. Son olarak

1
< —

<c-—
0<c—c¢, 10"

Tn
< 107
oldugundan, ¢, nin ¢ den uzakhg (-1-(1,7 ile birlikte)
gitgide sifira yaklagir. Yani ¢, dizisi ¢ ye yakinsar.

Tamm 1. Smurh ve artan her rasyonel say: di-
zisine bir gergel sayr gésteren dizi denir ve fark-
lan sifira yakinsayan boyle iki diziye ayns gercel
sayys gosteren diziler denir.

Eger rasyonel say: sistemi iginde galigihyorsa
ve dizi bir rasyonel sayiya yakinsamiyorsa, bu di-
zi rasyonel say1 sistemi icinde iraksak ama gergel
say1 sistemi iginde yakinsak olacaktir. Ote yan-
dan gercel say: sistemi i¢inde, simirh ve artan bir
dizi ahirsak bu dizinin her zaman bir gergel sayiya
yakinsadig) gosterilebilir.

¢ nin ondalik agilimindan yararlanarak bir de

O 1

&, .
g bkl o o

d; =
AT, 107

dizisi olugturulabilir. Bu dizi i¢in

1
g<dy < q+1, dogq < dn, 0<dy—¢n < 107
esitsizlikleri gegerlidir. Yani dizi, simrh ve aza-
landir. » biiyiidikee d,, ler ¢, lere yaklagtig icin,
¢, ile birlikte d,, dizisi de kiiciilerek ¢ ye yakinsar.
O halde herhangi bir ¢ gergel sayisina rasyonel
sayilarla soldan da sagdan da yaklagilabilir.

Soz konusu c sayis1 ¢, ler kiimesinin ve bu ne-
denle ¢ den kiigiik rasyonel sayilarin olugturdugu
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kiimenin de en kiigiik iist stundir.! En kiigiik ist
siurnn (veya en biiyiik alt stmrin) varhgim kabul
etmekle yine gergel say: sistemine ge¢mig oluruz.

Yani herhangi bir ¢ gercel sayis1 ¢ den kiigiik
rasyonel sayilarin en kiiciik iist sinir1, ya da ¢ den
biiyiik rasyonel sayilarin en biiyiik alt sinir1 olarak
tanimlanmugtir.

Simdi de sonsuz goklukta sayimn toplaminin
hangi durumlarda nasil tanimlandiim agiklaya-
hm. Sonsuz goklukta sayilar toplayabilme gerek-
sinimi antik ¢aglara kadar uzamr.

Unlii Zeno geligkisini basite indirgeyerek ifade
edelim: Bir kaplumbaga 1 birim uzakhg yiiriiye-
bilmek igin 6nce bu uza.khgm 2 sini, sonra kalanin
yansim yani asil uzakhgmn 1 tni, daha sonra 1

ini ... yiriimek zorundadir. Butun bu uzunlukla.r
topla.rm

1,101 1.1 1

2 4 8 T2 2 23

birim uzunluga yani 1 sayisina egit olmahdir. Oy-
sa ki kaplumbaga (ve insanlar) icin bu sayilan
toplama olanag yoktur. O halde kaplumbaga bu
uzakh@ yiiriiyemez.
acilimin yorumlanmasina da yardima olacaktir.

Uygulamada

49,9192 qn

agihminin yaklagik olarak

Ly 42

=0+ 35 10n

10
rasyonel sayilarina egit oldugunu yani ¢, dizisinin
yakinsadigi gergel sayiya esit oldugunu kabulle-
niyoruz. Gergekten de ¢, dizisi sinirh ve artan
oldugundan yakinsak bir dizidir ve ¢, dizisi ¢ ye

1Bir A say1 kiimesi icin belli iki K ve L sayilan var-
sa Oyle ki A min her @ elemam icin K < ¢ < L olsun,
L sayisina A min bir ust sinsrs, K ya da alt sinsrs denir.
Boyle bir kiimeye de (istten ve alttan) simirh kiime denir.
Bog kiime simirhdir. (Nasil ve neden?) Bog olmayan simrh
bir kiimenin en kiigiik iist sinin varsa ve bu say:1 kiimeye ait-
se, ona A mn maksimumu denir. Alt simirlann en biyigi
varsa ve kiimeye aitse ona da kiimenin minimumu denir.

Coziimiin ana fikri ondahk *

yakinsiyorsa c¢ sayisimn bu ondahk agihima esit
oldugunu yani

o
10

g

Tt 1om

c=q+ - Yo wms

“§ . oldugunu séyleyebiliriz. Genel olarak da

agt+axt---+apt+---
sonsuz toplami
a;,a1 +ag,...,¢p =a1+C2+ -+ ap,...

kismi toplamlannin (varsa) yaklagtiga gercel say
olarak tamimlamir. Buna gore

11- & 1
- _=____z:= -
+ + * 21-14 1=

dizisi 1 sayisina yakinsadigindan

1
1=+

222++

yazabiliriz. Yani artik kaplumbaga birim uzunlu-
gu yiiriyebilecektir!

Gergel sayﬂa.rm onda.hk a.glhmla,rmm blrtekll

gini gostermek icin dnce
a=0,999...9..

sayisinl inceleyelim. Bu say1

AU I )
"T10 T 102 " 10n
dizisinin yakinsadig gercel sayidir. O halde 10a,
9 9
1061;-—9+'1—6+ -+ Ton1
dizisinin yakinsadig reel sayidir. Bu nedenle
9 9 9
10¢ = 9+E+...+ T +1_0ﬂ+...
= 9+4+a
yazabiliriz. O halde a = 1 yani

1=0,999.:.9...
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Ayn nedenle
0,25999...9...=10,26000---0--- = 0,26.

Yani belli bir ondalik basamaktan sonra biitiin
rakamlan 9 olan bir ondahk agihmin gosterdigi
rasyonel sayimn bagka bir ondahk aqilmi da-
ha vardir. Bundan béyle ondalik agslim deyin-
ce sonsuz goklukta rakami 9 dan farklh ondalik
agihmlan kastedecefiz. Béyle acihmlar igin, da-
ima 0,192+ gy * - - < 1 olacaktur.

Buna gore her reel sayinin sadece bir ondalik
acihm vardir. Ciinki

C=q, 00 tn - =q,d\¢h gl

ise ¢ nin icindeki en biiyik tam say1 g = ¢ diir.
Sadelegtirip 10 la ¢arparsak

ql’qzqa...qn...=q{’q'2qé...q;...

ve g1 = ¢; olur. Béylece devam edersek her n icin

qn=q:;-

Rasyonel sayilarin periyotlu ondahk agiimlan
oldugunu gosterdik. Periyotlu ondalik agilimlarin
da rasyonel sayilan gosterdigi kolayca ispatlanabi-
lir. O halde periyotsuz ondalik agihmlar irrasyo-
nel sayilar gosterir. Ornegin /2, r,e sayilarimn
ondahk agihmlan periyotsuzdur. Ote yandan

0,1010010001000010- - -

(1ler arasindaki 0 rakamlarinin says: her seferin-
de bir fazla) ondalik agihimi da bir irrasyonel say-
dir.

irra.syonel sayl denince birka¢ ornekle gecigtiri-
lir. Ashnda irrasyonel sayilar rasyonel sayilardan
her bakima gére daha fazladir. Ancak burada biz
gu kadarin ispatlayalim.

Teorem: Herhangi iki rasyonel (ya da irrasyo-
nel) say1 arasinda pek ¢ok irrasyonel (ya da rasyo-
nel) say1 vardir.

Eger a < b irrasyonel sayilarsa, a ya sagdan
rasyonel sayilarla yaklagilabilir. O halde a ile b
arasinda pek gok rasyonel say: vardir.

Ote yandan eger a ve b rasyonel sayilarsa, a +
ﬁné (n pozitif tamsay1) sayilan irrasyoneldir ve n
biiyiikken bu sayilar @ ya yakin, yani a ile b ara-
sindadir.

3. 0 ve -

Gergel sayilar arasinda “ < ™ ile gdsterilen
bir siralama bagntis1 vardir. Herhangi a ve b
gergel sayilan icin agagidakilerden biri ve sadece
biri dogrudur.

a<b veya a=0b veya b<a.

Gergel sayilarin hepsi, iizerinde pozitif bir yon
secilmig ve pozitif yonde 0 ve 1 noktalan secilmis
bir say1 dogrusu iizerine biyiiklik siralanna goére
yerlestirilebilir. Bu yerlegtirme sonucunda geo-
metrinin geregi olarak say1 dogrusunda bog nokta
kalmaz.

Bilindigi gibi say1 dogrusunun (ve genelde hig-
bir dogrunun) baglangi¢c ve bitim noktalar (yani,
uc noktalar) yoktur. Gergel her a sayis1 icin

a—1<a ve a<a+1

oldugundan en buyuk gergel says ve en kigik ger-
cel says deyimleri anlamsizdir. Ancak matema-
tikgiler, (sadece) matematik dilinde 6zellikle limit
kavramu ile ilgili olarak baz1 kolayliklar sagladigin-
dan, say1 dogrusuna, ug noktalar olarak —co bag-
langs¢ noktasim ve oo bitim noktasim yakigtirmag-
lardsr. Boylece ortaya qikan bu iki simge 6gretim
diizeyinde daima biiyiik yamilgilara yol agmakta-
dur.

“Eksi sonsuz” ve “sonsuz” diye adlandirlan bu
iki simgenin gercel say1 gostermedigi ve sadece ger-
cel sayilar icin tammh olan

a+b, a-b, ab, %(6#0), at

ifadelerinde @ veya b yerine bunlarin kullamlmasi-
mn (aynica tammlanmamiglarsa) bu ifadeleri an-
lamsizlagtiracag) unutulmamahdir. Aynca 1 un
anlamsiz oldugu ve bunun higbir gergel sayiya ve
—00, 0o simgelerinden birine egit yazilamayacag
bilinmelidir.




MATEMATIKLE DINLENME

SIHIRLI KARELER

Ali Doganaksoy

Asagidaki karenin hanelerine 1’den 9’a kadar
olan sayilar dyle yerlestirilmigtir ki, her satirin,
her siitunun ve iki kdgegenin iizerinde yer alan
sayllarnn toplami daima 15% egittir. Bu ozelligi
ile bu kareye, bir “3'lii sihirli kare” diyoruz.

Bu ifadeyi genellestirerek satirlar, stitunlar ve
kogegenleri toplamu hep aymi sayiya esit olacak
gekilde hanelerine 1’den n?’ye kadar sayilarn
yerlestirildigi, kenar1 n hanelik bir kareyi-de n'li
sihirli kare olarak tamimlariz. émeé;in, agagidaki
9'lu sihirli karede sabit toplam 369’dur.

50 60 70 8 9 10 20 30 40
58 68 78 7 17 27 28 38 48
66 76 5 15 25 35 45 46 56
4 3 13 23 33 43 53 63 64
1 11 21 31 41 51 61 71 81
18 19 29 39 49 59 69 79 8
26 36 37 47 57 67 17 6 16
34 44 54 55 65 75 4 14 24
42 52 62 72 73 2 12 22 32

Bir n’li sihirli karede 1’den n?’ye kadar olan
biitin sayilar birer kere yazildigy igin biitiin
hanelerin toplami ﬁ(@ dir. O halde n satirdan
her birinin toplami da x (’2‘:"1) = "3;' 2 olarak elde
edilir. Yani, n’li bir sihirli karenin sabit toplami
234n gir, Nitekim, n = 3 igin 250 = 243 — 15
ve n = 9 icin de 1‘3—;—" = 1849 - 369 oldugu
goriilmektedir.

. 4« 9
Lo-shu ad1 verilen 3 s
1

8
beri biiyiikk alaka toplamigti

karesi ¢ok eskiden
. Mistik ozelliklere

- ]

-

sahip oldugu bile diisiiniilen lo-shu, giiniimiizde
dahi Uzak Asya ve Hindistan’da karsimiza cika-
bilmektedir. Antik ¢aglardan giiniimiize kadar si-
hirli karelerle o kadar ugragilmigtir ki, ortaya bir
sihirli kareler kiiltiiri ¢itkmigtir. Giiniimiize oranla
o zamanlar haklarinda bilinenler ¢ok az olmasina
ragmen, 1838 yilinda Fransa’da bu konuda iig cilt-
lik bir caligma yayinlanmigtir. Bu alana ilgi gos-
terenler arasinda Arthur Cayley, Oswald Veblen
gibi matematikgilerin adlar: verilebilir.

Simdi gu soruya cevap arayalim: Acaba lo-
shu’dan bagka 3'li sihirli kare var midir? Elbette
vardir. (“)rnegin, lo-shu’yu merkezi etrafinda 90°,
180° veya 270° dondiirmekle sihiri bozulmaz ama
agagidaki sihirli kareler elde edilir...

Aynalann sayilarin toplami iizerinde bir et-
kisi olmadigina gore, lo-shu'nun ve donmiig lo-

shw’larin aynadaki akisleri de hep sihirli olacaktir
yani,

D o B
- o
o = o

kareleri de hep sihirlidir. §imdi elimizde tam se-
kiz tane 3’li sihirli kare oldu. Acaba bagka var
mi? Bunu goyle gosterebiliriz: 1’den
9’a kadar sayilarin iginden toplami 15 olan iig sa-
yiy1 sekiz gekilde segebiliriz: (159),(168),(249),

Hayir...
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(258),(267), (348), (357),(456). 3'Lii sihirli karede
de itizerindeki sayilar toplami 15 olmasi gereken
tam sekiz eleman vardir: {ii¢ satir, ii¢ situn ve
iki kogegen. Karenin merkezindeki hane bir sa-
tir, bir siitun ve iki kégegen izerindedir; o halde
buraya yazilacak sayi listede en az doért segenekte
gorilmelidir. Bunu saglayan tek say1 da 5 oldugu
igin sihirli karenin merkez hanesinde daima 5 bu-
lunmalidir. Yani bir iiglii sihirli kare muhakkak
- s - formunda olacaktir.

- B oax

Sol iist koge

farkl ii¢ eleman iizerinde bulunmaktadir. Buraya
yazilacak say1 listede en az ii¢ secenekte yer al-
mahdir. Bunu saglayan dért say1 vardir: 2, 4, 6
ve 8. Simdi, sol iist kégeye bu sayilan teker teker
deneyerek yazahm. Once 2... Bu durumda kare

25z seklinde olacaktir. Birinci sira igin ya

- - 8
(249) ya da (2 6 7) tercihini yapabiliriz. (2 4 9)’u
secersek D
- - 8

lamlan 15 olacagindan diger haneler de tek tiirli

elde edilir. Satir, siitun top-

doldurulabilir. Neticede 7 ¢ s karesi ortaya
6 1 8
qikar. Birinci satir igin (2 6 7) tercihini yapsaydik

elde edecegimiz kare ¢ s 1 olacakti Sol dist

kogeye 2 yazarak iki farl‘(h ]1arse elde ediyoruz. Ayni
sekilde 4,6 ve 8 igin de ikiger kare bulunacak ve or-
taya toplam sekiz tane 3'lii sihirli kare gikacaktir.
Bu tahlille géstermis olduk ki, 37lii sihirli karelerin

sayis1 tam sekizdir.

Lo-shu’dan diger kareleri elde ederken iki iglem
kullandik: lo-shu’yu merkezi etrafinda déndiirme
ve aynada yansitma... Bu iglemlere kisaca donme
ve yansima adlant verilir. Birbirinden donme ve
yansima ile elde edilebilen sihirli karelere ayn: ka-
re gozii ile bakiir. Bu kabule gore, yukanda
buldugumuz biitin 3'li sihirli kareler lo-shu ile
aymdir. Bir bagka deyigle, (dénme ve yansimalar
sayllmazsa) yalniz bir tane 3'lii sihirli kare vardir.
Sihirli karelerin dereceleri biyiidikge sayilarinin
da artacag kolaylikla tahmin edilebilir. Biitin
3’lii sihirli kareler birbirlerine dénme ve yansima
ile doniigtiirilebilirken, daha biiyik derecelerde
bu tiir doniigiimlerle birbirlerinden elde edile-
meyecek sihirli kareler de ortaya gtkmaya baglar.

Ornegin agagidaki 5'li sihirli kareler birbirlerine
donme ve yansima ile doniigtiiriillemezler.

18 12 5 6 24 18 24 5 6 12
14 8 21 2 20 22 3 9 15 16
1 25 13 19 7 1 7 13 19 25
10 4 17 23 11 10 11 17 23 4

22 16 9 15 3| |14 20 21 2 8

Kimi zaman sihirli kareler hane sayilarina go-
re, tek ve ¢ift olarak tasnif edilirler. Bir kenardaki
hane says1 tek ise kareye tek sihirli kare; cift ise
¢ift sihirli kare denir.

Bir n'li sihirli karenin iki satirimn yerleri de-
gigtirilirse satir ve siitun toplamlar: degigmeyecek
fakat, kogegen toplamlan bozulacaktir. Yani iki
satirin yerini degistirmek sihir koruyan bir d6ni-
giim degildir. Fakat iki satirmn, diyelim ki, ¢ ve j
numaral satirlarin yerini degigtirdikten sonra bir
de i ve j numarali siitunlarin yerini degigtirirsek
birinci (sol-ist kdgeden sag-alt kdgeye olan) kose-
gen iizerindeki toplam yine karenin sabitine esit
olur. Ikinci kogegen toplamim da garanti ede-
bilmek icin yeter gart, yer degistiren satir ve sii-
tunlarin merkeze gore simetrik olmalaridir. Yani
j = n+1—i olmahdir. Demek ki, bir sihirli karede
once i ve n + 1 — ¢ numaral satirlar, arkasindan
da ayn1 numarah siitunlar yer degigtirirse yeni bir
sihirli kare elde edilir.

‘Sihir-bozmaz’ bir bagka doniigiim de, kare-
yi bloklara ayirip bu bloklarin yerlerinin degis-
tirilmesine dayanir. Bu doniigimi tek ve cift
kareler i¢in aym ayr tamimliyoruz. Cift sihirli
kareyi dikey ve yatay simetri eksenleri ile dort
egit pargaya bolerek elde edilen bloklarin yerlerini
carpraz olarak degigtirmek karenin sihirini boz-
mayacaktir. Bu déniigiimii bir gekille agiklarsak:

Asagida da bu déniigiimiin bir 4'li sihirli kareye
uygulanmas: gosterilmisgtir...
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Tek sihirli kareler icin ise, bloklara ayirma ve blok-
larin yerini degigtirme iglemi agagidaki gekille izah
edilmigtir.

Bir 5li sihirli kare iizerinde bu doniigimiin etkisi
goyle olur:

18 12 5 6 24 23 1 17 | 10 4
14 8 21 2 20 15 3 9 | 22 16

1 25 13 19 7 — 19 7| 13 1 25
10 4 17 | 23 11 6 2¢ 5| 18 12
22 16 9 15 3 2 20 | 21 14 8

Bir n'li sihirli karenin her hanesindeki sayiy1
n? +1’den gikararak elde edilen kare yine bir sihir-
li kare olur. Yukarida son buldugumuz 5’li sihirli
karenin sayilarimi 26’dan gikararak olugturulan

karesi de bir sihirli karedir.

Elimizdeki bir sihirli kareden sihir bozmaz do-
niigiimlerle birgok yeni sihirli kare elde edilebile-
cegini gordiik. Hemen sunu not edelim ki, veri-
len bir kareyle ige baglayip, bu kareye yukarida
tamimlanan ‘sihir-bozmaz’ doniigimleri defalarca
uygulayarak sihirli karelerin tamamin elde etmek
miimkiin degildir. Bildigimiz iglemlerle birbirine
cevrilemeyecek sihirli kareler bulunabilir. Verilen
bir dereceden kag tane sihirli kare oldugunu cevap-
lamak kolay bir ig degildir ve bir kag hal diginda
heniiz bu soru cevaplandirilamamigtir.

Bir sihirli kareden yeni sihirli kareler elde
edilebilecegini biliyoruz. O halde mesele, bir

tane olsun bir sihirli kare yazabilmektir. Bu da
konunun enteresan ve iizerinde epeyce c¢aligilmig
bir problemidir. Istenen derecede bir sihirli ka-
reyi hemen yazmak pek o kadar kolay olmaya-
bilir. Yazimn devamum okumadan, Ornegin bir
6’11 sihirli kare yazmaya ¢aligmak problemin yapis
hakkinda fikir verecektir. Verilen herhangi bir
saylya kargi gelen bir sihirli kare yazacak bir al-
goritma vermek konuyla ilgilenenlerin her zaman
iizerinde durduklarn bir mesele olmugtur. Gok
ugragiimasina ragmen bu mesele ancak kismen
cevaplandirilabilmigtir. §6yle ki, eger verilen say1
tek ise sihirli kareyi yazmak kolaydir. Bunu ya-
pabilen ¢ok basit algoritmalar geligtirilmigtir. Ote
yandan, say1 ¢ift oldugu takdirde uygulanabilcek
basit bir yol mevcut degildir. Gergi, her cift
sayiya kargi bir sihirli kare yazabilmek miimkin
olmaktadir. Ancak bunu veren algoritmalar, tek
sayllar icin verilenlerden oldukca karmagiktir ve
bunlar basitlegtirmek bugiine kadar miimkiin ola-
mamigtir. Burada tek kareler igin birbirine gok
benzeyen iki metod verilecektir. Ik metod Bache
de Méziriac tarafindan geligtirilmistir. Bu metodu
kullanarak bir 7’li sihirli kare olugturacagiz. Uygu-
lanan metod, herhangi dereceden tek sihirli kare
yazmak igin kullanilabilir.

Ise, her kenarinda 7 hane bulunan bog bir
karenin merkez hanesinin tam altindaki haneye
1 yazarak baghyoruz. 1’in sag-alt carprazina
2 yaziyoruz. Bundan sonra 3,4,5,8,7 sayilarim
bir énceki sayinin sag-alt ¢arprazina yerlestirmek
sureti ile devam ediyoruz. 3 yazdiimiz zaman
karenin alt simirina gelmis oldugumuzdan, 4 yaza-
cak bir sag-alt carpraz olmayacaktir. Bu durumda
karenin son satirindan sonra sanki ilk satirimin
devam ettigini kabul edip, 3’in sag-alt carpraz
olarak, ilk satirin son hanesine 4 yazaca$iz. Ben-
zer gekilde, b yazmak igin de, 4’iin sag-alt carpraz
olarak ilk satirin ikinci hanesini kullanacagiz. 6 ve

7 sayilarim yazarken bir problem gikmayacaktir...
Simdi elimizde g6yle bir kare oldu
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s s = = 9 o .
.

Bundan sonra 8 sayisin1 7’nin 2 hane altina yazip
9,10,11,12,13,14 sayilarim da sira ile ve hep
bir 6ncekinin sag-alt ¢arprazina gelmek sureti ile
yazacagiz. Karemiz gu sekli aldi:

10 - 4
5 - - - .

12

13 - 7

- 14 - ;
- - 8 - 92 .
- - -9 - 3

-
'

14 ’in iki hane altina 15 yazip benzer gekilde de-
vam edilerek biitin kare doldurulursa bir 7’li si-
hirli kare elde edilir:

3B 4
11 29
36 12
19 37

10
42.
18

16 41
5 23 48 17
30 6 23 49
13 31 7 2% 4
33 14 32 1 2 4 20
21 39 8 33 2 271 4
46 15 40 9 34 3 28

22 47

Burada kullandiggmiz algoritma her dereceden
tek sihirli kare igin kolayca genelletirilebilir.

Tek sihirli kareler igin, Bache de Méziriac meto-
duna ¢ok benzeyen bir metod da De la Loubére
tarafindan verilmigtir. Bu metodla karenin ku-
rulugu, iki ayrnnti diginda aymdir... Sayilan
yazmaya birinci satirin tam ortasindaki haneden
bagliyor ve sag-iist garpraza dogru devam ederek
diger sayilan yerlegtiriyoruz. Bir garpraz doldugu
zaman da, kaldiimiz yerden iki hane yerine yalniz
bir hane iniyoruz. Asagidaki 7’li sihirli kare De la
Loubére metodu ile yazilmigtir:

3 39 48 1 10 19 28
& 9 T TN DN
46 6 8 17 26 35 37

5 14 16 25 34 36 45
13 15 24 33 42 4 4
21 23 32 41 43 3 12
2 31 40 4 2 11 2

Karmagik yapilarindan dolayi, ¢ift sihirli ka-
reler icin geligtirilen metodlan bir bagka say:-
ya birakarak burada sadece iki 6rnek veriyoruz.
Asagda verilen, biri 6’Li; digeri 8'li iki sihirli kare,
Devedec’e ait metodla yazilmgtir.

I 5 3 M 3 %

12 .2 10 9 2 25

24 17 1615 20 19

15290 3 W

30 8 & B U 1

1,430 33. 4 35::.6
B 10235 48 18
16 50 14 12 53 11 55 49
17 23 43 21 20 46 42 48
3% 39 30 36 37 27T U B
40 26 38 28 29 35 31 38
41 47 19 45 4 22 18 AU
8 10 5 5 13 54 15 9
1 8 -3 61.60 8 63 8

Son olarak ¢ok fazla sihirli bir 4’li kare veriy-
oruz. 4'li bir sihirli karede, sabit toplam 34’diir.
Bu kareyi inceledikce hi¢ beklenmedik bir gok 6-
zellige sahip oldugu goriilecektir. Bu karede satr,
siitun ve kogegenlerden bagka hangi hanelerin top-
lamimn da 34 oldugu aragtinlarak karenin sihiri
hakkinda bilgi edinmeye baglanabilir.

F S S N
B .'.14'3
01 et W< GoSRl S | .
h s
» . .34
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3 W ATk
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39 SR
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UNLU PROBLEMLER

PERGEL VE CETVELLE

YAPILAMAYAN GIZIMLER

Ismail Giloglu

#

- Cetvel ve pergel ile ¢izim yapmanin ne de-
mek oldugunu kesin bir hale getirdin. Bir de
bu genel tamimlamay: agiy1 ige bélme prob-
lemine tatbik edebilir misin?

- Bir agt demek, aym bir O “kdge” nok-
tasindan baglayan bir (p,q) 15in ¢ifti demek-
tir. Ornegin goyle: q

» P
0

Aym agi, p iizerinde O’dan farkli bir nok-
ta A,q iizerinde O’dan farkli bir nokta B
olmak iizere A,0,B noktalan ile verilen,
JAO B ile gosterilen ag1 diye de anlatilabilir.
Problemin baglangig noktalan kiimesi olarak
Po = {0, A, B} kiimesini alabiliriz.

0 A

Cizimin amag noktas: JA0D = 1 JAOB
egitligini saglayan OD 1gim iizerinde O’dan
farkhi herhangi bir noktadir. Fakat bu 1n
{izerinde O’dan farkli bir D noktas: ¢izilebi-
lir ise C noktas: da, gizilebilir OD dogrusu
ile, O merkezli |OA| yangaph cizilebilir
cemberin kesigim noktasi yani cizilebilir bir

nokta olur. Dolayisi ile JAOB agisimin

Gegen sayidan devam...

fice béliinebilirligi C' noktasinn izilebilir ol-
masina denktir.

Yani problemimizi ¢ozmek igin Po =
{0, A, B} kiimesi verilince C(Po) kiimesini
belirlemeli ve C' noktasinin buna ait olup ol-
madigina karar verebilmeliyiz.

Bir dakika, bir dakika. Burda bir kisir
déngiiye girmig olmadik m?

Nasil?

Biraz 6nce agiklamaya gahigtiginiz anlamda
C noktas: ad1 konmug, igaretlenmig bir nok-
ta degil. Aynca “verilmis” noktalar sade-
ce 0,A ve B olduguna gore, belirlenebi-
len, “kimlikleri tesbit edilebilen” noktalar,
gizilebilir noktalardan yani C({O, 4, B})
kiimesinin elemanlarindan ibaret degil mi?
Yani C’nin C(Pg)’a ait olup olmadigim sor-
mak bile olanaksiz galiba. Eger C(Pg) son-
lu bir kiime olsaydi, her elemamim tek tek
kontrol ederek istenen 6zellige sahip olup ol-
madigina karar verebilirdik. Ama gimdi?

Galiba hakhsin. Bir gikig noktasi bulmamiz
lazim. C’nin ¢izilebilir bir nokta oldugunu
kabul edip bu varsayimin bir celigkiye go-
tirdigini gostererek dolayh yoldan C’nin
gizilemez oldugunu ispatlamaya ne dersin?

Herhalde siz de Ggretmenime giiveniyorsu-
nuz. Bunu oOnerirken aklinizda bir geligki-
nin nasil iretilebilecegi hakkinda bir fikir
Aksi takdirde bana bu yontem
ugsuz bucaksiz bir ormanda kaybolmak gi-

Vi xlll?

bi geliyor. Ustelik sonsuz tane aqinin iige
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béliinebilir oldugunu biliyoruz. Ben olsam
bu yola gitmezdim.

Peki, tekrar diigiinelim. Sikintimiz neydi?

Ozet olarak, verilen noktalardan hareketle
gizilebilir olan noktalardan bagkasinin “adin
koyamamak” ve sonsuz bir kiimedeki nok-
talan teker teker kontrol edip problemimizi
¢Oziip ¢6zmediklerine karar verememek.

- Yani iki ig yapmaliyiz. Once “her noktaya
bir ad verme” yéntemi; sonra da “bu adla-
ra bakarak bir noktanin gizilebilir olup ol-
madigina karar verme” yolu bulmaliyiz.

Nigin analitik geometriye ge¢miyoruz? Uy-
gun bir sisteme gore noktalarmizi ko-
ordinatlarsak sadece her noktaya, onu
digerlerinden ayran bir “ad”, “kimlik”
vermis olmakla kalmayiz, problemimizi ce-
birsel bir probleme, sayilar ve say1 kiimeleri
ile ilgili bir takim 6nermelere cevirmig olu-
ruz. Bu, belki, ¢izilebilir noktalar1 karakte-
rize etmek igin de bir yéntem verebilir.

Problemimize dénerek bu fikri tatbik et-
meye cahigalm. Olgiisii a olan ag (3.
gekildeki gibi) A,0, B noktalan ile verilmig
olsun. OA 1gmm pozitif z-ekseni O’yu
baglangic noktasi ve |OA|’y1 birim uzunluk
olarak alalim. Boylece O’nun koordinat-
lar1 (0,0), A’min koordinatlan (1, 0) olacak
sekilde bir koordinat sistemi se¢mig olalim.
Buna gére OB dogrusu ile O merkezli |0 A|
yarigapl gemberin kesigimi olan cizilebilir
A’ noktasinin koordinatlan (cos a,sina) ve
amag noktamn koordinatlar1 (cos §,sin £)
olur:

Ve buna gore P, = {(0,0), (1,0),
(cos a,sin )} olup (cos 2, sin $)iin C(Py)’a
ait olup olmadigim sorabiliriz.

Bu arada hemen su goézleniyor;  Bir
(z,y) noktasimin cizilebilir bir nokta olma-
s1 icin eksenler iizerine izdiigiimleri olan

(2,0),(0,y) noktalarimin da gizilebilir ol-
[Neden?] Bu-
na gore baglangic noktalarinin koordinat-
larina baglangic sayilari ve bu noktalar-
dan hareketle gizilebilir noktalarin koordi-
natlarina “baglangi¢ sayilarindan hareket-
le cizilebilir sayilar” dersek, bir geomet-
rik cizimin bizim aletlerimizle yapilabilmesi
demek ¢izimin ama¢ noktalarimin koordi-
natlarinin baglangig sayilarindan hareketle
cizilebilir sayilar olmalan demektir.

malan gerek ve yeter.

Ben birgey daha eklemek istiyorum. Pg’daki
noktalardan P noktasmn cizilebilir olmasi
P’nin C(Po) = U, P; kiimesinde olmas de-
mektir, dedik ama, aslinda her ¢izim sonlu
adimda gergeklegtirilecegi ve dolayisi ile an-
cak sonlu tane “ara” nokta kullanacag igin,
belki, P’nin ¢izilebilir olmasim gdyle anlat-
mak daha uygun: Py = {A4;,A4s,...,A:}
olmak iizere gimdi sdyleyecegim kogullan
saglayan sonlu bir

A]_,Ag,...,Ak,Pl,Pg,...,P,-

noktalar dizisi kurulabilirse ve ancak bu du-
rumda P noktasi Py’dan gizilebilir bir nok-
tadir. Kogullar gunlar:

i) Her 1 <4 < r tam sayis1 igin P; nok-
tas {AI'A'h- ")Ak’PI’P23'-'1-Pi—1}
kiimesinden bir adimda cizilebilir.

ii) P=P,.

Tamam. Bu gdzlemi “cizilebilir bir nok-
ta, bir cizilebilir sayilar ciftidir” gozlemi ile
birlegtirirsek gdyle diyebilir miyiz? Veri-
len Py kiimesindeki noktalarin koordinatlan
olan sayilarin kiimesi Ky = {ay,as,...,a,}
olsun. Bir z reel sayisinin bu K, o kiimesinden
hareketle ¢izilebilir bir say:1 olmasi demek
sonlu dyle bir

01,0250y 03, T1,22y...,T

sayllar dizisi var olmasi demektir k, z =
Ty olsun ve her i € {1,2,...,n} i¢in z;
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sayis1 K; = {a1,02,...,05,%1,%2,--- ,Ti—1}
kiimesinden bir adimda gizilebilir olsun.

Fakat bu son tamim pek net olmadi. Cebirsel
bir dnerme haline getirmek istedigimiz kogul,
geometrik kihg ile ifademize sizdr. Bir
sayimn, verilen sonlu bir sayilar kiimesinden
bir adimda cizilebilir olmasi, ne demek?

Bunun icin K = {v1,¥2,---,¥m} € R ve-
rildigi zaman koordinatlari bu kiimeden ah-
nan noktalardan hareketle bir adimda cizile-
bilir olan noktalarin koordinatlarimn K’daki
sayilarla iligkisini anlamamiz lazim. Gel,
tahtaya gegelim.

(a,b),(c,d) noktalarindan gegen dogrunun
denklemi

(d-b)(z-a)—(c—a)(y—-b)=0

dir. a1z + bly = c¢1,a2T + bzy = C3
dogrularinin kesigim noktasi, paralel degil
iseler, yani a,ba — azb; # 0 ise

(6152 —caby ayey — 0201)

a1b; — azby’ ajby — azby
dir. Buna gére koordinatlan K =
{v1,¥2,.-.,Ym} saylar kiimesinden alinan
farkl noktalardan gegen dogrularin kesigim
noktalarimin koordinatlari K kiimesinin el-
emanlarim1 uygun sgekilde toplayip, gikarip,

carpip, bolerek, yani dort temel iglemle elde
edilebiliyor.

Simdi ¢izilebilir bir ¢gember ile, cizilebilir bir
dogrunun kesigim noktalarina sira geldi. Bu-
nu da ben ifade etmeye galigayim. Merkezi

(a,b) noktasi ve yaricapt R olan g¢emberin
denklemi

(z—a)* +(y-b)* = R?,
yani
2?4+ y -2z —2by+a’+b°-R2=0

dir. Tki (a1,b1),(az,b;) noktalan arasindaki
uzakhgin karesi de

(a1 - 02)2 + (b1 — bz)2

dir. Buna gore koordinatlar1 K’dan alinan
iki nokta arasindaki uzaklhg yaricap ve ko-
ordinatlar1 K dan ahnan bir noktay: mer-
kez olarak kabul eden bir ¢ember, puq,u; ve
p3, K’daki saylardan toplama, gikarma ve
carpma iglemleri ile elde edilen sayilar olmak
ilizere

22+t +py+ps=0

geklinde bir denklemle verilir. Koordinat-
lan K'dan alinan iki farkh noktadan gegen
bir dogrunun denklemi ise yine vy, vz, v3 aym
tipte sayilar olmak iizere

(v1,v2) # (0,0)

idi. Dogrunun denkleminden bilinmeyenler-
den birini digeri cinsinden ¢ozer ve gember
denkleminde yerine koyarsak ve geri kalan
degiskene t dersek

T + VoY = V3,

P?+ut+v=0

geklinde ikinci dereceden bir denklem bulu-
nur. Bu arada u ve v sabit sayilar1 K’daki
sayllar1 uygun sekilde toplayip, c¢ikanp,
carpip, bolerek elde edilen sayilardir:

Iki gizilebilir cemberin arakesit noktalarim
ayrica diigiinmemize lizum yok. Ciinkii bu
noktalan ¢emberlerden biri ile bu arake-
sit noktalarindan gegen ¢izilebilir dogrunun
arakesit noktalam olarak da gorebiliriz.
Dolayis1 ile senin anlattigin duruma in-
dirgenmig olur.

Sonug olarak, verilen bir K sayilar kiime-
sinden hareketle bir adimda gizilebilir say:
demek A,B ve C,K daki sayillardan sonlu
sayida toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve (sifir-
dan farkl bir say ile) bélme iglemleri ile el-
de edilebilen herhangi sayilar olmak iizere
A + B+/C seklinde olan bir say1 demektir.
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- Bravo, bundan daha iyi olamazd.

- Ovgiine tegekkiir, ama dikkat! Bir fik-
ri sicrama yapmadik mu? Acelecilik edip
Hakki, batilla kangtirmadik m?

Biraz durun... Son hiikmiiniize kadar
koordinatlann K dan ahnan mnoktalardan
baglayarak bir adimda cizilebilir olan nok-
talarin koordinatlarimin K daki sayilara ce-
birsel olarak nasil bagh olduklarini tesbit
ettik. Zannederim buraya kadar bir hata
yok... Haa, anladim. Buldugunuz sadece
gerek bir kogul, yeter olmayabilir. Bu tip-
teki her sayimin gergekten cizilebilir bir nok-
tanin koordinatlar: olarak gériilecegini, yani
gizilebilir bir say1 oldugunu gostermedik.

- Tamam. Fakat biz kendi problemimizde bir
imkansizlik ispat1 yapmay1 umdugumuz icin,
belki sadece bu gerek sart ile yetinebiliriz.
istersen yeterlilik meselesini simdilik ertele-
yelim. [Bu sartin yeterli de oldugunu ispat
edin.]

- Peki. Simdi bakalim, bizim problemimizde

durum ne?

- Agyr iice bdlme probleminde baglangig

sayilar kiimemiz Ko = {0,1,cosa}. Bu
sayilar1 doért igleme tabi tutarak biitiin ras-
yonel sayilar1 ve n,m € Nve:=0,1,...,,n

i¢in a; € Q,7 = 0,1,...,m igin b; € Q ve
payda sifir olmamak iizere

ao + aycosa + azcos’a+ -+ ay cos” a
bo + by cosa + by cos2a + -+ + by, cos™ &

geklindeki biitiin sayilan elde edebiliriz.
Bu sayilanin kiimesini Fp = Q(cosa) ile
gosterelim. Ko kiimesinden bir adimda
cizilebilir bir say1, a;,b; ve ¢1, Fo'in uygun
elemanlar: olmak iizere a; + bl\/El geklinde
bir sayidir. [Neden?] K; = {0,1,cosa,a; +
biy/c;} sayillanm dért igleme tabi tuta-
rak elde edecegimiz sayilar kiimesini F} ile
gosterirsek, F1 = {a + b\/c,|a,b € Fo} olur,

¢iinkii bu kiime Fy ve a; + b14/¢c, say1sim
igerir ve ayrica dort igleme gore kapahdir:

(6 + b/q)t(a +¥Ve)=

(@ £ o)+ (bx¥)Ve

(a + b/e)(a' +¥ve)=
(aa’ + bbe;) + (ab’ + a'b)ve,

ve a,a’,b,b) € Fp ise a + a',b + V,ad’ +
bb'cy,ab! + a'b de Fp a ait olacagindan top-
lama, qkarma ve garpma i¢in sorun yok.
Ve, € Fy ise Fi = Fp olacagindan /¢, & Fo
farzedebiliriz. Bu durumda a’,¥ € Fp olmak
iizere a’ +b'\/c, # 0ise ' — b’ /¢, de sifirdan
farkl ve
at+bfe, (a+ by/e,)(a' — b'V/e,)

TV | (@P—al)
aa’' —bb'c; —ab' +a'b
- (a’)’ =il cl(b’)2 + (a:)z = cl(b:)z ‘/‘-’l
ve a,b € Iy ise
aa’ — bb'cy —ab' + a'd

@F-al? = @P-a@)y

de Fy’a aittir. Dolayis: ile F;’in sifirdan
farkh elemanlan ile bélme yaparak da Fj 'in
disina gkmak, Fj’de bulunmayan bir reel
sayl elde edebilmek miimkiin degil. Fi'i
Fy = Fy(/¢,) ile gosterecegiz. Buna gore
bir z reel sayis1 K; kiimesinden bir defa-
da cizilebilir ise, F’in uygun ag,bs,c2 ele-
manlan ile z = a3 + by4/c, yazilabilir, ya-
ni z, F, = Fi(v/e;) = {a + by/c;|a,b € Fy}
kiimesine aittir. F3,K; = {0,1,cosa,a; +
b1v/¢;, a2+ b2+/c, } sayllanna dért iglemi tat-
bik ederek elde edecegimiz sayilar kiimesidir.
Bu gekilde de devam edecegiz.

Yani o olgiili aginin sadece cetvel ve per-
gel kullanilarak ii¢ esit pargaya ayrilabilmesi
durumunda IR reel sayilar kiimesinin Fy =
Q(cosa) alt kiimesinden baglayarak d&yle
R, F,,...,Fy alt kimeleri bulunabilir ki

i) Her i ='1,2,...,m igin F; kiimesi F;_;
kiimesinden uygun bir ¢; € Fi_; ile
F; = Fioi(ve;) = {a + by/cila,b €
F;_,} geklinde elde edilir.
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ii) cos § sayis1 Fy, kiimesine aittir.
gartlar1 saglanir.

Ayrica bu alt kiimelerin her biri de toplama,
cgikarma, carpma ve sifirdan farklh elemanlar-
la bélme iglemlerine goére kapalidir.

- Iyi ve giizel ama, dogrusu gsimdiye kadar
problemin ¢oziimii ile ilgili birgey yapa-
madik gibi geliyor bana. Sadece ¢6ziimii
bulabilecegimizi umdugumuz bir alana, ce-
bir alanina, problemimizin tam ve kesin bir
terciimesini yapabildik. Peki, ¢dziim?

- Herhalde aradiimiz noktanin verilen nok-

talarla baglantisimin ne oldugu iizerinde
diigiinmemiz gerekiyor.

- Yani, cosa ile cos § arasindaki iligkiyi.

- Fakat bu trigonometrik bagintilar vasitasi ile
kolayca ifade edilebilir.

cos(3v) = 4 cos®y — 3cosy
dir. a = cos § dersek
4a® - 3a—cosa =10
olmali.

- Buna gore o agis1 sadece pergel ve cet-
vel kullanarak iice ayrlabilir ise Gyle bir
m > 0 tam sayis1 ve reel sayilar kiimesinin

oyle Fy, Fy, ..., Fy, alt kiimeleri vardir ki su
sartlar saglanir:

i) Fo = Q(cosa)

ii) Her k¥ € {1,2,...,m} icin F} kiimesi
Fy—1 kiimesinden, ¢ € Fix_1,/c; &
Fy—1 olmak iizere Fy = Fy_1(v/¢,) =
{a + b\/ci|la,b € Fi_1} seklinde elde
edilir.

iii) 423 —3z—cosa = 0 denkleminin F,,’de
bir koki vardir.

- Su halde, uygun bir a igin, bu kogullarin sag-
landigini varsaymanin bir celigki dogurdugu-
nu gormeliyiz.

1

Nigin bir iki deneme yapmiyoruz. a = 60°
alalim.

O zaman Fy = Q ve denklem 42°-3z—-1 =0
olacak. Burdan 2z = t dersek t3 — 3t — 1
cikiyor.

Bu denklemin Fy = Q’da bir koki yok. [Ne-
den?]

Qimdi ne olacak? Bu denklemin ko&klerini
bulmak miimkiin olsa bile, ki ben iigiincii
dereceden bir denklem genelde nasil ¢oziilir
bilmiyorum, bu saymin istedigimiz tipte
bir say1 olup olmadigin1 nasil bilecegiz?
Diger taraftan F,, kiimelerinin sadece ne
tip olduklarimi biliyoruz. Bunlarin ne
olduklar1 hakkinda higbir bilgimiz olamaz-
ken reel sayilar kiimesinin F,, tipi alt
kiimelerinde nasil ¢6ziim arayacagiz? Galiba
yaptiklarimiz bir geye yaramadi.

Dur bakalim, hemen yilma, azmini kirma.
Bak bakahm dagarcifina, belki ise yarar
birgey vardir.

Yoruldum artik.

Bak gimdi! Neredeyse isi pisirip kotarmigken
son adim atman engelleyen bu yilginhk her-
halde zirveye varmak iizere oldugumuzun bir
miijdesidir, ama ona kanmaz, miicadelene
devam edersen. Unutma ki her caba, biraz
da kendimizi yapma ugragidir. Hadi dav-

ran, a + by/c seklindeki sayilar hakkinda ne-
ler sGyleyebilirsin?

Aklima sadece paydas: a+ b,/c geklinde olan
kesirleri a — b\/c ile genisletip payday: ras-
yonel yapmak geliyor.

Ben de sunu hatirhyorum: a,b ve ¢ rasyonel
sayilar ve \/c rasyonel degil ve a+b,/c rasyo-
nel katsayili bir polinomun kékii ise a — b\/c
de aym polinomun bir kékii oluyordu.

Karmagik sayilardaki eglenik olma iglemine
benziyor bu sdylediginiz. Reel katsayih bir
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polinomun z = ¢+ dv/—1,¢,d € R geklinde
bir kokii varsa z’nin eglenigi Z = ¢ — dy/—1
de ayn1 polinomun bir kokiidiir.

Heyecan verici bir benzerlik, fakat bunu
nasil kullanabiliriz?

Acaba a,b,c € Frr_y ve /¢ &€ F,,_1 olmak
iizere a + b\/c € F,, sayisi1 rasyonel katsayili
bir polinomun kokii ise @ — by/c de bir kok
oluyor mu?

a + by/c’ye (a + by/c)* = a — by/c’yi kargihk
getirme iglemi [a + by/c — a — by/c bagintisi
gercekten Fy,’den Fy,’e bir fonksiyon mu?]
karmagik sayilardaki eglenik alma iglemine
paralel ise, yani a;1,b1,a2,b2 € Fr,_1 ve 21 =
a1 + b1/c, 22 = az + bay/c olmak iizere

i) (z1 £ 29)* = 2 £ 23,

ii) (z122)* = 2723, ve
111) zZ = Z; &z € Flna
gartlar1 gergekleniyorsa, istedigin oluyor,
¢inki f = ap+ a1z + -+ + a,z™ katsayilan

rasyonel olan bir polinom ve a,b € Fy,_; ol-
mak iizere f(a + by/c) = 0 ise

0=0* = f(a+bye)
= [ao+a1(a+b\/5)+
+a.(a + b/c)"]*
= aj+aj(a+bd/e) +---
+al(a+ Ve
= ag+ai(a—bye)+---
+an(a' - b\/E)n
= f(a—bve)
olur, ¢iinkii a¢; € Q,7 = 0,1,...,n ve Q C
Fm_1 dir.
“Eglenik” alma igleminin s&ylediginiz 6zel-
liklere sahip oldugu hemen gériiliiyor. [Oyle
mi?]
O halde gimdi rasyonel katsayih ¢3—3¢—1 po-
linomunun a + b\/¢c € F,, (a,b € Fp_1,/c &

Fp—1) geklinde bir kékii oldugunu kabul ede-
lim.

O zaman (a+b/c)* = a—b\/c # a+by/c de
bir kék olacak ve dolayis ile (t—a—b+/c)(t —
a + by/c) polinomu t3 — 3¢t — 1 polinomunu
bélecek [neden?], yani v € Fi, olmak iizere

t3—3t—1=(t—a-byc)(t—a+b/c)(t—u)
elde edilecek.

Buna gore u € F, polinomun bir koki
olduguna gore u* da bir kok olacak. u ¢
{a + by/c,a — by/c} olduguna gore u* ¢
{a — by/c,a + by\/c} yani u = u* olacaktir
[neden?]. Bu da u € F,,,—; demektir. Evet!?

Tamam! Buldum! Kamitlandi! 60 derecelik
acimn sadece cetvel ve pergel ile iige boliine-
meyecegini gosterdik.

Nasil?

F,, kiimesine ait bir kok varsa, F,_;’e ait
bir kokiin de var oldugunu gérdiik. Fakat
gimdi aym diigiinceleri F;,_;’e uygulayarak
Fyn-1’e ait bir kok varsa, F,_z’ye ait bir
kokiin de olduguna hiikmedebiliriz. Boylece
birer birer agagiya inerek Q = Fp’a ait bir
kokiin bulunmas: gerektigini qikaririz. Fakat
polinomumuzun rasyonel kékii yok!

Tamam, kegfetmen gerekeni kegfettin. Boy-
lece sGylesiyi noktalayabilecek konuma da
geldik. Ama tiimiiyle bitirmek miimkiin de-
gil. Su ya da bu bicimde yine ele alacagiz.
Simdilik Allahaismarladik.
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IZOMETRILER

Hiseyin Demir

Bu yazimizda, pek gok ¢izim probleminin ¢6zii-
miinde ve baz1 teoremlerin ispatinda bagarih uy-
gulamalan olan ilging baz1 geometrik déniigiimleri
tamtmak ve incelemek istiyoruz.

1. Tamum ve Ozelikler
Uzakliklarn koruyan, noktalardan noktalara bir
doniigiime izometri deniliyor. Bu doniigiimleri f, g
harfleriyle gosterecegiz.

Bir P noktas: bir f izometrisi ile bir P/ nok-
tasina doniigtiiriliirse,

f:P—> P yada f(P)=PF

yazilir ve P’ ye P nin f altindaki gérintisi de-
nir. Eger ayrica f(Q) = @' ise f nin, uzakhklan

korumasi
|P'Q'| = |PQ| (1)

anlamina gelir. Daha agik soyleyecek olursak, iki
nokta arasindaki uzaklk, tamim geregi goriintiileri
arasindaki uzakhiga egittir.

Teorem: Bir izometri, bir dogru pargasini bu-
na eg olan bir dogru pargasina déniigtirir.

Gergekten, f bir izometri, [AB] bir dogru
parasi ve P € [AB] olsun. O zaman
|AP| + |PB| = |AB| olur. A,P,B noktalarimin
goriintileri sirasiyla A', P', B' ise (1) den |A'P'| +
|P'B'| = |A'B’| olup P’ € [A’B'] oldugunu gosterir
ve ayrnca |A'B’| = |AB| yi verir.

Bu teoremden hemen su sonug cikar:

Sonug: Bir f izometrisi
(a) bir dogruyu bir dogruya
(b) bir 1g1m1 bir 151na
(c) bir iiggeni buna eg olan bir liggene
(d) bir agiy1 buna eg olan bir agiya
(e) bir cemberi buna eg olan bir gembere
doniistiiriir.

flk dért gk, teoremin dogrudan sonuglan olup
son gk gdyle gosterili: Cemberin merkezi A,
iizerindeki degisken bir nokta P ve bunlarn
goriintiileri A', P’ ise |A'P'| = |AP| sabit olup
P' niin geometrik yeri, A’ merkez olmak iizere
|A’P'| = |AP| yangaph bir cemberdir.

Etkisiz ve Etkili izometriler

Evrensel U kiimesinin (diizlemin ya da uzaym)
her P noktasim aym P noktasina déniistiiren izo-
metriye etkisiz izometri der ve bu izometriyi e har-
fiyle gosteririz.

e(P) =P, VPE€ I

e den farkh izometrilere de etkili izometri de-
riz. Boyle bir izometri altinda bazi noktalar bagka
noktalara doniigiir.

Degigsmez Sekiller
Bir izometri altinda kendisine doniigen bir gekle
izometrinin dedigmez gekili denir. Ornegin etkisiz
e izometrisi altinda, her gekil degismez bir gekildir.
Bagka ornekleri §2'de gorecegiz.

Izometrilerin Tersi
Bir f izometrisi altinda f(P) = P/, VP € U
oldugunda bir g izometrisi igin g(P') = P ise g
ye f nin tersi denir ve g izometrisi f~! olarak
yazilir. Buna gore

f(P)=P < fY(P)=P,VPEeU
olur.

2. Diizlemde izometriler
Diizlemde dort tiir izometri yer almaktadir. Bun-
lar da oOteleme, donme, simetri ve yansima
diyecegimiz izometrilerdir. Uzaydaki izometrileri
konumuzun diginda birakiyoruz.

Oteleme .
Diizlemde # = AA’ gibi bir vektor verildiginde,
bir P noktasim

PP = AX
vektorel egitligi ile tammh P’ noktasina doniig-

tiiren doniigiime oteleme ve # vektoriine Gteleme
vektori deriz. Her vektor bir teleme tanimlar.
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Buna gore

i(P)=F

yazanz. Ayrica
Q) =qQ

ise PP'Q’'Q bir paralelkenar (ya da yoz paralelke-
nar) olup |P'Q’| = |PQ| ¢ikar. Bu da telemelerin
birer izometri oldugunu gésterir.

& = 0 Otelemesinin etkisiz, otekilerin ise etkili
olacag agiktir.
Etkili bir % 6telemesi altinda degigmez sgekiller

ancak # yu tagiyan dogru ile # ya paralel olan
dogrulardur.

U otelemesinin tersi ise —4 otelemesidir.

Donme
O sabit bir nokta ve @ € R ise diizlemin her P
noktasini
(i) [OFP'| = |OP|
(ii) JPOP' =«
olarak tamimh P’ noktasina déniigtiiren doniigiime
dénme, O noktasina dénme merkezi, a ya da
donme ag¢ist denir.

Bu dénmeyi (O, a) simgesiyle gdsterir ve
(0,a)(P) =P’

yazariz.
Ql

e

0 P

Ayrica (0,0)(Q) = Q' ise APOQ = AP'OQ’
egligi nedeniyle | P’'Q’| = | PQ| olup donmeler birer
izometridir.

(0,a)7! = (0, —a) olacag agiktir.

k € R ise (O,2kw) ve ozellikle (O, 0) dénmesi
etkisizdir.

Etkili bir (O,a) dénmesinin degigmez gekilleri
ancak O merkezli cemberlerdir. (a # )

Simdi donme ile ilgili gu ¢izim problemini ele
alalim:

Problem: [AB],[A’B’] gibi birbirine eg ve pa-
ralel olmayan iki dogru pargas: verildiginde, [AB]
yi [A' B'] ye gonderen (O, ©) donmesini belirlemek.

A ve B noktalar1 dénme ile kargihkl olarak
A’ ve B’ ye gonderildiginden O doénme merkezi
[AA"] ve [BB'] dogru pargalarinin orta dikmeleri
iizerinde bulunmalidir. Oyle ise bunlarin arakesiti
O merkezini verir.

Dénmenin geregi olarak, donmenin © agis1 da
© =JAO0A' =4BOB’

egitlikleri ile belirlidir.

Ote yandan ABN A’B’ = I ise [AB] — [A’B’
nedeniyle

© =J(AB,A'B") =9BIB’

elde edilir. Bu ise ATA’O ve B'BIO dortgen-
lerinin birer kirigler dortgeni oldugunu gosterir.
Bu da O merkezi icin gu ¢izimi verir: O merkezi

(AIA"),(BIB') cemberlerinin Steki arakesit nok-
tasidir.

Simetri (Noktaya Gore Simetri)
O gibi sabit bir nokta verildiginde, bir P noktasim
O ya gore P’ simetrigine gonderen déniigiime si-
metri denir.

Bu simetriyi O harfiyle gosterip O(P) = P’
yazariz.

O simetrisi (O, 7) donmesi olup simetriler birer
izometridir.

O(P)= P' <= O(P") = P
olup 07! = O elde edilir.

N
-5

- O °\
- ~

.
N
Ql

Soru: O simetrisi hangi dogru ve gemberleri
degigmez birakir?
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Yansima (Dogruya Gore Simetri)

a gibi sabit bir dogru verildiginde her P nok-
tasim a ya gore P’ simetrigine génderen doniigiime

yansima denir.

Bu yansimay1 @ harfiyle gésterip yansima ek-

sent der ve
a(P)=P'
yazariz.
P! d
; o
I I
| |
R
NG~ .
o (s
|
b
l ’
d
i

T

a~! ters yansimasinin yine a yansimas oldugu-
nu goriiyor ve yansimalarn etkili olduklarin: anh-
yoruz,

Soru: Yansima hangi nokta, dogru ve cember-
leri degigmez birakir?

3. Uygulamalar
Simdi bazi ¢izim problemlerinin ¢6ziimiinde ve
bazi teoremlerin ispatinda, dgrenmis oldugumuz
Oteleme, donme, simetri ve yansima izometrileri-
nin herbirinin uygulamalarim ayr1 ayn ele alaca-
g1z.

Bu igi yapmay: denerken hangi izometrinin kul-
lanilacagimi kestirmek sezgiye dayanan bir istir.
Bununla birlikte, baz sade problemlerin ¢ozii-
miinde her zaman gegerli olmamakla birlikte su
kurali uygulanz:

Kural 1: Eger bir problemde
(a) dogrultusu ve uzunlugu verilmig bir dogru par-
cas1 80z konusu olursa, 6teleme
(b) tepesi ve tepe agis bilinen ikizkenar bir iiggen
806z konusu olursa, donme
(c) orta noktas: verilen dogru parcas: séz konusu
oldugunda, simetri
(d) agiortay: ile birlikte bir ag1 s6z konusu ise, yan-
sima

kullanilabilir.

Uygulama 1. Agagda diiz bir d yolu ile ayril-
mig A ve B gibi iki ev (nokta) verilmigtir. A dan
kalkan bir kisi yola varip uzunlugu belli [EF] yo-

lunu yiiriidiikten sonra B ye varacaktir. En kisa
yolu bulunuz.

Coziimii okumadan diiginin. Kuralin hangi
sikki gegerli?

A '
T s —4
N
N\
\
\
\
k)
\
~
E F S»__ B
)

Kural 1a gegerli.
Ay EF otelemesiyle A’ ye gétiirdiigiimizde yolu-
muz [AEFB] yerine [AA’FB] olur. Burada [AA]
sabit olup [A'FB] yolu en kisa olmalidir. O halde
F = A'Bnd olarak belirlenir. Bu da F yi verir.

Uygulama 2. Jekilde, b ve c gibi iki dogru ve
bir A noktas: verilmigtir.

B € b,C € c olmak iizere egkenar ABC ii¢genini
cizmek.

Kural 1b gegerli.
(A,60°) donmesini {b, B} gekline uyguladigimizda
{t/, B'} sekli elde edilir. B’ = C olmas: gerekir ve
C = b’ N ¢ olarak bulunur. Bu da B yi verir.

Uygulama 3. Genel bir ABCD dortgeni igi-
ne, O merkezi verilen PQRS paralelkenarini ciz-
mek.

Kural 1c gegerli.
O noktasi [PR] nin ortas olup {CD, R} sekline
O simetrisi uygulandiginda {C'D’, R'} gériintiisii
elde edilir. Burada R' = P = C'D' N AB olarak
belirlenir.

Benzer olarak @ elde edilir.
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Uygulama 4. ABCD : a,b,¢c,d 4BAC agis1 sabit kalip B niin geometri yeri C' den gegen
=4CAD. bir e dogrusu olur. Probleme cevap verecek B’

Burada, kenar uzunluklan verilen ve bir kogegeni noktasi, e yi B den d ye paralel ola-n dogru ile
bir aqisinin agortay olan bir dértgenin gizimi soz kesigtirmekle bulunur. B’ bulununca 6nce E, son-
konusu. D ra F elde edilir.

Uygulama 6. Teorem: Bir gember igine bir
ABC egkenar iicgeni cizildiginde A kargisindaki
BC yay: iizerinde alinan bir P noktasmmn B ve

C den uzakliklan toplami, A dan uzakligina esit-
tir.

Kural 1 ige yaramuyor. Kural 2 ile CBP iigge-
nine (C,—60°) dénmesi uygulanip CAP’ iiggenini
elde edelim. Béylece [PB] dogru parcasi [PA] iize-
rine tagimmug olur. (isaretli es agilardan)

Kural 1d gecerli.

DAC iiggenine AC yansimasi uygulanirsa D nin
D' goriintiisi AB iizerinde bulunur ve CD'B ii¢- A
geni a — d, b, ¢ kenarlanyla belirlidir. D' niin AC

ye gore simetrigi de D yi verir.

Simdi Kural 1'in gegerli olmadigi su uygulama-
y1 ele alalim. ‘
Uygulama 5. Bir ABC figgeni ve bir d B > -
dogrusu verildiginde [AC), [AB] iizerinde ‘,
(i) EF//d P
(ii) |BF| = 2|CE]| i
olmak iizere E ve F noktalarim gizmek. Geriye |PP'| = | PC| oldugunu gostermek kalr.

Bu da P'PC nin egkenar olmas1 sonucudur.

Uygulama 7. Fermat Problemi: Dar agqh
bir ABC ii¢geninin icinde, kdselerden uzakliklan
toplami en kiigiik olan F' noktasim bulmak.

A

Kural 1'in gegerli olmamas: halinde, gu kurali
uygulanz: w\ )
Kural 2 Uygun bir izometri ile geklin bazi ele-
manlan bagka elemanlarin yamna tagiur. Elde ?
edilen yeni sekil incelenip ¢oziime gotiirecek baz |PA[ + |PB| + |PC| toplamim kesik bir ciz-
bagmtilar elde edilir. ginin uzunluguna cevirmek iizere ABF ticgenine

o _ (B,60°) dénmesini uygulayip A'BF' goriintiisiini

Bu kurah uygulamak griis ve sezgiye dayamr. g)de edelim. BFF' niin eskenar iiggen olmast ne-

Simdi Kural 2yi uygulayarak Uygulama 5%n deniyle lurik cizgimiz [A’F'FC] olur. Bunun ise
¢Ozlimiinii elde etmege caligalim. en kisa uzunlugu |A'C| dir.

[BF) yi bir dteleme ile [B'E] dogru pargasina Oyle ise F noktasi A’C iizerinde bulunmahdir.
gonderebiliriz. Ortaya EB'C gibi E ags1 sabit ve Bu da

iki kenar uzunlugu orantili bir iicgen gtkar. EF  JBFC = 180°— JBFF' = 180° - 60° = 120°

dogrusu d ye paralel olarak degistiginde B'CE
& 1° DAREE SR SRS verir. O halde F noktas: [BC] yi 120° altinda gé-
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riir. Benzer olarak oteki iki kenar1 da 120° altinda
goriir. Bu noktay: belirlemek igin gu ¢izimi veri-
yoruz:

1. ABC nin kenarlan iizerine digtan
XBC,YCA,ZAB eskenar ticgenleri cizilir.

2. AX,BY,CZ dogrulan F de kesigir.

Uygulama 8. Teorem. Dar agihi bir iiggende
i¢ licgenlerden gevresi en kiigiik olam ortik ii¢gen-
dir.

Bir ABC iicgeninin ortik ii¢ggeni, kogeleri, yiik-
sekliklerin kenarlar iizerindeki ayaklari olan ii¢-
gendir.

Dar agihh bir ABC nin DEF ortik iicgeninin
bilinen bazi 6zellikleri gunlardir:
1. ABC nin yiikseklikleri DEF nin ig agiortayla-
ndir,
2. ABC nin kenarlar1 DEF nin dig agiortaylari-
dir,
3. ABC ~ AEF ~ BFD ~ CDE,
4, IBDF =4CDE =<BAC.

Ispat: Dar agih iicgen ABC ve bir ig ticgeni
DEF olsun. D yi sabit birakip en kiigiik gevre
veren E ve F noktasini bulalim.

Uygun bir izometri kullanarak cevreyi kirik bir
cizgiye doniigtiirelim. D nin CA ve BA yansima-
larina gore D,, D3 simetrilerini aldigimizda kink
¢izgimiz [D4E F D3] olur.

B

D,,Da sabit olup kink ¢izginin en kisa
uzunlugu |D;Ds| olur. |AD| = d ise |AD;| =
|AD3| = d ve 4D3AD3 = 2A olup AD;Ds ikiz-
kenar ticgendir ve

|D2D3| =2 dsin A

bulunur. Burada sin A sabit olup en kiiciik gevre-
lerin d = |ADg| = h, olmaldir, yani [AD], ABC
nin [ADo) yiiksekligi olmahdr.

Bu durumda D3 D3 iin AC ve AB yi kestikleri

Ey ve Fy noktalarinin oteki yiiksekliklerin ayaklan
oldugunu gosterelim.

Bunun icin JCDoEp = A ya da 4DoEoC = B
oldugunu goéstermek yeter.

Gergekten [DoDs),[Do D3] iin ortalan Us, Us ise

JCEsDo = {CEoBy =4CEoB; =3FEoA
JUsUzEo =3UsDoA =3DoBUs = B

B

Asagdaki iki uygulamay: kendiniz ¢oziiniiz.

Uygulama 9. Esitkenar bir ABC' iicgeninin
i¢ine, D tepesi [B(] iizerinde [EF] tabami BC ye
paralel olan DEF iiggeni ¢iziniz.

Uygulama 10. Bir d dogrusu ile bunun aym
tarafinda iki cember verildiginde d ya paralel olup
cemberlerden eg kirigler ayiran bir dogru ¢iziniz.

Kaynak
PETERSEN, J., Geometri Problemleri i¢in Metot-
lar ve Teoriler (Ceviren: F. Giirsan), Sirketi
Miirettibiye Basimevi, Ist., 1943.

—_—

=1

2l =32

1H4 4! 4 5! = 145

4! + 0! + 5! + 8! + 5! = 40585
Bu ozellikte bagka sayilar bulabilir misiniz?

________




OLIMPIYATLAR o4

DOGRUSAL INDIRGEMELI DIZILER VE

SICRAYAN KURBAGALAR

Albert Erkip

Once gegen sayidaki problemleri yanitlamakla
ige baglayalim.

(1)

(2)

3)

Tn42 = 2Tp41 — Ty, dizisini buldugumuz yol-
dan gbzmeye cahigirsak r2 — 2r + 1 = 0 denk-
lemi gikar. Kékler r; = 2ry = 1. z, = Cri+
Dr3 goziimiinde C, D katsayilarim bulalim.
Baglangig degerlerinden:

C+D =1
C+D =3

Igler kangt:: Bir celigki bulduk, demek ki
gecen sayidaki yol bu kez yiiriimedi. Bagka
bir yol deneyelim. Sirayla terimleri in-
dirgeme bagmntisindan hesaplarsak, diziyi
1,3,5,7,9,... olarak gériiyoruz. Bu bir arit-
metik dizi; genel terimi de z, = 2n — 1.
(Bunu kanitlayabilir misiniz?)

tntz = (2Tn41)%/(zn)? bagintisi Once
gordiiklerimize benzemiyor. Ama bunun
logaritmasim alip y, = logz, diye yeni bir
dizi tamimlarsak, y, icin Yn42 = 3Yn+1—2¥n
buluruz. y; = logz; = logl = 0, w2 =
logz, = log10 = 1 degerleri de var. O
halde y, = 2"! — 1, aradigimz dizi ise
z, = 102"-1),

Fibonacci dizisi 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89, 144,.... Bu terimleri iice bolip kalanlar
siralayalim: kalanlar 1,1,2,0,2,2,1,0,1, 1,
2,.... Goriilen, kalanlar dizisinin 8 terimde
bir tekrarladigi. Bunu nasil kanitlayabiliriz?
T, terimini iige bdlince kalan tam sayiya
rn diyelim. zp42 = Zn41 + Z5n oldugundan
Tnt2 Y@ Tnt1 + Tn ye ya da bu saymn iigle
bolindiiginde kalanina egit. Modiiler arit-
metik igimizi kolaylagtirabilir. Ciinkii bu son
dedigimiz

Tn42 = Tne1+ Tn (mod 3)

olarak ifade edilir. Yani kalanlar da bir tiir
Fibonacci dizisi. Hesapladigimiz terimler-
den 7y = r = 1 ve rg = 119 = 1. O halde
1 =13, 712 = T4,...,Tn48 = Ty Olacak.

9imdi 7, lere bir kez daha bakalim. r4 =
r¢ = 0. O halde bunlardan 8 sonraki
12,16,20,24,... terimleri hep sifir. Bu da
Fibonacci dizisinde 4,8,12,...,4n-inci te-
rimlerin tigin kati olduklarimi kamthyor.

Begin kat: olan terimleri bulmay: da size
birakalim.

(4) Bir sayimn son rakami, sayiy: onla boldii-

giimiizde elde ettigimiz kalandir. Fibonacci
dizisindeki terimlerin son rakamlarina r, di-
yelim. 3. problemdeki gibi r, igin rp42 =
Tn+1 + ™ (mod 10) bagintis: vardir ve bu
dizinin kendini bir yerden sonra tekrarlamas:
igin Ty = Tm4ky Tm+1 = Tm4k+1 Olmasi ge-
rekir. Bu durumda indirgeme bagintisindan
dizinin ilk m terimden sonra kendini k te-
rimde bir yineledigini kamtlayabiliriz.

O halde r,'lerin tekrarlamip tekrarlan-
madigini anlamak icin sabirla dizinin te-
rimlerini yazip ardigtk (7pm,7m41) ciftinin
tekrarlamp tekrarlanmadigina bakmak ge-
rekiyor. Yanlg yapmadimsa (rep,7e;) ¢ifti
(1,1) yani (r1,7). Demek ki dizi 60 terimde
bir kendini tekrarhyor.

Ashinda tekrarlama oldugunu gdstermenin
daha zahmetsiz bir yolu da var. O da
§u: (Tm,Tm+1) ciftlerinin alabilecekleri tiim
degerler (0,0),(0,1),(1.0),...,(9,9). Bu
da tam 100 farkh deger ediyor. Biz di-
zinin ilk 101 ardigik cifti (r1,72),(r2,73),
.+ +y(T102, T103) 'l alirsak bunlardan en az iki-
sinin birbirine egit olmas: gerek. Yani Fibo-
nacci dizisinin son rakamlar bir yerden son-
ra kendilerini tekrarlamali.
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(5)

(6)

OLIMPIYATLAR

Bu ikinci verdigimiz kamt matematikte
“cekmece ilkesi” denen bir ilkeye dayaniyor.
Elimizde k tane ¢ekmece, iglerinde de en
az k + 1 corap varsa, en az bir ¢ekmecede
en azindan iki gorap olmalhdir. Bu basit
goriinen ilke ile ¢ok sayida matematik prob-
lemi kolayca ¢oziilebiliyor. Bir noktaya dik-
kat! Coraplarin hangi ¢ekmecede oldugu
hakkinda bu ilke hi¢ birgey sGylemiyor.
Biz de ikinci kamtimizda tekrar olmasi
gerektigini bulduk, ama hangi terimde ola-
cak, bunu ancak bagka yoldan bulabiliriz.

Para konusunda dikkat etmeli. A bankasina
bakalim. Once iicretini kesip sonra faiz ver-
mesi igsimize gelmiyor ¢iinkii bu durumda
kestikleri 1 milyonun faizini alamiyoruz. O
halde 6biir yolu tercih edecegiz. Bankaya p
lira yatirdik, bir y1l sonunda 0.5p, faiz aldik,
1 milyon kesildi, toplam para p; = po +
0.5po—1 = 1.5pg—1 oldu. Milyonlar yer tut-
masin diye yazmadik. n-inci yil sonundaki
toplam paray: p, ile gosterirsek, aym yoldan
Pny1 = L.5p, — 1 bagintisi gikiyor. Gegen
sayida gordigimiiz gibi bunu ¢6zebilmek
icin 6nce n yerine n + 1 koyup sonra taraf
tarafa cikariyoruz ve pp42 = 2.5pp41— 1.5p,
indirgeme bagintisim buluyoruz. Baglangig
degerleri po ve p1 = 1.5pp — 1 oldugundan
¢Ozim:

Pn =2+ (po — 2)(1.5)".

B bankasinda igler daha kolay, n-inci y1l so-
nunda biriken toplam paraya g, dersek %45
faiz aldigimizdan ¢,+; = 1.45¢,. Bagta pg
lira yatirdik, o halde ¢, = po(1.45)".

Simdi iki bankay1 kiyaslayalim. po miktar
2 milyondan azsa A koti, ¢linki paramiz
artmak bir yana azaliyor, bir siire sonra da
bor¢lu gikacagiz. pg, 2 milyondan fazlaysa
belki ilk yillarda B daha gok gelir getirebilir,
ama uzun vadede (1.5)" dizisi (1.45)"’den
daha hizh arttigindan tercih A olmali.

Kirik basamag) bir kenara birakip kurbaga-
mn herhangi bir anda n-inci basamaga gel-
me olasihgna p, diyelim. Kurbaga bag-
ta birinci basamakta oldugundan p; = 1

(7)

dir. ikinci basamaga kurbaga ancak ilk se-
ferde tek basamaklik bir sigrayis yaparak
erigebilir, bu da 1/2 olasiikla olur. Ya-
ni p; = 1/2. Ugiinciide igler zorlagiyor.
Onun yerine pp4, ye bakalim. (n + 2)-nci
basamaga kurbaga ya (n + 1)-inciden tek
basamak sigrayarak ya da n-inciden ¢ift ba-
samak sigrayarak gelebilir. Bu son iki olayin
da olasihg 1/2. O halde

1 1
Pny2 = §Pn+1 + §p"'

Bu indirgemeli dizinin ¢6zimu

2]

38-inci basamaga gelme olasihg) ise

_2(1 L)

bu da 32; ten biraz kiigik.

Ote yandan 38-inci basamaga basmadan
75-inciye varmak ic¢in kurbaga oOnce 37-
nciye gelmeli (bunun olasihig1 ps7) sonra gift
sicramali (bunun olasihg da 1/2) ve son ola-
rak da 39-uncudan 75-inciye gelmeli. Bu son
ig igin 75 — 39 = 36 basamaklk bir yol ka-
tetmesi lazim ki, bu da birinciden 37-nciye
gitmekle egdeger, olasilig p37. Birlegtirirsek,

aradigimiz olasilik
1 2 ( i
P37 g Pa7= 9 +§3—7) .

n-inci yil bagindaki G sayisma g,, D
sayisina dn, diyelim. Baglangicta tek bir G
var, yani go = 1, dp = 0. Her yil bir G den
bir G ve bir D, bir D den ise bir G ve iki D
oluguyor. Yani

gn+dn
gn + 2dy,

In41

dny1 =

Bu bir indirgeme bagintisi gibi ama iki denk-
lem ve iki bilinmeyen var. Nasil ¢6zecegimizi
kara kara diiginmek yerine birkag terim
hesaplayalim:

a=1d =1 g2=2,dy=3;

g3=05,d3=8 g4=13, dy=21.
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Bu Fibonacci dizisii  Yani tahminimiz
z, Fibonacci dizisi olmak iizere g, =
Ton-1, dn = ZTan. Gergekten de bu-
nu timevarimla kanitlamak zor degil. Bu-
nu size birakip problemi tamamlayalim.
Aradiggmiz d, /g, orani. Fibonacci dizisi
igin

5[5

oldugunu bulmugtuk. O halde

(1 ZCE)Qn 3 (1_ Cs)Zn
2
(1]25)2n—1__(1h 5)2n—1

2

Ton

Ton-1

In

2n — 1 tek bir say1 oldugundan paydadaki
(1J2§)2"‘1 terimi negatif, paydaki ise pozi-
tiftir. Bir kesirin payim biiyiitiip paydasmi
kiigiiltiirsek kesir biiyiir. Yani:
2n '
146
dn ( 2 ) _ 14 V5

On < (1__%@>2n—1 - 9

145 — 1618..., halbuki 5/3 = 1.666...,
daha biiyiik. Demek ki d,/g. hep 5/3 ten
ufak kaliyor.

Xk ok kK

Gegen sayidaki problemlerin ¢oziimlerine
baktik. Simdi de indirgemeli dizilerle ilgili bir-iki
noktaya daha deginelim:

flki birinci problemle ilgili. Yontemimiz orada
iglemedi. Nedeni de tahmin ettiginiz gibi 7, =
olmasi. Genelde bakarsak iki durum s6z konusu:
koklerin farkli oldugu durumda gegen sayida kul-
landigimiz y6ntem igliyor. Kokler tekrarlaniyorsa,
yani ¢ok katli kok varsa biraz degisgiklik yap-
mak gerekiyor. = 7rp ise 0
zaman ¢oziimdeki rf,r3,...,rp terimleri yerine
ri,nrd,n?r}, ..., 0P e} terimlerini almak gere-
kiyor. Bu dediklerimizin kamt: burada vermek
icin fazla uzun ama gegen sayida degindigimiz
“Indirgemeli Diziler” adli kitapta var.

Ty, = T3 = »--

Ikinci nokta son problemle ilgili. Burada tek
bir indirgeme bagintis1 yerine iki bilinmeyenli iki
indirgeme bagintis: bulmugtuk.

gn + dn
gn + 2dn

In+1
dotr = (%)

Bu tiir bir sistemi ¢6zmek igin gegitli yollar var.
Ornegin matrisleri kullanarak bir yontem bulmak
miimkiin, daha fazla ipucu vermeden bunu mer-
akhlara birakalim. Sistemleri ¢6zmenin en kisa
olmasa da kolay bir yolu bilinmeyenlerden birini
yoketmek. (%) sisteminde ilk denklemden d, ’yi
cekelim: d,, = gn41 — gn. 7 yerine n + 1 alirsak
dnt1 = gn+2 — gns1. Bu iki degeri (x) daki ikinci
denklemde yerine koyarsak:

Int2 — Int1 = 9n + 2(gnt1 — 9n)

Toparlarsak gn4+2 = 3gn41 — gn. Buradan once
gn 'yi ¢Ozer sonra da ilk denklemde yerine koyup
dy ’yi buluruz. Yedinci problemi bir de bu yolla
¢oziiniiz!

Dogrusal indirgemeli dizilerle daha g¢ok gey
yapilabilir. Konunun ana hatlarmi, temel
yontemleri 6grendiniz. Artik Olimpiyata hazir ol-
maniz lazim.

Gelelim sigrayan kurbagalara. Altinci problem-
deki kurbagalarin benzerleri Olimpiyat hazirhk
cahgmalarimizda sik sik yer aldi. Biiyiik Olimpik
kurbaga ise 1979’da Londra’da signyordu. 1979
Olimpiyati’nin altinc1 problemi su:

Diizgiin bir sekizgenin kars: iki kogesi A ve E ol-
sun. Bir kurbaga A kosesinden sigramaya baghyor.
E digindaki her késeden kurbaga bir komgu kégeye
sicrayabiliyor. E kogesine gelince kurbaga artik
sigramiyor, orada kaliyor. Kurbaganin A’dan
E’ye tam n sigrayigta gidebilecegi degisik yollarin
sayisina a, diyelim. z = 2+ V2, y = 2—/2 olmak
iizere n = 1,2,3,... i¢in

1 -
azn-1=0 ve ag, = —=(2""1-y")

V2
oldugunu kamtlayiniz.

Iyi ganslar!



SORULAR

ALISTIRMA SORULAR!

A6. P. Fermat (1601-1665) tarafindan verilen

b2 - 1)]° _[a@*-a)]’ _ 5
e @+ |

ozdegligini ispatlayimz.
AT. Y242 - Yz + V/z -2 = 0 denkleminin ¢dziim kiimesini bulunuz.

AS8. Bir kenarnna ait h, yiiksekligi, n, agiortay1 ve v, kenarortay: verilen bir iiggeni yalmzca cetvel
ve pergelle ¢iziniz.

A9. ABCD bir dikdoértyiizli

(yani DB L DC,DC 1 DA,DA L DB) ise
ABC iiggeninin d alanim DBC,DCA,DAB
iiggenlerinin a, b, ¢ alanlar tiiriinden bulunuz.

1 1
gy - =9
A10. 4arctan 5 arctan 539

DUZELTME: Say: 1’deki Y1. yarigma probleminde yer alan \/\‘75 +v V2 — 1 ifadesinin dogru sekli

\[\‘/5 +v V2 — 1 olacaktir. Diizeltir, éziir dileriz.
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YARISMA SORVLAR/

D ¢
Y8. Bir tegetler dik yamugu tabanlara paralel
bir dogru ile kesigtirilerek gevre uzunluklar: egit
ABEF,FECD yamuklan elde edilmistir. |EF|
uzunlugunun ABC D nin kenarlarindan birine egit
oldugunu gésteriniz. F } E
A B

Y7. Yandaki tamdértgende (genel durumlu dért
dogrunun olugturdugu gekilde) belirtilen acilar
arasinda

cos—cos-C—+cos£cos2—cosgcos£
2 2 2 2 2

egitliginin gegerli oldugunu gosteriniz.

Y8. a,b,c sifirdan farkh gergel sayilar olduguna
gore

b z\"! se z\~! /a z)‘l
- = z d = =1 =1
(z+1+c) +(x+1+a) +(z+1+b

denklemini ¢éziiniiz.

Y9. t = -1+ /2 olduguna gore

t dz
/I/t (22 +1)(z* +1)

integralinin degeri nedir?

Y10. Merkezi O ve yarigap: R olan bir ¢gemberin
iizerinde bir O; noktas: almp gizilen (Oy,r) cem-
beri (O, R) yi A ve O de kesiyor. (O3,r) gemberi
(01,7) yi (O, R) nin iginde B de, AB dogrusu da
(O, R) yi C de keserse |BC| = R oldugunu goste-

Tinz.
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PISAGOR TEOREMI; YA ONCESI?

Alev Topuzoglu

/

Pisagor teoremini gogumuz biliriz. Bir dik iic-
genin dik kenarlarmin uzunluklarim a,b ve hipo-
teniisiiniin uzunlugunu da c ile gosterirsek a,b,c
sayilar arasinda

ad+02 =27

bagmntis1 vardir. Bu yazimizda sadece, kenar uzun-
luklar1 tamsay: olan dik iicgenlerle ilgilenecegiz.
Boyle iiggenleri Pisagor Uggenleri olarak adlandi-
ralim.

Yaygin olarak a,b,c pozitif tamsayilar olmak
iizere a2 + b* = ¢% bagntisim saglayan (a,b,c)
iicliilerine Pisagor Uglileri denir. Ornekler:

(3, 4, 5), (5, 12, 13), (8, 15, 17), (7, 24, 25).

Tahmin edebileceginiz gibi sonsuz tane Pisagor
digliisii var. Aslinda, 2 den biiyiik her a tamsay:-
s1 igin, (a,b,c) Pisagor iiclisii olacak gekilde b,c
sayilan bulabiliriz.

Bunun kamti kolay;

a gift olsun. O zaman 2 a y1 bdler, yani § bir tam-
sayidir.! Tabii bu durumda 4, a? yi béler.! O hal-
de i;ﬁ,“—zj'—“ sayllan pozitif tamsayilardir. Eger
b= “24‘4,:: = %’—‘1 alirsamiz a, b, ¢ nin a® + 5% = ¢2
esitligini sagladigim kolayca gorebilirsiniz. a, tek
ise bir n tamsaysi i¢in a = 2n + 1 geklinde yazila-
bilir. Eger b = 2n2 422, ¢ = 2n%+2n+1 alirsamz
(a,b,¢) bir Pisagor iiglisiidir.

Acaba tiim Pisagor iiclilerini (ya da li¢genleri-
ni) bulabilir miyiz? Bu yazida yamtlayacagimz
soru bu.

a=2n+1,b=2n%42n,c=2n%+2n+1 bagn-
tilar kullanilarak elde edilen sayilarn a® 456 = ¢
kogulunu sagladiklan Pisagorcular tarafindan bili-
niyordu; Pisagor M.O. 6. yiizyilda yagayan bir
filozof, matematikci. Sisam Adasi’nda dogdu son-
ra Italya’nin giineyindeki Kroton’a giderek orada
dinsel, ahlaksal, siyasal yonleri agir basan bir okul
ya da topluluk kurdu. Pisagorcular dedigimiz bu
toplulugun iiyeleri evrenin temel/birincil maddesi-
nin tamsayilar olduguna inandiklar igin sayilarin

12,y tamsayilarsa ve ¥ bir tamsay ise z,y yi boler deriz
ve bunu z|y geklinde gosteririz. Ornegin 2|6, ciinkii % =3
bir tamsay1.

ozelliklerine, aralarindaki baglantilara ilgi duyu-
yorlardi. Matematiksel bilgi, mutlak, degigmeyen
tek bilgiydi. Inanclarina gore bir (soyut) mate-
matikgi diinyadaki somut varhiklarla baglant: kur-
mak zorunda olmadig iin kendisine giizelliklerle
dolu bir diinya yaratabilirdi. Bu diigiinceleriyle
matematigin pratik problemleri ¢6zmenin diginda
onemli bir soyut ugrag olarak algilanmasina yar-
dima oldular.

Ancak Pisagor, Iyonyali olmasina kargin mis-
tik egilimleri yoniinden Milet okulu filozoflarinin
(Tales, Anaksimandros, Anaksimenes) bilimsel ge-
leneginden onemli bir ayrlik gosterir. Pisagor-
cu’lann felsefesinde temel giidii Iyonyali’larda ol-
dugu gibi salt bilimsel merak degildi. Vardiklan
baz1 sonuglar, ussal kaynaklardan gok (Orfeci gi-
zemsel) dinden geliyordu ([2], [4]). Bilimsel yon-
temden uzaklagma boylece Pisagor’la baglar ve
Pisagor’un etkisi ondan sonraki pek ¢ok filozof-
ta goriiliir ([4]). Yiizyilar boyunca siirecek olan
rasyonel ile mistik diigiincenin kargithg/catigmasi
ilk kez burada ortaya c¢ikar. Asagida “Onikin-
ci Gece”den aldigimiz kissmda Pisagor’un, ruh-
larin bedenden bedene dolagtigina olan inancina
deginiliyor.

SOYTARI.- Pisagor’un yabani kug hakkindaki
diigiincesi nedir?

MALVOLIO.- Anneannemizin
kugta yagayabilecegidir.

SOYTARI.- Sen bu fikir hakkinda ne distini-
yorsun?

MALVOLIO.- Ben ruhun yiiceligine inanirim,
onun diigiincesini hi¢ de uygun bulmuyo-
rum.

SOYTARI.- Allaha ismarladik. Fbediyen ka-
ranlikta kal. Senin akills oldugunu kabul
etmem igin once senin Pisagor’un digtin-
cesini kabul etmen gerekecektir ve sakin
culluk oldireyim deme yoksa belki onun
viicudundan anneannenin ruhunu ¢ikar-
mag olursun.

W. Shakespeare “Onikinci Gece”

ruhunun  bir
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Pisagorcu’larin varliklari hatta matematiksel
buluglar1 ortakti ve cogu gizli tutulurdu. Bu
yuzden Pisagor’'un matematiginden degil de Pisa-
gorcularin matematiginden bahsetmek daha dogru
olur. Pisagor’'un Kroton’a yerlesmeden 6nce epey-
ce seyahat ettigi ve bu seyahatleri sirasinda Mustr,
Mezopotamya matematigini dgrendigi saniiyor.

Dik iiggenlerin Pisagor teoremi olarak adlandir-
digimiz 6zelligi Pisagor’dan en az 1000 yil 6nce
hem Misir’da hem Mezopotamya’da biliniyordu;
M.0. 1900-1600 yillarindan kalan (tarihi kesin
degil) ve gimdi Columbia Universitesi’nde bulu-
nan Plimpton koleksiyonundan 322 numarah kil
tablette 4 siitun halinde yazilmig sayilar var.

Tablo 1

119 169 1
3367 4825 2
4601 6649 3
12709 18541 4
65 97 5
319 481 6
2201 3541 7
799 1249 8
481 769 9
4961 8161 10
45 7% 11
1679 2929 12
161 289 13
1771 3229 14
56 106 15

Plimpton 322

Tablo 1 son ii¢ siitundaki sayilarin kullandig-
miz sayi sistemine gore yazihigini gosteriyor. Ikinci
siitundaki herhangi bir sayinin karesinden birinci
situnda, ayn: sirada yer alan sayinin karesini ¢1-
karirsaniz gene bir kare elde edersiniz. Yani ikinci
siitundaki sayilar dik iicgenlerin hipoteniis uzun-
luklarini, birinci siitundakiler de dik kenarlardan
birinin uzunlugunu gésterir. Diger bir deyigle tab-
let, 15 degisik Pisagor igliisiinii gdsteriyor. Ama
neden o6zellikle bu igliileri?

Bu soruya yamit verebilmek igin Pisagor iigliile-
riyle ilgili baz1 gozlemlere gereksinimimiz var;

Gozlem 1: (a,b,c) bir Pisagor iicliisii ise her
pozitif k tamsayisi icin (ka, kb, kc) de bir Pisagor
tiglisidiir. O halde;

Tamum: a,b sayilannin 1 den bagka ortak bo-
leni yoksa (ki bu (a,b) = 1 geklinde gbsterilir.)?

(a b, c) Pisagor iigliisiine temel Pisagor tglisi de-
nir.

Demek ki tiim Pisagor iigliilerini bulmak icin te-
mel Pisagor iglilerini bulmak yeterli.

Gozlem 2: (a,b,c) bir temel Pisagor iigliisiiyse
c tek ve a,b nin biri tek degeri ¢ifttir.

Kamt: a,b nin ikisi de ¢ift olamaz ¢iinkii bu
durumda 2, a ve b nin ortak bolenidir. a,b nin
ikisinin de tek oldugunu kabul edelim. Bu durum-

%a,b tamsayllaninin en biyiik ortak béleni k sayisiysa
bunu (a,b) = k seklinde yazanz. Eger (a,b) = 1 ise “a,b
sayilan aralaninda asaldir” denir.
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|AB|? + |AC|? = |BC|? ise AB ile AC arasindaki
aq1 diktir.) ik yazh kamt Oklidin ~ M.O.
300’de yazdigy Elementler kitabinda. Oklid’in bu
kanitlan Pisagorculardan aldig sanihyor.

Yukanda ¢oziimiinii verdigimiz problem; kenar
uzunluklar tamsay: olan tiim dik figgenlerin bu-
lunmasi, ya da bagka bir anlatimla a2 + b? = ¢2
denkleminin tiim tamsay: ¢éziimlerinin bulunma-
s1, sayilar teorisinin en eski problemlerinden bi-
risi. Zamammzin Pisagor iiglileriyle baglantih
inlii problemleri de gelecek sayida...

Gelecek sayiya kadar iizerinde ugragabileceginiz
birkag soru:

1. Alani, verilen bir A tamsayisina esit olan Pi-
sagor ii¢genlerini nasil bulabiliriz? (Merak-
liysamz eger, algoritmay: bulduktan sonra
bunun icin bir bilgisayar program da yaza-
bilirsiniz).

2. Pisagor liggenlerinin alanlari tam kare olabi-
lir mi? (n bir tamsay: olmak iizere A = n?
olas1 mdir?)

3. Cevresi verilen bir (' sayisina esit olan Pisa-
gor iicgenlerini nasil buluruz?

4, Alam cevresinin yansina egit olan Pisagor
ticgenlerini bulunuz.

Kaynakga:

[1] C.B. Boyer, A History of Mathematics, John
Wiley & Sons, 1968.

(2] W.K.C. Guthrie, [lk Cag Felsefesi Tarihi,
Giindogan Yayinlar, 1988.

(3] O. Ore, Number Theory and its History,
McGraw-Hill, 1948.

(4] B. Russel, Bat: Felsefesi Tarihi I, Bilgi
Yayinevi, 1972.

[5] A. Weil, Number Theory, An Approach
Through History, Birkhduser Boston Inc.
1984.
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PASCAL UCGENI]
Yavuz Nutku
“

Pascal iiggeni binom katsayilardan olugan bir
sonsuz diziler toplulugudur:

Bu

tablodaki
sayimn toplamindan olugmakta ve (1 + z)® nin
agihmindaki katsayilan vermektedir. Gegenlerde
Hamiltonyen yap: ile ilgili anti-simetrik diferan-
siyel operatdrleri incelerken kargima buna benzer
bir iiggen qikti:

sayllar  iistlerindeki  iki

Bu tabloda da her say iistindeki iki sayinn top-
lamina egit. Ancak kenarlarinin farkh sayilardan
olusmasindan &tiirii bazi degigik 6zelliklere sahip.
Ornegin ikinci tabloda hemen goriinen kare sayilar
dizisini birincide bulmak miimkiin degil.

Matematik¢i arkadaglara sordugumda, bana
ikinci tablodaki ti¢genin iki Pascal ii¢geninin kay-
dinlarak toplanmasindan hemen elde edilebilece-
gini gosterdiler. Bu nasil oluyor?

Peki, Fibonacci dizisini de Pascal iicgenlerinden
olugan bir iggenin icinde bulmak kabil mi?

l

— T

)

—_——

Bir kartondan kenar uzunluklan

1,1,2,2,2,3,3,4,6, 6, 7

M

olan 11 kare kesip bunlar yanyana yerlegtirerek
bir kare elde edebilir misiniz?

AVLERRRRR LR ERR LR AR
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iINGILTERE’'DE MATEMATIK OGRETIMI

Agagrdaks program Ingiltere’deki matematik kapsamini belirtmek ig¢in “1990 Sylabuses”dan alinmagtar.
Ingiltere’se ogrenim stresi i¢ yiu olup bizim iniversitenin ilk yllarinda verdigimiz bilgilerin bir

kismt orta dgretim siralarinda verilmektedir.
yaniltmamalider.

Bu nedenle programin ¢ok iddial goriniugi okuru

Kisim 1

Polinomlar ve rasyonel fonksiyonlarda cebirsel
islemler, bolim ve kalanla ilgili teoremler. Pay-
dalan

(az + b)(cz + d)(ez + f), (az® + b)(cz + d)

ya da
" (az 4+ b)(cz + d)?

den daha karmagpik durumda olmayan rasyo-
nel fonksiyonlarin kismi kesirlere ayrihigi. Basit
esitsizlikler ve mutlak deger isaretinin kullanihg:.

Genel ikinci derece fonksiyonu, sifir yerleri,
koklerle katsayilar arasindaki bagntilar; kareye
tamamlama, grafikler, en biyik ve en kiicik
degerler.

Karmagik sayilar; toplama, garpma, bolme
(kartezyen ve salt deger-argiman bigimiyle), es-
lenik, geometrik gosterim.

Uslii ve logaritmali ifadeler (taban degistirme
dahil), aritmetik ve geometrik seriler (¥ gosteri-
minin kullaniligi dahil), yakinsak geometrik seri-
nin (sonsuz) toplami. Binom agilim, pozitif tam
iisler, negatif iisler ve kesirli iisler igin gecerlilik du-
rumu. Binom agimimin yaklagik hesaplamalarda
kullanilig1.

IR den IR ye birebir ya da goka-bir déniigim
olarak fonksiyon kavrami. Tamm kiimesi, goriin-
tii kiimesi; bilegke; birebir fonksiyonun ters fonk-
siyonu. Dik koordinatlarda fonksiyon ve ters fonk-
siyon grafikleri. Ustel ve logaritmik fonksiyonlar,
basit ozellikler, grafikleri ve seri agilimlari. Al
temel trigonometrik fonksiyon, periyodik ozellik-
leri, simetrileri, grafikleri. Uygun tamm kiimeleri

ile sin, cos ve tan’in ters fonksiyonlari.
Cemberde élgiler: s = r0, A = 37?0
sin(A + B),cos(A £ B),tan(A + B)

sin A % sin B,cos A £ cos B

formiilleri ile yammag formillerinin kullanihsgy;
sin? A+ cos? A = 1, sec? A = 1 + tan® A gibi 6z-
deglikler. acos® + bsin O ifadesinin 7 cos(© + a)
ya da rsin(© + a) bigiminde yazihs:.

Basit trigonometrik denklemlerin genel ¢6ziimi
(grafikle ¢oziim yontemi dahil). sinz = z,tanz =
z,cosz ~ 1 — 32? yaklagimlan. Siniis ve kosiniis
teoremleriyle ¢oziilen liggen problemleri, iigboyut-
lu uzayla basit problemler (basit durumlar igin,
bir diizlemle bir dogru arasinda, iki diizlem ara-
sinda, iki aykir1 dogru arasinda kalan agilarla ilgili
problemler dahil).

Diizlemde dik koordinatlar. Iki nokta arasin-
daki uzaklk; bir dogru pargasini verilen oranda
bélen nokta; dogru denklemi. Iki dogru arasinda-
ki ag1, diklik ve paralellik kogullari.

y = f(a:),f(a:,y) = 0 Ya da z = f(t):y b
g(t) bigiminde verilen basit egrilerin ¢izimi (gi-
zim egrinin genel bi¢imini ve eksenlerle iligkisini
vermeli). Cemberin dik koordinatlardaki denkle-
miyle parametrik denklemlerinin taninmasi. Bir
egrinin denkleminden simetriklerinin denkleminin
elde edilisi. y = af(z), vy = f(z)+a, ¥y =
f(z—a), y = f(az) gibi basit doniigiimlerin etkisi.

Iki ve ii¢ boyutlu uzayda vektérler; cebirsel is-
lemler, i¢ carpim (geometrik anlami dahil). Bir
vektoriin dogrultusu, yonii ve siddeti. Birim vek-
torler, yer vektorleri, hareket vektérleri; i, j, k




DUNYADA MATEMATIK OGRETIMI

31

birim vektérleri, bir dogrunun r = a4 tb bicimin-
deki denklemi.

Limit kavrami ve tiirevin limit olarak tanimi.
Kirig egiminin limiti olarak tegetin egimi. Cebir-
sel, trigonometrik ters trigonometrik, iistel ve lo-
garitmik fonksiyonlarin tiirevleri (agik olarak, ka-
pali olarak ya da parametrik olarak verilmis ola-
bilirler). Toplamin, ¢arpimuin, béliimiin tiirevleri,
bilegkenin tiirevi.

Ikinci tiirev, tiirevin uygulamalari: egim, teget,
normal, maksimum, minimum, déniim noktalari,
egri ¢izimi, birbirine bagh degisim oranlar, kiigiik
artmalar, yaklagik deger hesaplari.

Toplam limiti olarak ve tiirevin tersi iglem ola-

rak integral (timlev). Yamuk y6ntemi ve Simp-
son yontemi ile yaklagik integral hesaplari. Basit
integrasyon (tiimleme) yontemleri (kismi kesirler,
degigken degistirme pargali tiimleme dahil).

Belirli integraller, diizlemsel alan hesaplan ve
hacim hesaplarinda kullamligi. Birinci mertebe-
den degigkenleri ayrilabilen diferensiyel denklem-
lerin ¢6ziimii.

Kisim 2

Matematiksel timevarim. Basit serilerin top-
lami. Gergel say1 dizilerinin limitlerinin elemanter
olarak ele alinigi, yakinsak sonsuz seriler, fonksi-
yonlarin limitleri.

Permiitasyonlar, kombinasyonlar.  Olasihik
(P(AUB) = P(A)+P(B)-P(AnB), P(ANB) =
P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A) bagntilar1 dahil.)

Bir polinom denkleminin kokleri ile katsayilar
arasindaki bagintilar. Parametrik bicimde ya da
dik koordinatlarda sozgelimi

2
az®+br +c

y -  a?y? = 2¥(a? — 22),
pre+qz+r

y = €°sinz, £ =acos’t, y = asin’t

ile verilmig egrilerin ¢izimi (simetri, asimptot vb.).
Bir egrinin kirig, teget ve normallerinin denklem-
leri, basit geometrik yer denklemlerinin gikariligi.

Elips, hiperbol ve parabole ait standart bigim-
deki denklemler (dik koordinatlarda ve parametrik

bigimde). Elips, hiperbol ve parabolde dogrult-
man - odak ozelligi. (Bu egrilerin diger geometrik
ozellikleri ve genel ikinci derece denkleminin ince-
lenmesi harig).

Karmagik sayilarin kutupsal bigimi. De Moivre
Teoremi, basit trigonometrik 6zdesliklerde ve bir
sayimin koklerinin bulunmasinda kullanilig:.

e'® = cos® + isin® bagintis1 ve vektdrlerin
dondiirilmesinde kullaniligi. Karmagik diizlemde

z—0b

|z — a| = k|z — b|, arg (u) =k

gibi bagintilarla verilen nokta kiimeleri.

Hiperbolik ve ters hiperbolik fonksiyonlar, 6zel-
likleri, grafikleri, tiirevleri, tiimlevleri ve logarit-
mik ifadeleri (6rnegin sinh~'z = In(z + V22 + 1).

Vektorler ve dik koordinatlarla dogru ve diiz-
lemlerin incelenisi. Dig carpim ve basit uygulama-

lar.

Bir denklemin koklerine yaklagma yontemleri,
boylesi bir yaklagk degerin daha da yaklagtirilmasi
(Newton-Raphson yontemi dahil).

Ugiincii ve daha yiiksek mertebeden tiirevler.
Basit fonksiyonlara ikinci (ve daha yiksek) dere-
ceden polinomlarla yaklagma; Maclaurin agihmi.

Integral almada basit indirgeme formiillerinin
gikarihgl ve kullamhgi. Ortalama deger, agirhk
merkezi (diizlemsel alanlar igin), donel ha-
cimler, yay uzunlugu ve donel cisimler igin
alan hesaplarinda uygun cebirsel yontemlerin ve
diferensiyel-integral hesabin uygulanigi. Kolay
orneklerle kutupsal koordinatlarda verilmig egriler
ve bunlarla sinirh alanlar.

Birinci mertebeden diferensiyel denklemlerin
timleme ¢arpam yardimu ile ¢oziilmesi. a,b,c sa-
bitler ve f(z) basit bir fonksiyon olmak iizere

d’y . dy
a=—3 +bd_z+cy_ f(z)

bicimindeki ikinci mertebeden diferensiyel denk-
lemlerin ¢6zimii.



Yazan
P.P.Korowkin

Ceviren
H.Sahinci

Tirk Matematik Dernegi
Yayinlars Says:1

Yazan

E.Beckenbach - R.Bellman

(eviren

H.Yiiksel

Tirk Matematik Dernegi
Yaynlar: Says:10

Kitap 60 sayfaya beg kesimlik bir biitiin olarak yogun bigimde ya-
zilmig birbirinden giizel ve kullanigh egitsizlikler iceriyor. Kitap
§1'de ilgt uyandinic srneklerle baglayip §2'de aritmetik-geometrik
ortalama egitsizliginin 6zel durumlarn, kendisi ve genellemeleri ve-
rilmektedir. §3'de ise bunlardan yeni egitsizlikler iiretilmekte,
§4’te bu esitsizliklerin maksimum-minimum problemlerine uygu-
lamigim ele almaktadir. Kitap Holder egitsizligi ve 6zel durumu
olan Cauchy-Schwarz egitsizligi ve bunlarin dizilerde kullamhs ile

son bulmaktadir.

- Kitap alt1 bolimden olugmaktadir. 1., 2., 3. boliimler gergel say1-

lardaki siralama bagntis: ve cebirsel iglemlerle iligkilerine ait temel
bilgileri vermektedir. Kitaba asil kimligini veren 4. bolimde kla-
sik egitsizlikler baghg ile aritmetik-geometrik ortalama, Cauchy,
Hélder, tigen ve Minkowski eitsizlikleri incelenmektedir. Bolim
5'te bu egitsizlikler maksimum-minimum problemlerine uygulan-
makta ve son olarak Bolim 6’da “uzakhk fonksiyonlan” ile iligki
verilmektedir.




Arithmetic Teacher Dergisi'nin son sayisinda, sckiz
Yagindaki Muratcan Oztiirk'tn buldugu ilging bir gikarma
yontemine (algoritmasina) yer verilmistir. Muratcan'in
algoritmas: gayle agiklanabilir : Verilen iki sayimn
karsilikhi  basamaklarinin isaretli farklanimin cebirsel
toplami iki sayiun farkim verecektir. Omegin 12345 ve
3279 sayilanmin farkim bulahm :

Birler basamaj :5-9=4
Onlar basamag : 40-70=-30
Yizler basamag : 300-200=100

Binler basamag : 2000-3000=-1000

: 10000-0=10000

: 10000-1000+100-30-4=9066

Aritmetik iglemler igin kullandigimiz algoritmanin
Hintliler tarafindan bulundugu ve Muratcan'in
algoritmasina benzer gesitli aritmetik algoritmalar oldugu
bilinmektedir. Muratcan Srnegi 6Frencileri yarauciliga
zendirmenin geregini vurguluyor. Yetenekli genglerin
daha ileri diizeyde matematik iiretmesi dilegiyle.

Onbinler basama

Cebirsel Toplam

~ GENC MATEMATIKCILERIN
_ ETKINLIKLER!

ODTU Matematik Toplulugu, 1988 yilinda, ODTO
Ofrencileri larafindan kuruldu. Toplulugun amac
matematigi olabildigince genig kitlelere tanitmak ve
sevdirmektir. Son iki yilda dizenlenen Matematik
Haftalan ilgiyle izlendi. Ankara liseleri arasinda yapilan
“Liseleraras1 Matematik Yansmasi“na da gok sayida lise
katildi. Bu etkinlikler bu yil da siirdiiriilecektir. Matematik
yanigmas1 hakkinda gerekli bilgi yakinda liselere

yollanacaktir.

Matematik Toplulugu bu yil ayrica "Lise Sohbet
Toplantilar1" diizenleyecektir. Bu toplantilarin amaci
matematikle ilgilenen lise o6grencilerini bir araya
getirmek, Matematik Bo6limil 6gretim {iyeleri ve
6grencileri ile tarigma olanagi saglamakur. Ik toplant
28 Nisan 1991 giinii saat 14.00'te ODTU Matematik
Bélimi'nde
herkese

yapilacaktir. Toplanti ilgilenen

agiktir.

Ingiliz hiikiimetince her 10 yilda bir yapurlan ve

Universite mezunlanimin i§ durumlarim aragtiran
aragtirmalann sonuncusuna gére; bu iilkede en yliksek

iicretleri alanlar matematik mezunlar.

Bu aragtirmanin sonuglan agafidaki cizelgede
verilmigstir.

Meslek Ortalama Gelir
(Sterlin)
Matematik 16.610
Elektrik Miihendisligi 15.250
Fizik 14.330
Biokimya 11.470
Isletme, Hukuk, Muhasebe, Ekonomi 16.480
Mimarlik, Sehir Planlama 12.650
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