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MATEMATIK DUNYASIPNDAN

Dergimiz bu sayisinda dort ayhk matematik
igerigini 32 sayfaya sigdirmamin zorlugunu yagad.
Bu nedenle matematigi daha yogun bir dergi ¢kt
kargimiza. Okuyucu goriiglerine ve yabenc1 tilkelerde
matematik Ogretimine yer veremedik. Oniimiizdeki
say1da okuyucu goriiglerine genig yer ayiracagiz. Liitfen

bize yazmay1 sirdiiriin.

Simdi bu saymn sayfalarina dénelim.

o Kimelerin Niceliji Bu yazsinda Nurettin Er-
gun, daha g¢ok sonlu olmayan kiimeleri ele
alip bunlarin nicelik durumlarin kargilagtinyor.
Nicedir tam sayilar kiimesi, nicedir rasyonel
sayllar kiimesi, nicedir gercel sayilar kiimesi?
Yazidan tam sayilar kiimesi ile rasyonel say1lar
kiimesinin aym nicelikte oldufu ama rasyonel
sayilar kiimesi ile gergel sayilar kiimesinin farkh
niceklikte oldugunu gériiyoruz. Kisaca Nurettin
Ergun bize ‘sonsuzun da sonsuzu var’ diyor.

e Pisagor Teorminin Cegitli fspailan Yazarlar bu
yazilarinda 1gildag Pisagor teoremine gevirmig-
ler. Pisagor’u sahnenin karanlik bir yerine koyup
Pisagor teoreminin birbirinden giizel dokuz ispa-
tin1 aydinlatmglar bir 191k climbiigiiyle.

e Bolinebilmede Yeni Yontemler Fahrettin Akbu-
Jut bu yazisinda ezbere kagmayan ve her sayl
igin kullanilabilen bir béliinebilme kurah (da.ha.
dogru bir deyigle bir tir algoritma) oneriyor. Ik
ve ortaokul dgrencilerinin bile rahathkla anlayip

kullanabilecegi bir yontem.

e Izometrilerin Carptm: Hiiseyin Demir’in bu ya-

2181 gegen sayidaki ‘Izometriler’ yazisimin devamu.
Bu yazida izometrilerin ¢arpim ele alimp bun-
larin gegitli geometri problemlerine nasil uygu-
lanabilecegi gosteriliyor.

99, Matematik Olimpiyatlanina Dojru Al-
bert Erkip bu yazisinda Uluslararasi Metemtik
Olimpiyat1 hakkinda bilgi vererek iilkemizin
bu olimpiyata cesitli agillardan daha kapsamh
katilmasin1 saglamaya galgiyor. Bu katihm
iilkemizde matematik etkinliklerinin benimsen-
mesinde onemli bir yer tutacak.

Bir Egitsizlik Uzerine Ferit Oktem yazisinda
dergimizdeki bir aligtirma sorusunun ne olgiide
geligtirilebilecegini sergiliyor.

Sorular ve Cozimler Algtirma ve yarigma soru-
larina ilgi umdugumuzun ¢ok Gtesinde oldu. Bir
¢ok okura gok zor goriinen sorulara (ozellikle
kapak corusu) ortaokul ogrencilerinin bile an-
layabileceggi ¢oziimler geldi. Coziim gonderen
okurlara tegekkiir ediyor ve degerlendirmede bize
kolayhk saglamasi igin her bir ¢6ziimiin ayr bir
kagida yazilmasim rica ediyoruz. Basanlar.
Waring Problemi Alev Topuzoglu Matematigin

gegmigten giiniimuze seriiveninde dnemli bir yer
tutan Waring problemini ele ahyor.
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KUMELERIN NiCELiGI

Nurettin Ergun

e e e e SO

Biliyoruz ki {1,2,...,10} kiimesinin 10 ele-
mam, {1,2,22,23,...,2!%} kiimesinin ise 101
elemam vardir. a # B olmak iizere
{a,B} kimesi ile {cosnx|n € Z*} kiimesi-
nin ise ikiger elemanlan vardir. Ciinki birin-
cisi {a,B} ikincisi ise {—1,+1} kiimesine esit-
tir. Buna kargihik {cosl,cos2,cos3,...}, Z =
{0,41,-1,42,-2,...} ve {k + V2 : k € Z} kii-
melerinin iglinin de sonsuz sayida fakat “aym
sayida” elemanlar: vardir. Bu ne demektir? Tim
pozitif tam sayilarin kiimesi Zt = {1,2,3,...}
ile, yalmzca tek dogal sayilardan olugsan Z} =
{1,3,5,...} kiimesinin “aym sayida” elemana sa-
hip olduklarini séylemek ya da herhangi iki gercel
say1 arasinda tiim gergel sayilar eksenindeki ka-
dar gergel say1 bulundugunu iddia etmek daha da
gagirtica degil midir? Bu ve benzeri savlan kav-
ramak ve kamitlamak i¢in hergeyden once “aym
sayida” ya da “farkh sayida” elemana sahip ol-
mak, sonlu elemanli olmak kavramlarina mate-
matiksel bir kesinlik kazandirmak gereklidir. A
ve B kﬁmelen’pe, aralarinda bire-bir ve orten
bir egleme (ya da fonksiyon) tanimlanabiliyorsa
(ya da tanimlanabildifi matematiksel bir kesinlikle
kanitlanabiliyorsa) bunlara denk ya da eg kuvvet-
li kimeler denir ve bu olgu kisaca A = B igareti
ile belirtilir. Orten ve bire-bir olan ve bilegkeleri
tammlanabilen iki fonksiyonun bilegke fonksiyonu
da orten ve bire-bir oldugundan gu 6nemli ve temel
gercege ulaginz: A= B ve B = C ise A 2 C olur.
Peki sonlu elemanl olmak ne demektir? Uygun
bir n dogal sayiss igin ZF = {1,2,...,n} kiimesi
tle eg kuvvette olan bir kimeye sonlu elemanl ak-
st halde sonsuz elemanls denir. Bu yazida sonsuz
elemanl bazi iinli kiimelerin neden denk olduk-

lan gosterilecektir. Kiime, fonksiyon, timevarim

(indiiksiyon) ve gergel say1 kavramlan ile “biraz
olsun” tamsmig olmak ve kamtlamalara katilma
cabasi, anlatilanlar1 kavramak i¢in samnz yeterli
olacaktir.

~ Onerme 1: Z2 Z* dir.
Bu onermeyi kanitlamak igin Z den Z“' 'ya

(k) ={

ile tamimlanan f : Z — Z% fonksiyonunun bire-
bir ve orten oldugunu gormek yeter. Asagidaki
sekilde gozlenen bu duruma bigimsel ispat verme-
yi okuyucuya birakiyoruz.

2k +2
—2k —

k>0 ise
1 k<0 ise

'i” =2 -1 0 | 2 3
+ l i 4 — + 3
| |
| |
| |
| |
| |
! |
| |
l \ 0 | 2 3
T + + +
\ \
\ \\,__,// //I
\
AN //
\\ //

N ——

Girig bolimiinde yazilan sonsuz elemanl iig
kiimenin denk olduklarini, okuyucu artik kolayca
gosterebilecektir. cosz = cosy esitliginin ancak
uygun bir k € Z icin y = z 4+ 2kx gergeklenmesi
halinde dogru oldugu, dolayisi ile farkh pozi-
tif tam sayilarda farkh kosiniis degerleri alindign
hatirlanmalidir. Bundan sonraki kamitlarda oku-
yucuda.n daha fazla “katki” istenecektir.

Onerme 2* Son.suz elemanh her Imme bir 62
ait kimesi ile eg kuvvettedir.

X sonsuz elemanli olsun. X — A 1le X kumesme

ait olup da A alt kiimesine ait olmayan elemanlar



KONUMUZ 3

kiimesini gdsterdigimizi animsarsak, adim adim
z1 € X,29 € X—{:B]},$3 € X—{ml,zg},...,mn €

X — {z1,...,Zn-1},... elemanlarin1 tanimlayabi-
liriz.
Simdi X & X —{z,,z3,zs,...} denkliginin ger-
ceklendigini gérmek icin
h(z) = Ton T =1, ise
¢t z¢{x1,22,...,%p,...} Iise
biciminde tanimlanan h X - X -

{z1,z3,2s,...} fonksiyonunun érten ve bire-bir ol-
dugunu gergeklemek yeterli olacaktir ve bu giig
degildir. Sezgisel olarak agagidaki gekilden de
gorebiliriz.

X

gere n R 2 (aab) (fﬂ" ,
Evet herha.ngl iki gercel sayl a;ra.smda. tum
(gergel) say1 eksenindeki “kadar” gercel say1
vardir!. Bunu gérmek igin

b—a 2 b+a
Til T 2

f(z) =

seklinde tanimlanan f : R — (a,b) fonksiyo-
nun bire-bir ve érten oldugu bicimsel bir tamlikla
gosterilebilir ama bunu fonksiyonun agagidaki gra-
figinden de gozleyebiliriz.

Bu egleme gibi cesitli eglemeler yapilabilir.
Netekim, agagidaki sekil de (a,b) arahigiyla IR
arasinda bire-bir ve drten bir egleme vermektedir.

Kamitlamalara ilgi duyan okuyucunun yukanda
tamimalanan f fonksiyonunun -bire-bir oldugunu
Bu
fonksiyonun orten oldugu soyle goriilebilir: Her-
hangi bir ¢ < z < b alindiginda —(b — a) <
2z —(a+b)<b—ayani|2z—(a+b)| <b—ave

d ((b

zorlanmadan gdsterebilecegini umuyoruz.

2z — a(a + b) )-—z
~o)-Pa-(a+ b)) "

f gerceklendigi, dolayisi ile (@,b) araligindaki her

gergel saymin f fonksiyonu altinda bir goriintii e-
leman oldugu anlagilir.

Onerme 4:a<biseR [a,b) dir.

IR gergel sa.ylla.r kiimesi ile [a, b) arali® arasinda
bire-bir ve orten bir fonksiyonunun varhgm
kamtlamak “biraz daha” gaba gerektirir. Sunlan
gozleyelim: eger X,(n = 1,2,...) kiimeleri ken-
di aralaninda ikiger ikiger ayrik, benzer bigimde
Y, kiimeleri de kendi aralarinda ikigerli aynk ve
iistelik herbir n icin X, = Y, ise U Xn =
U®_,Y¥, olur, ¢iinkii h, : X, — Y, Orten ve bire-
bir fonksiyonlar: sayesinde

h(z) = hm(z) (2 € Xpy ise )

seklinde tanimlanan h pargalt fonksiyonu, kolayca
goriilebilecegi gibi hem &rten hem de bire-birdir.
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Dikkat edilirse U3, X, birlegim kiimesinin herbir
elemani, bir ve yalnz bir X,, kiimesine ait olabile-
ceginden, parcali h fonksiyonunun taniminda bir
“belirsizlik” yoktur. Ayrica a; < by ve a; < by
ise, yine ¢; = %(al + b1) ve ¢; = %(ag + b;) orta
noktalarinin yardimu ile

bz—az
bl_al

9 :[a1,b1) = [az,b2); g(z) = (z—c1)+ec

seklinde tamimlanan g fonksiyonun da a; < 2 <
b igin a2 < g(z) < bz gergekledigi, iistelik drten
ve bire-bir oldugu kolayca gergeklenebileceginden
[a1,b1) & [az,b;) iddiasi da gosterilmig olur. Ge-
riye yalmizca bu iki bilgiyi kullanmak ve

[a,b) = [a,xl)U [2!1,272) U [12,$3)U ey

R =[0,1)U[-1,0)U[1,2) U[-2,-1)U---

yazibglarinin  gecerliligini goézlemek kalacaktir.
Burada herbir n dogal sayis: icin z, = b — (b —
a)/2" ahnmigtir. z, € (a,b) gergel sayilarinin ar-
tarak b sayisina istenildigi kadar yaklagtig gozlen-
melidir.

Pozitif tam say: ikililerinin kiimesi olan Z+ x Z*
kiimesinden Z* pozitif tam sayilar kiimesine bii-
yiik usta Cantor’un iinlii kégegen sayma fonksiyo-
nunu tanimlayalim:

V(n,m) ezt x z*
icin
h(n,m)=n+ %(n+m— 2)(n+m—1).

Dikkat edilirse (n + m — 2)(n + m — 1) negatif ol-
mayan tam sayisi, iki ardigtk tam sayinin ¢arpimi
oldugundan daima cifttir. O halde herbir (n,m)
pozitif tam say: ikilisi i¢in A(n,m) bir pozitif tam
sayidir. Junlan gozleyelim: Eger n+m < n* 4+ m*
ise h(n,m) < h(n*,m*) olur, ¢iinkii dikkat edilir-
se, n + m < n* + m* — 1 ve sonugta h(n,m) <
(n+m—-1)+1(n+m-2)(n+m-1) = §(n+m)(n+
m—1) < 3(n* + m* - 1)(n* + m* - 2) < h(n*,m*)
gegerli olacaktir. O halde h(n,m) = h(n*,m*) ise

zorunlu olarak énce n + m = n* + m* ve dolayis:
ile sonra

h(n,m) — %(n+ m—1)(n+m-2)
= h(n*,m")
—%(n" + m* — 1)(n* + m* - 2)

= n

ve sonugta (n,m) = (n*,m*) egitlikleri gegerli o-
lacaktir. Neden? Demek ki & bire-bir bir fonksi-
yondur. h iistelik 6rten bir fonksiyondur, ¢iinkii
herbir N pozitif tam sayisi, tek tirli belirli bir n
dogal sayis1 sayesinde

n(n+1) n(n+1) n(n + 1) +
2 2 2

pozitif tam sayillarindan birisine egittir;

S ) S n

bu
sav okuyucu tarafindan N sayilarn iizerinden
timevarimla kolayca gosterilebilir.

n(n + 1)
T = h(n, 1)

ve 0 < m < nise

n(n + 1) 4

- m = h(m,n — m + 2)

oldugundan her N dogal sayisinin kdgegen sayma
fonksiyonunda bir goriintii elemani oldugu anlag-
lir. h fonksiyonunun dogal say: ikililerini agagidaki
kogegenler iizerinden saydifina yani

(1) (152) (148) (1,4) e
(21 (22) (248) (24) -
(351) (3,2) (3,3) (3,4) -
A1) (42) (43) (44) -

i & e

h(1,1) = 1, h(1,2) = 2, h(2,1) = 3, vb. gergek-
lendigine dikkat edilmelidir.

Simdi, verilen bir n pozitif tam sayis1 ile
aralarinda asal olan tim pozitif tam sayilarn
kiimesinin Z* ile eg kuvvette oldugunu ispat-
lamadan hatirlatalim. O halde, paydasinda n
payinda ise n ile aralarinda asal olan tiim pozitif
tam sayilarin yer aldig: pozitif rasyonel sayilarin
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?ﬂ%mesi Q7 (ornegin & ¢ Q% € Qfy dir) ile,
ikinci bilegeni n olan biitiin pozitif tam sayi ikili-
lerinin kiimesi Z* x {n}.icin kolayca Qfxztw
Z* x {n} bulunur. Sonugta, tim pozitif rasyonel
sayllarin kiimesi Q% igin

o0 o0
=t xJ@ x{n}) =zt xzt =7t
n=1 n=1
olur, neden? Tiim negatif rasyonel sayilarin
kiimesi Q~ icin elbette Q- = @t ~ zZ+
olur. O halde Qt ve Q. kiimeleri do-
gal saylarla “numaralandirihr” yani Qt =
{rf,rf,...} ve @ = {p],p;,...} olur ve so-
nugta tim rasyonel sayilarin kiimesi @ igin @ =
{0,7f,p7, 75,07 ,...} 2 Zt elde edilir. Nasil?

Iste gagirtic1 bir bagka gercek daha! Oklid diizle-
mindeki gergel say: ikilileri, tastamam gergel sa-
yilar eksenindeki gercel sayilar kadardir. Bunu
gostermek, 6ncekilere gore biraz daha fazla bilgi
ve hazirlik gerektirecektir. Oncelikle guna dikkat
edelim: X; @2 Y; ve X; 2Y; ise bu denklikleri ve-
ren sirasiyla h; ve hqy 6rten ve bire-bir fonksiyonla-
n sayesinde, h(z1,z2) = (h1(1), h2(22)) seklinde
tanimlanan h fonksiyonu yardimi ile X; X X; &
Y; x Y; gergeklendigini gozlemek gii¢ degildir. O
halde bu 6nermeyi kamitlamak igin [0,1) x-[0,1) =
[0,1) gostermek yeterli olacaktir. Neden? Bu so-
nuncusunu goésterebilmek igin once [0, 1) 'deki

= gergel sayisinin sonsuz ondalik yazilimla

z=0,2122 2p++-; @ €1{0,1,...,9}

bigiminde tek tirlii yazilabilecegini animsayalim.
(Bkz. Matematik Diinyas:, Cilt 1, Sayr 2,
5.2). Ustelik belirli bir basamaktan sonra tiim
z;’lerin 9 olmadigim varsayabiliriz.  Tersine
basamaklan 0,1,...,9 sayillarindan ya da bunlarin
bazilarindan olugan fakat belirli bir yerden sonra
bu basamaklarin hep 9 olmadig: boyle bir “ondalik
agihm”,

9

e 108
toplamindan kesin kiigiik kalan ve negatif ol-
mayan yani [0,1) arab@na ait olan bir gergel

sayidir. Neden? Belirli bir basamaktan sonra
tim digerlerinin 9 olmasimin sakincasi, iki farkh
ondalik agilima sahip olmaktir. Su 6rnege bakin:

3 1 9
0,31999... = E+1_62-+W
1 1
(1+1—0+W+'--)
_3,1. 910
10 102 108 9
= 0,32000- -

Ayrica0,999.-.- =1 ¢ [0,1) oldugu gozlenmelidir.
Artik Onerme 6’min kanitlanabilmesi igin, belirli

bir basamaktan sonra 9 tekrarlanmamasi koguluna
uyan bu ondalk agilimlar yardim ile

h(0,z12223-++,0, 19293 -+ +) = 0, Z1 41 T2y2 - -

geklinde tammlanan b : [0,1)x [0,1) — [0, 1) fonk-
siyonunu gézoniine almak yeterlidir. h(z,y) =
ha*,y*) ise O,aimzapse = 0,3(3a305 -
egitligi ve sz konusu koguldan 6tiri basamak-
larin tek tiirli belirli olmasimin gerekirligi nede-
niyle z; = z},y1 = ¥f,-- ve sonugta (z,y) =
(z*,y*) elde edilecegi icin h bire-birdir. Ustelik
h(0,21z375+++,0,2324%6--+) = 2z nedeniyle h
ortendir. Peki, neden (a,00) & R £ [a,)
gecerlidir? Eg kuvvette olmayan baz iinlii kiime
ornekleri, bagka bir yazinin konusu olacaktir.

HER TASIN ALTINDA ‘6174’

Dort basamakl ve rakamlarinin hepsi ayni
olmayan bir a sayisi aliniz (6rnek: 7112). @ nin
rakamlarinin yerlerini degigtirerek elde ettiginiz
en bilyiik sayiy1 @ ile, en kiigiiginii de g ile
gosterip b = @ — g farkim bulunuz. a icin
yaptigmiz1 b icin tekrarlayip ¢ = b — b farkin1!
hesaplayimiz. Boylece devam edildiginde, sonlu
adim sonunda 6174 sayisina rastlayacaksiniz.

Birkag say1 icin deheyip hep 6174 sayisina
rastlayacaginizi goriin. Bu rastlantimn bir rast-
lant1 olmadigini ispatlayabilir misiniz?
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PISAGOR TEOREMININ CESITLI iSPATLARI

bzgﬁr Ozliik, Aysegiil Sahin, Cem Tezer

e e el

Ismi, bu yazinin konusunu tegkil eden teorem-
den yiizyillardan beri ayrilmaz halde bulunan Pi-
sagor hakkinda ¢ok az gey biliniyor. Sahamn
temkinli miitehassislarinin ([2] gibi) eleginde ka-
lan saglam delillerin sayis1 o kadar az ki, Pisa-
gor’un ciddi bir ilim adami mi1 yoksa siyasete mer-
akh bir gaman mi, arkasinda biraktigy derneginse
halis niyetleri olan bir akademi mi yoksa varhig
biraz batil itikadlara hatta biraz da terdrizme
dayali bir tarikat mu oldugunu belki hicbir za-
man Ogrenemeyecegiz. Bu mecrada diger bir zor-
luk da bugiin alim, filozof, din adami, politikaci
diye adlandirdigimz insanlarin galigma sahalan
arasindaki simrlarin, Pisagor’un ¢agi olan M.O.
6. yiizyila dogru bir zaman yolculugunda hizla
degigip, bulaniklagmasidir.

Pisagor’un ve takipgilerinin kim, insanhga hiz-
metlerinin de ne oldugu sorusunda en miihim
yer, Pisagor teoremi olarak anilan ve bir dik
iicgende dik kenarlarn uzunluklarimin Kkareleri-
nin toplaminmin, hipoteniisin uzunlugunun ka-
resine egit oldugunu sOyleyen teoreme aittir.
Giiniimiizde Pisagor teoreminin bagta Cin mede-
niyeti olmak fizere diinyanin biiyik medeniyetle-
rinde cok eskiden beri bilinmekte oldugu ortaya

gikiyor ([5]).

Teoremin ilk ispatinin Pisagor tarafindan
yapildigina dair bir delil yok. Bilinen en eski is-
patiyla birlikte teorem Euclid’in “Elemanlar”inin
birinci kitabinda 46. onerme olarak bulunuyor.
Bu kitap hakkinda yazdigi degerli gerhte Proc-
lus, daha o devirde (Pisagor’dan 10 yiizyil sonra)
Pisagor’un hayatina dair birgok efsane oldugunu
igaretle, kanaatince Euclid’in bu ispat1 bulmak-
la hayranlik duyulmaya Pisagor’dan daha layik
oldugunu séyliyor ([4]).

Bugiin elimizde Pisagor teoreminin yiizlerce is-
pat1 var ([3]). Burada size birkag 6rnek sunmak
istiyoruz.

I

Sade veya zarif degilse bile, tarihi onemi ve
tabiiligi yiiziinden Euclid’in ispatin1 6ncelikle ele

alalim (Sekil 1): S
R
T ,/’
A /’,
,/
U \\ //
rd
---- L%
2 R
: \ =
Bl I|K \\ C
I
, \
\
/ \
! \
] \\
4 \
I %
I \\
Q
P L
Sekil 1.

ABC dik iiggeninde, sirasiyla AB ve AC dik
kenarlan iizerine kurulan BATU ve ACRS ka-
releri ile BC' hipoteniisii tizerine kurulan PQC B
karesini gozoniine alahm. A dan BC ye in-
dirilen dikme BC yi K,PQ yu da L nok-
tasinda keserek, PQCB karesini PLKB ve
LQCK dikdértgenlerine ayirsin. Okuyucu UBC
tiggeninin ABP ii¢genine denk oldugunu kolayca
gosterebilir. BATU karesi alanca U BC iiggeninin,
PLKB dikdortgeni de alanca ABP iiggeninin
iki katina egit olduguna goére, BATU Xkaresinin
alam1 PLK B dikdortgeninin alanina egit olmahdur.
Aym gekilde ACRS karesinin alamimin da LQCK
dikdortgenin alanina esit oldugu gosterilebilir.
Demekki BATU ve ACRS karelerinin alanlan
toplam1 PQC B karesinin alanina egit olmalidir.
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II

Euclid’in ispati, temel fikir muhafaza edilerek
daha sade bir gekle sokulabilir (Sekil 2): Ge-
ne BATU ve ACRS sirasiyla AB ve AC dikke-
narlar iizerine kurulmus kareler, BCQ'P’ ise BC
hipoteniisiini kenar kabul edip A noktasmm da
icinde bulunduracak gekilde yerlestirilmig kare ol-

sun. s
P Q
T & \\ ’,/
\\\ ,/’
7
\\ /// R
u A
B C
Sekil 2.

P’ ve Q' noktalan sirasiyla UT ve RS dogrulari
iizerinde kalacaktir (!). BATU ve ACRS kare-
leri alanca sirasiyla P'BA ve Q'AC iiggenlerinin
iki kat1 olup, bu iicgenler de beraberce BCQ'P’
karesinin alanca yarsim tegkil etmektedirler.

I1I

Okuyucumuzun gozii artik alanlan degistirme-
den sekilleri degigtirmeye aligmig olmahdir. Eu-
clid’in ispatiun daha da sade bir geklini ken-
disi Sekil 3’ten yararlanarak elde edebilir. Biz
sadece BCQ'P' niin Sekil 2’den tamdigimiz ka-
re oldugunu hatirlatmak ve BAZ P',ACQ'Z par-
alelkenarlarinin alanca sirasiyla AB, AC dikke-
narlar iizerine kurulmug karelere esit olduklarina
igaret etmekle yetiniyoruz.

Sekil 3. B c

v

Kareleri alanlan degismeden paralelkenarlara
cevirme fikrinden faydalanarak Pisagor teoremi-
nin ispat1 bir ¢izgi film haline getirilebilir (Sekil 4,
[1]). Fa ;

P
A

AT

Sekil 4.
Vv

Pisagor teoreminin en zarif ispatlarindan biri-
si de Hintli matematik¢i Bhaskara’ya (M.S. 12.
yiizyl) izafe edilen ve gelenek olarak muhatabi
sadece sekle bakmaya davet etmekten ibaret
olan ispattir. Biz de okuyucumuzu Jekil 5'te
Bhaskara'nin manevi huzuruna davet ediyoruz.

SEkﬂ 5. A5
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VI

“Peki, sizce hangisi en zarif?” denilse, bu
metnin yazarlarinn ittifakla segecekleri ispat H
Demir’e ait bir ispat olur (Sekil 6).  Us-

Basit bir hesap, hepimizin aginas: oldugumuz a? =
b2 + ¢? yi verecektir. Garfield’in birinci sinif bir
beyne sahip oldugu belli. O beyni tagiyan bagin

siyaset gibi nafile bir ugragta verilmig olmas ne
ac1!

c
A4 P
tadin 1931'te Dariiggafaka’da ortaokul ogren-
cisiyken buldugu bu ispat hakkinda biitiin
soylemek istedigimiz ABCD knk ¢izgisinin
PQRS dikdortgenini denk iki pargaya ayirdig.
Gerisi okuyucuya ait! Bhaskara’ya layik bir ra- &
kip degil mi?
S R
Q
Sekil 7.
A B VIII
C Dértgenlerin denkligine dayah oldugu igin bu-
D raya kadarkilerden tarz itibariyle ayrilan ¢ok
giizel diger bir ispatla devam ediyoruz (Sekil 8).
ABC dik iicgenini ve Sekil 1’den tamdigimiz
PQCB,ACRS, BATU Xkarelerini alahm. A nok-
tasimn
PQCB karesinin merkezine gére bakigigina Z di-
P 9 yelim. ABPZ,2QCA,TURS,UBCR dértgenleri
Sekil 6 birbirlerine denktir (!). Béylece TUBCRS ve
' ABPZQC altigenleri alanca egit olmalidir. Bu
VII altigenlerden ilki dikkenarlar iizerindeki kareler ve

Pisagor teoremi tarih boyunca sayisiz amatori
ilgilendirmis. Bunlar arasinda ikbal merdiveninde
cok yiikselerek tirmanmig bir kigi de var: 1881’de
Amerika Birlegik Devletleri Bagkam segildikten
dért ay sonra bir suikaste kurban giden J.A.
Garfield. Garfield’in ispati §ekil 7'de goriildiigii
gibi ABC dik iiggenine, bu iiggene denk bir
PCQ dik iiggeni eklenerek elde edilen BQPA dik

yamugunun alanim iki farkli gekilde hesaplaya-
rak yapiliyor: a = |BC|,b = |CA|,c = |AB|
yazarsak BQPA dik yamugunun alam bir ta-
raftan &£ bir taraftan da ABC,CBQ,PCQ

tiggenlerinin alanlanm toplami olarak % + % +5
geklinde yazlabilir.

ABC iiggeninin iki niishasindan meydana gelir;

ikincisi ise hipoteniis iizerindeki kare ile gene ABC
iiggeninin iki niishasindan!

8
T
______ R
u \
|
\
1
B \ c
\
\
!
\
\
\
\
. 1
|
' Q
\
\
\

Sekil 8.
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IX

Pisagor teoreminin yiizlerce ispatindan birgogu
egparcalama tekniklerine dayanir. Bildikle-
rimizden en giizelini Sekil 9’da sunuyoruz.
Egpargalamanin nasil yapildigim su ipuclan tes-
pit edecektir: a) Egparcalama sadece dik iiggenin
kenarlarina paralel veya dik dogru pargalanyla
gerceklegtiriliyor. b) Biiyiik dik kenar iizerindeki
kareyi bolen dogru parcalar1 karenin merkezinde
kesigiyorlar.

Sekil 9.

Dik iicgenlerde kenar uzunluklar arasinda
yukarida s6z konusu edilen iligkiyi, yani Pisa-
gor teoremini gegitli sekillerde ispat etmig olduk.
Fakat uygulamalann biiyiik bir kisminda, kenar
uzunluklar arasinda bu iligki varsayiip, bundan
ficgenin dik iiggen olduguna hiikmedilir.  Ya-
ni ashinda uygulamada 6nemli olan “Bir ABC
ficgeninde < BAC = /2 olmas igin ge-
rek ve yeter sart |BC|> = |AB[® + |CAJ* ol-
masidir” onermesidir. Halbuki Pisagor teoremi bu
Snermenin ancak gerek sart kismim tegkil eder.
Bir¢ok geometri kitabinda eksik kalan bu hususa
temas ederek, yani Pisagor teoreminin tersini is-
patlayarak, yazimizi noktaliyoruz:

Bir ABC iiggeninde |BC|? = |AB[* + |CAP?
varsayahm. |P@Q| = |AB|,|RP| = |CA| ve <
QPR = 7/2 olacak gekilde bir PQR dik ii¢geni

alalim. Pisagor teoreminden dolay:
IQR|* = |PQ|* + |RP|* = |AB|* +|CA[* = |BC|’

boéylece de
| |QR| = |BC|

bulunur. Kenar-kenar-kenar denklik teoremine
gore ABC iicgeni PQR iicgenine denk olup

< BAC =< QPR =r7/2

dir.
Kaynaklar

[1] L.N.H. Bunt, P.S. Jones, J.D. Bedient: “The
Historical Roots of Elementary Mathemat-
ics”, Dover Publications, New York 1988.

[2] J. Burnet: “Early Greek Philosophy”,
4. Edisyon Adam and Charks Black, Londra
1971.

[3] E. Fourrey: “Curiosités Géométriques”,
4. Edisyon Librairie Vnibert, Paris 1938.

[4] Proclus: “A Commentary on the First
Book of Euclid’s Elements”, Onséz ve not-
larla ingi]jzce’ye geviren: Glenn R. Morrow,
Princeton University Press, Princeton, New
Jersey 1970.

[5] F.J. Swetz, T.I. Kao: “Was Pythagoras Chi-
nese? An Examination of Right Triangle
Theory in Ancient China”, The Pennsylva-
nia State University Studies, no. 40.

o AR,

11011010101 1 1
stestrtotat st T 165 Teos =
1 1 1 1 1 1 1 1 1
stetrtotatstestastoa ]
3 27
1+98+6+§_100
3 9
25+ T4+ %+

Yukaridaki toplamlarin ne ozelligi vardir?
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GOZLEM

BOLUNEBILMEDE YENi YONTEMLER

Fahrettin Akbulut

Bl e e e e — .

Bilindigi gibi, a ve b tamsayilan i¢in a = kb ola-
cak bigimde bir k tamsayis1 bulabiliyorsak a says1 b
ile boliinebilir ya da b sayis1 @ y1 boler diyor ve bla
yaziyoruz. a ile b nin pozitif ortak bélenlerinin en
biiyiigiini (OBEB ini) (a,b) ile gdsteriyor ve (a,b) = 1
ise yani a ile b nin 1 den bagka pozitif ortak boleni yoksa
a ile b aralarinda asaldir diyoruz.

Herkesce bilinen gu iki temel 6zelligi animsayalim:

e Ug tane a,b, a+ b (ya da a — b) tamsaysindan
herhangi ikisi bir ¢ tamsays: ile boliinebilirse
uciinci de boliiniir.

e clab ve (c,a) = 1ise c[b dir.

Bu iki basit ozellikten bir A tamsayisinin 2’nin ya
da 5’in kati olmayan (yani 10 ile aralarinda asal olan)
bir b tamsayisi ile boliiniip bélinemedigini aragtirmada
kullanilabilecek bir yontem ¢ikarmak istiyoruz. Soyle
ki 10 ile aralarinda asal olan bu b sayismin son rakarm
1, 3, 7, 9°dan biri olacaktir. Bu & sayisim 1, 3, 7, 9
ile carptigimizda ortaya gikacak sayilardan birinin son
rakami 1 birinin de 9 olur; yani bu kb bi¢imindeki sa-
yilardan biri 10m + 1 bir bagkasi 10m — 1 bigiminde-
dir. Sozgelimi b = 37 i¢in 3b =111=10x 114+ 1 ve
Tb = 259 = 10 x 26 — 1 dir. Bu bizi gu teoreme gotiiriir:
Teorem z,y,k,m ve b herhangi tamsayilar olduguna
gore

A=10z+y

kb = 10m + 1 } ise $]4 < Yo = my;

A=10z+y

B = ¥ 1 } ise b|A & bjlz + my
olur.

Ispat Bu sonucu ispatlamak igin kb = 10m + 1
oldugunda

A = 10z4+y=10z + y— kby + kby
= 10z +y— (10m + 1)y + kby
= 10(z — my) + kby

oldugu iin b sayis1 A, 10(z—my), kby tamsayilarindan
ikisini bolerse tiglinciisiinii de boler yani

b|A ¢ b]10(z — my)

dir. Oysa (b,10) = 1 oldugu igin
b|A & b|10(z — my) & blz — my
sonucu elde edilir.

kb = 10m — 1 durumu igin de aym ispat tekrarla-
nabilir ya da degigiklik olsun diye kb = 10m — 1 ise
k(—b) = 10(—m) + 1 olur ve dolaysiyla

b|A & —b|A & blz + (—m)y

elde edilir diyebiliriz. Béylece boliinebilmeye iligkin ye-
ni iki kural elde etmig olduk:

b’nin bir tam kat1 10m + 1 ise |10z + y demek
blz — my demekitir.

b’nin bir tam kati 10m — 1 ise 5|10z + y demek
blz + my demektir. Burada y boliinecek saymn bir-
ler basamag z ise bu basamak atildigi zaman kalan
sayidir.

Simdi 6rneklerle bu kurallarin kullanihgin gérelim:
Ornek 1. 441 sayis 7 ile béliiniir mii?
Coxzim 1.

441=1044+1

3.7=102+1 } den z=44,y=1,m=2
yani £ —my = 44 — 2 olup 7|441 < 7|44 — 2 = 42 qikar
ve 7|441 oldugu goriilir.

Cozum 2.
441 =1044+1
7.7=105-1 } den z=44,y=1,m=5

ve z+my = 44+5.1 = 49 elde edilir ve 7|49 oldugundan
7|441 gikar.

Ornek 2. 2871 sayis1 11, 13, 17 ve 29°dan hangileri
ile boliiniir?

(Cozum. Bolen sayilarin katlarim 10m + 1 ya da
10m — 1 bi¢iminde yazacak olursak

11 = 10141
313 = 104-1
3.17 = 105+1

29 103 -1
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olur. Demek ki, £ + my ler

11 igin z—-my=z-—-y

13 igin z+my=z+4y

17 igin z—my==z—%y

29 igin z+my=z+3y
olmaktadir. Boylece
11|2871 < 11]287 — 1 = 286 <> 11|28 — 6 = 22 den 11|2871;
13|2871 <> 113|287 + 4 = 291 <> 13|29 + 4 = 33 den 13)2871;
17|2871 < 17]287 — 5 = 282 ¢ 17|28 — 10 = 18 den 17)2871;
29|2871 < 29|287 + 3 = 290 ¢ 29|29 + 0 = 29 dan 29|2871;

sonuglan elde edilir.

Son olarak okuyucuya kolaylik saglamasi igin agag-
daki ¢izelgeyi veriyoruz

L A=10z+y ]
[ p=10m+1 | g¢=10m-1 |
11 z—y | 9,3 T+y
21,3,7 z—2y || 19 z+ 2y
31 z—3y || 29 z+ 3y
41 z—4y || 39,3,13 | z + 4y
51,3,17 | z — b5y || 49,7 z + 5y
61 z—6y || 59 z + 6y
71 z—-Ty | 69,3,23 | z+ Ty
81,3,9 z—8y || 79 z+ 8y
91,7,13 | z—9y || 89 z+ 9y

Alstirmalar:

1) 4418 sayisin 13, 19, 37 sayilarindan hangileriy-
le béliinebildigini aragtiriniz.

2) kb=10m+1 durumundaki yolu izleyerek

A=10z+y

kb= 10m — 1 } ise b|A < blz +my

onermesini ispatlaymiz.
3)

A=10z+y

kb= 10m+3 } ise b4 & ble+(3m+1)y

onermesini ispatlayiniz.

R o
W

PROF.DR.TURKAN BASGOZE’YI
KAYBETTIK

Matematik diinyas: degerli bir iiyesini daha yi-
tirdi. Meslektagimiz Tirkan Baggoze

Riiya m1 hakikat mi kalbim duracak sanki
Haysr bir riya dedil gergedin ta kendis:

Bu ne sessiz bir zafer ne gerefli mutluluk
Miijdeler olsun, mijde, ¢ézim bulundu istel...

sozleriyle bizlere veda ederek sonsuz yolculugu-
na ¢ikti. Bagimiz sagolsun.

1934 dogumlu olan Prof.Dr.Tiirkan Baggoze
Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi matematik
béliimiinden 1957 yilinda mezun oldu. Fakiilte
ogrenimi sirasinda bagarilari nedeniyle SCONY
VACUM bursu ile odillendirildi. 1959 yilin-
da ODTU’de asistanhiga baslayan Baggoze, 1962-
1965 yillar1 arasinda Londra Universitesi’nde dok-
tora galigmasini tamamlayarak ODTU’ye dénmiig-
tir. 1968, 1973 ve 1981 yillarinda misafir 6gretim
iiyesi olarak Kentucky Universitesi (ABD)’ni iic
kez ziyaret etmig olan Baggoze 1971 yilinda do-
gent iinvanini almigtir. 1987 yilinda profesérliige
yikseltilen Baggoze, A. U. Fen Fakiiltesi Matema-
tik Béliimii’nde gorev almigtir. '

Oliim tarihi olan 22 Subat 1991 giiniine kadar
Bélim Bagkani ve Ana Bilim Dali Bagkan: olarak
gorevini siirdlirmiigtir.
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IZOMETRILERIN CARPIMI

Hiiseyin Demir

Izometrilerle ilgili ilk yazimizda (Cilt 1, Say1 oldugu kolayca gdyle gésterilir:
2, 5.16-20) diizlemdeki Gteleme, donme, simetri ve o i 4
yansima denilen izometrileri tamimlamg ve bun- (f7 97 )9f) = [T (g7 9)f =7 (e)f = f(ef)
larin ¢izim problemlerini ¢6zme ve teorem ispatla- = Flf=e
madaki bazi uygulamalarini vermigtik.

Bu yazimizda izometrilerin ¢arpimlarim ele alip Bazi sade Srnekler verelim:

bunlarn, ilk bakigta ¢oziimleri ve ispatlan oldukga

zor gibi goriinen baz ¢izim problemleri ve teorem-  (a) ot = 4 = 24
lerinin ¢6ziim ve ispatlarim verecegiz.
® (b) (0,8)(0,) = (0, + ) = (0,2)(0, 6)
Aynica diizlemde bu dort izometriden bagka 9
izometriler olup olmayacagim aragtiracagz. (c) A oA =AoA=A’=e
1. Tanmim ve Ozellikler (d) a~ loa = goa = a® =
f ve g diizlemde iki izometri olsun. Eger 9. Bideine ve Bmeis Teadhe
Carpimlar

f(P)= P, g(P") =P' VP

Teorem 1.

ise P yi dogrudan P” ye gonderen doniigim,
(90f)(P) = 9(f(P')) = (¢f)(P) = P"

nedeniyle gof ya da gf olur. Bunlardan birinciye
f nin g ile bilegkesi aym anlamda olan ikinciye f

(a) Iki Gtelemenin garpim bir 6teleme,
(b) Iki simetrinin ¢arpimi bir Steleme,

(c) Bir oteleme ile bir simetrinin ¢arpimi bir si-

nin g ile garpimi denir. ek
Yazimizda her iki simgeyi de kullanacagz. dir.
Carpimda genel olarak degisme Gzelligi yoktur: Ispat: a) @ ve @ iki Steleme ise @7 nin, @ + 7

gf # fg. Ornekleri biraz ileride verecegiz. Bu- gtelemesi oldugu agiktir.

na kargin ¢arpimda birlegsme 6zelligi var: h(gf) =
(hg)f. : § ; ) b) Sekilde A ve B gibi iki simetri alinmg ve

A(P) = P!, B(P') = P" oldugu belirtilmigtir.

Ayrica,
(F(P) = FHS(P) = FH(P) = P, VP "
olup . /'O\\
f-1f=e=ff—l A // \ B
oldugunu goriiriiz. ) /’ ‘Q\
\
gf carpiminin tersine gelince Po’ A7 \b

9hH*=s"g"
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Neden PP" = 24B?
O halde garpim bir 6telemedir. Ayrica BoA #
AoB oldugunu da goriiyoruz.

c) A bir simetri ve @ bir 6teleme ve

(od) = #(A(P)) = {(P') = P"

olsun.

Sekilde PP'P” iicgeninin |44’ orta tabam
cizilmigtir. AA’ = /2 oldugundan A’ noktas: sa-
bittir. O halde A’(P) = P” olup garpim A’ simet-
risidir.

Aot ¢arpimi igin bir gekil gizip A” ¢arpim si-
metrisini elde ediniz. A’ ve A” simetri merkezleri
A ya gore simetrik mi?

Teoremi boylece ispatladiktan sonra bunun il-
ging iki uygulamasim verelim.

Uygulama 1. A ve B gibi iki nokta (ev) ve
bunlarin arasinda birbirini kesmeyen diiz iki yol a
ve b olsun. A dan kalkan bir kigi a ya varip bu yol
iizerinde [EF] kadar yiiriiyiip b ye ve b tizerinde
[GH] kadar yol alip B ye varsin.

En kisa yolu bulmak.

Céziim: [EF)] yolunu &teleyerek (AA! = EF
alarak) [AA’] durumuna getirirsek [AEFG] yolu
[AA'FG] olur. Bu kissmda en kisa yol [AA'G]
dir. b yoluna gelince, [GH] yi [A’A"] olarak
steledigimizde (A/A" = GH aldigimizda) yolumuz

[AA’A"H B] olur. A” sabit olup en kisa yol olarak
[AA'A"B] gikar. Bu da H = A"BNb verir. H
bilinince sira ile G, F, E bulunur.

Sonug 1:

a) Cift sayida simetrilerin ¢arpimi bir teleme,

b) Tek sayidakilerin ¢arpimi bir simetri

dir.
Gergekten, simetriler Ay,..., A2, A olsun. Te-
orem 1 den

a)

AgnAgn_1-++-A241 = (A2nA2n-1)

e+ (AgA;)
= (242n-142n)
0---0(24142) = &

b) AAz, - -+ Ay = Aoil (simetri)

Uygulama 2. Kenarlarinin orta noktalan ve-
rilmig olan beggeni cizmek.

Coziim: Cizimi istenilen besgen XY ZUV ve
kenarlarinin verilen ortalan A, B,C, D, E olsun.

P herhangi bir nokta, A(P) = P,B(P) =
Pz,C(Pz) = P3,.D(P3) = P4,E(P4) = Ps ise
(EoDoCoBoA)(P) = Ps
olup sol taraftaki beg simetrinin ¢arpimi bir simet-
ri olur.

Bu simetrinin merkezi olan nokta, aranilan
besgenin X kogesi olur. (Neden?).

3. Yansimalarin Garpim

Teorem 2.

a) !ksenleri paralel iki yansimann carpimi bir
Oteleme

b) Eksenleri kesigenlerinki bir donme

dir.
Bu Steleme ve donmeyi agagidaki ispatta be-
lirleyecegiz.
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ispat:
a) a//b ve a(P) = P',b(P') = P" olsun.

PII
¢
QP
|
+ . a
|
é
P

PP" vektori a ve b ye dik, a dan b ye
dogru yonli ve uzunlugu a ile b arasindaki |a,b|
uzaklhiginin iki kati olan bir vektordiir. Bu vektorii
2ab olarak gosteriyoruz.

PP" = 24b.
O halde
(2ab)(P) = P"
dir. P noktasi a ile b arasinda ya da b nin a ya

gore ters tarafinda alinmasi halinde bu esitligin
dogrulugunu gosterebilirsiniz.

b) anb = 0 ve J(a,b) = # olsun. Jekilden,
P yi dogrudan P” ye génderen dénmenin (0,26)
oldugunu goriyoruz..

Bu sonucun P nin her konumunda gegerli
oldugunu gosterebilirsiniz.

Sonug 2.

a) Her @ Otelemesi aralarindaki uzaklik |o|/2
olan paralel eksenli iki yansimanin ¢arpimi

b) Her (0,6) donmesi, 0 da kesisip aralarindaki
agisi /2 olan iki yansimanin garpimi olarak
alinabilir.

Sonug 3. Eksenleri bir noktada kesigen

a) Cift sayida yansimanin garpimu bir dénme,

b) Tek sayidakilerinki bir yansima

dir.

ispat: Bir 0 noktasinda kesigen yansimalar
a,...,02n,a oOlsun.

a)

(a2nG2n-1) * - - (@201)
0(ey) ++0(e1)
0(ey + -+ + @s) = 0(a)

a2na2n-1 "+ G201

b) aagn ---a1 = a(azn -+ a1) = aol(a)

Burada Sonug 2b den 0(a) yerine aob dénmesi
alinabilir ve

a0(a) = a(ab) = a®b = b

olur ve ¢arpim bir yansimadir.

Uygulama 3. Cevrel ¢cemberi ve kenarlarinin
orta dikmeleri verilen bir iiggen ¢izmek.

Cozum: Orta dikmeler yansima eksenleri ola-
rak alimrsa (bac)(X) = X olur. bac garpimi Sonug
3b geregi bir yansimadur.

Sonug 2b yi kullanarak ac dénmesi yerine b¢’
dénmesi alinirsa,

X = (bac)(X) = (bbe')(X) = ¢'(X)

gikar. X noktasi ¢’ niin degigmez bir noktasidir.
O halde X € ¢ olup X noktas:1 ¢’ ile gemberin
arakesiti olarak belirlenir.
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¢’ eksenini bulmaya gelince bc’ = ac den
J(a,c) =4(b, ') elde edilir. Bu da ¢’ niin ¢izimini
Verir.

Uygulama 4. I cemberi ve ig agiortaylari ve-
rilen bir ii¢gen ¢izmek.

Cozim: Aglortaylar a,b,c ve kenarlan z,y,z
olsun.

a,b,c yansima eksenleri olarak alinirsa
(bac)(z) ==

olur. Uygulama 3’teki gibi ac = bc’ alimrsa
z = (bac)(z) = (bbc')(z) = ¢'(z) gikar. O halde z
dogrusu ¢’ niin degigmez bir dogrusudur. ¢’ niin,
¢’ den farkli degigmez dogrulan ¢’ ye dik dogrular
olup ¢’ ye dik iki teget dogru cevap olur.

Uygulama 5. Bir 0 noktasinda kesigip ar-
alarinda 45° olan a ve b gibi iki aynadan a ya vuran
bir p 151 sira ile a, b, a,b den yansiyip p’ 151101 elde
edildigine gore p'//p oldugunu gésteriniz.

Coziim: Bunu yansima agilarinin egitliginden
yararlanarak agilarla gosterebilirsek de en kolay
¢Oziim yansimalarin ¢arpimi ile elde edilenidir.

p = (baba)(p) = (ba)*(p) = (0,90°)*(p)
= (0,180°)(p) = 0(p)

olup p’ dogrusunun p nin 0 ya gére simetrigi

oldugu anlagiir. O halde p’//p.
4. Donmelerin Carpimi

Merkezleri ayni iki dénmenin ¢arpimi ayn mer-
kezli bir dénmedir. Merkezleri farkh (A, a), (B, )
gibi iki dénmenin (B,B)(A,a) carpimim ele
alalim.

Merkezler dogrusu d ise, (A, a) donmesi yerine
Sonug 2b’den da garpim ve (B,[) yerine de bd
¢arpimi alinirsa

(B,B)(A,a) = (bd)(da) = bd?a = ba
elde edilir ve sonug bir dénmedir.

a

[
R

50 (4,)

Bu ba donmesinin merkezi ¢ = aNb ve agisi ise

s
2
O halde su teoremi elde etmig bulunuyoruz:
Teorem 3. A(a),B(B) gibi iki dénmenin
B(B)A(e) ¢arpimi (C,a + B) dénmesi olup CAB
iicgeninde

2 J(a,c) =2 =a+p.

JCAB = % JABC = -g-

dir.

Simetri, agis1 7 olan bir dénme olup bir donme
ile bir simetrinin ¢arpim bir dénmedir.

Oteleme, merkezi sonsuzda, agis1 sifir olan yoz
bir donme olup bir dénme ile bir otelemenin
carpiminin bir dénme oldugu beklenebilir. Bunu
da gbyle gosteririz: Donme (4,a) = ¢p, oteleme
de # = sr olsun.

a(A,a) = srqp
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de s,r ciftini paralel kaydirarak r yi A dan
gecirelim. p,q ciftini de A etrafinda dondiirerek
g yu r ile cakigtiralim. Bu durumda rq ¢arpimi e
ve ¢arpim ps olur. Bu da bir dénmedir. C dénme
merkezi p N s ve aq1 « olur.

w|R
Q

wlR

(4,0)

Uygulama 6. Kesigen a,b dogrular ile A ve
B gibi iki nokta verilmigtir.

P € a,R € b olmak iizere ikizkenar dik APQ
ve BQR iicgenlerini ¢izmek.

Gozim: (B,90°) (4,90°)(P) = R olup dén-
melerin ¢arpimi (C,180°) simetrisidir. C merke-
zi, tabam [AB] ve taban agilar1 90°/2,90°/2 olan
C AB ikizkenar dik iicgenin tepe noktasidir.

/

a min C ye gore a’ simetrigi b yi, aramilan R
noktasinda keser. R den de Q ve sonra P bulu-
nur.

Uygulama 7. Teorem. Bir ABCD karesi-
nin [AB] kenar taban kabul edilerek taban agilan
75%r derece olan ikizkenar EAB tiggeni cizilirse
EDC iicgeni egkenar olur.

Ispat: EAB iiggeni, (B,150°) dénmesiyle
(A,150°) dénmesinin ¢arpimim hatirlatmaktadir.
Carpim da (E, 300°) diir.

E
//\\
7/ N\
D 7/ N\ c
75° | 75°
A 8} B
l
I
I
c'l

(B,150°) dénmesi, C noktasina uygulandigin-
da elde edilen C’ goriintiisii, [AB] kenarimun or-
ta dikmesi iizerine diiger. (Neden?) Buna da
(A,150°) uygulanirsa D noktasi elde edilir. O hal-
de garpim C yi D ye déniistiiriir. Ote yandan car-
pimin sonucu olan (E,300°) donmesi de C nokta-
sin1 D ye gotiiriir. Boylece JBAC = 360 — 300 =
60° bulunur.

5. Diizlemde Bagka izometriler Var m?

Diizlemde Gteleme, donme, simetri ve yansima
adin verdigimiz dort izometrinin varhgindan soz
etmigtik. Yukaridaki sorumuza cevap vermek igin
ABC ve A'B'C’ gibi birbirine eg iki iiggen alalim.

A A
(ABC=A'B'C")

a) Uggenler aym yénlii olsun.

A

Bf
m

C

AI

B

ABC yi A'B'C’ ye gonderen izometrileri ariyalim.
Eger kargilikh kenarlar birbirine paralel ise bu izo-
metri bir telemedir. Kenarlarin paralel olmamasi
durumunda 6nce kargilikhi iki kogeyi gakigtiran bir
oteleme, ardindan bir dénme iki iiggeni cakigtirmg
oluruz. Boylece Gtelemeyle dénmenin ¢arpimi s6z
konusu olup, sonug izometri bir dénme olur. Bu
a) stkkinda yeni bir izometri ortaya gtkmad.
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b) Ucgenler ters ydnlii olsun.

Bir oteleme ile ABC yi, B; ile B' gakisacak
gekilde Gteleyerek A;B;C; ii¢genini elde edelim.
A1B,C, ile A'B'C’ niin, A’ dan gegen bir d dog-
rusuna gore simetrik olacaklan agiktir. O halde
ABC iicgenini ters yonlii eg A’B'C’ tiggenine do-
nigtiren doniigim bir 6teleme ile bir d yansima-
sinin garpimudir. Bu da yeni bir izometridir.

A

Cl

AI
Oteleme & = AA; ve yansima d olup yeni izo-
metri do# olur.

Kaymali Yansima. d bir yansima ve @ da d
ye paralel bir vektor (Gteleme) ise dif ¢arpimina
kaymali yansima ad1 verilir. di = id oldugunu
hemen gorebilirsiniz.

Teorem 4. Herhangi bir Gteleme ile bir yansi-
manin ¢arpimu kaymal bir yansimadir.

P

i

|

;' d
I -

I u

B s e o
P, PII

Ispat: d bir yansima ve @ herhangi bir 6teleme
olsun. @ yi #//d ve ¥ L d olmak iizere #+ ¥ olarak
yazabiliriz. Bu toplam 4% ¢arpimi olup

wd = (i7)d
egitliginde ¥ yerine d'd aldigimzda (Sonug 2’den)
wd = 4(d'd)d = 4d', (d'//d)

bulunur ki bu bir kaymali yansimadir.

<y

i__

|

3

Alhsgtirmalar

1. Herhangi bir yansima ile bir donmenin
a) (A,a)a b) a(0, )
¢arpimlarinin kaymal birer yansima oldugu-
nu ispatlayiniz.

2. Izometrilerin agagidaki carpim tablosunda
bog kutulara gelen izometrilerin adlarini bu-
lunuz.

0 7| C | (D,é)]|b
i
A
(B,8)
a

. Asagidaki izometrilerin adlarini bulunuz.

a) A#(0,a) b) #(0,a)A
c) via d) 74A
e) b(0,a) A% f) CBAcba

Bu konuya ilgi duyanlar agagida verdigimiz ki-
taba bagvurabilirler. Bu kitapta 47 tane ¢6ziimlii
problem yer almaktadir.

Gelecek sayida homoteti ve benzerlik doniigiim-
lerini ele alacagz.

KAYNAK

YAGLOM, ILM. “Geometrik Transformasyon-
lar”, TMD Yaynlan, Say1: 34 (Cev: Vehbi K.
Giiney), Istanbul, 1969.
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32. MATEMATIK OLIMPIYATLARINA DOGRU...

Albert Erkip

Nisan ayinda yapilan son segmelerle bu yilki
Matematik Olimpiyat takimimiz belirlendi. Ta-
kimda Kadikdy Anadolu Lisesi’'nden Emre Alkan,
Gaziantep Fen Lisesi’nden Mustafa Arslan, Izmir
Ozel Yamanlar Lisesi'nden Tolga Etgii, TED An-
kara Lisesi'nden Ozgiir Kisisel, istanbul Atatiirk
Fen Lisesi’nden Arafat §ahin ve Eskigehir Cumhu-
riyet Lisesi’nden Cetin Ul‘tl§ yer aliyor. Ekip 15-
23 Temmuz’da Isve¢’in Sigtuna gehrinde yapilacak
32. Uluslararas: Olimpiyata katilacak.

Takim elemanlar1 uzun bir segme-hazirlanma
déneminden gegtiler. Birkag yildir iilkemizde yii-
ritilen uygulamada ilk Olimpiyat hazirhk ekibi
lise 1. simiftan sinavla secgiliyor. Hazirhik igin
yilda iki kez yaklagik Eyliil ve Subat aylarinda
iki haftalk kamplar var. Kamp sonlarinda eleme
sinavlan yapiliyor. Eylil-§ubat arasinda yapilan
ara segme sinavi ile de hazirhk galigmalarina son-
radan katilmak miimkiin. Bu uzun devreden sonra
secilen takim Mayis ve Haziran sonlarinda ikiger
haftalik iki kamp daha yapiyor. Bu gahigmalan
TUBITAK’in destegiyle iiniversite dgretim iiyele-
ri yiriitiyor.

Olimpiyat kurallarina gore yarnigmaciann i-
niversiteye baglamamig olmalar1 gerekiyor. Do-
gal olarak lise 3 Ogrencilerinin daha gansh ol-
malarina ragmen daha kiigik simflardan da
katilmak miimkiin. Bu yil ekibimizdekiler hep li-
se 3 ogrencisi ama ornegin Tolga Etgii ve Arafat
Sahin gecen yil da takimda yer almiglardi.

50'den fazla iilkeden 300’i agkin yarigmaci-
nin katilacag Olimpiyatta takimlan zorlu bir si-
nav bekliyor. Sinav iki béliimden oluguyor, her
boliimde 3 problem igin dértbuguk saat siire veri-
liyor. Sorular katilan iilkelerin Gnerileri arasindan
son anda segiliyor. Sinavda dil sorunu halledilmis,
yangmacilara problemler kendi dillerine gevrilip
veriliyor ve herkes sorulari kendi dilinde yamithyor.
Yanitlar tekrar ortak bir dile ¢evrilip hakemle-
re sunuluyor ve puanlamyor. Verilen siire ilk
bakigta 3 soru icin gok gibi geliyor ama gercekte

Oyle degil. Sorularn bir kismu uzmanlan bile
¢ok zorluyor. Cozme konusunda yargmacilar ge-
nellikle profesyonel matematikgilerden hatta so-
ruyu hazirlayanlardan daha bagarih; cogu kez
onerilenden daha giizel, daha kestirme yanitlar
cikiyor.

Bu yil Olimpiyata 300’den fazla yarigmac: ka-
tilacak demigtik, bunlarin en yiksek puan alan
20-25’1 altin madalya, yaklagik 50 kadan giimig
ve 75’1 bronz madalya alacak. Ayrica bir soru-
yu tam ¢6zen mansiyon kazaniyor. Madalya al-
ma yiizdeye bagli oldugundan puan sinirlan yildan
yila degigebiliyor ama 6rnegin altin madalya al-
mak icin ortalama 6 sorunun tiimiini yanitlamak
gerekiyor. Olimpiyat her ne kadar ferdi bir yansg-
ma olsa da her iilke toplam puamna bakip nerede
oldugunu anlamaya ve kéndine bir pay ¢ikarmaya
calisiyor.

Tiirkiye 1985 yiindan beri diizenli olarak hem
matematik hem de buna paralel giden fizik olim-
piyatlarina katihiyor. Simdiye kadar ¢ok sayida
bronz aldik, tek giimiis madalyamizi 1989’da Umit
Kumcuoglu kazandi. 1989 en iyi yilimiz, ortalama
ii¢ fazla tam coziimle 51 iilke arasinda 16. olduk.
Bu derece goriindiigiinden ¢ok daha iyi. ABD,
Sovyetler Birligi, Almanya ve Dogu Avrupa iil-
keleri yillardir ilk 10-12 dereceyi aralarinda pay-
lagmakta. Bir de son yillarda yamgmaya katiip
hemen tepelere yerlegen Cin, Olimpiyatin biyik-
lerinden. Diger iilkeler bunlar arasindan siyrihp
pek yiikseklere gikamiyorlar. Olaya béyle bakin-
ca 1989’da 16. olmamiz gercekten de onemli bir
olay. Futbolla kiyaslarsak diinya kupas finallerin-
de iyi bir derece elde etmek ya da Galatasaray’in
Avrupada yan final oynamas: gibi birgey.

Peki iilkeler arasindaki bu farki belirleyen ne?
Bu yetenek ya da bilgi eksikligi degil, Olimpi-
yatgilarin {iniversite ve sonrasindaki bagarlan ye-
tenek agisindan digerlerinden hig de farkh ol-
madiklaninin kamiti. Bilgi de pek farketmiyor,
bu ige ciddi olarak hazirlanan tim yarigmacilar
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gerekli bilgi diizeyine erigiyorlar. Farki belirle-
yen bilginin oturmug ve olgunlagmig olmasi, prob-
lem ¢6zme becerisinin gelismesi ve yarisma dene-
yimi. Yukarida saydiklanimizin &ézellikle de Dogu
Avrupa iilkelerinin eskiye dayanan bir matematik
yarigmasi gelenekleri, kendi Ulusal Olimpiyatlar:
var. Zaten Uluslararasi Olimpiyat fikrini ortaya
atan da bu iilkeler. Matematige merakl bir 6gren-
ci erken yaglarda bu tiir yarigmalara katihp hem
deneyimini hem de becerilerini geligtirebiliyor. Al-
tin madalyalarin da hemen hemen timiinii bu il-
keler aralarinda paylagiyorlar.

Bizim agimizdan Olimpiyat orta dgretim alig-
kanhklarimiza ters diigen bir olay. Gitgide or-
ta Ogretimimiz test tipi sinavlara hazirlanmaya
yonelmis. Basan girig sinavlarindaki derecelerle
olgiiliiyor. Bu tiir sinavlarda cabukluk 6nemli,
ogrenci kisa bir siire iginde dogru yamti kestirmek
zorunda. Olimpiyatta ise bir soruya ayrilan siire
birbuguk saat. Hatta taktik yapip 6 sorudan sa-
dece 4 tanesini tam ¢6zmeye caligirsak ki bu da
neredeyse glimiis igin yeterli, bir problem igin iki-
bucguk saate yakin bir siire diigiiyor. Ama bu siire
iginde problemin, olabilecek farkli durumlarin dik-
katle ve sabirla irdelenmesi, gerektiginde benzer
basit problemlerin ¢o6ziiliip fikrin kegfedilmesi gibi
pek ahigik olmadigimiz igler yapmak gerekiyor.

Bu konuda ikinci biiyiik sorunumuz tegvik un-
suru. Olimpiyat tiiri yarigmalar ilkemizde yok
denecek kadar az, olanlar da egitim kurumlan di-
ginda pek bir ilgi toplamiyor. Halbuki Olimpiyat
takimina secilip Tiirkiye’nin matematikte en id-
dial ilk altis1 arasina girmek bir girig sinavinda
ya da bir proje yamsmasinda benzer derece al-
mak kadar yetenek ve emek gerektiriyor. Ka-
muoyu degil Tiirkiye’nin ilk altisina, Uluslararas:
Olimpiyat’ta madalya alanlara bile pek 6nem ver-
miyor. Kitle iletisim araclan bu tiir yarigmalann
odiil torenlerinde 6diil alanlardan ¢ok 6diil veren-
leri sergiliyor. Bu durum bir taraftan 6grencilerin
bu ige ilgisini azaltirken diger taraftan da ige seve-
rek sarilan, takima girme bagarisim géstermig bir
ogrenciyi bagka yerlerde de kendini kamitlamaya
zorluyor. OYS sinavi buna iyi bir érnek. Takim
elemanlarn istedikleri bdliimlere rahatca girebile-
cek diizey ve yetenekte 6grenciler ama igin prestiji
yoniinden yiiksek puan tutturup dereceye girmeye
caligtyorlar. OYS sinavlarinin tamamen farkli bir
felsefede olmasi ise hazirlik ¢aligmalarimi ciddi bir

bicimde engelliyor. Birgok iilke bu ikileme ¢6ziim
getirmig. Olimpiyat takimlarina iiniversite kon-
tenjanlari, burslar aynlmig. Daha fazlas: 6zellikle
ilk dereceleri paylagan iilkelerde takim elemanla-
11 6 ay ya da 1 yila varan bir hazirhk siiresi icin
okullarindan uzak bile kalabiliyorlar. Bu tiir uy-
gulamalarin olmas: icin tabii ki ilk kogul Olimpi-
yatlarin niteliginin, 6neminin kamuoyunca anlagil-
mas! ve kabul edilmesi.

Peki Olimpiyatlara katilmak, iyi sonu¢ almak
ne kazandiriyor? Bir kere segme ve hazirlik olayi
liselere bir yangma havasi getiriyor. Bu da hem
ilgiyi hem de egitimi canlandiriyor. Ote yandan
bu hazirhklara ve yarigmalara katilanlara onemli
bir tegvik unsuru oluyor. Birgok 6nemli matema-
tik¢i ve bilim adami ige bdyle yarigmalarla bagla-
mug. Tirkiye’de boyle birgey gozlemek igin daha
yeterli zaman ge¢medi ama son birkag yildir mate-
matik veya fizik olimpiyatlarina ya da hazirhklara
katilan Ogrenciler arasinda temel bilimlere ve a-
ragtirmaya bir yénelme goriiliiyor. Bu 6grenciler
egitimlerini yurt ici ve yurt diginda baganyla siir-
diiriiyorlar, daha eskiler lisansiistii ¢aligmalarina
bagladilar. Yakinda iiniversitemizde eski olimpi-
yatgilardan olugan kadrolar gorecegiz.

Bizim igin Onemli bir gelisme 1993’te Mate-
matik Olimpiyati’'nin Tirkiye’de yapilacak olma-
s.. Boyle biiyiik bir organizasyon tanitma agisin-
dan Tiirkiye’ye ¢ok sey kazandiracak. Matematik
agisindan da kamuoyunun ilgisini gekme, egitimi
canlandirma, diger ilkelerin programlarnim yakin-
dan gérme gibi elde edilecek ¢ok sey var.

56z Olimpiyatlardan agilmigken sik¢a sorulan
bir soruyu da yanitlayalim. Soru égrenci ve ogret-
menlerden geliyor: Olimpiyatlara nasil hazirlana-
biliriz, bu konuda ne tiir kaynaklar var? Uziilerek
soylemek gerekirse Tiirkge pek bir kaynak yok.
Matematik Diinyasi'nda sik sik tanitilan Matema-
tik Dernegi cevirileri dilleri eski olsa da gok gey
veren iyi kitaplar. Ancak bilgiden belki daha &-
nemli olan problem ¢dzme yetenegi ve aligkanlig).
Bunun igin de degisik diizeylerde problem kitap-
lar1 gerekiyor, halbuki bu tiir Tiirkge bir problem
kitabi yok. Hazirhk ga.hgmala,rmda yararlandig-
miz kaynaklar yabana dilde, ¢ogu Inglhzceye cev-
rili. “USSR Olympiad Problem Book” ve benze-
ri problem kitaplar iiniversite ve belki bazi lise
kiitiiphanelerinde bulunabilir. TUBITAK’n ya-
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yinladigr 1968-1975 yillarimin Olimpiyat soru ve
yamtlarini igeren bir kitap var. Ancak kamimca
bir 6n hazirhk yapmadan Olimpiyat sorularina ya
da ¢oziimlerine bakmak pek ige yaramiyor. Hat-
ta tersine sorularin zor gelmesi caydirici bile olu-
yor. Hazirhk galigmalannda sik¢a kullandigimuz
yontem once basit problemleri ele alip ana prob-
lemdeki ara adimlari, buradaki fikirleri kegfetmek
ya da anlamak. Bundan sonra &grenci ya Olim-
piyat problemini kendi ¢6zebiliyor ya da ¢dzim-
den birgeyler 6grenebiliyor. Bu bakimdan gerek
Olimpiyat sorularim gerekse ¢ok yararlandifimiz
onerilen sorular hazirhk agamasinda daha ¢ok yol
gosterici olarak kullanmak gerek. Bazi problem ki-
taplarin1 Thirkcelestirmek 6nemli bir adim olacak
ama bu bir insan kaynag sorunu. Yillardir bu isi
sik stk glindeme getirmemize ragmen hazirlayici
ekip olarak zaman bulamadik, bundan sonra da
bulamayacak gibi goriiniiyoruz. Belki okurlan-
mizdan baz: Oneriler gelir.

Bir de olimpiyatlardaki konulardan s6z edelim.
Kabaca bunlarn iy ana gruba ayirmak miimkiin:
geometri, tam sayilarin 6zellikleri ve sayma ile il-
gili sayilar teorisi ve kombinatorik dedigimiz ko-
nular, bir de analiz diye adlandirdigimz diziler,
egitsizlikler, fonksiyonlar, denklemler gibi konular.
Yarigmalarda sorular yaklagik esit oranda bu grup-
lara dagliyor. Bu konularin bir kismu lise prog-
ramlarinda yok ya da az igleniyor. Tersine lise
3’te ¢ok iizerinde durulan tiirev, integral olimpi-
yatta yok ama bunlan kullanip da ¢oziime varmak
serbest.

Bu sayida igin matematik yoniine egilmedik,
bari yapilan son segme sinavinin sorularini vere-
lim.

1991 Uluslararass Matematik Olimpiyat Takimimiz

1991 Olimpiyat Son Segcme Sinaw
I. Bolim

3 soru igin siire 3 saattir.

1. Bir ABC iiggeninin AB,AC ve BC kenarlan
iizerinde siras1 ile C’,B’ ve A’ noktalan
igaretleniyor.

AB' BC' CA

B'C  C'A~ A'B
oldugu bilindigine gore, AA',BB’ ve CC'
dogrularinin sinirladig: iiggeninin alaninin, ABC
liggeni alanina orannin

(k—1)°
E2+k+1
oldugunu gosteriniz.

2. a2+ b +c2+d?* =a? b c? - d? denklemini
saglayacak gekilde a, b, ¢, d pozitif tam sayilarnin
bulunamayacagini gosterin.

3. a; katsayillan {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimesin-
den olmak iizere |z| < 1 i¢in tammh f(z) =
T2, a;z° fonksiyonu igin f(55) bir rasyonel sa-
yidir. Tamsay: katsayil uygun p(z) ve g(z) po-
linomlan ile fonksiyonun (|z| < 1 igin)

5 22)
f( )-q(x)

geklinde yazilabilecegini kamitlayimz.

=k

II. Bolim
3 soru igin siire 3 saattir.

4, Bir havuzun ortasinda yanyana siralanmig
N-tane tagin tgzerinde bir kurbaga sigriyor.
Kurbaga bulundugu tastan p olasihikla soldaki,
1 — p olasilikla ise sagdaki taga sigriyor. En sol-
daki tastan sola, ya da en sagdaki tagtan saga
sigrayan kurbaga suya diigiiyor. Sol bagtan k-1nc1
tagta bulunan kurbaganm ilk olarak sag ugtan
suya diigme olasihgim p; ile gosterirsek; p < é
igin p; > 1 oldugunu kamtlayinz.

5. p yolcu, n vagondan olugan bir trene i¢inde yol-
culuk edecekleri vagonu rastgele segerek binerler.
Her vagonda en az bir yolcu bulunmas: olasihgini
hesap ediniz.

6. Kogelere 0,A,B,C olan bir dortytizliiniin
(iiggen piramidin) kenarlarmmn orta nokt.alarml
koge kabul eden (digbiikey) cismin hacmi Vove
biitiin kenarlarinin uzunluklar toplam U ise

|0A| — |BCIXUV — |0B| = |[AC])(U — joc| - 1AB])

-
vs 273

olacagim gosteriniz.
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BiR ESiTSiZLiK UZERINE

'RBAGALARA YANIT ~

Sekizgenin kogelerini sirayla ABCDED'C'B’ ola-
rak adlandirahm.  A’dan baglayan bir kurbaga
tek sayida sigrama sonunda ancak B,B',D ve D'
kégelerine varabilir; o halde agn_; = 0.

Kolaylik olsun diye A ’dan baglayip k adimda C ’ye
varan yollarin sayisina (ki bu geklin simetrisinden
dolayr C’’ne varan yollarin sayisiyla aym) zi,A’dan
baglayip k adimda yine A ’da biten yollarmm sayisina da
¥ diyelim.

A’dan baglayip E 'de biten bir yol A---CDE veya
A---C'D'E geklinde olabilir. Yani 2n—2 adimda C ’ye
varan her yol igin 2n adimda E’ye varan bir, 2n — 2
adimda C' ’ne varan her yol i¢in 2n adimda E ’ye varan
yine tek bir yol var. Yani

G2n = Ton-2 + Ton_2 = 229, _9.
A’dan  C’ye varan yollar A..-ABC veya

A---CBC ya da A---CDC seklinde olmah. Yuka-
ridaki gibi irdelersek bunun anlam:

Ton = 2Tan-2 + Yon-2.

A’dan baglayip yine A’da biten yollar ise 4 tiir
olabilir: A..-ABA, A...-AB'A, A---CBA veya
A..-C'B'A. Buradan

Yon = 2Zan-2 + 2Y2n-2

elde ettik. Indislerdeki 2 ¢arpanmmdan kurtulmak igin:

n==23m Ve Y,=uyn
dizilerini tanimlarsak

Xn = 2Xn—l + Yn—l

Yn = 2Xn-1 + 2Yn-l

indirgeme sistemini; Y ’leri yok edersek de:
Xnt1 =4X, = 2X0y
bagmtisin buluruz. Genel ¢6zim
Xn =c(24+V2)" +d(2-V2)"

geklindedir. Baglangig degerleri Xo = 0 (0 adimda
C'’ye varan yol yok), X; = 1 (2 adinda C’ye varan
tek yol ABC). O halde

1 n n
x,,=m((z+\/§) - (2-v2)")

ve
Gon = 2327;_2 = 2Xn_1

__1__ n-1_ _ n-—1
_ﬁ((z+¢§) 2-v2 )

i. Ferit OKTEM
%

Bu yazmmmizda
- 1
P=11(1-3) ®
k=1
carpimimn (Bkz. Matematik Dinyas C:1, S:1, A5)
1 1
— <P < — 2
VE(n+3) " @
egitsizliklerini sagladifim gostermek istiyoruz.
Once
n n
[[ek-1n=c@n-ny JJeo=cmr @
k=1 k=1
tammlanm kullanarak
-1
p, = Gn-1! (1)

(2n)1
yazabiliriz. $imdi, n negatif olmayan bir tamsay1 olmak

iizere,
I,.=/§sin"1:dx (5)
integralini gozoniine a]a.hmoz
Io=§, L=11I= ";1 Ing (n>1) (6)
bagintilarindan n > 1 igin
fan-1 = % (2n22)!1!)!!’ n= %(2F2;):!)!!’
1
Doy 2nl+ 1 (2532—1:)1),; (7
olur. Ote yandan
sin”* z < sin®™z <sin®™ 'z (0<z< %) (8)
ve (5) ten dolay
Iny1 < Ipp < Iy (9)
esitsizlikleri gecerlidir. Boylece (4), (7) ve (9) sonucu
m <ZPu< ﬁ (10)

bulunur. (10) un her yamm 2P, ile arptiktan sonra
karekok alimirsa (2) esitsizlikleri elde edilir.

Bu egitsizliklerin bir sonucu olarak

1 1
Po=—m, 0<b,<= 11
V*(n+6,) 2 (1)
kogullarimi saglayan bir 8, sayisinn varh ve
. 1
Jlim Vo Pn= 7 (12)

bagintis1 (Wallis formili) de ispatlanabilir.




ALISTIRMA SORULAR/

All. A bos olmayan n &geli bir kiime olsun. Bu kiime iizerinde kag¢ tane

a) simetrik ve yansiyan olan,

b) simetrik ve yansiyan olan fakat ters simetrik olmayan

c) ters simetrik olan

baginti vardir? (Oneren: Namik Gok )

A12. Bir d dogrusunun aym tarafinda A ve B gibi iki nokta alimyor. A ve B nin d iizerindeki
izdiigiimleri E, F ve d den uzakliklan a ve b dir. (a > b). [EF] ye ait hangi P noktasi igin |AP|+|BP|
toplamu en biiyiiktiir? Geometrik bir ispat da verebilir misiniz? (Hazirlayan: Nadir Sener )

A
B
a
b
E P F

A13. a € IR olmak iizere

f(z) = z* + a(z + a)(2z + a)(3z + a)

olarak tammlh f fonksiyonunun grafiginin z-eksenini kestigi noktalarda eksene teget oldugunu gosterip
degme noktalarim bulunuz.

(Bu soru, hekim Bahri Kaderoglu’'nun bir 6zdesliginden yararlamlarak hazirlanmigtar.

Al4. limp o nle® — (1 4+ £)"] =7
(Hazrlayan: Nurettin Ergun)

A15. [} etdz + [} Vinzdz =?
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YARISMA SORULAR/

Y11. Diizlemde, kogeleri a,b,c karmagik sayilarina kargiik gelen bir ii¢genin egkenar olmasi igin
gerek Ve yeter kogulun a? + b% + ¢ = bc + ca + ab oldugunu gésteriniz. (Hazrlayan: H. Demir)

a b ¢ d
- b ¢c d a
Y12. Kenarlan a,b,c,d olan hangi dértgenlerde D = d b = 0 olur?
c a
d a b c

(Hazrlayan:H. Demir )

Y13. f(z) =(1+z+--- + 2?®) — (=1)" z" polinomu, z in hangi degerleri icin pozitif, hangileri
icin negatif, hangileri igin sifir degerler alir?

Y14. Banach’in kibrit kutusu problemi:
Bir adam, her birinin icinde n tane kibrit bulunan iki kutu kibrit alir ve cebine koyar. Her ihtiyag
duydugunda. iki kutudan birini rastgele segerek, bir kibrit kullamir. Aradan bir siire gectikten sonra
kutulardan birini eline alip actiginda kutunun bog oldugunu goriir. Bu sirada diger kutuda tam olarak
k tane (0 < k < n) kibrit kalmig olmasi olasihgini hesap ediniz. (Adamin bog kutudaki son kibriti
kullandiktan sonra kutuyu dalgmlikla tekrar cebine koymus oldugu varsayilmaktadir.)

Y15. [AB] caph bir yaricember C, D ile eg ii¢ pargaya bolinmiigtir. C”-b ye ait bir P noktasim
A, B ye birlegtiren dogrular BD ve AC yi E ve F de kesmektedir. JCAP = z ise JFEP = 3z
oldugunu gosteriniz. (Hazrlayan: H. Demir )

Gonderilecek ¢oziimlerde énemle dikkat edilmesi gereken noktalar:
1) Her sorunun ¢6ziimiiniin ayn bir kagida okunakh ve anlagilir bigimde yazilmas;

2) Kagidin sag iist kogesine adinizin, soyadinizin, adresinizin ve ogrenci iseniz okul ve smifimzin yazilmas:.




Al.  Unli Hintl matematikg Ramanujan
wmn verilen apadali gt gereklyinis.

' 7¥" 19—~f f

Cozum (Ha.kkJ Tagkiran, ODTU/Anka.ra.)

Once her iki tarafin kiibiinii alalim:

3
5 2
7Y20-19 = \/:—\/:
V20 ( 3 3
5 ,sf50 . .f20 2
33 27+3V27_§

= 1-+v50+ V20
Sonra her iki tarafin karesini alirsak

Y20 - 19 = (1 - ¥/50 + ¥20)"
=1+ V2500 +\/4T 2v/50 + 220 — 21000

=1+ /5% x 20 + 3/23 x 50 — 250 + 220 — 20

=1+ 520 + 27/50 — 2/50 + 220 — 20
=720 — 19.
Not: Bu soru icin verdifi cozimde Aydin Unverdi _3:.y

sol yandaki {/7V/20 —19 sayisindan hareketle kendine
ozgi iglemlerle sonuca varmigtir. Bu hesaplama Aydin

Unverdi’nin yetenegini kamitlamaktadir, ancak bu yetenegi
daha yararh bigimde kullanmasim bekliyoruz.

mmm gert,;el Koklerinin v&rhbm

?.’bu kakler igm :cia > zg ala.rakz,_ ve zgyl.‘_.béhﬁe‘

Cozim: (S. Gokcen Sen, Erzurum Anadolu Lis-
esi)

a+b#0ise

(a + b)?z? (a + b)*z + 2ab(a® + b%) = 0 dan

2ab(a® +b%)
(a+d)(a+bd)

(a+bd)z +

ve dolayisiyla kokler

2ab
a+b

a® + b?
a+b’

cikar. a + b > 0 ise bu sayilardan birincisi daha
biiyiik olacagindan

. _a?+b? o = 2ab

1=+’ 2T a+0b
olur. a4+ b < 0 ise

= 2ab . a4+ b

17410’ 2T et

olacaktir. a+b = 0 ise ancak @ = b = 0 iken ¢oziim
vardir ve bu durumda her gergel say1 ¢oziimdiir.

iiun: :gore lADl mnaugu ac Biﬁmdh?

D1 ¢

A 5 B

Cozum: (Barig Tuncer - Onur Kutlu - Askin

- Bag, Ankara)

K noktasindan AB ye paralel dogru gizerek AD
ile L de kesigtirelim.

m(DKL)
m(LK A)

m(CDK)
m(BAK) =
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olup LKD ve LAK ikizkenar iicgen olurlar. O

halde |LD| = |LK| = |LA|, |DL| = |LK| nede-
niyle [LK] orta tabandir ve
ILK| = 'DC';MB' =21 3514 = 2K1) =6,

,A‘t. e,b va c pozm{ gergel sayxlar ise

\ - ibf,;. 7 +§--& >a+b+é

i_olacagm gbetenmz ngtﬁbn alabi}mesl ig;m gerek
ve yeter koguluna = b= ¢ oidaﬁm ispatlayiniz,

Céziim: (K. Onder Yildirim, Sehitkamil/ Gazian-
tep)

z ve y gergel sayilar olsun. (z — y)? > 0 den 22 +
y? > 2zy olur, esitlik yalnizea z = v igin dogrudur.

Bu bilgiyi kullanarak, a,b ve ¢ pozitif gergel
sayilar icin

b%a? + c%a? > 2a%be
c*b? + a?b® > 2b%ca
2¢? 4+ b%c?® > 2c%ab
elde edip bunlan taraf tarafa toplayalim:
2(5%c? + ¢*a? + a%b?) = 2abe(a + b + ).

Her iki tarafi abc ye bélersek istenilen egitsizlik el-
de edilir.

Cozim: (Necmi Aydin I"Jnverdi,
Kadikdy/Istanbul)
2 fok—1
=TI (1-5) = L (55
135 2m-32n-1
246 -2 2n
diyelim.
B 2&9 2n — 2 2n
N=357" " m-1m+1

ifadesini olugturalim. N ’deki her garpan, M 'de
ayni sirada bulunan carpandan biiyiiktiir. Yani

234

<P i<y

2n -1
2n

< 2n
m+1

wl'—'

O halde N carpimi, M garpimindan biiyiik ol-

 mabdir. Yani M < N yazabiliriz.

Bu egitsizligin her iki tarafini M ile garpalim.
M > 0 oldugu igin egitsizlik yon degistirmez.

1 1
M? < >M<—
o +1 Von+1

olur. Bu da aranilan sonugtur.

Not: Soru tiimevarimla da kolayca ¢oziilebilir.

Coziim: (Mehmet Serttuna, Manisa)

Verilen pozitif say1 A ile gésterilip her iki tarafin
karesi alindiginda

298 - 2,/VB - (v2 - 1)

A? =
VB \Va+1
BV
f \/f+1
bulunur,

Diger gozenler: Aslin Bag (Ankara), Atasagun Baykal
( Yenigehir/Ankara), Adem Gavdar, Necip Geldir (Aydin), C
Alparslan Ertu} (Beylerbeyi/istanbul), Onur Kutlu (Ankara),
Murat Limoncu (ODTU/Ankara), Dogan Mersin (A vcilar/istan-
bul), Ahmet Ok (Kiziltoprak/istanbul), Bang Tuncer (Ankara),
N. Aydin Unverdi (Kadikdy/istanbul), Alim Yilmaz (Balikesir).
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+ K
L
H
A 12 B
Coziim I: (Veli Mutlukan, Zeytinburnu /
Istanbul)
S(DAM) = a =>ta,na,=£=-1-
12 2
y 4 1
S(LAB) = b =»tanb=— ==
_ tana+ttand _ 3+3 _
ten(a +5) = 1—tanatand 1-11 =1
Buradan S(MAH) = S(HMA) 45° ve |[MH| =

|AH| elde edilir. ADM dik iicgeninde |[MA[? =
|AD|* + |DM|? = 144 + 36 = 180 ve dolaysiyla
IMH|? = |[AH|? = 182 = 90 ve sonug olarak

A
Alan (AHM) = -92—0 = 45¢m?

olur.

Coziim II: (Murat Silahli, Ortaokul oOgrencisi,
Iskenderun)
Verilenlerden
|LB|=1—2_4 MC| =22 =6, |0L] =12 4=8

ve Pisagor teoremi uyarinca

|AL| = +/JABP+BL[® = 4V10
IML| = IMCPE+ICLF =10
alanlar ise
A(ABCM) = -(%6—)2=108
A(A?B) = L8

2

oldugundan

A
A(ALM) = 108 — 48 = 60

AL| |M
bulunur ve AL IMH] = 4\/1_0|MH| = 60 dan
|MH|= t;lka.r Yine Pisagor t.eoremmden
AH| = /AP —|MHP
= /|MD|? + |AD|? - |MH|?

V62 + 122 — 90 = 90 = 310

bulunur. Sonug olarak

|AH||HM| _ 30

=4
2 V0 °

a 3v/10
A(MAH) = ‘g_

olur. Demek ki

A
A(MAH) = 45¢m?

Diger c¢ozenler: Erkut Acar (Eskisehir), Ahmet Akar
(Tuzla/istanbul), Gillperi Akarca (Goztepe/Istanbul), Zi-
ya Artom (Ganakkale), Emre Ay (Istanbul), Murat Ay-
gen (Cankaya/Ankara), Agkmn Bas (Ankara), Atasajun
Baykal (Yenigehir/Ankara), émer Bilgigli, Ferhan Bulun
(Kazasker/Istanbul), S. Kadir Gelik (Incirli/Ankara), Necip
Geldir (Aydin), Miinezzer Demirbilek (Liileburgaz), Dogan Dik-
men (Bursa), Mehmet Durmug (Hopa/Artvin), C. Alparslan
Ertug (Beylerbeyi/ista.nbu.l), Tugba Gezgin (Nazilli/Aydin),
Namik Gok (Giizelbahge/izmir), Cem Giiray (Ganakkale), Ha-
san Giirler, Erdal Kalafat (Oltu/Erzurum), Aziz Kalender
(Tokat), Bayram Karaahmetoflu (Gergiig/Batman), A. Kivang
Karagbz (Bursa), Ash Karahan, Evin Kog (Ankara), Sadi Ko-
puz (ODTU/Ankara), Onur Kutlu (Ankara), Murat Limon-
cu (ODTﬁ/An]mra). Ahmet Menteg (Afyon), Dogan Mer-
sin (Avcilar/istanbul), Ahmet Ok (Kizmltoprak/istanbul), Na-
zan Palaz (Aydin), Mehmet Sertuna (Manisa), Murat Silahh
(Iskenderun), S. Gokgen Sen (Erzurum), Hakk: Tagkiran, Bang
Tuncer (Ankara), Aydin Uysal (Manisa), N. Aydm Unverdi
(Kadikdy/istanbul), Tolga Yalg: (izmit), Ufuk Yavuz (Istanbul),

K. Onder Yildirim (Gaziantep), Serap Yilmaz (Trabzon).

81r

Cozum (Ahmet, Ok Klzﬂtoprak/lstanbul)

sin 2o = 2sin a cos  egitliginden sina # 0 oldugunda

cosa = ;l::a elde edilir. Bu esitligi kullanarak

i 2 a4 167

2r gindX sin sin 22X

— &L__nll_;'?__m__l__
2sin % 2sm 2sm 25111 I
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in 18%
_ sm3

sin(r — ) _ 1
16sin 16

16sin7/17 ~ 16

7
_"_—
17

bulunur.

Diger cozenler: Agkin Bag (Ankara), Atasafun Baykal
(Yenigehir/Ankara), Necip Celdir (Aydin), C. Alparslan Ertuj
(Beylerbeyi/istanbul), Tugba Gezgin (Nazilli/Aydin), Namk
Gdk (Giizelbahge/Izmir), Onur Kutlu (Ankara), Murat Limoncu
(_ODTI"J/AnJma), Veli Mutlukan (Zeytinburnu/istanbul), Unsal
Onder (§irinyer/Izmir), Nazan Palaz (Nazilli/Aydin), Mehmet
Serttuna (Manisa), Ertan Toprakbasti (Samsun), Barg Tuncer
(Ankara), N. Aydin Unverdi (Kad.lkoy/Istanbul) Ufuk Yavuz
(Istanbul), K. Onder Yildinm (Gazmntep)

P,

P

Vra

BI

AI

Coziim: (Dogan Mersin, Avalar/Istanbul)

P, noktasindaki tegetin denklemi: alyiy+ b%ziz = a’b?
P, noktasindaki tegetin denklemi: a’yoy + bzoz = aZb?

Bu iki denklem ortak ¢oziliirse 3, ys koordinatlarim
elde ederiz. Bu da bize

o = a*(y1 — y2) _ b%(z1 — z2)
3 (z2n — -’Blyz) ’ T1Y2 — T2

verir.

P, noktasindaki normalin denklemi: y—y1 = ;%(z—:n)

P, noktasindaki normalin denklemi: y—y; =
Bu denklemleri ortak gozersek zo,yo koordinatlarim
buluruz.
(a? — b%)(y1 — y2)2122
a?(z2y1 — z1Y2)

Ty —

(“2 - bz)(”z — 21112

Yo =
b2(z1y2 — z211)
olur.
itz R (1 — ) a(zay — 21y,)
o Tayr — 212 (a? — b2) (1 — y2)7122
YY)
YiyayYs  _ bivs b2(z1—z3)  bA(z1y2 — 2om1)
Yo z1y2 — 22y (6% — b2)(z2 — 21)11 92
—b
= -
buradan
T122%3 | Wibals at
zo Yo a2-b> a?2-b?
at - bt
= 72 %)
= a’+b?
bulunur.

Diger cozenler: Mehmet Serttuna (Manisa), N. Aydm
Unverdi (Kadikéy/Istanbul).

Coziim I: (Murat Limoncu, ODTU, Ankara)

Bu ilging ¢oziim ortaokul diizeyindedir. D merkez ve
|DC| yarigaph ¢ember AC ’yi C ve C' de kessin. Bu
durumda JAC'D = 20° ve |DB| = |DC| = |[DC'| olur.

C'DBC dértgeninin ig agilar1 toplamu 360° olup
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J4C'DB = 60 dir. Bu nedenle C’ BD ii¢geni egkenardir.
O halde JC'BA = 60—10 = 50 ve JC'AB = 20+ 30 =
50 olup |C’A| = |C'B| = |C’'D| gikar. Oyle ise C'DA
lggeni, tepesi C’ olan ikizkenar bir iiggen olup taban
agis1 80° dir. Bu da z = 80 — 50 = 30 verir.

Coziim II: (Fikri Gokdal, Gazi Univ.)

Taban agilan 30° ve tepe agis1 120° olan ikizkenar
A'BC iiggenini gizelim. DBC ikizkenar olup [A'E]
yiiksekligi D den geger.

A'BD iiggeninin A', B, D agilan 60°,20°,100° dir. A’
agisinin agiortaylr B ninkini F' de keserse DF bir agior-
taydir ve JA'DF = 50° elde edilir.

AA'FD dortgeni, JA'DF = 50°,JA'AF = 50° nede-
niyle bir kirigler dértgenidir. O halde

JDAF =JDA'F = 30°.

Co6zum III: (Necip Celdir, Aydin / Murat Serttuna ,
Manisa)

Yukanidaki gekilde A’ BD iiggeninde BA i¢ agiortay ve
A’ A dig agrortay oldugundan DA da bir dig agiortaydir.

Necip Cildir, A nmin bir dig merkez olugundan ya-
rarlanarak A nin [BD)] yi gordiigi z agisinm A’ nin
gordiigi 60°’lik acinin yarsi oldugu sonucuna varmak-
tadur.

Murat Serttuna ise JADA’ =JADK egitligini kul-
lanarak

JADA =JALA' =z =(60+10)—2 =70z

ve JKDA = z + 10 dan 70 — z = z + 10 egitligine ve
buradan da z = 30 degerine varmaktadir.

Coziim IV: (Serap Goglis, Istanbul)
ABC iiggeninin gevrel merkezi O ise JAOB = 2

JACB = 60° olup ikizkenar OAB iiggeni egkenardur.
O halde bu iiggende AD nin agiortay, ya da |DB| =

|DO| oldugunu géstermek gerekir.

3BOC = 2(3ABC+ JACB)
= 100° =J4DOB = 5(0°

Ote yandan 4DBO = 60° — 10° = 50° olup |DB| =
|DO| elde edilmig olunur.

Coziim V: (Ahmet Ok, Kiziltoprak/istanbul)

|DA| = d,|DB| = |DC| = u koyup ABD,ADC
liggenlerine siniis teoremi uygulandiginda
sinz _ sinl0 sin(130—2) sin20
u d’ u T d

8in(130 — z) — 9¢08 10
sinz

8in(130 — z) = 2cos 10sin z

sin(50 + z) = sin(10 + z) — sin(10 — z)
sin(50 + z) + sin(10 — z) = sin(10 + z)
2sin 30 cos(20 + z) = sin(10 + )
cos(20 + z) = sin(10 + z)
204+2z4+10+2z=190

z =30

R R R N

Diger cozenler: Nihat Akkurt (Kargiyaka/izmir), Mu-
rat Aygen (Cankaya/Ankara), Agkin Bag (Ankara), Atasagun
Baykal (Yenigehir/Ankara), Necip Geldir (Aydin), C. Alparslan
Ertuf (Beylerbeyi/Istanbul), Onur Kutlu (Ankara), Murat Li-
moncu (ODTU/Ankara), Ahmet Menteg (Afyon), Dogan Mersin
(Avalar/istanbul), Ahmet Ok (Kiziltoprak/istanbul), Mehmet
Serttuna (Manisa), R. Can Tekinel (ODTU/Ankara), Barg Tun-
cer (Ankara), N. Aydin Unverdi (Kadikdy/istanbul), M. Necati
Ustiinay (Ankara), K. Onder Yildinm (Gaziantep).

2592 = 2592
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WARING PROBLEMIi

Alev Topuzoglu

e e e

Gegen sayidaki yazimizda kenarlarn tamsay o-
lan dik {icgenlerden bahsetmistik. Boyle iicgenleri
Pisagor Uggenleri, a2 + b? = c? bagmtisin sagla-
yan (a,b,c) pozitif tamsay: igliilerini de Pisagor
Ugliileri olarak adlandirmigtik. @,b nin en biiyiik
ortak boleni 1 ise (a,b, ¢) tigliisiine Teme! Pisagor
Uglisii denir.

Temel Pisagor Ugliileri’nin timinin, biri tek
biri ¢ift, birbirlerine gére asal (z,y) pozitif tam-
sayl ikililerinden a = 2zy, b = 2% — 42, ¢ =
z? + y? egitlikleri yoluyla elde edebilecegimizi de
biliyoruz ([6], Teorem A). (z,y) ikilisine (a,b,c)
nin doguram denir. Pisagor iglilerinin dogu-
ranlanyla elde edilebilecegini Mezopotamyalilar,
Pisagorcular biliyordu. Eski Yunan Matemati-
ginin “Geg Iskenderiye Dénemi” (ya da Giimiig
Donemi; M.S. 250-350) matematikgilerinin en
iinlisii Iskenderiyeli Diofant da kugkusuz bu-
nu biliyordu. Hatta (z,y)’den (a,b,c)’yi el-
de etme yontemi icin ozel bir sozcik kul-
laniyordu. Bu, “big¢im vermek” anlamina ge-
len “rAdocew” sozcigiydi. Diofant’in yagam
hakkinda Iskenderiye Okulu’nda olmasi diginda
kesin birgey bilinmiyor. M.S. 3. yiizyilda yagamig
oldugu samihiyor. Diofant ii¢ kitap yazdi. Bunlar-
dan “Porizmalar” (Onermeler) kayboldu. “Poli-
gonal Sayilar Uzerine” adli kitabin sadece kisa bir
parcas! zamanimiza kaldi. Yiizyillar sonra Sayilar
Teorisinin geligmesine onemli katkisi olan 13 cilt-
lik “Aritmetik” adl kitabin ise sadece 6 cildi za-
manmmiza kadar geldi.

Aritmetik (ap@untiki) sézcigi Eski Yunan-
ca’da say: anlamina gelen “aritmos” sézcigiinden
turetilmig. Eski Yunanhlar “sayilarin ozellikleri-
nin sistematik bir gekilde incelenmesi” igin arit-
metik s6zctugini, ginlik hesaplamalar igin ise lo-
gistik (AoyioTikn) sozcigini kullanirlards.

Diofantin “Aritmetik” kitabinda 130 kadar
problem var. Bu problemlerde cebirsel denklemle-

rin ve denklem sistemlerinin tamsay: veya rasyo-
nel ¢oziimleri bulunuyor. Kitaptan birkag 6rnek
verelim:

Problem 29, Cilt II: Oyle iki (rasyonel)
kare say1 bulunuz ki ¢arpimlarina sayi-
lardan herhangi birini ekleyince, sonug
gene kare olsun.

Problem 7, Cilt III: Oyle ii¢ (rasyonel)
say1 bulunuz ki ii¢iiniin toplami ve her-
hangi ikisinin toplami kare sayilar ol-
sun.

Problem 11, Cilt IV: Oyle iki (rasyo-
nel) say1 bulunuz ki toplamlar, kiiple-
rinin toplamina egit olsun.

Diofant’in konuyu ilk ortaya atan kigi olmasi
nedeniyle zamanimizda tamsay: veya rasyonel sa-
y1 ¢oziimlerin arandig) cebirsel problemlere “Dio-
fant Problemleri” denir.

“Aritmetik”in III. cildinde 19. problem ise Hi-
poteniisii ayn1 (65) olan 4 ayr1 Pisagor iigge-
ninin bulunmasi. Diger bir deyigle a2+ 52 = 652
esitligini saglayan 4 ayr (a,b,65) iilisiiniin bu-
lunmasi. Diofant, 6nce bu iiggenlerden ikisini, bi-
linen Pisagor ii¢genlerinden kolayca elde ediyor;
(3,4,5) iigliistiniin 13 kat1 yani (3 x 13,4 x 13,5 x
13) = (39,52,65) iicgeni ile (5,12,13) iigliisiiniin
5 kat1 yani (5 x 5,12 x 5,13 x 5) = (25,60,65)
iicgenini buluyor. Diger iki ticgeni ya da iigliyii
bulmak icin doguranlan kullamyor. z2 + % =
65 olacak gekilde (z,y) ikililerini buluyor. 65 =
72 + 42 egitliginden = 7,y = 4 alarak (2zy,z? -
y?, 2% +y?) = (56,33, 65) iiclisiinii ve 65 = 82+ 12
egitliginden z = 8,y = 1 alarak (16, 63, 65) ticliisii-
nii elde ediyor. Son iki tiglii temel Pisagor iigliileri
tabii. 11k ikisi ise degil.

(65%in bir temel Pisagor Ucgeninin hipoteniisii
olabilmesi igin iki karenin toplams olarak yazla-
bilmesi gerektifine dikkat edin!).
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Diofant ¢éziimden sonra gunu ekliyor;

“65 iki karenin toplami olarak iki degi-
sik sekilde yazilabilir. Bu 65'in, kendi-
leri de iki karenin toplami olarak yazi-
labilen 5 ile 13 sayilarinin garpimi ol-
masindandir”;

65=5-13 = (42 + 1%)(3% + 2?)
Diofant burada su denkligi kullaniyor;
(W2 + )22+ %) = (ut+y2)? + (uz - vt)?
= (ut—vz)?
+(uz + vz2)?
u=4,v=1,2 =3,t =2 alirsaniz

65=5-13=82412 =72 442

(0.1)

bulursunuz.

Diofant’in (1) denkligini Onermeler kitabinda
kanitlandig saniliyor.

(1) denkliginin z = t = 1 6zel durumu yani
2(u? + v?) = (u+ v)? + (u — v)? (0.2)

denkligi Oklid’in “Elementler” kitabinda kanitlan-
migtir (Cilt II, Onerme 9).

Simdi “Aritmetik” ’in yazihgindan yaklagik
1300 yil sonra Fransa'dayiz. 1621 yilinda mate-
matikci olmamakla beraber matematige gok ilgi
duyan Claude Gasper Bachet, “Aritmetik”in Yu-
nanca ashm Latinceye gevirisi ve kendi fikirleri-
ni de ekleyerek yayinladi. Bachet, (Bage okunur)
yukanda degindigimiz III. Ciltteki 19. Problem-
den sonra gu soruyu soruyordu; Bir say: kac dedi-
sik Pisagor Uggeninin hipotendsi olabilir?

Bu soruya yanitin 6nemli kismi Pierre Fer-
mat’min 1640’ta Mersenne’e (Mersenne asal sayi-
lanini duymugsunuzdur belki!) yazdigi mektupta.

Fermat (Ferma okunur) 1601'de dogdu. Hu-
kuk egitimi gordii, 1631’de Toulouse parlemen-
tosuna iye secildi ve 1665’te dlimiine degin bu
gorevde kaldi. Fermat gok iyi bir egitim almig-
t1, Latince, Yunanca, Italyanca ve Ispanyolca bi-
liyor ve gesitli dillerde giir yaziyordu. Kitap top-
lamaya merakhydi. Kitaplar arasinda Bachet’nin
yayinladigy “Aritmetik” de vardi.

Fermat’min matematigini bilyiik olgiide zama-
nin matematikle ilgilenen diger iinliilerine génder-
digi mektuplardan ve “Aritmetik” kitabinin say-
falarindaki bog yerlere yazdig1 notlardan 6greniyo-
ruz. Oglu Samuel Fermat, babasinin éliimiinden
sonra 1670 yilinda “Aritmetik” kitabim1 babasinin
sayfa aralarina yazdig notlarla birlikte yayinladi.
Asagida bu kitabin kapak sayfasim gériiyorsunuz.

DIOPHANTI

ALEXANDRINI
ARITHMETICORVM

LIBRI SEX,
ET DE NVMERIS MVLTANGVLIS
LIBER VNVS,

CFM COMMENTARIIS C.G. BUCHETI V. C.
& obfernationibus D.P.de FEERMAT Senatoris Talofani.

Acceilic Doétrinz Amalyticz inuencum nouum,colletum

TOLOSE,
Excudebx BERN ARD VS BOSC, ¢Regione Collegij Socieratis Iefus
M. DC LXX,

Bachet’nin sorusuyla ilgili yamitlanmas: ge-
reken problem hangi sayilarin iki karenin
toplami olarak yazilabilecegidir. Once han-
gi asal sayarin iki karenin toplami seklinde
yazlabilecegi sorusu var. 5, 13, 17 sayilan Pi-
sagor liggenlerinin hipoteniisleri, bagka bir deyigle
iki karenin toplami. Ancak hipoteniisii 7 veya 11
olan Pisagor ti¢genleri yok. 5, 13, 17 sayilarimin
ortak 6zelligi nedir? Tahmin edebilir misiniz? Bu
sayilarin herbirinin tek oldugu yani 2'ye béliiniince
kalanin 1 oldugu acik. Ya 4’e bﬁlﬁni‘mc% 5 =
1-4+1, 13=2-4+1, 17 = 4-4+1; kalan yine 1.
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Diger yandan 7=1:-4+3, 11 = 2-4 + 3; kalan 3.
(Bir tek say1 4’e bolindiginde kalanin ya 1 ya da
3 olacagini animsayiniz.) O halde 5, 13, 17 sayilan
uygun bir n i¢in 4n+1 geklinde yazilabilir. 7, 11 ise
yazilamaz. Evet, tahmininiz dogru; “4n+1 for-
mundaki asal sayilar iki karenin toplami ola-
rak (tek sekilde) yazilabilir.” (Fermat, 1640)
Bu 6nermenin kamitimi vermeyecegiz (Bkz. [3]).
Ancak “4n + 3 geklindeki asal sayilar iki karenin
toplami seklinde yazlamaz” Onermesinin kaniti
kolay;

p = 4n + 3 bir asal say1 olsun. p’nin iki ka-
re toplam1 p = z? + y? oldugunu kabul edelim.
4n + 3 tek olduguna gore =% ve y? nin ikisi de tek
veya ikisi de ¢ift olamaz. y% tek olsun. Bu du-
rumda z? ift, dolayisiyla z cifttir. Yani (z2)/4
bir tamsayidir. 4n = 22 4+ y? — 3 olduguna gore
n = (z%)/4 + (y* — 3)/4 buluruz, n ve (22)/4
tamsay1 olduklarina gore (y? — 3)/4 de bir tam-
sayidir. Bu sayiya k diyelim. (3% — 3)/4 =
k, y? — 3 = 4k, y* = 4k + 3 olur. y? tek olduguna
gore y de tektir; y = 2m + 1 seklinde yazilabilir.
¥=02m+1)? =4m? +dm+1=4(m? + m) + 1
elde ederiz ki bu da y? =4k +3 =4(m? + m) +1
celigkisini verir. O halde bastaki 4n + 3 = 22 4 ¢?
kabulimiiz olanaksizdir.

Yukaridaki (1) ve (2) denkliklerinden 2 ile
(4n + 1) formundaki asallarin ¢arpiminin iki kare
toplami olacag: agik. Ayrica herhangi bir k tam-
sayist igin k2(z? + ¢?) = k%2® + k%y? = (kz)® +
(ky)? esitliginden gu sonuca varabiliriz:

N herhangi bir tamsays, igindeki en buyik ka-
re ¢carpan m? ve N = Nom? olsun. Eger No, 2
ile 4n + 1 formundaki asallarin ¢arpims ise N, 2
karenin toplam: geklinde yazlabilir. Bu durumda
N sayisimin kag degisik gekilde karelerin toplami
olarak yazilabilecegi ise IV 'nin asal ¢arpanlarinin
sayillarina ve kuvvetlerine bagh ([7]). Bu yazida
sadece birkag ornekle yetinecegiz;
(1) 720=2*-32.5=5-(4-3)2=5-122
vebh=4-1+1
oldugu icin 720 iki karenin toplamidir;

720 = 122 .5 = 12%(2% + 1) = 24% 4 122,

9) 1105 =5-13-17 = (4-14+1)(4-3+1)(4-4+1)
oldugu icin iki karenin toplamidir. 1105, 4 ayn
sekilde iki karenin toplami olarak yazilabilir. (1)

denkligini kullanarak

5.13 = 824+1=72442
5.17 = 9 +22=7246%
13-17 = 142 +52 =112 +10?

1105 = 332442 = 3224+ 92 = 312 +122% = 24?4232

elde ederiz.
3) 99 = 3%.11 ise iki karenin toplamu degildir
Giinki 11 =4+2+ 3.

(")yleyse herhangi bir sayys karelerin toplam:
olarak yazabilmek igin 2 kare yeterli olmayabilir.
Acaba 3 kare yeterli midir? Ornegin 43 = 4-104-3
iki kare toplami degil fakat

43 = 5% + 32 + 32,

Ancak 47 sayisini incelerseniz 47’nin 2 karenin
hatta 3 karenin toplami olarak yazilamayacagini
goriirsiiniiz, ama 4 karenin toplami olarak (iki
sekilde) yazilabilir;

47 = 62432 +12412
— 52+32+32+22

Bachet, her saymnin en fazla 4 kare-
nin toplam olarak yazilabilecegini iddia et-
ti. Aslinda Diofant da bunu baz problemle-
rin ¢ozimiinde kullandi. Fermat “Aritmetik”
kitabina yazdigr notlardan birinde bu iddiamin
dogrulugunu kamtladigim soéyliyordu. Rober-
val’e yazdigy bir mektupta kamt igin (gelecek
saylda deginecegimiz) sonsuz azalma yontemini
kullandigim1 s6yliiyor ve ekliyor:

43

Sayilar teorisinde bagka hichir
sey bu teoremin kaniti kadar hoguma
gitmedi. Bu kanit: siz de bulmaya
caligirsamz gercekten sevinirim. Bu-
nun sandigimdan kolay olmasi ve be-
nim buluguma fazlaca deger verdigimi
gostermesi olasiligina ragmen...” [5].

Fermat’nin kanitimin dogru olup olmadigini bile-
miyoruz. Yaklagik 100 yil sonra, 1770’te Fransiz
matematik¢i J.L. Lagrange ilk kamti yayinladi.
Aym yilda Ingjltere Cambridge Universitesi’nden
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Edward Waring (1734-1798) “Meditationes Al- gosterdiler.

gebraicae” adli kitabini yayinladi. Waring herhan-
gi bir sayinin kiiplerin toplami olarak yazilabilmesi
igin en fazla 9 kiip sayinin, dordiincii kuvvetlerin
toplami olarak yazilabilmesi icin de en fazla 19
dordiincii kuvvetin yeterli olacagimi s6yliiyordu;
(Her n € Zt igin n = 23+ -+ 23 ve n =
Yt + -+ + yio). 1782'de Waring benzer zelligin
4’ten biiyiik kuvvetler igin de dogru oldugunu ile-
ri siirdii. Waring Problemi olarak adlandirilan bu
iddia matematikgileri uzun yillar ugragtirds.

Waring Problemi: Her n pozitif tamsaysi en
fazla N(k) sayida k’inc1 kuvvetin toplami olarak
yazilabilir. (n = z¥ +z5 4+ ... ¢ :cfv(k)). N(k), n
sayisina bagiml degildir.

Yukanida N(2) = 4 oldugunu Lagrange’in
kanitladigim1 belirttik. Waring, N(3) = 9 ve
N(4) = 19 oldugunu iddia ediyordu. Liouville
1859’da N(4) < 53 esitsizligini, Wieferich 1909’da
N(3) =9 oldugunu gosterdiler.

Hilbert, Waring’in iddiasimin her £k icin
dogru oldugunu 1909°da kamtlad. Ancak
Hilbert’in kamit yontemi verilen bir & igin
N(k) sayisimin nasil bulunacag hakkinda fi-
kir vermiyordu. Ingiliz matematikgileri Hardy
ve Littlewood 1920’lerde yaptiklar1 caligmalarda
Hilbert’inkinden degigik bir yéntemle Waring'in
iddiasinin dogrulugunu kamtlarken N (k) sayisiun
bulunmasi hakkinda o6nemli ipuglar verdiler.
Vinogradov’un geligtirdigi bu yeni yontemi kul-
lanarak Dickson, Pillai, Rubugunday ve Niven
k > 6igin N(k) degerlerini buldular. 1964’te Chen

N(5) = 37 oldugunu gosterdi.

Béylece Waring probleminin tam olarak ¢ozi-
lebilmesi (verilen her k igin N(k) saysinin bu-

lunmast) igin geride kalan tek sorun k = 4

igin N(4) = 19 oldugunun gosterilmesiydi. Bu -

son problem ancak 5 yil énce, 1986’da R. Ba-
lasubramanian, J.-M. Deshoillers ve F. Dress
tarafindan ¢ozildi ([1]). Kullandiklan ydntem il-
ging; bu matematikgiler 103%7’den biiyiik sayilarin
en fazla 19 dordiincii kuvvetin toplami olarak
yazilabilecegini esas olarak Hardy - Littlewood
- Vinogradov yontemini kullanarak kanitladilar.
10378*den kiigiik sayilar igin N(4) = 19 oldugunu
ise karmagik algoritmalar geligtirerek bilgisayarla

Waring probleminin pekgok genellemesi var.
Bunlardan sadece ikisine deginelim:

Asal Waring Problemi: Her pozitif n sayiss
en fazla M(k) sayrda asal saysnin k “incy kuvvet-
lerinin toplam: geklinde yazilabilir. M (k) sadece
k ’ye baglidsr.

Bu problemin ¢6ziimiinde de Hardy-Littlewood-
Vinogradov yoéntemi kullanilir (Bkz. [4]).

Polinomsal Waring Problemi: f(z), katsayilar:
tamsayilar olan ve bir m € Z% igin f(m) =
1 degderini alan bir polinom olsun. Her pozitif
n tamsayss f(z) polinomunun (n ’den bagimsiz)
N; sayda degerinin toplam: olarak yazilabilir;
n = f(z1) + :-- + f(zn,). (Waring problemin-
de f(z) = z*). Bu problem Kamke tarafindan
1921’de ¢oziildii.

Waring problemi hakkinda daha fazla bilgi i¢in
[2]’ye bagvurabilirsiniz.
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Geometrik
Transformasyonlar

Yazan
I.M.Yaglom

Ceviren

Vehbi Kemal Giiney

Tirk Matematik Dernegi
Yayinlar: Sayr: 34

THE
COLLECTED

PAPERS

~ Cahit ARF

I.M.Yaglom tarafindan yazilan Geometrik Transformasyonlar kitab: Ve-
hbi Kemal Giiney tarafindan Tiirkgeye kazandinlmigtir. Kitap, bir bag-
langig boliimiint izleyen iki bolimden oluguyor. Baglangigta yazar,
kendisini kitabi yazmaya ilen nedenleri agiklayarak ‘Geomelri nedir?’
sorusuna ilgiyi topluyor. Zaten kitabin amaci da bu soruya kagamaksiz,
geligkisiz yamit vermek ve bu yaniti verebilmek igin gerekli kavramlari
tanitmak.

Kitabin birinci béliimii dteleme, donme ve 6zel bir ddnme olan bir nok-
taya gore simetri doniigiimlerine aynlmig. Bu déniigiimler yirmiyi agkin
pekistirici alistirma ile igleniyor. )

Kitabin ikinei béliimiinde bir dogruya gore simetri doniigiimii verilmekte
ve simetrilerin bilegkesi incclenmektedir. Boylece diger doniisiimlerin
simetriler bilegkesi olarak ifadesini veren kitap ‘Diizlem geometri nedir?’
sorusunun yamtiyla son buluyor. Bu bélimde de yirmiyi agkin ahstirma
bulunuyor. .

Kitabin sonundaki 6nemli bir kisim aligtirmalarin ¢dziimlerine ayrilms.
Bu .aligtirmalar, dogallifindan 8tiirii gok basit gibi goriinen bazi
kavram ve ozelliklerin ustaca kullamildiginda ne gii problemlere
¢oziim getirdigini gostermekte ve bdylece kitabin en degerli yamm
olugturmaktadir.

1969 yilinda gevirisi yapilan kitap okuyucuya yirmi yilda matematik
Tiirk¢esindeki geligmeyi de gostcrmekte ve gerck kendisinin gerekse
dilimizdcki diger kitaplarin bugiiniin okuru igin ozellikle dil agisindan
gozden gegirilmesinin geregini vurgulamaktadir.

Sinifina girse de girmese de konusmalarimi dinlese de dinlemese de
tilkemizdeki hemen hemen her matematik¢inin bir bigcimde hocasidir
Ord.Prol.Dr.Cahit Arf. Arf'in ¢esitli dergilerde yayinlanan matematik
makalelerini bir araya getiren The Collecied Papers of Cahit Arf400 say-
fay1 agkin, nitelifi niceligini qok agan dev bir yapit. Ingilizce hazirlanan
kitap Tosun Terzioglu'nun sunug yazisiyla baglayip, Cahit Arf’in gegitli

* dergi ve dillerdeki matematik makalelerinin tipki basimlariyla siiriiyor

ve.bu galigmalarin ilgili oldugu dallara etkisini belirten bir ek bolimle
son buluyor. Bu son boliimdeki yazilar M.G.ikeda, T.Onder, S.Sertéz ve
C.Tezer’e ait.

Du kitabi okuyucuya:rahat¢a okuyabileceginiz bir kitap diye tamitma
olanagumiz yok. Ancak matematige ilgi duyan herkes igin vazgegilmez
bir anmahk.

‘The Collected Papers of Cahit Arf’ dogrudan dogruya dergimizden de temin edilebilir. (Fiati: 30.000 TL)
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T x typesetting systeminin yayillmasina yardimei olmak, kullanicilar arasinda dayanigma ve destck saglamak,
E bilgi akigini hizlandirmak ve ozellikle Tiirk¢e TEX'in geligmesini saglamak amaciyla TRMETU'de YUNUS
adiyla bir elektronik liste olugturulmugtur. Liste daha sonra kurulacak olan Tiirkiye TgX kullanicilari gurubunun
elektronik haberlesme organi olacaktir.

TeX, American Mathematical Society'nin destegiyle Stanford Computer Science Profesdrii Donald E. Knuth tarafindan
gelistinlmis, oldukca karmasik ve 'versatile’ bir yazilim sistemidir. Esas olarak 'Public Domain’ olan bu yazilim matematik
agirhkl metinler icin cok uygun bir sistemdir. TEX bir ‘Multi Pass’ sistemidir; yani ayni ‘data‘ ya da input file'in bir
kac kere islemden gecirebilir. Bu ise, cross-referans yapmayi, denklemleri numaralamayi, kaynaklari numaralamays,
icindekiler, sekiller listesi, tablolar listesi, index gibi nesneleri hazirflamayr miimkiin kilmaktadir. Aynca sekilleri ya
TEX icinde yaratmaya ya da TEX disinda yaratip en son dokimanin icine yerlestirmeye olanak saglamaktadir. iginde
'Postscript’ ve baska fontlari kullanmaya da uygundur. Ayni ascii metinden ‘transliteration’ ve esas dilinde bastirmak da
mimkindur: bu Rusca, Osmanlica gibi dillerde yararlidir. Ayrica mizik notalan, satrang isaretleri gibi karmasik nesneleri
de yazmaya uygundur.

TeX kullanicisi 8nce sevdii bir editdrle, megin paper.tex file’im hazirlar. Bu file tamamen ascii'dir, dolasiyla elektronik
aglar iizerinden makinalar arasinda aktarilabilir. Paper.tex esas metin ve TgX dilinde format komutlan ve matematik.
sembol komutlan igerir. Bunlar yazar, baglik, bslim bashg, font degisikligi, scmbol’ler ve denklemlcr, tablolar vs'dir.
TeX programi paper.tex files iizerinde gahgir (compile eder), ve bir ¢ok file yaraur. Bunlar paper.dvi, paper.log, paper.aux
ve file’in igerifine bagli olarak paper.toc, paper.idx, paper.lot gibi. Bunlardan en 6nemlisi DVI (DcVice Independent)’dur.
Bu binary bir file’dir ve esas olarak gu bilgiyi ierir: sayfanin gurasina git, ve su font ailesinden u karakleri bas. Jayet
TEX programu aym version'da ise her hangi bir makinada aym sonucu verir, v¢ bir makinada irctilen bir DVI file'r bir
diffier makinada basilabilir. Cikan DVI file’ini ekranda PREVIEW programlanyla gorebilirsiniz. Yazici’dan ‘hardcopy’
almak igin Device Driver programim kullanirsiniz. Sayet laser yazici Posiscript ise dnce bir DvitoPS programi galigunlir.
Yazic1 dotmatrix, laser yada phototypesetter olabilir.

Basta Awmerican Mathematical Society ve Amervican Physical Society'nin gikardiklar olmak izere bir
¢ok bilimsel dergi ve yaymer TEX’le hazurlanan taslaklart kabul etmekte bu ise yayin suresini oldukga
kisaltmaktadwr. Springer, Addison-Wesley, Academic Press gibi bir ¢ok yaymmevi hatta American TV
Guide dergisi TEX ile hazmrlanmaktadwr. Su ana kadar Tirkiye’de 10 kadar kitap TeX ile basilmagtir.
TUBITAK w Doja Matematik ve Fizik Devgileri de TEX ile basihmaktadur. Bir gok konferans ozetleri
TEX 'le yazildign zaman elektronik olarak kabul elmektedir,

TeX bugiin tiim PC’lerde (Amiga ve Atari ST dahil), MAC, tiim UniX sistemlerinde ve belli bagh tiim ‘main-
frame’lerde (IBM, Data General, VAX, Prime vs) ¢caligmaktadir.

Amacimz TX'in ozellikle Universitelerde yayginlagmasina caligmakla bidikte. kamu ve 6zel sektordeki
herkese yardima hazrz. Kullanici gurubumuz EX'le ilgili her tara destegi saglamaya galigacaktir. List'e
ek olarak YUNUS Filelist'inde X kullanicilan igin gerekli yada yararh bir gok yaziim konulacaktir.

TEX'i 6grenmek, dgretmek, kullanmak, geligtirmek isteyenleri ve 6zellikle TeX'le Knuth'un deyimiyle
‘Master Piece’ yaratmak isteyenleri YUNUS'a Uye olmaya gagmnyoruz.
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