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MATEMATIK DUNYASI’NDAN

Uzun siiren bir yaz tatilinden sonra dergimiz yine
elinizde. Bu siire icinde bir¢ok mektup ve yaz aldik.
Hepsinden cesitli Slgiilerde yararlanacagiz.  Ancak
bazi yazilarda kaynak konusu yeterince onemsenmiyor.
Ornegin matematik tarihi ile ilgili birgok ilging yaziy1
kaynak gosterilmedigi i¢in yaynlama olanag bu-
lamiyoruz. Ozellikle matematik tarthi ve benzer:i konu-
lirda yazarlarin kaynaklar: agiklikla belirtmeleri, hat-
ta 1lgili kassmanin fotokopisina gondermelerini rica ediy-

oruz.

Simdi dergimizin sayfalarina donelim:

o Homotet: ve Benzerlik. Konumuz uzun yillardir
orta ogretim miifredat1 diginda kalan Homoteti
doniigimii. H. Demir bu yazisina yonli uzun-
luk, bolme oram: ve gifte oran kavramlarini vere-
rek bagliyor, Homoteti donigiimiini tanimlay1p
cesitli uygulamalarla bu doniigiimiin ne olgiide

kullanish bir ara¢ oldugunu gosteriyor.

o Fermat’min Son Teoremi. Alev Topuzoglu bu
yazisinda matematik dunyasini 350 yildir ug-
ragtiran inli bir problemi tanitmayl amaglh-
yor. Bunu yaparken okuru 17. yuzyil or-
talarinda Pierre de Fermat’nin yagadifi mate-
matik ortamina gétiirmekten de geri kalmiyor.
Ek olarak verdigimiz Pierre de Fermat’nin res-
mi ve dig kapak FST’yi vurgulamak icin. An-
cak bu noktada okurlara bir uyarimiz var: he-
men kagida kaleme sarilip kisa bir cahigmayla
ya da basit hesaplamalarla FST'’yi ispatlaya-
bilecejiniz ya da bu konuda dnemli sonuglar el-
de edebileceiniz yanilgzsina kaprimayn, once bu
konuda yapilanlari anlayarak problemin ciddiye-
tini gormeye galigin. Yazida da -orneklendigi gi-

bi bu anlama ugrassi bile birgok umutsuzluklarn

dagitmaya yeterlidir.

Latin Kareler. U¢ geng matematikgi; E. Seckin,
F. Senses ve B. Unal 6zel bir matris tiirii olan La-
tin Kareleri ve bunlarla olugturulan Greko-Latin
kareler denilen ikilileri tanitiyorlar. Greko-Latin
kare ciftlerinin varhig1 ve en fazla kag tane olacag1

yazinin tartigma odaginda.

Menelaus ve Ceva Teoremleri. Bu iki teorem ar-
alarinda 1500 y1lhk bir zaman dilimi bulunan iki
matematikciye ait. Bu iki teorem, nedense orta
gretim miifredatinda bulunmayan ama hemen
her 6grencinin Sgrenme geregi duydugu iki teo-
rem. Cem Tezer bu onemli iki teoremi birbirin-
den 6nemli uygulamalariyla sunuyor.

Bazi Temel Egitsizlikler. Olimpiyat kogesinde
A. Erkip’in ele aldig1 konu esitsizlikler yan bazi
esitsizlik ya da maksimum minimum problemle-
rinin ¢éziimiinde kullamlabilecek temel araglar
olan Aritmetik-Geometrik-Harmonik ortalama,
Cauchy Schwarz ve Minkowski esitsizlikleri ve

kullanihg ornekleri.

Sorular ve Cozimler. Yine beg alstirma, beg
yarigma sorusu. Bu arada ozellikle A16, AlT7,
Y16, Y17 ortaokul ve lise 1 ogrencilermin ra-
hatlikla ¢ozebilecekleri sorular.

Matemaiik Odilleri. S. Alpay bu yazisinda
Tiirkiye’deki matematik odiillerini ele ahyor.
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HOMOTETI VE BENZERLIK

Hiseyin Demir

*

Oklid diizleminde yer alan geometrik doniigiim-
lerden izometrileri Say1 2 ve 3’te incelemistik. Bu
yazimizda homoteti ve benzerlik doniigiimlerini ele
alacagiz. Ilerki sayilanmizda da evirtim doniigii-
mii C. Tezer tarafindan tanitilacak ve boylece dé-
nugimlerin tamtilmasi bitmis olacak.

Konuyu genel bigimde agiklamak icin yonlii
uzunluk kavramina ihtiyacimiz var.

Yonlu Uzunluklar

Bir say1 ekseni iizerinde alinan ve apsisleri a,b
olan A(a), B(b) gibi iki noktanin olugturdugu [AB]
dogru parcasmin uzunlugunun

|AB| = |a—b] = |b- q| (1)

olarak tammlandlgmi bilmekteyiz.

Bu tamimi genellemek iizere AB
gosterecegimiz yonli uzunlugu

olarak

AB=b-ua
(2)

=(ikinci noktanin apsisi)-(ilk noktanin apsisi)
olarak tanimhiyoruz.

(2)’den, eksene ait herhangi sirada alman
A,B,C,D,...noktalar1 icin hemen

1. AB+BA=0 (yadaAB = -BA)
2. AB+BC+CA=0
3. AB+BC+CD+DA=0

(3)

esitliklerini yazabiliriz. Bunlara Chasles (Sal)

bagintilari deniliyor.
|AP| + |PB| = |AB| & P € [AB]
olmasina kargin yonli uzunluklar icin

AP+ PB=AB, YPc AB

gecerli olmaktadir.

Aligtirma: Bir say1 ekseni iizerinde herhan-
gibir sirada aliman A, B,C,D gibi dort nokta

arasinda Y
a) DA-BC + PB-CA+ PC-AB =0 (Euler)
b)PA*-BC+PB -CA_ _

+PC-AB+BC-CA-AB=0
bagintilarim goésteriniz.

(Stewart)

Birinciyi gosterip ikincinin gosterilmesini size
birakiyoruz. a)’da sol tarafa s dersek P ’nin apsisi
z ise (2)’den

S =

a(c—b)+bla—c)+c(b—a)
—z(c—b+a-c4+b-a)=0-0=0

Bolme orani: [AB] bir dogru parcas: ve P €

AB ise .
PA a-=z
/\(P)—F_E_ b-=z

oramna P ’nin [AB]’yi b6lme oram denir.

(4)

Bu oran P’nin (AB) agk arabgmin diginda
(icinde) olmasi halinde pozitif (negatif) olur.
P(A) =0 olup P(B) tanimsizdir.

[AB]’nin I ortasi ve AB’nin sonsuzdaki P,
noktasi igin A(P;) = 1, A(I) = —1, olacag agiktir.

Cifte Oran, Harmonik Bélme: Bir dogru
iizerinde bir [AB] dogru pargasi ve C,D gi-
bi iki nokta alimirsa A(C') ve A(D) oranlarimin

C)/AN(D) oranma ¢ifte oran denir ve bu cifte
oran
MC) e—a d-a
AB,CD)= —= = :
(48,CD) AD) e-b d-b (5)

olarak yazilir.

(AB,CD) = -1 olmas: halinde C' ve D'’ye

[AB]’yi harmonik olarak béliyor denir. Bu du-
rumda (5)’den
c-a d-a 1
c-b'd-b
- c—a 4 d—a - 0
c—-b d-b
= (c—a)d-b)+(d—c)c-b) = 0

(a—z)(e=b)+(b—=z)a—c)+(c—z)(b-

a)
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elde edilir, bu da kisaltildiginda
(a+b)(c+d) =2(ab+ cd) (6)

verir. Bundan c¢ikarilacak ilk sonug su oluyor:

Sonug: C ve D noktalar [AB]’yi harmonik
olarak bélerse, A ve B de [C'D]’yi harmonik ola-
rak boler.

Homoteti

Sabit bir O noktasi ve sifirdan farkli £ gergel
sayis1 verildiginde bir P noktasim
i) O, P, P dogrudag
ii) OP =kOP ) (7)
olmak iizere P’ noktasina gonderen doniigime
homoteti, O noktasina homoteti merkezi ve k

sayisina homoteti orani denir ve bu homotetiyi
[0, k] simgesiyle gosterilir.

[0,1]’in birim doéniigiim, [0,—1]’in ise O
merkezli simetri olacag agiktir.

Yukaridaki iki kogul
OP' = kOP (8)

vektorel esitligi ile gosterilebilir. — Hatta bazi
matematikgiler (2) yerine sadece

OP' =kOP (2")

yaziyorlar.

k 'mn pozitif (negatif) olmasi durumunda ho-
motetiye pozitif (negatif) homoteti deriz.

_ 0P
’ﬁ”
.,-’
0 P
ﬂ"o
- r
pPo-"" o)

Soru: [0, k] homotetisinin degigtirmedigi nok-
ta ve dogrular nelerdir?

Sonug: Bir [0, k] hometetisi

a) Bir [AB] dogru pargasini, buna paralel ve
uzunlugu |k| |AB| olan bir dogru pargasina

b) Bir dogruyu, buna paralel olan bir dogruya
¢) Bir iicgeni, buna benzer olan bir ii¢gene

d) Yaricapt R olan bir ¢emberi, yarigapi R’ =
|k|R olan bir ¢cembere déniigtiiriir.

Sekildeki gibi, O homoteti merkezi (A)
cemberinin diginda almrsa, O’dan cizilen ortak
bir dig (ic) teget dogrunun 7,7 dogru noktalar
homotetide karsit noktalar olur: [0,k)(T) = T".
Genel halde

[0,k|(P)=P'
ise P, P’ karsit noktalarda cemberlerce ¢ivilen
teget dogrular birbirine paralel olur.

Teorem: ABC — A'B'C’ eglemesinde kargit
kenarlar: birbirine paralel olup eg olmayan iki
iicgen homotetiktir.
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Gergekten, AA’ N BB’ = {0} olsun ve
OC dogrusu B'C"’yii C"'de kessin. Benzer-
lik ve oranti kullandigimizda C” = C’ oldugu
gosterilebilir, yani CC’’de O ’dan geger.

Teorem: Merkezleri farkh ve es olmayan iki
cember iki tirli homotetiktir. Homoteti merkez-
leri, cemberlerin merkezler dogru parcasin1 harmo-
nik olarak boler.

(A) cemberinin bir [AP] yaricapt ile (B)
cemberinin AP ’ye paralel [P’'P"] capini cizelim.
P ile P’ noktalar1 AB ’nin aym tarafinda ise dig
homoteti merkezi D = AB N PP’, ve P ile P"
noktalart AB ’nin ters tarafinda olup i¢ homoteti
merkezi de C = AB N PP” olur.

Harmonik bolmeye gelince,
A:DB=a:b,

olup

cikar.

I"Jggenler_de Menelaus teoremini biliyorsaniz

(bkz. s.15) agagidaki teoremin ispatini kendiniz
verebilirsiniz:

Teorem: Merkezleri dogrudasg olmayan, yari-
caplari farkll ii¢ cemberden olusturulan gember
ciftlerinin
a) digs homoteti merkezleri
b) iki i¢ ve bir dig homoteti merkezleri
dogrudagtir.

Homoteti Aleti (Pantograf)

Pantograf, ressamlar tarafindan resimleri is-
tenilen bir oranda biiyiiltmek ya da kiigiiltmek
icin kullanilan bir alettir. Biyiik kentlerde bazi
kirtasiyecilerde satilmaktadir.

Alet sade olup sekilde gosterildigi gibi bir par- |
alelkenardir. Kenarlar cubuklardan yapilmig olup
uclarindan eklemlidir.

[AB] cubugu uzantihdur.

OABC paralel kenarimin [BC] kenan iizerinde
bir P noktasi isaretleyelim. OP dogrusu [AB]

uzantisini bir P’ noktasinda kessin. P’’yii de
uzant1 iizerine igaretleyelim.
Eklemli  paralelkenar  oynatiip  bicimi

degistirildiginde O noktasi sabit tutulacak olursa
agagidaki iki ozellik gecerli kalmaktadir:

i) O, P, P' dogrudag kalir,
ii) OP': OP oram sabit kalir.

O halde alet [0,0P'/OP] homotetisi-
ni tanimlar. Bunun bdyle oldugunu géstermede
guclik cekmeyeceksiniz.

O noktasi sabit tutulup P noktasina yerles-
tirilen sivri bir uca bir sabit cizdirildiginde, P’ ye
yerlegtirilen kalemin ucu o geklin bir homotetigi-
ni gizer. Homoteti orani, P’nin [AC] iizerindeki
yerine bagh olarak ayarlanabilir.
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Uygulamalar

Uygulama 1: p ve g gibi, kesigen iki dogru ve
bunlarin diginda bir A noktas verildiginde A’dan
gecip p ve ¢’yu P ve @ 'da kesen hangi dogru icin
|AP| = 2|AQ)| olur?

\
» A
\
\
: \\ Bu iki cember homotetik olup homoteti merke-
-0 ~ zi O degme noktasidir ve T 'nin goriintiisi 7" ise
/ P P T'’deki teget dogru T'’'deki E'F teget dogrusuna

paralel olup T” noktas1 EF’ yayimn ortasi olur. O

[A,-2] homotetisi ¢’ya uygulandigmda ¢ halde OT agiortaydir.

goriintisi p’yi, aranilan P noktasinda keser. Uygulama 4: AABC : a,<A, ve.

Uygulama 2: Bir ABC ii¢geninin igine, P, Q (Yukarida geleneksellegmis ifadesiyle verdigi-
kogeleri [CA] ve R,S koseleri oteki iki kenar miz gizim probleminde @ kenar uzunlugu, A ags
iizerinde bulunan PQRS karesinin ¢izilmesi. ve B kogesine ait v, kenarortay uzunlugu verilen

bir ABC ii¢geninin c¢izimi s6z konusudur.)

Cizim:

[CA] kenan iizerine digtan CAQ'P’ karesini
cizdigimizde cizilecek kare bu karenin A merkezli
homotetigi olur ve P = AP'NCA, @ = AQ'NCA
elde edilir. ' 1

. [BC] kenan cizilir.

Uygulama 3: Teorem. Bir v ¢emberi, i¢ten
bir P ¢emberine bir O noktasinda teget olsun.
Icteki cemberin bir T' noktasindaki teget dogrusu
I'’y1 E,F’de keserse [O] 1gim EQF agisinin ig
agiortayidir. 3. |CA| = 2|CB'| olup bu ¢emberin [C,2] ho-
motetigi altindaki goriintiisii A icin bir geo-
metrik yerdir.

2. B merkez ve vy = |BB'| yanicaplh c¢ember
cizilir. Bu [CA]’'mn B’ ortasinin geometrik
yeridir.

4. YA sabit olup A kdosesi bir ¢ember yay:
izerinde bulunur. Bu iki cemberin arake-
sitleri, aranilan A kosesini verir.
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Uygulama 5: Bir ABC iicgeninde birer kenari
[AB],[AC], birer kdsesi [BC] iizerinde bulunan iki
karenin ortak X kosesinin ¢izilmesi.

Problemin ifadesine uygun olarak igteki kosele-
ri X/, X" olan iki kare izilir.

A

B aqisi icindeki iki kare homotetik olup homo-
teti merkezi B ’dir. O halde, bilinmeyen X noktas:
BX' iizerindedir.

Benzer olarak, X noktasi CX"” iizerindedir.
Boylece X noktasi ¢izilmis olur.

Uygulama 6: Sekilde O merkezli bir ¢gember
ile, yan kenarlan iki yaricap olan ikizkenar bir
OAB iicgeni verilmigtir. AB’ye paralel hangi
(EF) kirisi OA, OB ile eg ii¢ pargaya boliniir?

EF dogrusu OA ve OB’yi X ve Y ’de kes-
sin.  Bir [O,k] homotetisi ile XY dogrusunu
AB dogrusuna doéniistirelim.  E,X,Y, F’nin
goriintiileri £, A, B, F' olsun. |E'A| = |AB| =
|BF'| olup E', F’ gizilebilir. Bunlardan da E,F
elde edilir.

Uygulama 7: Bir ABC iiggeninin [AB],[AC]

kenarlar iizerinde
|BX|:|XY|:|¥YC|=3:1:2

olacak bicimde X ve Y noktalarinin bulunmasi.

c ¢’

ile X1 A'va

homoteti
gonderdigimizi diigiinelim. Y ’nin gériintiisii Y ve
C ’ninki C’ ise

B  merkezli bir

|AB| _|AY'| _|Y'CY|
§ 1 = 2

olup
! 1 ' rall 2
|AY'| = §|AB|’ Y'C’| = §|AB|

elde edilir. Bu sonug da C"’yii ve Y i¢in iki geo-
metrik yer verir. Bu geometrik yerler ise A ve
merkezli iki ¢emberdir. Y’ niin ciziminden Y =
AC N BY' bulunur. Y ’den Y'A ’ya cizilen paralel
dogru ise AC' 'yi, verilen X noktasinda keser.

Homotetilerin Carpim

Teorem: Iki homotetinin c¢arpimi, merkezi
merkezler dogrusu iizerinde ve orani oranlarin
carpimt olan bir homotetidir.

[B,u][A,A] = [C A, C € AB

ispat: Karmagik sayilar, izometri ve homote-
ti doniigiimlerinin incelenmesinde elverigli oldugu
icin ispat1 karmagik sayilar diizleminde verecegiz.

..l
Tl
-
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A ve B noktalarina karsihik gelen karmagik
sayilar a, b olsun.

Bir = sayisinin [a, A\] homotetisi altindaki = go-
riintiisiinii @ ve z tiirinden yazalim. Bunun igin
a.z.z’ noktalarina —a oOtelemesini uygulayalim.

Elde edilen O, z—a, z'—a arasinda z'—a = A(z—a)
bagintis1 gecerli olur. Bu da

d=xz4+(1=-Na (9)
egitligini verir.
Benzer olarak [b, y](z") = 2" "den de

2= 4 (1 - p)b (1)

cikar. (1) ile (1) arasinda z'’yi yok ettigimizde
ise
2" = (Aw)z + (1= Apa + (1 — p)b

elde edilir. Bunu da

N = (Ap)z + (1= Ap)e (10)

biciminde yazdigimizda iki homote-
tinin carpiminin [C, Ap] homotetisi oldugu gikar.

Burada
(1-Ap)e=(1—=Apa+(1—phb

ile belirli olup dogruéal ifadeler C'(¢) merkezinin
AB iizerinde oldugu anlagilir.

Benzerlik

Benzerlik doniigiimiiniin tanimini ve bir uygu-
lamasini vermekle yetinecegiz. Konuya girmek is-
teyenler asagida verecegimiz kaynak kitaptan ya-
rarlanabilirler.

Aym merkezli bir (O, 8) dénmesi ile bir [0, k]
homotetisinin carpimina benzerlik O noktasina
benzerlik merkezi, § aqisina benzerlik agist ve k’ye
benzerlik orani denir.

Bu benzerligi (O,0k) simgesiyle gosterecegiz.
O halde
[0,k](0,0)=(0,0,k)

olup sekilden, carpimda degisme &zelligi oldugu
goriilir. O halde bu doniigiimii uygularken dénme
ve homotetiden herhangi biriyle baslanabilir ve

oteki ile sonuglandirilir.

P /

P
paal

[0,k)(0,68)(P) = [0, k](P1)

Pl
P =

Uygulama: DEF, bir ABC ii¢geninin bir ig
iicgenidir. D kosesi [BC] iizerinde sabit olarak
verilmig ise ve YEDF = 90°,|DF| = 2|DE| ile E
ve F’yi bulunuz.

Cizim: AC ’'ye 6nce [D,?2] homotetisini uygu-
layip d dogrusunu elde edelim. F ’nin d iizerindeki
goriintiisit £ olsun. d’ye (D, 90°) dénmesi uygu-
lanirsa d 'nin d’ goriintiisii AB ’yi, aranilan F' nok-
tasinda keser ve bu nokta E5 'nin goriintiisiidiir.

F bilinince E bulunur (DE L DF).

Kaynak: PETERSEN, J., Geometri problemicri
i¢in Metotlar ve Teoriler (Geviren: F. Giirsan), Sirketi
Miirettibiye Basimevi, Ist., 1943. .




8 UNLU PROBLEMLER

FERMAT’NIN SON TEOREMI
ya da ‘MATEMATIGI SEVER MISINIZ 7’

Alev Topuzoglu

#

16. yiizyil ile 17. yiizyiin ilk yarisinda Avru-
pa’da matematigin “yeniden dogusu” gozlenmek-
tedir. Batida yaganan yaklagik 1000 yillik bir dur-
gunluktan sonra 6zellikle 17. yiizyihn ilk yarisinda
matematikte onemli ilerlemeler goriilir. Bu do-

nemin ilging ozelliklerinden biri matematigin ¢ok -

farkh bigimlerde alglanmasidir. Uzerinde caligi-
lan problemler, kullanilan yontemler, hatta ma-
tematigin amacinin ne olmasi gerektigi iizerinde
degisik goriigler goze carpar. Matematikle ugra-
san Kigilerin ¢ogu icin matematik sadece bir yan
ugrastir. Asil meslekleri, geldikleri ¢evre nedeniy-
le aldiklar1 egitim, sosyal konumlar bu kisilerin
matematikten beklentilerini de etkiler. Aralarinda
biiyiik anlagmazliklar gtkmas: kacimlmaz olur.

Bu donemin iinlillerinden bazilan klasik Yu-
nan matematiginin en belirgin 6zelligi olan geo-
metrik yontemlerin kullammina siki sikiya bag-
I kalir. Ote yandan Rudolf’un Coss (Strass-
burg 1525), Cardano’nun Ars Magna (Nurem-
berg 1545), Clavius’un Algebra (Roma, 1608)
adh kitaplarinda Harzimi’nin cebirsel denklem-
lerin ¢6ziimiinde kullandigi yontemleérin etkisi
goriilir.  Uygulamali matematikgiler diyebile-
cegimiz bir diger grup ise zamamn teknolojik
gelismelerine temel olugturacak buluglarini tama-
men farkh yéntemlerle elde ederler. Onlara gore

bir bulug ancak uygulanabilir olursa degerlidir.

Pierre de Fermat (1601-1665) da dénemin
matematikgilerinin tipik 6zelliklerini tagir. Uni-
versitede hukuk egitimi gérmiis, Toulouse par-
lamentosu iiyesi ve hakim. Matematige ilgisi
1620’lerin sonlarinda, Viete’in gahsmalarimi oku-
yarak bagladi. Bu yiizden bir anlamda Viete’in og-
rencilerinden, dahas: izleyicilerindendir. Viate’in
ogretisinden olanlar biiyiik sayg1 duyduklar ve ya-

satmaya gahgtiklar klasik Yunan matematigini sa-
dece bir baglangic noktas: olarak goriip onu yeni
yéntemlerle geligtirmek gerektigine inanirlar.!

Fermat’min analitik geometri, diferansiyel ve
integral hesaplar teorisi iizerine Onemli cahs-
Sayilar teorisindeki caligmala-
Bachet’nin

malar1 vardir.
r1, bu dalin dogusunu simgeler.
1621’de yayinladigi Diofant’in Aritmetik kitabi-
m (Bkz. [6]) Fermat’mn ne zaman okumaya
bagladigini bilmiyoruz ancak kitabin Fermat’nin
biiyiik ilgisini cektigi ve yazdigi mektuplardan
1636’da kitapta deginilen konular iizerinde 6nem-
li buluglar yapmaya bagladigi anlasiliyor. Fer-
mat Olimiine degin “sayilar”a iligkin ¢ahigmalarini
sirdiirdii. Ancak zamanmmin diger iinliilerinde
aym ilgiyi uyandiramadi; Huygens, Wallis’e “tze-
rinde vakit harcanacak daha iyi konular yok de-
B. Pascal biiyiik olasilikla

aym diigiincede oldugundan, Fermat’min birlikte

gil” diye yaziyordu.

“sayilar” hakkinda bir kitap yazma istegini geri
cevirdi (Bkz. [3]). Bu, matematik diinyas: icin
onemli bir kayip sayilir, ¢iinkii bu girisim diginda
Fermat caligmalarini yaymlamaktan her zaman
kagindi. (Bazi matematik tarihgilerine gore bunun
nedeni basilan ¢alismalarin yaratabilecegi biiyiik
tartigmalardan gekinmesi (Bkz. [7]).) Bu yiizden
Fermat’nin sayilar teoresi iizerindeki ¢cahgmalarina
iligkin bilgimiz, mektuplar ve Aritmetik kitabimn
satir aralarina notlar tiiriinden yazdig1 gozlemlerle
sinirh.

1Permat da Apollonius’un kayip “Plane Loci” adh
kitabim yeniden yazmaya cahgmis. Analitik Geometri’nin
temel prensiplerini bulusu bu galigmalar sonucundadir
(Bkz. [1], [3]). Analitik Geometri’nin kurucusu ola-
rak tamnan Descartes ile aralannda bu yiizden dogan
anlagmazhklar iinlidir.
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Oliimiinden sonra, 1679’da oglu Samuel Fer-
mat’min yaymladigi (babasimn gozlemlerini de
kapsayan) Aritmetik kitabina, gegen sayida degin-
mistik (Bkz. [6]).

Aritmetik’in V1. cildindeki 26. problemden son-
ra Fermat sunlarn yaziyor:

“Kenarlars rasyonel saylar olan bir dik
ucgenin alani, bir rasyonel sayimin kares
olamaz. Bu teoremi ancak uzun ve zorlu
bir ¢ahigma sonucu kanitlayabildim. Ka-
nite burada veriyorum ¢unki kullandigim
yontem sayilar teorisinde buyuk ilerleme-

lere yol agabilir”.

Sonra olduk¢a karmagik bir dille ve higbir sem-
bol kullanmadan kaniti anlatiyor, “sayfadaki bog-
lugun yeterli olmamas: nedeniyle tim ayrintilar:
veremeyecedini” yazarak bitiriyor. Fermat bu yeni
yonteme “sonsuz azalma” adin verdi. Fermat’nin
kamitim gelecek sayida anlatacagiz.

Bu teoremden kolayca elde edilebilen sonuglar
var; oncelikle teoremi kenarlar1 tam sayilar olan
dik iicgenler, yani Pisagor iicgenleri ([5]) icin ifa-
de edelim. (Alani kare olan bir iicgenin kenarlarim
sabit bir sayiyla carparsak, alanin1 bu sayinn ka-
resiyle carpmig oluruz ki béylece alan gene bir kare

say1 olur).

Teorem (Fermat) Bir Pisagor ii¢geninin alani

kare say1 olamaz.

Sonug 1. Sifirdan farkh z,y, 2 tamsayilari igin
z* — y* = 22 denkleminin ¢dziimi yoktur.

Kanit: Eger denklemi saglayan z,y tamsayila-

1 varsa m = z2,n = y? olmak iizere (m,n) nin

dogurdugu (Bkz. [5]) Pisagor iicgenini ele alalim.
Diger bir deyisle dik kenarlan

4 _ .4
a =2mn = 2z%y? ve b=m?-n?=z"-y

olan Pisagor iiggenini diigiinelim. Bu ii¢genin ala-
n1

2,2 2

1
= b= 2y (2t — yt) = 2%y?2* = (zy2)

olacaktir. Yani alan karedir. Fakat Fermat’nin

teoremine gore bir Pisagor ii¢geninin alani kare

olamaz. O halde denklemi saglayan sifirdan farkl
z,y, z tam sayilar yoktur.

Sonug 2. Sifirdan farkl z, y, z tamsayilari igin
z4 + y* = 2* denkleminin ¢éziimii yoktur.

Kant: Denklemin z,y,z tamsayilan igin sag-
landigim varsayalim. Bu durumda

22 = m alirsak

denklemini saglayan m,y,z tamsayilari bulmus
oluruz. Sonug 1’ goére bu olanaksizdir, O halde
varsaymmimiz da olanaksizdir. Matematik Diin-

yas’’min 2. sayisinda,

“122 o y2 = 22
denkleminin zyz # 0 ve z,y,z € Z ola
cak gekilde sonsuz tane ¢oziimu vardir”
onermesini kamitlamigtik.

“1124 + y4 = 2.'4
denkleminin zyz # 0 ve z,y, z € Z olacak gekil-

de higbir ¢oziimii yoktur” Gnermesini de yuka-
rida kamitladik.

2+ 4® = 2° ya da 2% + 9® = 2° denklemleri
konusunda ne diyebiliriz?

Fermat’nin bu konuda, Aritmetik’in II. cildin-
de 8. problemden sonra gene sayfadaki bogluklara
yazdigl not goyle (bkz. arka kapak):

“Hicbir kip say ki kip sayiya ayrila-
maz. Aym ozellik dordinci kuvvetler
icin ve genel olarak ikiden biyik tum
kuvvetler i¢in dogrudur”.

(Cubum autem in duos cubos, aut
quadratoquadratum in duos quadrato-
quadratos & generaliter nullam in n-
finitum ultra quadratum...)

Bu onerme “Fermat’nin Son Teoremi” olarak
bilinir;
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Fermat’nin Son Teoremi: z" + y" = 2"
denkleminin n > 3 ve sifirdan farkh z,y,z tam
sayilart igin ¢oziimii yoktur. :

Fermat’nin son teoremi (eger dogruysa) heniiz
kanitlanamadi. “Son” teorem olarak adlandiril-
masinin nedeni de buy; Fermat’nin dogrulugunu 6-
ne siirdiigii teoremler arasinda zamanimiza degin
kanitlanmamig tek teorem olmasi. Bu Onermeye
teorem demek yanhg tabii, ciinkii kanitlanmadigi-
na gore dogrulugundan emin degiliz. Ancak bu
problemin ya da iddianin Fermat’nin Son Teoremi
olarak anilmasi matematikgiler arasinda ahgilagel-
mis.

Fermat teoremden sonra gu sézleri ekliyor:

“Bunun gergekten dikkat ¢ekici guzellikte
~ bir kanitin1 buldum, ancak sayfadaki bos-
luk kamti yazamayacak kadar kigik”!!

Kanitin dogru olup olmadigini bilemiyoruz.
Biiyiik olasihikla soziini ettigi kanit yine “sonsuz
azalma” yontemine dayamyor ([3]). Ancak bu
yontemin her n igin kullanilamayacagi biliniyor.
Gegen 350 yilda pek ¢ok matematikginin ugrasip
¢ozemedigi bu problemi, Fermat'nin (Szellikle o
dénemdeki matematiksel bilgi ile) ¢ézmiig olmasi
olasilig1 epeyce diigiik. Yagaminin son yillarinda
Fermat’nin aymi problemi Carcavi ve Huygens’e
Snerirken kanittan bahsetmemis olmas: ([3]) da bu

kaniyr dogruluyor.

Problemin ¢oziimiine iligkin ¢ahgmalar: gelecek

sayida anlatacagz.

Fermat’min Son Teoremi’nin ilging bir ozelligi,
matematikte en fazla yanlys kanitr yapilmig teorem
olmasi. Bunun nedeni Wolfskehl adli bir matema-
tikcinin 1908’de, problemi ¢ozen kisiye verilmek
iizere 100.000 Alman markim (yaklasik 300 mil-
yon TL) Gottingen Akademisi’'ne bagiglamasi.

Paul Wolfskehl, Almanya’da Darmstadt U-
niversitesi’'nde bir Matematik profesori. Wolf-
skehl’in genclik yillarinda Fermat’nin Son Teore-
mi giindemde; Berlin Universitesi'nden Kummer
adli bir matematik¢i problemin ¢6ziimiine dogru
cok 6nemli bir adim atmig. Hatta kisa bir si-
re icin problemi ¢6zdiigii samilmig. Wolfskehl de

problemle uzun siire ugrasti. Ancak gahgmalan
basansizlikla sonuglandi. Bu sirada bagindan bir
de hiisranla biten agk macerasi gecti.

Wolfskehl iimitsizlige kapilip yagamina son ver-
meye karar verdi. Intiharmi biiyiik bir titizlik-
le planlayip bunu gerceklestirecegi giin ve saati
secerek, vasiyetini yazdi, yapilmasi gereken iglerini
tamamladi. “Son giin” arkadaglarina veda mektu-
plarin1 da yazdiktan sonra belirledigi saati bek-
lerken calisma odasinda, rafta bir makale goziine
iligti. Bu Kummer’in Fermat’nin Son Teoremiyle
ilgili caligmasiydi. Makaleye soyle bir goz atarken
bir mantiksal yanlishk dikkatini ¢ekti ve oturup
bu yanhgin giderilip giderilemeyecegini incelemeye
daldi. Saatler gegti, sonunda bu yanhgin sonuglarn
etkilemedigine emin olup saatine baktiginda daha
énce intihara karar verdigi saatin gectigini gordi.
Birden, artik pek de olmek istemedigini farketti
ve vasiyeti ile mektuplari yirtti!! ([2]). Yillar son-
ra, 1908’de Wolfskehl 6ldiigiinde yeni bir vasiyet-
name bulundu. Goéttingen Bilimler Akademisi’ne
biraktigi Fermat’min Son Teoremi’ni gelecek 100
yil icinde kamitlayan kisiye verilmek iizere 100.000
mark. 2007 yihna degin problem ¢oziilebilecek mi
acaba, oldukca az zaman kaldi!

Evet, eger matematigi severseniz yagami-
mz kurtulabilir....
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LATIN KARELER

Elif Seckin, Figen Senses, Biilent Unal

I SRR e —— R —

Ozel bir matris tiiri olan Latin kare-
ler, kombinasyon tasarimlarinda ve istatistikte
yapilan deneylerde genis bir uygulama alanina
sahiptir. Konuya Latin kareyi tanimlamakla
baglayalim. n elemanl bir kiime {izerinde ta-
nimlanan nxn boyutunda bir kare matrisin her
satir ve sitununda kiimenin biitiin elemanlar
birer kez kullanihiyorsa bu matrise bir Latin
kare denir. Boyle bir matrise Latin kare den-
mesinin nedeni bu yapinin ilk ortaya ¢iktiginda
kiimenin elemanlarinin Latin harfleri olarak a-
linmasindandir. Ancak, tanimlarda ve hesap-
larda saglayacag) kolaylik agisindan, genellikle
{1,2,...,n} veya {0,1,...,n — 1} kiimesi ter-

cih edilir.

2 x 2 boyutunda {1,2} kimesi tlzerinde

tanimli sadece 2 tane Latin kare vardir:

Asagidada {1,2,...,5} kiimesi tizerinde ta-
mmh 5 x 5 boyutunda bir Latin kare yer almak-
tadur.

£4:2.3:5 1
135 4 2
L34 9215
9 51 3 4
= 14 9.1

Birinci satir1 (1 2 3
n x n boyutunda Latin kareye standart formda
denir. Her Latin kareden standart formda La-
tin kareler elde edilebilir. Ornegin, yukaridaki
5 x 5 L Latin karesinden standart formda bir

n) olan

latin kare elde edelim. Eger her 4 yerine 1, her
5 yerine 4, her 1 yerine de 5 yazarsak standart

formdaki L; karesini buluruz.

1 2345

5 3 12
Ir—'3.1.0 8 &
945 31
—<4 51 73

L 'nin siitunlarimi degstirerek de standart form-
da bir Latin kare bulunabilir: 1.

sutun ve 4.

sutunu 4.

sutun, 5. sutunu 1. sutunu 5.

situn olarak yazarsak L, standart karesi elde

edilir:
193 48
235 14
lo=.54:2 3 1

Daha onceki 6rnegimizde 2 x 2 boyutunda sa-
dece 2 tane Latin karesi oldugunu gormustik.
Simdi de 3 x 3 Latin karelerine bakalim. Birinci
satir ve siitunu doldurulmus olan Latin karesi-
ni sadece bir gekilde tamamlayabiliriz. Ik satur
ve ilk siitunu 1 2 3 seklinde alinirsa

ikinci satirin ikinci ve iiglinci elemam 3 ve-
ya 1 olabilir. Fakat bu satirm 3. sitununa 3
yazamayiz, ¢linki 3. situnda 3 var. Boylece

ikinci satir1 2 3 1 seklinde doldururuz, ve
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son satira da tek segenek olarak 3 1 2 kalir:

Sttunlar1 3! = 6 degisik sekilde yazabiliriz.
Bu permitasyonlarin herbirinin satirlarini, ilk
satir1 sabit tutarak, 2 sekilde siralayabiliriz.
Boylece 12 farkli 3 x 3 Latin karesi elde ederiz.

Birinci satir ve situnu (1 2 3 4) olan
4 x 4 boyutunda 4 tane Latin karesi vardir.
Bu karelerin her birinden, 6nce 4 stitununun 24
permiitasyonunu sonra da kalan 3 satirin 6 per-
mitasyonunu goz oniline alarak 24-6 = 144 La-
tin kare elde ederiz. Boylece birbirinden farkh
4 x 4 Latin karelerin sayis1 4 - 144 = 576 olarak
bulunur.

5 x 5 Latin karelerinin sayisina bakalim. Ilk
satir vesiitunu (1 2 3 4 5)olan 5 x5 La-
tin karelerinin sayis1 56’dir. 5 siitunun ve ilk
satir digindaki 4 satirin permiitasyonlar ile bu
56 Latin karenin herbirinden 5!-4! = 2880 farkli
Latin kare elde ederiz. Bu nedenle 56 - 2880 =
161,280 tane 5 x 5 Latin kare vardir.

Ly = (ai;) ve Ly = (b;j) n X n boyutunda
iki Latin kare olsun. Eger tiim ,j = 1,. .. M

igin (ajj, b;;) siral ikilileri farkh oluyorsalL; ve
L, birbirlerine dik Latin karelerdir denir.

Daha onceki 6rnegimizde 2 x 2 boyutunda
iki Latin
kare oldugunu gérmiistiik, bunlar birbirlerine
dik olmadigindan 2 x 2 boyutunda dik Latin
kareler yoktur. 3 x 3 boyutunda da birbirle-
rine dik sadece bir Latin kare ¢ifti vardir, ve

sadece tane

bunlar su karelerdir:

ve

Dik Latin kareleri tek bir kareyle de goste-

rebiliriz. ornegin, yukaridaki 3 x 3 dik Latin

kareler

seklinde de gosterilebilir.

Ik ortaya ciktiklarinda Latin karelerin La-
tin harfleri ile inga edildiklerini sdylemigtik.
Dik Latin karelerin gosteriminde ise, karelerin
birincisi igin Latin harfleri; ikincisi icin Yunan
harfleri kullanilirdi. Bu nedenle dik Latin ka-
relere Greko-Latin Kareler ad1 da verilir. Bu
gosterimle, yukaridaki 3 x 3 dik Latin kareler
ve ortaya cikan Greko-Latin kare goyle yazila-
bilir:

n X n boyutlarinda dik Latin kare ciftleri-
nin elde edilmesi ilgi ¢ekici bir problemdir. n
tek oldugunda boyle bir ¢ift her zaman var-
dir ve bunlar1 yazmak igin birgok algoritma da
verilmigtir. (")rnegin, n tek dogal say1 olmak
tzere, L1 = (a;;), aij =i+ jmod(n) ve L, =
(bij), bij =14 2jmod(n) seklinde olusturulan
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L, ve L, matrisleri, {0,1,2,...,n — 1} kimesi
uzerinde dik Latin karelerdir. n = 5 i¢in uygu-
lanirsa,

elde edilir. n ¢ift ise, n=2 halinde oldugu gibi,
dik Latin kare giftleri bulunmayabilir. Cesgitli
boyutlarda dik Latin kare ¢iftlerinin olup ol-
madigin ilk arastiran Leonhard Euler (1707-
1783) olmugtur. Euler, 1782’de ‘ k negatif ol-
mayan bir tamsayr olmak tizere 4k + 2 boyu-
tunda birbirlerine dik Latin kare ¢ifti yoktur’
seklinde bir konjektir ortaya atmistir. 2 % 2
( k = 0) icin konjektiirin dogru oldugu za-
ten agikardi. Uzun yillar konjektir ortada
kaldiktan sonra, G. Tarry 1900 yilinda 6 x 6
( k = 1) halinde birbirlerine dik Latin kare ¢ifti
olmadigim dogrulamigtir. Ancak, 1960 yihin-
da R.C. Bose, S.S. Shrikhande ve E.T. Parker,
Euler’in konjektiiriiniin k& > 2 i¢in yanhghgim
gostermiglerdir, yani k € Z%, k 2> 2 olmak
tizere 4k + 2 boyutunda en azindan bir tane
birbirlerine dik Latin kare cifti oldugunu ispat-
lamiglardir.

Asagida verilen ti¢ Latin karenin herhangi i-
kisininiirbirilerine ik oldugu gorilmektedir...

T

2’den bii-

yiik bir dogal say1 olmak tizere, n x n boyu-

Simdi gunu iddia ediyoruz: n,

tunda birbirlerine dik Latin karelerinin maksi-
mum sayist n — 1 ’dir. Iddiamizin dogrulugunu
gostermek igin Ly, Loy ..., Lk {0,1,2,:.« ik}
kiimesi iizerinde tammli, her biri digerleri ile

dik olan n x n boyutunda Latin kareleri goz 6-
nine alalim ve L,, (1 < m < k) karesinin (z, )
elemanimi da ag;-n) ile gosterelim. aﬁ’ = a ve
agzl) = bolsun. (0 < a,b < n—1). asaysi
L, ’in ikinci satirinda j numaral situnda bu-
lunuyorsa, yani aglj) =a (3 #1)ise, L1 ve L,
dik olduklarindan, a(zr‘;-) = b olamaz. O halde,
a(;;) icin kullanilabilecek en fazla n—1 say1 var.

Bu argiimana devamla sonuca gidebiliriz.

Herhangi bir n icin birbirleri ile dik en faz-
la n — 1 Latin kare yazilabilecegini gosterdik.
Peki, ne zaman tam n — 1 tane boyle La-
tin kare yazabiliriz? Bu sorunun cevabi da
soyle verilebilir: Eger p asal bir say1 ve n =
pt (t,n € Z¥,n > 1) ise, n X n boyutun-
da n — 1 tane Ly, Ls,...,L,—1 dik Latin ka-

releri vardir ve L, =
(m)
ij
,) Sn—1 m =

(agn)) olmak tzere,
= {4+ mj mod(n) (0 <
1,2,...,n — 1) geklinde
tanimlanabilir. Bu iddianin ispatina her k €
{1,2,...,n — 1} i¢in Ly 'mn bir Latin kare
oldugunu gostermekle baglayahm... Farzede-
lim ki, Ly bir Latin kare degildir. O halde,

L 'min belli bir satirinda veya sitununda tek-

bu kareler a

rarlanan bir say1 olacaktir. Eger t. situnda
say1 tekram varsa, r # s olmak izere oyle
r,s € {1,2,...,n} bulunabilir ki, af’? = ag:)
olur. Tanim geregi, r + kt = s + kt mod(n) =
r = s bulunur ki bu, r # s ile celisir. Bu
celiskiden Lj ’min higbir siitununda tekrar ol-
madigy anlagilir. Tekrarlanma ¢. satirda ise
r # s olmak tzere oyle r,s € {1,2,...,n}
vardir ki agf) = agi) 'dir. Buradan t + rk =
t + sk mod(n), yani rk = sk mod(n) elde
edilir. k # 0;r,s € {1,2,...,n} ven = pt
oldugundan r = s olur ki bu da bir celigkidir,
yani Lj 'nin hicbir satirinda da tekrar yoktur.
“I. Latin kare degildir” kabulii celigkili ne-
tice dogurdugundan dogru bir kabul degildir,

yani “Ly Latin kare degildir” olamaz, o hal-
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de her k = 1,2,...,n — 1 igin yukaridaki gibi
tammlanmig Li bir Latin karedir. Simdi de
bu karelerin dikligini gosterelim... Farzedelim-
ki Ly ve L (1 < k#m <n—1) dik degildir.
Bir baska deyigle, 1 < i,j,r,s < nve (i,j) #
(r,s) icin as;) ® = 6l ve aSJ') = a7
oldugunu farzedellm Tamimlardan ¢ + ky =

r+ ks mod(n) ve i +mj = r+ms mod(n) elde
edilir. Iki esitligin taraf tarafa farklar alinarak
(k—m)j = (k —m)s mod(n) yazilir. k # m
alindigindan k —m # 0 olur ve n de p* (p-asal)
tipinde oldugu icin j = s oldugu gorilir. Bu
esitliki+kj = r+ks mod(n) ’de yerine konula-

_(l

rak 7 = r bulunur. Yani, (¢,7) = (r, s) sonucu
elde edilir ki bu da celigkidir. O halde L; ve
L, birbirlerine dik karelerdir.

Simdi, bu metodu kullanarak 5 x 5 boyu-

tunda 4 tane dik Latin kare yazalim: L; karesi

ag) =7+ 7 mod(5) ile tamimli, o halde

agll =14+1=2; 012_1+2_3

%3_1+3_ ; %2_1+4_5_0
a15 =14+0=1 ; a21 =241 =3

ve sonucta

g 1
§2:3
2R 40
bulunur. L, ise ‘1;(?) = ¢ + 25 mod(5) olarak

tanimli oldugundan

(2) (2)

ayp =142-1=3 ; a)7=142.2=0;
(553—1+7 3=2 ; a14—1+2 4 =4,
al =212 1 =4

(115—1-}-7 9=1 ;

3072 4]
401735 012
iy =30 204k 3
1 §ui02 4
g 41530
elde edilir. L3 igin a( ) — 4 3jmod(5) ve

Ly igin de a( ) = i + 4j mod(5) kullanilarak
L1, Ly, L3 ve L4 dik kareleri asagidaki gibi ya-

zilir:

SA TR 30181
34007 G180 72
Ty A v a3
01284 T30 24
19240 94130
agF L R T
03142 104302
Biimeg s 2 pGRY ‘3
gWtgr ¢ giel ) e
it 0 4 320
| SERGI

cak. Kacmlmamam gereken bir solen

“MATEMATIK UFUKLARI"

k14‘Ekim - 2 Kasim tarihleri arasinda lIstan-

bul'da bulunan ‘Matematik Ufuklar. * (Horizons
Mathematzques} adli sergi 10- 30 Aralik tarihleri
arasinda ODTU Kutuphane Serg; Salonu’nda ola-

Not: Bu sergi ancak re hber. eshgmde ve grup ola-

rak gezulebllecegmden dnceden ODTU Matema-
tik Toplulugu na basvurmamz onemle gerekmek—
tedir. ‘ L

ODTU Matematik Bliimii
Matematik Toplulugu, 06531 Ankara
TH: 223 71 00 / 2971, 2972
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MENELAUS VE CEVA TEOREMLERI
Ogretmenim Afife Aybek’e

Cem Tezer

e —————

Bu wvazida Thales
sayllabilecek onemli iki teoremden séz edecegiz.

teoreminin genellemesi
Teoremlerin ifadelerine gegmeden 6nce yénlii nice-
liklerin oranlarimin goésterimi ile ilgili bir noktaya
isaret etmek istiyoruz: (Bu konu H. Demir’in der-
gimizin gene bu sayisinda yer alan yazisinda daha
da genig olarak ele aliniyor.) C' # D olmak iizere
ayni bir dogru ilizerinde kalan A, B, C, D noktalari
icin AB = aC'D esitligini saglayan tek tiirlii be-
lirli @ reel sayisim AB/C D geklinde gosterecegiz.
(H. Demir’in gésterimiyle AB/CD.) Bizim icin
onemli olan bazi1 6zel durumlar ele alarak ko-
nuyu biraz daha agk hale getirmeye cahgahm.
B # C olsun, A noktasi [BC] dogru pargasinin
orta noktasi ise AB/AC = —1’dir. B noktasi
[AC] dogru parcasinn orta noktas: ise AB/AC =
1/2°dir. C noktasi [AB]| dogru pargasmin or-
ta noktasi ise AB/AC = 2’dir. Eger B nok-
tas1 A ile C' arasinda kaliyorsa ve |AB| = 1|BC]
ise, AB/JAC = 1/3, BA/BC = —1/2 olur. Bu
orneklerle (ve H. Demir’in yazisina bagvurarak)

s6z konusu gosterimi kavrayan okuyucu B # C
olmak iizere BC dogrusu iizerinde hichir A nok-
tas1 icin AB/AC = 1 olamayacagini anlayacaktir.
“Aynica A # C,A# B,A# D iken

B __BA
AC  AC
AB AC
AC AB
AB AC AD _1
AC AD AB
Simdi M.S. 100 civarinda Iskenderiye’de

yagay1p, astronomi ve kiiresel trigonometri.ile ug-
rastig1 bilinen Menelaus tarafindan elde edilen te-

oremi ele alalim.

Menelaus Teoremi: Bir ABC ii¢geninde
A, B,C noktalarinin higbirisiyle ¢akismayan ve
sirasiyla BC,C A, AB dogrularinin iizerinde ka-
lan XY, Z noktalarinin aymi bir dogru iizerinde

kalmalar: icin gerek ve yeter k6§ul
XB ¥YC.Z4

1 ML)

X¢€ YA 7B

olmasidir.

ispat: Once, X.Y ve Z noktalarmun bir k
dogrusu izerinde kaldiklarini varsayalim. B nok-
k, AC’ye paralel
olmadigima gére B noktasindan k’ya cizilen pa-
ralel AC’yi bir T noktasinda keser. T # A ve
T # C’dir. (Neden?) Thales teoreminden
XB YT ZA YA
XC YC'ZB YT
olacagindan
XB YC ZA YT YC YA _
XC YA ZB YC YA YT
cikar, yani (1) bulunur. $imdi (1)'i varsayalim.
X Z dogrusu AC dogrusuna paralel olamaz! Ol-

tas1 £ dogrusunun digindadur.

.saydi1 Thales teoremi bize
XB ZA _

XC ZB
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verir, bu da (1)’le birlestirilerek miimkiin olmadig
bilinen YC/YA = 1 bulunurdu. Boylece XZ
dogrusu AC dogrusunu bir Y’ noktasinda kesme-
lidir. Y’ # A,Y’ # C’dir. (Neden?) Ispatimizin
ilk kismi bize~

XB Y'C zA
XC Y'A ZB ™~

verecektir. Bu esitlik (1)le taraf tarafa
boliindiiginde

YB Y'B
| Y6 " YiC
yani Y = Y’ elde ederiz. Demek ki X,Y =Y',Z
noktalar1 dogrudas olmahdir.

Menelaus teoreminin uygulanigina bazi drnek-
ler verelim.

Ornek 1:Cevrel cember tegetleri

Bir
noktalarindan cevrel cembere c¢izilen tegetler
BC,CA, AB’yisirasiyla X,Y, Z noktalarinda kes-
sin. X,Y,Z noktalar: dogrudastir.

Teorem: ABC iicgeninde A,B,C

ispat: Bunu ispat etmek icin okuyucunun

XB _|AB)
XC ~ JACP
Yc _|BCP
YA~ |BAJ?
ZA _|CAP
ZB ~ |CB|?

oldugunu gosterip, Menelaus teoremini kullanmasi
yeterlidir.

Ornek 2: Newton Dogrusu
“Tamdortgenlerde kogegenlerin orta noktalar: bir
dogru iizerinde kalir; bu dogruya tamdértgenin
Newton dogrusu denir” geklinde ifade olunan su
onemli teorem ikinci ornegimiz olacak.

Teorem: AB ve C'D dogrulari E’de, AD ve
BC dogrulari da F ’de kesigecek sekilde A, B,C, D
noktalar1 almsin (Sekil 3). [BD],[AC],[EF)
dogru parcalarinin orta noktalari dogrudastir.
ispat: [BF],[FA],[AB] dogru parcalarinin or-

ta noktalan sirasiyla S,T,U olsun. Aym sekilde
[AC],[BD],[EF] dogru parcalarinin orta nokta-
lan sirasiyla K, L, M olsun. Once K # UsTi L
S,U; M # T, S olduguna igaret edelim. (Neden?)
Thales teoreminden

KT _CF
KU~ CB
LU DA
LS ~ DF’
MS EB
MT ~ EA

diger taraftan da ABF ii¢geni ve DE dogrusuna
Menelaus teoremi uygulanilarak

CF DA EB
CB’DF’EA
bulunur ki, ikisi birlegtirilerek
KT LU MS CF DA EB
KU LS MT —CB DF EA
elde edilir.
uygulandiginda K, L, M noktalarinin dogrudasg ol-

1

1

Menelaus teoremi STU iicgenine

malarn gerektigi gorilir.

Ornek 3: (Eksik) Desargues Teoremi
Fransiz mimar ve matematik¢i Gérard Desar-
gues’a (1591-1661) ait olan ¢ok onemli bir teorem
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liciincii ornegimiz olacak. Bu teoremi neden “ek-
sik” gekliyle sunmak zorunda oldugumuzu yazinin

sonunda agiklayacagiz.

Z
o
[ A

Teorem: ABC ve A'B'C’ icgenlerini goz-
oniine alahm. BC, B'C’' dogrular1 X noktasinda;
CA,C'A" dogrulan Y noktasinda; AB, A’B’ dog-
rular1 Z noktasinda kesigsin. Bu kosullar altinda
AA',BB',CC' dogrularinin aym bir noktadan
gecmeleri veya paralel olmalar icin gerek ve yeter
kosul X,Y, Z noktalarinin dogrudas olmalaridir.

ispat: Noktalarin kogelere rast gelip gel-
memesine dair ayrintiyr bir tarafa birakiyoruz.
Once AA’,BB',CC' dogrularimn bir O nok-
tasinda kesigtigini varsayallm. OBC iiggeni ve
B'C’ dogrusuna Menelaus teoremini uygulayarak
XB‘C’C’.B’O= 2)
XC C'O B'B
aym sekilde sirasiyla OCA,OAB iiggenleri ve
C'A’, A’B’ dogrulanyla calisarak

YC A'A C'D

: ; =1 3
YA A0 C'C (3)
! !

ZA_BB-AO=1 (4)
ZB B'O A'A

bulunacaktir. (1), (2), (3), (4) taraf tarafa

carpilarak '

: XB YC ZA _,

XC YA ZB

elde edilit ki, bu ABC iicgenine gore Menelaus
teoreminden X,Y, Z noktalarimin dogrudag oldu-
gunu gosterir. AA’, BB',CC’ paralel olmas! du-

rumundaki ispat1 okuyucuya birakiyoruz.

Simdi X, Y, Z noktalarinin dogrudas oldugunu
varsayalim. ZBB' ve Y C'C” ii¢genlerine ispatin ilk
kismi uygulanabilir: Gergekten de BC, ZY, B'C’
dogrular1 X noktasinda kesigmektedir.  Diger
taraftan {A} = ZB n XC.{A'} = ZB'n
XC"diir. Demek ki eger BB’ ve CC’ bir
O noktasinda kesigirse A, A’,0 dogrudag ol-
mali, diger bir deyisle AA’, BB',C'C" noktadas
olmahdir. Eger BB',CC’' dogrulari paralelse,
AA"’de bu dogrulara paralel olmahdir. Ciinkii;
AA", CC"yii bir O noktasinda kesseydi, yu-
kardaki akil yiiritmeyle, (bu sefer XCC’ ve
Z AA' iiggenlerini kullanarak) BB’ niin de O "dan
gecmesi gerektigi goriiliirdi ki BB’ ile CC' paralel
oldugundan bu miimkiin degildir.

Simdi de Menelaus teoremine biiyiik benzer-
lik tasiyan ve onu tamamlayan bir teoremi in-
celeyecegiz. Bu teorem, émriiniin biiyiik kismini
Mantua sehrinde gecirmis olan Italyan matem-
atik¢i Giovanni Ceva (1648-1734) tarafindan bu-
lunmus ve 1678 yilinda yaylﬁlanm@tlr. Bu ya-
yinda, o giine kadar unutulmus bulunan Menelaus

teoremi de yeniden kesfedilmistir.

Ceva Teoremi: Bir ABC iicgeninde A, B,C
nol\talarmm higbirisiyle cakismayan ve sirasiy-
la BC,C'A, AB dogrularmn iizerinde bulunan
X.,Y, Z noktalan ahndiginda AX, BY.(C'Z dogru-
larmin aym bir noktadan gegmeleri veya paralel
olmalar igin gerek ve veter kosul
. (5)

. AC ¥4 2B




BAKIS

18

Ispat: Once AX, BY,CZ dogrularinin bir O
noktasinda kesistiklerini varsayalim. ABX ii¢geni
ve ZC dogrusuna Menelaus teoremini uygulaya-

i CB OX ZA _

CX 0A ZB
aym sekilde AXC iiggeni ve BY dogrusuna Me-

nelaus teoremini uygulayarak

BC OX YA

BX OA YC
ve nihayet bu son iki esitligi taraf tarafa bolerek
de

1;

XB YC ZA BC _
XC YA ZB CB
bulunur. Eger AX, BY,CZ dogrular1 paralelse,

Thales teoremi dogrudan uygulanarak, gene

XB YC ZA _AB BZ ZA _
XC YA ZB AZ BA ZB

-1

elde edilir. Simdi de (5)’i varsayalim: BY ve
C'Z dogrularnn bir O noktasinda kesigirlerse AO
dogrusu da BC'yi bir X' # B,C noktasinda
kesmelidir. (Aksi halde AO, BC ’ye paraleldir.
Thales teoremi ve (5), imkansiz oldugu bilinen
XB/XC =1 verir.) Ispatimizin ilk kismindan

X'B YC ZA _
X'C YA ZB

buluruz. Bunu (5) ile taraf tarafa boldiigimiizde

=1

XB X'B

XC  XC
elde edilir ki, bu ancak X = X’ durumun-
da mimkiindiir. Boylece AX = AX' BY,CZ
dogrulart O noktasinda kesigirler. BY ve CZ

dogrularinin paralel olmalari1 durumunda AX
dogrusunun da bunlara paralel olmasi gere-
kir.  Ciinkii, diyelim ki AX, BY’yi kesseydi,
yukaridaki akil yiiriitmeye gére C'Z ’nin de aym
kesim noktasindan ge¢mesi gerekir di ki bu BY ve
CZ paralel olduklarindan imkansizdir.

§imdi de Ceva teoreminin kullaniligina birkag

ornek verelim:

Ornek 4: Kenarortaylarin noktadashg
Bu cok basit, fakat diigiindiiriicii bir 6rnek.

Teorem: Bir ABC ii¢geninde X, Y, Z sirasiyla
[BC],[CA],[AB] dogru parcalarinin orta nokta-
lariysa, AX, BY,C Z dogrular1 ayn bir noktadan

geger.

ispat:
XB YC ZA

. . =(-1)-(-1)-(-1)=-1
XC YA ZB (=1)-(=1)-(=1)

Ornek 5: Gergonne noktasi

A

C

Teorem: Bir ABC
cemberin BC',C'A, AB kenarlarina degme nokta-
lar1 sirasiyla S, T, U ise AS, BT, C'U dogrulari nok-
(Bu ortak nokta iiggen geometrisinde

ti¢geninde i¢ teget

tadastir.
onemli bir yere sahip olup, Gergonne noktasi ola-

rak anilir.)
ispat:
|UB| = [SBI.|SC| = |TC],|TA] = |U ]

oldugu hatirlanirsa

SB TC UA

SC TA UB -

bulunur.

Ornek 6: Isaretin Onemi
Baz (-1)’in
isareti onemsenmeyerek 1 olarak yazilmaktadir.

kaynaklarda Ceva teoremindeki

Asagidaki ornek Menelaus ve Ceva Teoremle-
rinden birinde isaretin + digerinde - olugunun
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6nemini vurgulamaktadir. Bu isaret farkliligindan
vararlanarak H. Demir’e ait bir problemin ¢6ziimii

verilmektedir.

Problem: ([1]) Hangi iiggenlerde yiikseklikle-

rin orta noktalar dogrudagtir?

Cozum:
A

[BC],[C A],[AB] dogru pargalarimin orta nok-
A, B,C ’den
indirilen dikmelerin
Bu suretle AS,ABC
licgeninin A’dan gecen yiiksekligi olup, [AS]

talar1 sirasiyla A’, B',C’ olsun.
BC,CA, AB’ye
ayaklarnn S,T,U olsun.

sirasiyla

dogru par¢asimin (yiksekligin!) orta noktasina X
dersek {X} = AS N B'C'’diir. Benzer gekilde
BT,CU diger iki yiiksekligi tegkil eder ve {Y} =
BT NC'A',{Z} = CUN A’'B’ seklindeki Y, Z nok-
talar sirasiyla [BT],[C'U] dogru parcalarinin orta
noktalar: olurlar. Eger

X£B,ChY£C,AZ+£A,B  (6)

ise, ayn1 zamanda
S£BCiT#CAU#AB

olur. AS, BT,CU yani i¢ yiikseklik ayni bir nok-
tadan gectiginden, Ceva teoremi bize
XB" YC' ZA' SC TA UB ,
XC' 'YX 725 s 7¢ va- (D
verir. 9imdi ayrica, X, Y, Z nin dogrudas olduk-
larim1 da varsayarsak Menelaus teoremini A’B/C’

ticgeninde uygulayarak
XB vY(C'

. ZA' —
XC' YA

ZB"

olmah ki bu (7) ile gelisir. Demek ki (6)’daki alt1
egitsizligin en az biri yanhg olmalidir. Bu ise ancak

iicgen dik ii¢gense miimkiindiir. (Nasil?)

Yukarida, elden geldigince cekici orneklerle
sunmaya ¢ahgtigimiz Menelaus ve Ceva teorem-
lerinin aslinda Thales teoreminin basit genelleme-
leri olmakla birlikte ¢ok kullanigh ve 6nemli olduk-
larina okuyucular: ikna edebildigimizi saniyorum.
Yaziy1 bitirmeden once diger bir noktay: belirte-
lim. Bu teoremlerin bence asil 6nemi “projektif
geometri”ye bir girig tegkil etmeleridir: Ceva te-
oreminde ve “eksik” diye niteledigimiz Desargues
teoreminde “bir noktada kesigir veya paralel olur”
seklinde bir ifadeye rastliyoruz. Bu durum diizlem
Euclid geometrisinde belli bir diizeyden sonra sik
sik ortaya cikar. En nihayet iki dogrunun paralel
olmasini, bu dogrularin “sonsuz uzakta” gergek ol-
mayan bir noktada kesigmeleri seklinde yorumla-
mak geregi dogar. Diyebilirim ki, bu geometri ta-
rihinin en 6nemli ve verimli fikri olmugtur. Gergek
olmayan noktalarin ve bu noktalardan olusan
“sonsuzdaki dogru”nun diisiiniilmesiyle projek-
tif geometri yaratilarak, geometriye biiyiik bir
birlik ve zerafet getirilmigtir. Okuyucuya, bu
genigletilmig anlamda “noktadashik” kavramindan
yola c¢ikarak Ceva teoreminin daha zarif, Desar-
gues teoreminin de “eksik olmayan” geklini bul-
masini oneririz.

Kaynak [1] H Demlr Pmposal ‘119[ ff‘Mat-
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BAZI TEMEL ESITSIZLIKLER

Albert K. Erkip
%

Bu yazimizda ele alacagimiz egitsizlikler belli kogullar altinda tiim reel sayilarin sagladigi bir takim bagintilar.

Bu tur temel esitsizlikler problem ¢6ziimlerinde ara adim olarak kullanihyor ve gorecegimiz gibi yeni esitsizlikler
bulmakta ige yariyorlar.

Belki de en temel diyebilecegimiz esitsizlik, herkesin tamidig mutlak deger igin tiggen egitsizligi.

|z +y| < |z| + |y|

Uggen esitsizligi her z,y reel sayisi i¢in dogru. Daha az bilinen bir esitsizlik ise 0 < (z — y)? bagintisim
acarak elde edilen, her z, y i¢in dogru olan

2zy <o’ 4o

esitsizligi. Burada a = 2?, b = y? alirsak her pozitif a, b i¢in

b
vab< 22 (1)
bagmtisi gikar. (1) az sonra gorecegimiz Aritmetik-Geometrik- Harmonik ortalama esitsizliklermin ozel bir hali.
Z1,Z3,..., T, pozitif reel sayilari igin
1 1 1\
H:n(—+—+---+—)
I I9 T

z1+r2+ -+
n

G = (z129---z,)/™ A=

degerlerine sirasiyla bu sayilarin harmonik, geometrik ve aritmetik ortalamasi adi verilir. Bu ortalamalar
arasinda her zaman

H<G<A (2)

esitsizlikleri gecerlidir. Dahasi, (2)’deki egitsizliklerden birinin (ve dolayisiyla timiniin) esitlik olmas: ancak
ve ancak £, = #; = -+ = £, durumunda mimkiindir. Bu dediklerimizin kamtlarini vermeyip, kanitlarin bir
kismi ile bu ortalamalarin geometrik anlamlarini Matematik Diinyasi’min ilk sayisinda Huseyin Demir’in “Bazi
Ortalamalar” adli yazisinda okudugunuzu hatirlatalim.

Matematikte ¢okc¢a kullanilan bir diger esitsizlik de Cauchy-Schwarz egitsizligi. Tim ay,as,...,a, ve
b1, by, ..., b, reel sayilan igin
(a1b1 +azby + -+ + anbn)? < (af + a3 +---af) (b1 + b3 + - -+ b7) (3)

bagintisi gegerli. Bu esitsizligin zarif bir kanit1 var. z degigkeni i¢in
p(z) = (a12 — b))% + (agz — b2)2 + - - 4 (anz — by)? )

polinomunu tammlayalim. Kareleri agarak

M = ai+aj+:+o,
N = abi+aba+ - +anbs
K = b 4b24---402 (5)
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olmak uzere

p(z) = Ma? = 2Nz + K (6)

oldugu gorilir. Ote yandan (4) bize her reel z igin p(z) > 0 oldugunu sdyler, o halde diskriminant A < 0
olmalidir. Diskriminant: (6)’dan hesaplayahm A = 4N? — 4M K < 0 buluruz ki bu da (3) esitsizligini verir.

Kanmitimiz bize Cauchy-Schwarz esitsizliginde esitlik durumunu da inceleme olanag tanir; goyle ki (3)’te
esitlik varsa N? = MK ’dur, (6)’dan dolay:

p(z) = M2? - 2VMKz + K = (VMz - VK)?
olur. Yani zg = 3‘//—% igin p(zo) = 0°dir. Bu ise (4)’e gore ancak ve ancak
arzo = by, azrog="by, ..., @rZo= bn (7)

durumunda olur. Ozetlersek Cauchy-Schwarsz esitsizliginde esitlik ancak ve ancak (a1, b1), (a2,b2), -- - (an,bn)

giftleri (7)’deki gibi birbirleriyle orantili iseler vardir.

Yine ay,as, ..., a, ve by, ba, ..., by, reel sayilanyla baglayahm. (5)’teki gosterimle
(a1 +b1)2 + (a2 + b))+ +(an + b))’ =M+ 2N + K
esitligi agiktir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden N < VM K oldugunu biliyoruz, o halde

M+2N+K<M+2VMK = (VM 4+ VK)?

ve karekok alirsak, yukaridaki egitlikten:

Ve +b1)? 4+ (an +50)* < \/;§+a§+---+a2,+\/b§+b§+~--+b3, - (8)
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlige Minkowski ya da tggen egitsizlifi adu verilir.

Vektorleri gozoniine alirsak Minkowski esitsizliginin geometrik anlamini ¢ikarabiliriz. Diizlemde A= (a1 ,a2)
ve B = (bl, by) vektorlerini ele alahm. n = 2 i¢in Minkowski esitsizligini vektor uzunluklar cinsinden |4 + B <

|/_1'| + |B| seklinde yazabiliriz, bu da (8)’e neden aymi zamanda ti¢gen esitsizligi denildigini agiklar.

Yine vektorler dilinde Cauchy-Schwarz e§1ts1zllgm1 anlamaya ¢ahgalim; yukaridaki A ve B vektorleri i lgln
a1b1 + asbs degerl A-B i¢ ¢arpimudir. Ote yandan bu iki vektdr arasindaki aq1 6 ise i¢ carpim igin A-
B = cos9|A| |B| bagmtisim biliyoruz. Bunlan birlegtirirsek n = 2 icin Cauchy=Schwarz esitsizligi bildigimiz
|cos B < 1 esitsizligine denktir. Egitlik durumu | cos§| = 1 halidir ki bu da § = 0 veya 6 =  radyan, yani Ave

B vektérleri birbirlerine paralel demektir.
Ijggen esitsizliginde egitlik durumunu ve bunun geometrik anlamin incelemeyi size birakalm.
Verdigimiz bu birkag temel esitsizlikle bile ¢ok sayida problemi ¢6zmek ve yeni esitsizlikler tiretmek mumkun.

Bazi ornekler verelim.

1. Cevresi verilen uggenler arasinda alant en buyuk olan: bulunuz.
Uggenin kenarlan a, b, ¢ ise yan gevre s = (a + b + c) cinsinden alan igin

A=/s(s—a)(s—b)(s—c)

bagintisini biliyoruz. Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizliginden:

(s—a)(s—b)(s—c) < ((5—0)+(3;a)+(s—c))3 _ (3)3
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Yani;
12 = s(s —a)(s — b)(s — ¢) < 2
A =s(s —a)(s— - —_ = —,
- 27T 27
Alan i¢in 4 < ﬁi iist simrini bulduk. Ote yandan egkenar liggen igin A = ﬁﬁ oldugundan, ¢evresi
verilen tiggenler iginde en biiyiik alani olanin eskenar iiggen oldugunu kanitlamis olduk. @ =-b = ¢ egkenar
tuggen durumunun s —a = s — b = s — ¢ hali, yani Aritmetik-Geometrik esitsizlikte esitlik hali olduguna

dikkat ediniz.

a, b, ¢ pozitif saydlar igin (1 + abc)3 <(l1+ as)(l + b3)(1 + 03) esitsizlifini kanzﬂayzmz.
(T+a®)(L+83)(1+ %) =14 (® + 82 + &) + (a®6® + b7 + Pa®) + a®bc®

Aritmetik-Geometrik esitsizlikten:

3 3 3
M > abc
3 —_—
a3b + b33 + Bad

3

elde ederiz. Bunlar yerine koyarsak aradigimiz elde ederiz.

2 (a3b3b3c3c3a3)1/3 - (abc)2

(14 a®)(1 +6%)(1 + ¢®) < 1+ 3abe + 3(abe)? + (abe)® = (1 + abe)?
Esitlik halini irdeleyelim; iki Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizliginde de esitlik olmalidir, bu ise ancak
a = b = ¢ durumunda olur.

Pozitif ay,aq, . .., a; sayiari icin

1 < 4 (12+22+ +k2)
ai+as+---+ar ~ k2(k+1)% \a1 a: a

esitsizliging kanitlayinz.
Istenen Aritmetik-Harmonik ortalama egitsizliginin ters gevrilmig halini andinyor, ancak biraz oynamak
gerekecek.

a2 as as as a a
2 YA R T T

yazalim, sag tarafta n = k—(-kle) terim var.-Bu terimlere Aritmetik-Harmonik esitsizligi uygularsak isteneni

a
amtatootam=atS o+
buldugumuzu goriyoruz.

i P s ok e AR it A o 3
1/ay +2/ay+2/as + -+ kjar + -+ kfa = n '

Bu egitsizlikteki esitlik durumunu inceleyiniz.

x4 o4+ 2, =1 kosulu altinda

sayisimn alabilecedi en kuguk deferi bulunuz.

Burada Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanmamiz gerekecek. Bunun igin asagidaki gruplamay yapacagiz.
I n
l=zi 4ot +ea=1l-2+V2 - —+-+V/n—F.
1+ 22 1 7 N NG

Cauchy-Schwarz esitliginden:

2

2
Iy xr s
l=11-12r [ g [P el < 24022 4.
( “+“5¢;* +WR5)—“+2+ +M(ﬁ+2+ +

3 I:Hw

)
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‘ = n+l
142 + -+ n = =5— oldugundan; d > n{n+l) oldugunu gosterdik. Simdi uygun xy,ro,...,r, i¢in

= m degenm elde etmeye ¢alisalim. Bu Cauchy-Schwarz egitsizligindeki esitlik durumudur ki ancak

o (8) - (5 )

giftleri orantili ise, yani x2 = 22y,..., 2, = nz; ise olur. Ote yandan ) 4+ x5 + -+ z, = 1 oldugundan;

Ty =2ry,...,I, = Nry

- n(n+1)’

igin d = ﬁ bulunur.

Temel esitsizlikler, genellemeleri ve kullanilmalar ile ilgili onerebilecegimiz kaynaklar arasinda bu derginin
birinci sayisinda tamitilan Matematik Dernegi yayinlarindan P.P. Korowkin’in “Esitsizlikler” ve E. Beckenbach

ile R. Bellmanin “Esitsizliklere Girig” adh kitaplan var. Yine gecen sayida, bu késede degindigimiz “The
U.S.S.R. Olympiad Problem Book” ¢ok sayida esitsizlik problemi iceriyor.

Yaziy1 aralarinda iki olimpiyat problemi yer alan birkag soru ile bitirelim.

1.

2? + 4y? = 1 kosulu altinda d = 2z + 3y sayisinin alabilecei en biiyiik ve en kiigiik degerleri bulunua.
Problemin geometrik anlamini inceleyiniz.

. a, b pozitif reel sayilan ve n, k tam sayilar i¢in

n+k
akbn & (ka‘l'nb)
“\k+n

esitsizligini kamtlayimz.

. a;, b;, ¢;, d; reel sayilar igin

(Srowee) < (54) (£4) () (B

esitsizligini kanitlayimz, esitlik durumunu irdeleyiniz.

I

. a;, bi, ¢; pozitif reel sayilar: igin

(S < (B) (£2) ()

z,y, z pozitif reel sayilan igin z +y+2=1 ise 0 < zy+yz+xz—22yz < 3,17 esitsizliklerini kamtlayiniz.

esitsizligini kamtlayimz.

. (1984 Olimpiyat Sorusu)

(1979 Olimpiyat1 Sorusu)

z1 + 229 4+3z3+4z4+ 525 = a
x1 + 23.1‘2 + 331'3 =+ 43;L‘4 + 53135 = @
21+ 22, +3%za + 4524+ 5°25 = a

denklem takiminin tim a ve negatif olmayan z1,z2,...,%s ¢oziimlerini bulunuz.



SIOIRIBLAR

ALISTIRMA SORULARI

A1S6. a,b,¢,d',V',c sifirdan farkh gergel sayilar ve A18. Bir OAB iiggeni O kosesi etrafinda pozitif yénde
R 90° dondiiriillerek OA'B’ figgeni elde ediliyor.
= g [A'B] 'nin ortasi E ise OE L AB’ oldugunu is-
a? = b2 4 2 patlaymmz.
a_ 2 _c . Ardigik kenar uzunluklan a, b, c,d olan ve
a b ¢ B, D agilan dik olan bir ABCD dértgeninde
ise a+d b+ec
A~ C

aa’ =bb + cc

cosy  cosy
olacagim ispatlayimz.

oldugunu ispatlayip ayrica geometrik yorumunu (Hazrlayan: Hiseyin Demir) C
yapiniz. c
A17. I’den 1991’e kadar (1991 dahil) olan tek sayilarin ¥
1991’inci kuvvetleri toplam olan d
11991 + 31991 e 1 19911991 % a =

sayisimn birler basamagindaki say1 kactir?

A20. a,b,c,d porzitif sayllar ve a + b+ c+d = 8 ise

Va+vVb++vec+Vd<6 olacagim gosteriniz.

YARISMA SORULARI

Y16. a,b, c herhangi gergel sayilar olduguna gore

\/a2-|- 3/a4b2+ 3/a4cz_|_ \/b2+ 3/b4cz_|_ 3/b4a2+ e + 3/6'4az+ 3/_c4b — (a2/3 +bz/3+62/3)3/2

olacagim ispatlaymmz. (Hazirlayan: Hiseyin Demir)

Y17. (a - b)* + (b — ¢)* + (¢ — a)® polinomunu (a,b, ¢ nin miimkiin olan en kiiciik dereceli ve tam katsayih
polinomlarinin garpimi olarak) garpanlara ayirimz. A

o0
T
Y18. 3" sin®(—) =7
; £

Y19. Bir ABC ii¢geninde [AD], [BE], [CF] i¢ agiortaylardir.
ADNEF = L ise L’nin BC'ye uzakhg x ve
AC’ye uzakhg da y ise, £ = 2y oldugunu gosteriniz.
(Hazirlayan: Huseyin Demir) 5

D

Y 20. Diizgiin bir dokuzgenin en uzun ve en kisa kogegenleri farkinin kenar uzunlugu kadar oldugunu gosteriniz.

(Hazrlayan: Hiseyin Demir)

Gonderilecek ¢6zlimlerde 6nemle dikkat edilmesi gereken noktalar:

1) Her sorunun ¢6ziimiiniin ayr bir kagida okunakh ve anlagilir bigimde yazilmasi;

2) Kagidin sag iist kogesine adimizin, soyadimizin, adresinizin ve 6grenci iseniz okul ve sinifimzin yazilmas;

3) Cozlimlerin yazimina redaksiyon gerektirmeyecek bi¢imde 6zen gosterilmesi;

4) Bu sayida yer alan problemlere ait ¢oziimlerin I Ocak 1992 tarihinden dnce elimizde olacak sekilde

gonderilmesi.
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AR P Fhnat (1601°1665) thrahindan verilen | 0= )] [a(2P-a)® _ , o
B - pEa R = a” —b” ozdegligini ispatlayimiz.

Cozum (Alim Yilmaz, Manisa):
Bazi ozdeglikleri kullanarak,

[b(2a3 - b3)] ‘ _ [0(2,,3 _ aa)]a

b3(2a3 _ b3)3 _ a3(2ba _ 03)3 alz _ b12 i 2&9b3 _ 20359
ad + b3 -

a3 + b3 (a3 + b3)3 - (03 + b3)3
_ 12 _ bl?. + 2(13b3(as _ bG) 3 (ae _ b6)(a6‘ + b6 + 20353)
(a3 + b3)3 - (a3 + b3)3
_ (06 _ bG) . (as 4 63)2
- 3 3\3
elde ederiz. s &)

= a3_b3

A7 \/z + 3/52— + \/33 - O denklemmm gozum kumesuu bulunuz.

Coziim (Namik Gk, Izmir):
V& +2— Yz + Yz —2 =0 denklemini (=+ 2)1/3 +(z - 2)1/3 = 21/3 geklinde ifade edelim ve iki tarafin kiibiinii
alip sadelegtirelim:
z+2+2-2+43(x 423z - 234 3(z +2)(z - 2)¥3 = ¢.
Buradan
3(z +2)1/3(z — 2)/3 ((z +29Y 4 (2 -2)'°) = 2
veya
3(z + 2)1/3(1: — 2)1/39:1/3 = -z

elde edilir. Tki tarafin kiibiinii alarak,

27z(z% — 4) = -2
denklemi , yani

z(28z% - 108) = 0

denklemi bulunur. Coziim kiimesi olarak da

(-0, VTR

bulunur.
(Gergel sayilarda a = b < a® = b® olugu nedeniyle yapilan iglemlerde yabanci kék girmemektedir.)

'A8. Bir kenarina ait hq yiksekligi, n, agortayr ve v, kenarortay: verilen bir iiggeni yalmazca cetvel ve pérgelle
¢iziniz. ,

Coziim (Ahmet Ok, istanbul):

a
AHN izilir. [AD| = v,’dan D bulunur. [HD]’ye D ’den gizilen
dikmenin agiortay: kestigi nokta olarak E bulunur. [AE] 'nin orta
dikmesi ile [ED] nin uzantis1 O ’da kesigir. O merkezli ve |OE|
yarigaph ¢ember ¢izilerek B ve C bulunur.
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A9. ABCD bir dikdortyuzlu (yani DB L DC, DC L DA, DA L DB) ise ABC ii¢geninin d alanini
DBC, DC A, DAB iiggenlerinin a, b, ¢ alanlan tiiriinden bulunuz.

Coziim (Atasagun Baykal, Ankara):

A R
CDB dik iicgeninde BC™ = p® + m®. Alan hesabidan
p-m

«’p2+m2 =

AD den gegen BC 'ye dik duzlemin BC'yi kestigi noktaya O ve |OA| = H ve
|OD| = h dersek sunlari elde ederiz:

AO L BC B
A
,S(ABC):%H-BC.
2, 2
2 2 _ gp2 2 p'mT 9 D
n"+h"=H"=>n +p2+m2_H'
2.9 2, 2 2
+ n?m? + p?’m? ——o
g2="7 =
o+ , BC" = m? + p?
A 1, — 1 [n2p?+n2m?+ p?m?
S(AB =d=-H. = = v/ m?2 2
( C) ) BC 2\/ m‘2+p2 m +p

pm=2a, mn=2b, pn=2c=>d= - \/4&2+4b°+4c2 Va2 + b2+ ¢2.

1
e —_ —-‘?
A10. ’.4 arctan 5 axctan 535 =

Coziim (Ahmet Ok, Istanbul):

1 _ 1 — i
arctan ¢ = z, arctan 535 = ¥ denirse

tan x ; tan .
a = - —
5 MY 939
olur; buna gore
_— 2 tan z z b gp o 2tande 120
r = = = — = —_——
an l=tan®e 1= % 12 1+ tan®2z 119
elde edilir ve 120 .
tan 4r — tany 119 — 739
tan(4z — y) = = w1 =1
1+ tan4zx - tany l+ﬁ-ﬁ§
cikar. Demek ki
T
dr —y=—
r—y 1
yani
4 arctan l arctan —-L o
5 239 4

olur.
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Y6. Bir tegetler dik yamugu tabanlara paralel
bir dogru ile kesistirilerek gevre uzunluklar esit D C
ABEF, FECD yamuklari elde edilmistir. [EF|

uzunlugunun ABCD 'nin kenarlarindan birine esit

oldugunu gosteriniz. F . |0

(Hazrlayan: Hiseyin Demar. ) / \ /
A 0 p

Coziim (Atasagun Baykal, Ankara):
Cemberin yarigapt v, HD = DG = X, HA =AM =y, FP = u olsun.

N
DN A dik uggeninde Pisagor Teoremi uygulanirsa

472 4 (y— 2)” = (y + 27), yani r’ = yz

a A
cikar. Simdi DFP ve DAN tggenlerinin benzesim oranna k dersek,
FP=k AN =k(y—z)
FD=k-AD = k(z +y), EC =2rk
FA=(1-k)AD = (1-k)(z+y),
EB=(1-k)2r, GC=MB=r
olur. Yamuklarin ¢evre uzunluklari esit olacagindan

EF+FD+DG+GC+EC=EF+FA+AM + MB+ BE

(y+zlk+z+2rk=(y+x)(1 =k)+y+2r(l —k)

,_ "ty
T r4yte
52
elde edilir. y = " den
* re+r?  r(r+z) 7

k:2ra:+r'~’+:c2— (r+z)? r+1

,
EF=FP+z+r=kly-e)tetr=——(y—z)tz+r

r+z
r (1'2 ) (r—z)r+rz
= L o)t r=————+t2
r+o\T T

2

_ ! fs=y+tr=AH+HD=AD
i

istenen sonucu ¢ikar.

Diger ¢ozenler: Onder Say1, Ufuk Yavuz, Barig Tuncer - Onur Kutlu, Namik Gok, Alparslan Eltug, Murat
Limoncu, Ahmet Ok, Dogan Metin, Atasagun Baykal.

’

Y7. Yandaki tamdértgende (genel durumlu dért dogrunun
olusturdugu sekilde) belirtilen agilar arasinda
E F

COS — COS — + €08 — COS — = COS — COS —
L 8 2 2 2

egithginin gegerli oldugunu gosteriniz.
(Hazirlayan: Hiseyin Demir.)
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Co6ziim (Erhan Giirel, izmir):

A+B+C+D=360°, E=180°—-(A+ B), F=180°—-(A+ D)
olusundan, déniigiim ve ters donigiim formiilleriyle

s-écos£+cosgcos£—1 cosA+C+cosA—C+cosB+D+cosB_D
833 2 %973 2 2 2 2

if A=g B-D A B=(CB)  AyD={(B+C)
= 5 COST+COS-2— = COS ) cos B

2(A+ B)—360°  2(A+ D) — 360° E F E F
CcoSs cos =COo8| —— ] CO8 | —=— = COS — COS —

2 2 2 2 2 2

bulunur.

Coziim (Erhan Giirel, Izmir):

", _
%+1+§ +(§+1+§) l+(%+l+%) 1_1 :c2+::i+bc+:cz+zz+ac+:c2+:z+ab=1
Paydalan egitleyip igler diglar garpimi yaparsak

25(a+b+c)+2z%(ab+ be+ ac) + 23 (6abe + c?a + ab+ b%c) + 227 (a*be + bPac + c?ab) + z(a®c*b + a’b2c + b2 cPa)

= 254+25(a+b+c)+2z* (ab+betac)+23 (dabeta’b+c’a+bc)+22% (a’bet+bac+cab)+z (b c2ata’b?c+a’c?h) +ab2c?

olur. Gerekli sadelegtirmeyi yaparsak
28— 23 2abe + a®b2c = 0

yani,
(2% —abc)? =0

cikar ve sonug olarak

z = Vabe

¢ozumii bulunur.

Diger ¢ozenler: Atasagun Baykal, Barig Tuncer - Onur Kutlu, Alpaslan Eltug, Dogan Mersin, Aydin Unverdi.

Goziim (Onder Sayi, Istanbul - Aydin Unverdi, istanbul):
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% B 1 o f 1
Once, t = /2 — 1 icin 3 = V2 + 1 olacaktir. Simdi I = / d.z- integralinde ¢ = % degigken

o (1+2?)(1+=
degistirmesini yapalm: e )

1/t _15 t t t
P2 f ; e B g [ D1
N (P (O e A ) R VA R

p{

_ t (p +1) _ t l
/m (1+p2)(1 +p‘)dp ;/w (1+p?)(1 +Pt)dp

—

I

t
1
= I =] ——dp-—1.
10 14 p? g
Boylece
1
2l = arcta.an/—+1 = I= 3 { [arctan(\/§— 1)] — [arctan(ﬁ+ 1)]}

o
gikar. arctan(v2 — 1) = 3 arctan(v/2 4+ 1) = 3—875 olduguna gére, buradan integralin degeri elde edilir:
= lfm_ 3| _1f 2z} =
~2(8 8] 2\ 8/ 8

(Ya da tan2] = tan(arctan(v2 — 1) — arctan(v2+ 1)) = —1 den 2] = —% ve I = —Zsr- sonucuna varilir.)

Diger ¢ozenler: Dogan Mersin, Murat Limoncu.

oktasi ahmp ¢izilen (O;,r) gemben L

de kesiyor. (O2,r) cemberi
’nin 1§1nde B de, AB dogrusu da
se IBC}, R oldugunu

Ylﬂ Merkem O ve ya.ngapl R o]an bu- f;emberm 0, V« A
, C !

C6ziim I (Erhan Giirel, izmir) |BC| z ve AOO; = «a olsun. A0, ve 0:0- yaylarinin egitliginden
ACOQ = «a olur. A0;0.C dortgem bir kmgler dortgemdlr Bu nedenle;
01 0, AOLB = 120—a olur. Bylece ABO; = 30+— CBO; = 90—— CO.B =

90 — — 2 olur. A001 liggeni ile .BCOQ iicgeninin agilarim kargilastirarak

benzerligi o karsisindaki kenarin r olusundan de egligi elde ederiz. Demek-
ki z = |BC| = |AO| = R olmaktadr.

(}ozum II (Ahmet Ok, Istanbul):
OlOzB eskenar olup [010-] orta dikmesi B ve O ’dan geger. K 01_1\ 00-— y koydugumuzda 01A 2y ve OIBA

ikizkenar (|01 B| = |014]) = m(O: 1 AB) = (OlBA) olup

CN : 014 _ COs * 0:0: _ CN2+2-” _ 0022”” ~CN=CO;

@ Fayy — ~ —~ - —
elde olunur. Ote yandan O;02B egkenar, 0,0:B =60° = CN + CO2= 120° =CN=CO,= 60° bulunur. O

halde
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— NL +y ~ 02 1Y 0
. _ane° _ 0 _n
KBO; =30° = g = 30° = NL=60-y, R 29
A
m(C/O-:-K) = CO24y=60°+y C B
— ! — : 0
m(CBO) = CN +602 v+ 3y
120 + 2;
= _y =60+y
2
N
bulunur ki, bu COB uggeninin ikizkenar olmas: yani C

|CB| = |CO| = R olmasi demektir.

Diger ¢bzenler: Murat Limoncu, Onder Sayi, Alpaslan Eltug.

MATEMATIK ODULLER{
Safak Alpay

SEaih

Matematigin evrenselhgl kahcilig, estetlgl gibi guzelhklen paylasa.n matematikgiler bunlan paylasmak, anlamak icin
bolgesel, ulusal ve uluslararasi toplantilar duzenleyerek bir araya gelip “matematik yaparlar”. Kahcihk icin esas olan
gelencksel matematik yapma ise iiretilen matematigin detgllerde vaymlanmasi ile oluyor. Matematik arastirmas: basan
250 civarinda dergide senede 100 bin teorem kamtland@ diigiiniiliirse, bunlar arasindan olaganiistii 6nemli olanlarnin
ddillendirilmesi ile kalci eser verme gabasinin lozend.mldlgl dugunuleblhr Gercekten, matematikte ileri olan ilke, kisi
ve kurumlarin aym giizel sanatlar ve edebiyatta oldugu gibi matematlgx dzendirmek igin de cesith odiiller koyduklarm,
matematik tiretilmesine olanak taniyacak ortamlarin ya,ratllmasma, katk vaphklarml biliyoruz. Volkswagen sirketinin
Alman kara ormanlarinda kurdugu ve tiim diinya matematlkqﬂerme a,glk ola,n emtlt ii bunun bir ornegidir.

Isvec Bilimler Akademisi’nin kendisine layik gordugu Crafoord odlﬂunu kabul etmeyen ¢agimizin onde gelen matema-
tikcilerinden A. Grothendieck akademi ba.gkanma ya,zchgl mektupta, 6diillere karst oldugunu, bir matematik arastirma-
simn degerinin kazandif) odiillerle degil, verdigi yeni sirgiinlerle olgulmesl geregini savanmustu. Kars fikirler olmasina

ragmen odiillerin geng aragttrmacﬂan ozendirdigi yadsinamaz.
Matematik dinyasmin en buynk toplantist 1897 yilindan itibaren her 4 yilda bir toplanan Uluslararast Matema-

tik Kongresi’dir. Bu toplantilarda, sunulan yiizlerce bildirinin yamsira, matematigin Nobel odili kabul edilen Fields
Madalyalar: da dagitilmaktadir. 1928 Toronto Kongresi'nde J.C. Fields tarafindan onenlen 6diil fikri, bu nedenle Fields

Madalyalan adi ile amliyor ve 1936 Oslo toplantisindan bu yana veriliyor.

Ulusal édiillerin en eskisi 1967 yihnda verilmege baglanan TUBITAK Tesvik, Bilim ve lemet odilleridir. Tesvik
ddiilleri her yil 40 yasini asmams aragtirmacilara son beg yil iginde iirettikleri dstiin diizeydeki ¢ahiymalan igin veriliyor.
Bu 8diilii kazanan matematikgiler A. Agkar, T. Bagar, T. Terzmglu,l Dibag, A.O. Asar, E. Akyildiz, T. Onder, M. De-
miralp, Z. Nurlu ve H. Bor. Aragtirmalanmn. tiimii ile matematige uluslararas: diizeyde yaptig) onemli katkilar nedeni ile
verilen Bilim diillerinin sahipleri ise C. Arf 0. Igen E. Suhubi, M.G. Ikeda, H. Demiray ve T. Terzioglu. Matematigin
u]kemlzdeki gelismesine yaptiklan katkﬂa,r nedem ile K. Enm ve N. Terzxoglu na Hizmet odilleri verilmistir.

Sedat Simavi Vakfi Fen B1hmler1 odiilleri 1977°de basladl Ozgiin katkilan nedeni ile bu 6dithi kazanan matematik-
gller, T. Basar, M. Idemen, M. Demlralp. [. Dibag, Y. Ava, A. Ayt,una, M. Kocatepe ile odulu bu yil paylagan Yilmaz
ve Ersan Akyildiz kardeqlerdu llk defa bu yil bir matematlkglye odul veren Pa.rlar Vakfi odnlunun sahibi 1se M. Tezer

oldu.

Ulkemlzde yazilan iistiin nitelikli Doktora tezlennP venlen Nazun Terzioglu 6diiliinii kazananla.r S. Koray, M.
Orya.n,I Giiloglu ve M. Kirezci'dir. - : :
; ‘Balkan Matematxkgller Birligi’ nin 6diiliinii M. Orhon, T. Terzm,glu, A. Erklp. E. Akylldlz ve M Koca.tepe kazanmig-

H.

lardir. _
Gelismig ulkelerle karsilagtinldifinda oldukga az sayida oldugu gériilen matematik ddillerinin, bu bilime ayrilan kay-
naklann azh@mmn gostergesi olarak kabul edebiliriz. Kaynaklarin arttinlmas: ile gelisecek matematigin kalkinmamizda

yapacag etki, gelismis iilkelerde yaganan bir gergektir.
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AZERBAYCAN'DA MATEMATIK OGRETIMI

Asagida Azerbaycan'daki ortadgretimin (V simftan NI sinifa kadar) matematik miifredati 6zgiin
bigimiyle ve bizdeki deyigle verilmektedir. Béylece, iki yanh yararlanmanin saglanacagini umuyoruz.
Bu miifredat. ge¢misg yillarda SSCB nin tiimiinde kullanilnusgtar.

V Sumf

RIYAZIYAT (Haftada 6, cemi 204 saat)

1. Naturel adedler ve onlar iizerinde ameller (32
saat)

2. Naturel adedler iizerinde hesab amellerinin has-
seleri (26 saat)

. Kesir adedler (20 saat)

. Onluk kesirler (17 saat)

- Onluk kesirler iizerinde hesab amelleri (44 saat)
. Faiz (20 saat)

- Hendesi kemiyyetlerin Slgiilmesi (25 saat)

. Tekrar. Mesele halli (20 saat)

=1 O U = W

0

VI Smf

RIYAZIYAT (Haftada 6, cemi 204 saat)

1. Kesrin esas hassesi (24 saat)

2. Adi kesirler iizerinde hesab amelleri (36 saat)
3. Tenasiib (12 saat)

4. Miisbet ve menfi adedler (10 saat)

5. Miisbet ve menfi adedler iizerinde hesab amel-
leri (38 saat)

6. Rasyonel adedler (26 saat)

7. Miistevi tizerinde diiz bucakli koordinat sistemi
(13 saat)

8. Bir mechiilli hetti tenlikler (25 saat)

9. Tekrar. Mesele halli (20 saat)

. VIL Smf
(Haftada 6 saat, cemi 204 saat)

CEBR (Haftada 4 saat, cemi 136 saat)
. Hetti tenlikler (34 saat)

- Naturel iistlii kuvvet (14 saat)

- Birhedliler ve ¢ohhedliler (28 saat)

- Muhteser vurma dusturlari (30 saat)
. Takribi hesaplamalar (20 saat)

- Tekrar. Mesele halli (10 saat)

S U e WN

V Simf

MATEMATIK (Haftada 6. toplam 204 saat)

1. Dogal sayilar ve dogal sayilarla islemler

(32 saat)

2. Dogal sayilarla iglemlerin 6zellikleri (26 saat)
Kesirler (20 saat)

Ondalik kesirler (17 saat)

Ondalik kesirlerle iglemler (44 saat)

Yiizde hesaplar (20 saat)

Geometrik niceliklerin dlciilmesi (25 saat)
Tekrar. Problem ¢oziimii (20 saat)

1S O W

o0

VI Simf

MATEMATIK (Haftada 6, toplam 204 saat)

L. Kesirlerin ana ozellikleri (24 saat)

2. Adi kesirlerle ilgili islemler (36 saat)

3. Oran (12 saat)

4. Pozitif ve negatif sayilar (10 saat)

5. Pozitif ve negatif sayilarla ilgili iglemler (38
saat)

6. Rasyonel sayilar (26 saat)

7. Diizlemde dik koordinat sistemi (13 saat)

8. Bir bilinmeyenli dogrusal denklemler (25 saat)
9. Tekrar. Problem ¢éziimii (20 saat)

VII Sumf
(Haftada 6, toplam 204 saat)

CEBIR (Haftada 4, toplam 136 saat)
Dogrusal denklemler (34 saat)

Ustlii ¢okluklar (14 saat)

Tek terimliler ve ¢ok terimliler (28 saat)
Ozdeslikler (30 saat)

Yaklagik hesaplamalar (20 saat)

Tekrar. Problem ¢6ziimii (10 saat)

PR e
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HENDESE (Haftada 2 saat, cemi 68 saat)

1. Hendeseye girig (16 saat)

2. Ucbucaklar (12 saat)

3. Pergel ve hetkegin kemeyile kurmalar (12 saat)
4. Diiz hetlerin paralelligi (12 saat)

5. Cevre ve daire (10 saat)

6. Tekrar. Mesele halli (6 saat)

: VIII Simf
(Haftada 6, cemi 204 saat)

CEBR (I. yammyilda haftada 4, II. yarimylda
haftada 3 saat, cemi 119 saat)

1. Cebri kesirler (30 saat)

2. Kuadrat kokler (30 saat)

3. Kuadrat tenlikler (29 saat)

4. Rasyonel tenlikler (14 saat)

5. Tekrar. Mesele halli (16 saat)

HENDESE (I. yarimydda haftada 2, 11. yarimyal-
da haftada 3, cemi 85 saat)

1. Dért bucaklilar (18 saat)

2. Vektorler ve koordinatlar (18 saat)

3. Metrik teoremler (27 saat)

4. Hareket (12 saat)

5. Tekrar. Mesele halli (10 saat)

(Haftada 6 saat, cemi 204 saat)

CEBR (Haftada 4 saat, cemi 136 saat)

. Hetti berabersizlikler ve sistemler (10 saat)

. Adedi fonksiyonlar (20 saat)

. Kuadrat fonksiyonlar (14 saat)

. Tenliklerin ve berabersizliklerin halli (30 saat)
. Trigonometrianin elementleri (30 saat)

. Silsileler (12 saat)

. Cebr kursunun umumilegtirici tekrari.

esele halli (20 saat)

Z-\]G}Cﬂr&wwb—l

HENDESE (Haftada 2 saat, cemi 68 saat)

1. Ucbucaklarin oksarlign (18 saat)

2. Cokbucaklilarin sahalar (14 saat)

3. Cevrenin uzunlugu, dairenin sahasi (6 saat)

4. Ucbucaklarin halli (15 saat)

5. Hendesenin mantigi kurulmasi, riyaziyatta ak-
siyomatik metod hakkinda musahabe. Hendese
kursunun umumilestirici tekrari. Mesele halli (15

saat)

GEOMETRI (Haftada 2, toplam 68 saat)
Geometriye girig (16 saat)

Uggenler (12 saat)

Pergel ve cetvelle ¢izimler (12 saat)
Dogrularin paralelligi (12 saat)
(ember ve daire (10 saat)

Tekrar. Problem ¢oziimii (6 saat)

S ol

e VIII Sm_xf : i
(Haftada 6, toplam 204 saat)

CEBIR (1. yaruslda haftada 4, 2. yarylda haf-
tada 3, toplam 119 saat)

. Cebirsel kesirler (30 saat)

. Karekokler (30 saat)

. Ikinci dereceden denklemler (29 saat)

. Rasyonel denklemler (14 saat)

. Tekrar. Problem ¢oziimi (16 saat)

Q= W N~

GEOMETRI (1. yaruplda haftada 2, 2. yarwylda
haftada 3, toplam 85 saat)

. Dértgenler (18 saat)

2: Vektorler ve koordinatlar (18 saat)

3. Ol¢meyle ilgili formiiller (27 saat)
4
5

o

. Geometrik déniigiimler (12 saat)
. Tekrar. Problem ¢oziimii (10 saat)

i e X Sy
(Haftada 6, toplam 204 saat)

CEBIR (Haftada 4, toplam 136 saat)

1. Dogrusal esitsizlikler ve esitsizlik sistemleri (10
saat)

2. Sayisal fonksiyonlar (20 saat)

3. Ikinci dereceden fonksiyonlar (14 saat)

4. Denklem ve esitsizliklerin ¢6ziimii (30 saat)

5. Trigonometriye ait ilk bilgiler (30 saat)

6. Aritmetik ve Geometrik diziler (12 saat)

7. Cebire ait genel tekrar. Problem ¢oziimi (20
saat)

GEOMETRI (Haftada 2, toplam 68 saat)

1. Ucgenlerin benzerligi (18 saat)

2. Cokgenlerin alanlar (14 saat)

3. Cemberin cevresi, dairenin alani (6 saat)

4. Ucgenlerin ¢dziimlenmesi (15 saat)

5. Geometrinin mantiksal kurulugu, matematik-
te aksiyometrik yontemler. Geometriye ait genel
tekrar. Problem ¢oziimii (15 saat)
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X Suf X Simf
(1. yarimylda haftada 4 saat. 1. yaranydda ‘(1. yarwplda haflada 4, 2. yariplda haftada 5,
haftada 5 saat, cemi 253 saat) toplam 253 saat)

CEBR VE ANALIZIN BASLANGICI (I yarim- (CEBIR ve ANALIZE GIRIS

ylda haftada 2 saat. 1. yarmmyilda haftada 3 saat, (1. yarwplda haflada 6, 2. yarwplda haftada 3,
cemi 85 saat) toplam 85 saat)

1. Trigonometrik funksiyolar (12 saat) 1. Trigonometrik fonksiyonlar (12 saat)

2. Trigonometrik tenlikler (20 saat) 2. Trigonometrik denklemler (20 saat)

3. Toreme (18 saat) 3. Tiirev (18 saat)

4. Toremenin tatbigi (22 saat) 4. Tiirevin uygulamalar (22 saat)

5. Tekrar. Mesele halli (13 saat) 5. Tekrar. Problem ¢oziimii (13 saat)

HENDESE (haftada 2 saat, cemi 68 saat) GEOMETRI (Haftada 2, toplam 68 saat)
1. Stereometriye girig (6 saat) 1. Uzay geometriye girig (6 saat)
2. Diizhat ve miistevi paralelligi (20 saat) 2. Dogru ve diizlemlerin paralelligi (20 saat)
3. Diiz hat ve miistevi perpendikiilarhg (24 saat) 3. Dogru ve diizlemlerin dikligi (24 saat)
4. Cokiizliiler (10 saat) 4. Cokyiizliler (10 saat) |
5. Tekrar. Mesele halli (8 saat) 5. Tekrar. Problem ¢oziimii (8 saat)
XI Sinif
XTI Sumf (Haftada 4, toplam 136 saat)

(Haftada 4 saat, cemi 136 saat)

.. CEBIR VE ANALIZE GIRIS
CEBR VE ANALIZIN BASLANGICI (Haftada 2 (Haftada 2, toplam 68 saat)

saat, cemi 68 saat) L. integral (timlev) ve uygulamalari (17 saat)
1. Integral ve onun tatbigleri (17 saat) 2. Rasyonel iisler (14 saat)

2. }335)’01191 fislii kuvvet (14 saat) 3. Uslii ve logaritmik fonksiyonlar (22 saat)

3. Uslii ve logaritmik fonksiya (22 saat) 4. Cebir ve analize girig dersinin genel tekrari.

4. Cebr ve analizin baglangici kursunun umu- Problem ¢oziimii.
milestirici tekrari, mesele halli (15 saat)
GEOMETRI (Haftada 2, toplam 8 saat)
HENDESE (Haftada 2 saat, cemi 8 saat) 1. Geometrik doniigiimler (8 saat)
1. Hareket (8 saat) . Donel cisimler (16 saat)
2. Firlanma cisimleri (16 saat) . Cokyiizliilerin hacmi (16 saat)
3. Qokiizliilerin hacmi (16 saat) 4. Donel cisimlerin hacmi (12 saat)
4. Firlanma cisimlerinin hacmi (12 saat) 5. Geometrinin genel tekrar (6 saat)
5. Hendese kursunun umumilestirici tekrar (6 ‘
saat)

w N
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