L

Matematik

S \NANANNNNNNN

L e T o T

/%
A  (VAVAVA  AVAVAVAY VAVAVAN
VNN NANNNN NN




iCINDEKILER

Matematik Diinyasindan

Matematik ve Belit Sistemleri

Mehmet Sait Terzioglu

Olasilik Hesaplan

Ali Nesin

1994 Yilina Ait Sihirli Kare

Azize (Bastiyall) Hayfavi

Yasayan Bir Dahi: Paul Erdos

Oner Gakar

Erdos - Mordell Esitsizligi

Huseyin Demir

Erdds Sayisi Nedir

Matematikte Benzetme

Tugrul Taner

Geometrik Esitsizlikler

20

Al B
e o
] =
x
3

Coziimler

22

Bilgisayarlar ispat Peginde

Acturo Sangalli

A
5
p-)
o
-

Japonya’da Matematik Ogretimi

Dizin (1. Cilt)

|

MATEMA TIK DUNYASINDAN

Matematik Diinyast bu sayistyla birinci cildini l_qm_amlum:;
bulunuyor. Dogus devresi olarak niteliyebilecegimiz bu
devrede neleri yapabildigimizi neleri yapamadigimizi aynntiyla
gozden gegirdik. Geligme ve kurumlagma devresi o{ma.ga _
gereken oniimiizdeki devrede yapilmast gerekenleri behrler{’:k.
Bu belirlemelere gire yapacagumiz diizenlemeler okurun gile
cekmeden dergiye ve derginin de gecikmeden okura ulagmasini
saglayacak. Icerik agisindan daha iyiyi ytzkahyabrlmgk igin
liitfen dileklerinizi bize yazmayu stirdiirtin. Mare_m_att_l_c .
ogretimine daha fazla katkida bulunabilmemiz igin ozellikle
ogretmen okurlanimizdan oneriler bekliyoruz.

Matematik Diinyasiyla tiimlesik nice nitelikli yillara.
Simdi yine dergimizin sayfalarina donelim.

Matematik ve Belit Sistemleri: Bu yazistyla M. Sait Eroglu
onemli bir diziyi baglatiyor. Amact miihendis ve sosyal
bilimcilerinde ¢ok ilgi duydugu Fuzzy (belirsiz, bulamik)
Matematik adi verilen ve matematigi kapsayan yapiya 151k
tutmak. Bu dizinin ilk yazisinda matematigin temeli olan
aksiyom (belit) sistemleri ele alintyor. Matematigin temelleriyle
ilgili olugu okumada dikkat isteyebilir. “Cat-pat anlayabildim”
diyen okurlara yginliga diismeden bir daha okumalarim
oneririz.

Olasilik Hesaplaru: Ali Nesin tavlay: ana 6rnek alarak, tavla
oynarken bile okunabilecek bir akicthkla olasilik kuramin
sunuyor. Omeklerle sonsuz olanakl durum da ele aliniyor.

1994 Yihna Ait Sihirli Kare: Daha dnceki sayilarimizda
yayinlanan sihirli kareler okurlarin cn ok ilgi gosterdigi
yazilardan biri oldu. Azize Havfavi vazisinda bir sihirli
kareden nasul yeni sihirli kareler iiretilebilecegini gosteriyor.

Paul Erdds: Bu sayida yagayan bir matematikciyi tamtiyorusz.
Oner Cakarin yazi basligu ile séylivecek olursak, Ya;a)-’an Bir
Dahi: Paul Erdés. Oner Cakar bu ilgin¢ matematikginin
yasam Gykiisiinti ve degiik yasam bicimini aktartyor.
Topluluklarla diigiinen bu gezgin matematikgiyle tamsma
imkan: da bulmus olan Hiiseyin Demir bir zamanlar Erdos iin
onerisiyle kendisinin de iizerinde ¢alistig1 Erdos-Mordell
Esitsizligini tamunyor.

Maremarg‘kle Benzetme: Tugrul Taner bu yazisinda
matematikte benzetmenin giictinii sergiliyor. Dogal olarak

kesfn sonug vermez ama kesinlegtirilecek giiclii tahminler
vertr.

Geometrik Egitsizlikler: Bu kez olimpiyat kisesinin yazar bir
olimpiyatct. UMO 1991 in bagarili yanigmacist Emre Alkan
geometrik esitsizliklerle ilgili birbirinden ilging problemler ve
¢oziimlerini veriyor.




MATEMATIK VE BELIT SISTEMLERI

MEHMET SAIT EROGLU
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erhangi bir matematik kitabim karigtirdigi-

mizda, genelde vurgulanmi§ olarak yazilan
lic kelimeye sikga rastlariz; bunlar tanim, teoremve
kanutir. Her tanimda agiklanan kavram, soz konu-
su kuramin daha once agiklanmig kavramlan ile
yapilirken, her teoremin kaniti, dogrulugu bilinen
onermelere dayamr. Bu durumda besbelli ki her
kavram agiklanmugve her dnerme karmtlanmug ola-
maz!Her matematik kuramin tamumsiz kavramlan
ve kamitsiz olarak dogrulugu kabul edilen belitleri
(aksiyomlan veya ilksavian) olacaktir. En iyisi,
bundan sonraki agiklamalara da 1s1k tutmas: ag1-
sindan, ige bir belit sistemi vererek baglayalim:

Tammsiz kavramlar (terimler): pat, cat.
Belit 1: Her ¢at, patlardan olugan bir kiimedir.
Belit 2: En az iki pat vardr.

Belit 3: p ve q pat iseler, p ve q yu igeren bir tek ¢at
vardr.

‘Belit 4: L bir ¢at ise, L nin dgesi olmayan en az bir
pat vardr.

Bu verilerin tiimii B, ile gosterecegimiz bir belit sis-
temi olusturur. Ancak belitlere baktigimizda her,
kiime, icermek, iki, bir, var ise gibi bagka tammsiz
terimlerin varligim goriiyoruz. Bunlardan ikisi
“kiime” ve “igerme” kiimeler kuraminin tanimsiz
terimleridir. Boyle olmakla birlikte, fazla ayrintiya
girmemek igin, belitlerdeki tiim tanimsiz terimle-
rin mannigin tammsiz terimleri oldugunu soyleye-
lim. '

Her belit sisteminden uymasi gereken isteklerimiz
olacak, 6rnegin celigkisizlik gibi. Bunlarin tartigila-
bilmesi igin, tam agiklamasin1 sonraya birakacagi-
muz iki kavrama gereksinimiz var. B belit sistemi
. verildiginde, bu sistemin ve mantiin belirsiz te-
rimleriyle belirli kurallarla (bunlara ilerde degini-
lecek) olugturulan 6nermelere B-onermeleri diye-
cegiz. Bir B-Onermesi olan S eger mantiksal bicim-
de B-den ¢ikiyorsa(bunun ne oldugunu agagi yuka-
nbiliyoruz.Ilerde tam olarak agiklanacak) S, B den
¢tkar diyecegiz ve S, B sisteminin bir teoremi olur.
Ornegin “Her pat en az iki farkli ¢at tarafindan ice-
rilir” 6nermesi B, ten gikar, gorelim.

T T D o O i e Tl
TEOREM 1. Her pat en az iki farkh cat tarafin-
dan igerilir.

KANIT: pher hangi bir pat olsun. Belit 2 den dolay1
bir baska g pat1 vardir. Belit 3 ten dolay1 pve g yu .
igeren bir tek L gat: vardir. Belit 4 ten dolay1 L nin
icermedigi bir rpativardir. Yine Belit 3 ten dolay1 p
ve ryiigeren birtek L’gativardir. Lve L’ pyiigerir-
ler, ancak birbirinden farkhdirlar.

Eger bir belit sistemini, belirsiz terimlerine bizi il-
gilendiren bir alanda anlamlar vererek, belitlerini
s6z konusu alanda dogru olmasm istedigimiz
onermelere doniistiirecek bicimde yorumlayarm-
yorsak, boyle bir belit sistemiyle ugragmanin higbir
anlami kalmaz. Bbelit sisteminin her Yyorumu bu
sistemin bir M(Y) modelinibelirler. Bden mantik-
sal bicimde ¢ikan her onermesi her Yyorumu igin
M(Y) modelinde bir teoreme doniisiir. Iste bu beli-
tik yontemin avantajidir. Degisik modellerde kar-
simiza degisik Snermeler olarak gikan teoremlerin
ortak yanini bulmak ve bir kanitla tiimiintin kaniti-
n1 vermek; bu biiyiik bir kazangtir.

Kuramsal agiklamalara devam etmeden B, sis-
temine donelim ve bazi yorumlarina bakahm.

Y,: Dortfarkh a, b, c, dnesnesi patlar1 olustursun.
Catlar ise {a, b} , {a, c}, {a, d}, {b, ¢}, {b, d}, {c, d}
kiimeleri olsun. Buyorumda tim B, ..., B, be-
litleri dogru onermelerdir.

Y} Patlar Y, deki gibi; catlar Y, deki catlar ve ¢
(bos kiime).

Y, Patlar diizlemdeki noktalar, ¢atlar duzlem:
deki dogrular. ,

Y, Patlar,diizlemde verilenbir agik dairenin, or+
negin merkezi orijinde olan birim dairenin
cember diginda kalan noktalan, ¢atlar ise bu
dairenin Kirigleri.

Y, Patlar ii¢ farkh a, b, c¢ nesnesi, gatlac
fa, b} ¢} b, .

Y, Patlar bir A sehrinin insanlary; gatlar bu in:
sanlar arasinda Belit 1 - Belit 4 dogru olacak
bigimde olugturulmug dernekler.

Yukarida kanitlanan teorem M(Y,) modelinde
“Diizlemde her noktadan en az iki dogru geger”,
M(Y,) de “Agik dairenin her noktasindan en az iki
kirig geger”, M(Y) de “A sehrinde herkes en az iki
dernggin liyesidir” teoremlerine doniigiir. M(Y ),
—, M(Y ) te beg degisik teorem gibi gdriinmelerine
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kargin hepsi igin B, sistemindeki teorem ortak ta-
bandir ve salt onun kamtlanmas yeterlidir.

B, sistemine

“Belit5: L birgatsa ve p patinticermiyorsa, p yi ice-
ren ve L ile ortak ogesi olmayan bir ve bir tek L' ¢ati
vardir.”

belitini ekleyerek elde ettigimiz sisteme B diyelim.
B, sistemine

“Belit 5*: L bir catsa ve p patini icermiyorsa, p yi
iceren ve L ile ortak dgesibulunmayan en az ikifark-
I gat vardir.” :

beliti eklenerek elde edilen sistem B¥ diyelim. Ar-

tikY, * ve Y,, B;ve B¥ icin bir model olusturmaz-

Lar. Aynca agagidaki 6nermeler kolayca B, den ¢i1-
ar.

Yine Y,, By in bir yorumudur, ancak B in degil ve
tersine Y;, B¥ in bir yorumudur ancak B; in degil.
Iki cata, ortak Ogeleri yoksa birbirine kosut diye-
lim. L bir ¢at ve p patimiigeriyorsa, L, p den geciyor
diyelim. Bu tamimlarla Belit 5 soyle de sdylenebilir:
L, ppatindan gegmeyen bir ¢atsa, pden gegenve L
ye kosut olan birtek ¢at vardir. Kugkusuz bu aga-
mada By sistemiyle Oklidik Geometriye, Bf sis-
temiyle Oklidik olmayan geometriye dogru yol al-
makta oldugumuzu farketmigsinizdir.

Bir B belit sisteminden ¢eligkisiz olmasim isteyece-
giz. Eger B den bir B 6nermesi olan S ve onun
olumsuzu ~ S ¢ikarilabiliyorsa bu bir geligkidir ve
boyle bir durumda tiim B- 6nermeleri B den gikar
ve bu sistem tiim anlamim yitirir. Eger higbir S igin
B den hem S ve hem de ~ S ¢ikarilamiyorsa B ye
celigkisiz diyecegiz (burada sdz konusu olan S ler
B-0nermeleridir). Iyi ama, bir B belit sisteminin ge-
liskisiz oldugu nasilgosterilir ?Sansimiz varsa biraz
ugrastansonra Sve ~ SyiBdeneldeeder geligkiye
ulaginz. Onca ugragtan sonra bir ¢eligkiye ulaga-
mamugsak, bu B nin geligkisiz olmasi anlamina gelir
mi? Asla! Genelde elimizde bir B-belit sisteminin
dogru onermelerini veya yanhs 6nermelerini veren
yontemler yoktur; boyle yontemler varsa B ye be-
lirlenebilir diyelim. Gruplar kuramu, cisimler, sira-
lanmug cisimler, orgiiler, siralanmig yapilar belirle-
nemez; buna karsin degisimli gruplar ve tiimel sira-
lanmug kiimeler belirlenebilir yapilardir. Kuram
‘belirlenebilir bile olsa, tiim teoremleri listelemek

genelde olanaksizdir. Bazan S ve ~ S 6qu karma-
sik ve degisik bigimde kargimiza gikabilir ki, bunlar
goziimiize bakarken biz geligkiyi farketmeyebili-
riz. Dolayisiyla mantikgilar ve matematikgiler bag-
ka bir yol izliyorlar. B nin bir Y yorumu varsa B ye
yorumlanabilif diyelim. M(Y) modelini sectigimiz
B'sistemi geligkisizse kuskusuz B de geligkisiz ola-
caktir, boylece goreli geligkisizlik kavramina ulagi-
lir ve geliskisizligine giivenimizin fazla oldugu
alanlarda modeller aranir. Hatta belirli varsayim-
lar altinda gogu mantik¢1 ve matematikgi igin B nin
yorumlanabilir olmas: geligkisiz olmasiyla es an-
lamlidur.

Bir B belit sisteminin higbir beliti, geriye kalan be-
litlerle olusturulan sistemden gtkmiyorsa, B ye ba-
gimsiz denir. B nin belitleri olmayan her B- oner-
mesi S, B nin belitlerine eklenerek elde edilen B’
belit sistemi bagimsiz degilse, B ye tam denir. Bag-
ka bir deyigle her B-6nermesi Si¢inyaSyada ~§,B
den gikiyorsa B tamdir. Ornegin B, belit sistemi
tam degildir, ¢iinkii S olarak Teorem 3 deki oner-
meyi alirsak B, den ne S yinede ~ Syi ¢ikarabili-
riz.

Bir belit sisteminin yukarida siralanan ozellikleri
icerisinde en 6nemlisi ve vazgegilmez olam celigki-
sizliktir. Bagimsizhk bazan istenmeyebilir; ozellik-
le 6nemli teoremlere ¢gabuk ulagilmak istendigin-
de, veya cok karmagik bir belit daha kolay par¢ala-
ra aynlmak istendiginde bagimsizliktan vazgegile-
bilir. Ancak tiim istegimiz belli bir alanin tiim teo-
remlerini kanitlamaksa belit sisteminin tam olmasi
zorunludur.

Belit sistemleri nasil olugur? Once ilgilendigimiz
bir alan vardir. Bu alanda yeterince bilgi edindik-
ten sonra, dnemli kavramlar ve bagintilan belirle-
yecek diizeye geliriz. Ornegin s6z konusu olan Ok-
lid Geometrisi olsun. Segecegimiz Snemli kavram-
lar belit sisteminin tamimsiz terimlerini ve segtigi-
miz temel onermeler belitleri vereceklerdir. An-
cak segilen tanimsiz terimler ¢ikis noktasindaki
ozel alandaki anlamlardan anindinlacaklardir. Or-
negin Hilbert bes tammsiz terim: nokta, dogru,
duzlem, arasinda, eglegik kullanirken Pieri iki ta-.
mmsiz terim (nokta, hareket) ve Veblen iki tanim-
siz kavram (nokta, sira) kullanmugtur.

Hicbir zaman, rastgele bir belit sistemiyle dam iis-
tiinde saksagan tiirii ige baglanmaz. Ancak belli bir
alandan gikarak bir belit sistemine ulagtiktan son-
ra, ilgi alamm daha iyi kavramaya da yardimci ol-
dugu icin, elde edilen sistemden bazi belitleri ¢ika-
rarak, degistirerek veya zayiflatarak yeni belit sis-
temlerine gegilir. Matematikte bu sik¢a izlenen bir
yoldur.

(2]



OLASILIK HESAPLARI

ALl NESIN

MATEMATIKLE DINLENELIM

lasihik hesaplanyla giinliik

yasamimizda kargilaginz. Ornegin
tavla yada kagit oyunlan oynarken. Iki kapiya
listiiste gele atmayan tavlaci gormedim hic.
Sansizlik deriz. Elbet, dort kez gele atan, u¢ kez
gele atandan daha sanssizdir. Bu yazinin
amagclarindan biri de, “daha sanssiz” sozcuglne
matematiksel anlam kazandirmak olacak.

Elimize bir zar alahm. Alt: yiizlii hilesiz bir zar...
Her sayimin gelme olasihii aymidir: 1 sayisinin
gelme olasihfy, 2 sayisinin gelme olasiligindan
fazla degildir. Zarn alt1 yiizii oldugundan, ve her
sayun gelme olasihgi aym oldugundan, 6rnegin
1 sayisinin gelme olasiligina 1/6 demek mantikli
olur. Egeri= 1, ..., 6 herhangi bir sayiysa, o(i), i
sayisimn gelme olasihigy olsun. Sezgilerimize
dayanarak yazalim:

o(1)=1/6, 0(2) = 1/6, ., o(6) = 1/6.

Zar hilesiz oldugundan, o(7) = 0 da yazabilirdik!
Tiim olasihiklarin toplamimn 1 olduguna
dikkatinizi cekerim. (Giinliik yasamda olasiliklar
100 iizerine hesaplanir, ama matematikte en
biiyiik olasilik 1'dir. Giinliik yagamda kullanilan
% 75’in matematikgesi 3/4 olasihgdir).

Cift bir say1 atma olasihigin1 bulalim simdi; yani,
2, 4, 6 sayilarindan birinin gelme olasihgini. Her
sayin gelme olasihif1 1/6 oldugundan, cift say1
gelme olasiigr o(2) + o(4) + 0(6)=1/6 + 1/6 +
1/6 = 1/2'dir. Ve elbet, tek say1 gelme olasiig1
da 1/2'dir.

- Olasilik teoricileri, yukaridaki sorunda ortaya
¢ikan {1.2 2,3,4,5, 6} kiimesine olaylar kiimesi
derler. Ornegin, 1 bir olaydir, ve 1 olayinin
gergeklesme olasilig1 1/6’dir.

Simdi igleri biraz zorlagtiracagz ve iki (hilesiz)
zar atacagyz. Ik once iki zan birbirinden
ayiralim: zarlardan birine birinci

zar, Obiiriine ikinci zar diyelim (dilerseniz zarlan

boyayin). Her iki zarn da altigar yuzu

oldugundan, otuzalt1 “olay” var:

-1 | 12 | 13 | 114 | 15 | 16
21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26
31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 3-6
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46
51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66

Dikkat ettiyseniz, 1-2 ve 2-1 zarlanim (yani
olaylarim) ayr1 yazdim, yani iki ayn olay olarak
gosterdim. Ciinkii iki zan birbirinden

ayiriyorum: birinci zar 1 sayisim,ikinci zar 2
sayisin1 gosteriyorsa, gelen zara 1-2 diyorum,
tam tersiyse 2-1. Zarlar hilesiz oldugundan, her
olayin gergeklesme olasilifa ayni. Dolayisiyla,
o(i-j) sayzs, i-j olayimn gergeklesme olasihgysa,
o(i-j) = 1/36’dir. Oregin, o(1-1) = o(1-2) =
0(2-1) = o(3-4) = 1/36’dir. Bunu soyle de
gosterebiliriz. Zar atacagimiza, yukandaki
tabloya rasgele bir tag atalim, 36 hiicre
oldugundan, ve bir hiicrenin obiir hiicreye gore
bir ozelligi olmadigindan, tagin, 6rnegin 3-4
hiicresine dugme olasihig 1/36°dur.

Oysa tavlada zarlar birbirinden ayirdedilmez. Biz
de ayirdetmeyelim. O zaman, 1-2 ve 2-1 zarlarim
da ayirdetmememiz gerekir, bu iki olay1 (1, 2)
olarak gosterelim. Olaylan yukaridaki gibi
siralayim (yukaridaki tabloyu ikiye katlayarak):

@) | 12| @3 0] a5 s
(2,2) | (2,3) | (2,4 | (2,5) | (2,6)
3,3 1G4 B3 | (6)

4,4) | 4,5) | (4,6)

(5.5) | (5,6)

(6,6)




21 olaymmuz var. Ama bu kez her olaym
gereeklesme olasihé aym degil. Omegin (1. 2)
olaymin gergeklesme olasih 1/36 + 1/36 =
2/36, giinkii (1, 2) zan igin, ya 1-2 ya da 2-1
gerekh:

o(1,2)=0(1-2) + o(2-1) = 1/36 + 1/36 =
2/36.

Ote yandan, (1, 1) zannn gelme olasihi 1/36.

Demek ki, eger i # j ise,
ofL))=2/36
dir, ve
o(i, i) = 1/36

dir. (Ozellikle 2/36 yerine 1/18 yazmiyoruz,
ileride kolayhk olacak). Ahstirma olarak, cesith
olasihklar hesaplayahm.

Iki kaprya gele atma olasib. Bu kapilann 1 ve 2
kapilan oldugunu varsayahm. Demek ki (1, 1),

(1,2) yada (2, 2) atma olasihiim hesaplayacagiz.

Budao(l,1)+0o(1,2) +0o(2,2)=1/36 + 2/36
+1/36 = 4/36 = 1/9'dur. Iki kez iki kapiya gele
atma olasihgiysa 1/9 X 1/9 = 1/81°dir. Yedi kez
iki kapiya gele atma olasihi ise (1/9)'dir. (Asag
yukan, piyangoda en biiyiik ikramiye ¢cikma
olasihgina esit!)
1 atma olasih@.

1 2 11
of1, 1)+o(1,2)+“.+0(1,6)=§6+5 X36=3¢

Demek ki, 1 atma olasilig1 1/3’ten biraz daha az.

4 atma olasih@. Yukandaki gibi hesaplanir ve
11/36 bulunur.

Daort hane ilerideki bir pulu kirma olasihg. Dort
hane ilerideki pulu kirmak i¢in ya 4 atmak
gerekir, ya (1, 1), ya (1, 3), yada (2, 2). Demek ki
pulu kirma olasihig

11/36 +o(1, 1)+ o(1, 3) + 0(2, 2)
= 11/36 + 1/36 + 2/36 + 1/36 = 15/36 dur.

n hane ilerideki bir pulu kirma olasih@. Eger n =
13 ise, bu olasihk sifirdir elbet. Aman =15 ise,
pulu (5, 5) zanyla kirabiliriz, ve olasihg 1/36°dr.
Bu olasiliklan bir dizelgeye sokalim:

' n=uzakhk Kirma olasili

1 11/36

2 11/36+1/36=12/36

3 11/36+1/36+2/36=14/36

4 11/36+1/36+2/36+1/36=15/36 |
LS 11/36+2/36+2/36=15/36 |
6 11/36+2/36+2/36+1/36+1/36=17/36 |
K] 2/36+2/36+2/36=6/36
| 8 | 6/36 |
B 5/36 |
L1000 | 3/36
Y 2/36
12 3/36
15 1/36

16 1/36

18 1/36

20 1/36

24 1/36

Ug zara gegmeden once, tavlanin sinirh bir oyun
oldugunu belirteyim. Yazdiklanmdan, taviamn
Yiiksek diizeyde bir bilim bilgisi gerektirdigi
anlamu cikmasin. Yani, taviact olmanizi salik
vermem. Ama illa tavlaci olacagmm diyorsaniz
kesinlikle olasilik hesaplarin: Ggrenmeniz gerekir.

Simdi ii¢ zar alahm elimize ve yine ilk 6nce
zarlan birbirinden ayirdedelim: birinci zar, ikinci
zar ve uguncii zar. 6° = 216 olay var, ve her
olaymn ger¢eklesme olasihg aym oldugundan, her
zarin gelme olasihg 1/216'dir. Ornegin,

0(1-2-5) = 0(1-5-2) = 0(2-1-5) = 0(2-5-1) =
0(5-1-2) = 0(5-2-1) = 1/216 dur.

Ancak, zarlan birbirinden ayirdetmemek en
dogal olani ve biz de etmeyelim. Olay sayimiz
azaldy, gunkii gimdi, 6rnegin 1-2-5 ve 5-1-2
olaylar arasinda bir ayrim yapmiyoruz. Bu zara
(1,2, 5) adim verelim. Kolayca gériilecegi gibi



o(1, 2, 5) = o(1-2-5) + o(1-5-2) + 0(2-1-5) +
0(2-5-1) + o(5-1-2) + o(5-2-1) = 6/216 = 1/36

dir. Bunun gibi, o(3, 4, 6) da 1/36’ya esittir. Ama

0(2, 2, 5) = 0(2-2-5) + 0(2-5-2) + 0(5-2-2) =
3/216 = 1/72,

ve
0(2,2,2) = 0(2-2-2) = 1/216

dir.

Algtirma olarak, ii¢ zarla toplam 10 atma

olasiligim hesaplayalim:

o(1,3,6)+o(1,4,5) +0(2,2,6) +0(2,3,5) +
o(2,4,4)+o(3,3,4)=27/216 = 0,13.

Yukandaki drneklerde olanak sayis1 sonluydu.
Ornegin, iki zarla 21 olanak vard:. $imdi, olanak
saylmizi SOnsuz yapacagiz.

Kolay bir soruyla baglayalim: [0, 1] araliginda
rasgele segilen bir (gergel) sayinn, 1/2'den
biiyiikolma olasihg kagtir? Yamt 1/2’dir. Ciinkd,
[0,1] deki sayilarin “yans1” 1/2°den biiyiik, obiir
“yaris1” ise 1/2’den kuguktur.

Bir kolay soru daha: [0, 1] araliginda segilen bir
saymun 1/6 ve 3/7 arasinda olma (olayinin
gerceklegme) olasihig kagtir? Yamt 3/7 — 1/6 =
11/42dir.

Buraya dek sasilacak birgey yok.

Peki, [0, 1] araliginda segilen bir sayinin 1/2’ye
esit olma olasilig1 kagtir? Sifirdar! Onsezi
zorlamyor biraz burada. Ciinkii 1/2 sayis1 var, ve
bana, “Bal gibi 1/2’yi segebilirim” diyebilirsiniz.
ben de size, “madem Gyle, bahse girelim”
diyebilirim. bahse girmek istemezsiniz elbet.
Ciinkii kazanma olasiliginiz sifirdir! Olay sayisi
sonsuzsa, ve her olayin gergeklesme olasiligs
ayniysa, 0 zaman, bir olayin ger¢eklesme olasilig:
sifirdir. SOyle agiklanabilir bu: diyelim 1/2’yi
segme olasiliga 0,0001. O zaman, herhangi bir
say1y1 se¢gme olasiligi da, 0,0001°dir, ve
dolaysiyla asagidaki

1/10.000, 2/10.000, 3/10.000, ..., 10.000/10.000
onbin sayidan birini segme olasiligin1 bulmak i¢in
0,0001’i onbin kez toplariz, ve 1 buluruz, yani

%100 olasilik! Olacak sey degil! Demek.ki 1/2
sayisinm1 segme olasihigs sifir olmahdir.

MATEMATIKLE DINLENELIM

simdi iki say1 segecegiz ve sirayla segecegiz bu
sayilari. Yani birinci sayiyla ikinci say1 arasinda
aynm yapacagiz. Soru su: [0, 1] araliginda rasgele
ve sirayla iki say1 segersek, ikinci sayinin, birinci
sayidan biiyiik olma olasiligi kagtir? Birinci
saytya x adin verelim, ikinci saytya y. Rasgele
(ama srayla) iki say1 segmek demek, [0, 1] X (o,
1] karesinde rasgele bir (x, y) noktas segcmek
demektir.

0. 1) (1,1)

A
Az

(1,0)

Yukaridaki resimde [0, 1] =10, 1] X [0, 1] karesi
lic degisik olay bolgesine ayrilmus:

Ap={xy) €[0,1F:x <y}

A, ={xy) €[0,1}:x >y}

(0,0

ve ortadaki ¢izgi A,_, = {(x,x):x € [0, 1] }.
Resimden de goriildiigii iizere, bir [0, 1]?
karesindeki rasgele bir (x, y) noktasinin, A,,
Bolgesinde olma olasihigi 1/2'dir. A,, bolgesinde
olma olasihg da 1/2'dir. A,., bolgesinde olma
olasihigl ise sifirdir.

Daha da zor bir soru sorahm. Ug say1 segelim,
[0, 1] araligindan: x, y, z. x birinci say1, y ikinci ve
z lglinci. x < y < z olaymnin gergeklesme
olasilifx kagtir? Bu iig sayiy, [0, 1] kiibiinde bir
nokta olarak gorebiliriz. Yukandaki gibi bir
resim gizmeye cahsabilirsiniz. Ben denedim
beceremedim. Ug boyutta gorebilmek kolay
degil. Ama s6yle akil yiiriitebiliriz: [0, 1]
kiibiinii, su bé?lgelere ayiralim:

A ={xy,2):x <y <z
An={xy2z):x<z<y]
Ay ={xy,2):y <x <z
A231={(x,y,z:):y <z <y
Az ={xy,2):z <x<y]
Ay ={xy,2):z<y<x.

Birinci bolgenin oylumunu (hacmini) bulmak
istiyoruz. Bu alt1 bolgenin oylumlar birbirine
esittir (hi¢ birinin oylumunun 6biiriinden biyiik
olmasi igin bir neden yok). [0, 1]? kiibiinden

(5]



geriye Kalan bolgeler, yukarnidaki bolgelerin
“duvarlandir™ ve oylumlari yoktur. Demek ki, bu
alt1 bolgenin oylumlarnimn toplam, [0, 1]}
kiipiiniin oylumuna, yani bir bire esittir. Ve
bundan da, her bir bolgenin oylumunun 1/6
oldugu gikar. Ne bulduk? [0, 1] arahigindan
rasgele li¢ say1 secersek, ikinci sayinin birinci
sayidan ve liglincii sayinin ikinci sayidan biiyiik
olma olayinin gergeklesme olasiligimin 1/6
oldugunu bulduk.

Simdi dort say1 segecegiz [0, 1] arahgindan ve
ikinci sayinin birinci sayidan, liglincii sayinin,
ikinci sayidan ve dordiincii sayinin tiglincii
sayidan buytik olma olayinin gerceklesme
olasiigint hesaplayacagiz. Dort boyutta
oldugumuzdan resim gizemeyiz artik. Ama yine
de yukandaki gibi diigiinebiliriz.

Ay = {0 X0 Xa %) €[00 1] 1x) < xy < x; < x, ]
kumesi olsun. Bunun gibi, drnegin,
Az = (X1, X2, X3, X5) € [0, 1] :x; < x; < xy < x5

kiimesini tamimlayalim. Tiim bu kiimelerin

. “oylumlan” ayni (dort boyutta oylum entegral
hesaplariyla bulunur, ama su anda 6nsezi yeterli).
Kag tane bu tiir kiime var? Teker teker siralayip
24 tane oldugunu bulabiliriz kolaylikla: A »5,,

A\ 243, A|324, A 342, - Geriye kalan kiimeler, bu
kumelerin “duvarlan” olduklarindan oylumlan
sifirdir. Demek ki, bulmak istedigimiz olasilik
1/24'diir.

Soru: Bir kartondan kenar uzunluklar, 1, 1, 2, 2,
2,3,3,4,6, 6,7 olan on bir kare kesip, onlari
yanyana yerlestirerek bir kare elde edebilir
misiniz? (cilt 1, Say1 2, Sayfa 29)

Coziim: (Ayse Bozlaker, Torbal - zmir)

MATEMATIKLE DINLENELIM

Simdi ¢ok genel bir soru soralim: [0, 1]
arahi@indan n tane rasgele ve sirayla sayi
Segiyoruz: X, X,, ..., X,- Bu dizinin artan bir dizi
olma olasiligi kagtir? Yani x; < x, < .. <X,
olayinin olasilig1 kagtir? Yukaridaki gibi akil
yiirlitecegiz.

A= {(%) Xy %) € [0, 1)1 <%y < < X, |

kiimesinin oylumunu artyoruz. Bu tur
kiimelerden kag tane oldugunu bulmaliyiz. Yani,
1,2, .., n sayilarim kag tiirlii dizebiliriz? n! =1 X
2 X .. X (n— 1) X n tiirlii dizebiliriz diyorum.
Bunu tiimevarimla kanitlayacagim. Ik 6nce, ilk
n—1 sayy1 (n—1)! tiirlii dizebildigimizi
varsayalim. Bu dizilerden herhangi birini alalim.
Simdi, son say1y1, yani n sayisini, araya bir yere
sokacagz. Basa, ortaya,en ya da sona sokabiliriz:
toplam n degisik yere sokabiliriz. Demek ki 1, 2,
.., N sayilarini (n — 1)! X n = n! tiirlii dizebiliriz.
Dedigimi kanitladim. Bundan da su sonug ¢ikar:
Rasgele 0, 1 araliginda segilen x,, ..., X, dizisinin
artan bir dizi olma olasiligy 1/n!'dir.

Ornegin n =2, 3, 4 ise yukarida buldugumuz
1/2,1/6, 1/24 olasihklarim buluruz. Dikkat
ederseniz, n biiyiidiikce olasilik azalyor.
Ornegin, n =5 i¢in, 1/5!=1/120 = 0,00833...
olasihgim buluruz. n=6icinise, 1/6!=1/720
= 0,0014 olasihgini.

Simdi yazinin en son sorusuna geldik: [0, 1]
arahginda rasgele secilen sonsuz bir sayilar
dizisinin artan bir dizi olma olayinin gergeklesme
olasiligi kagtir? Yanit kolay:

lim 1/n!=0.

n— o




MATEMATIKLE DINLENELIM

1994 YILINA AiT SiHIRLI KARE

AZIZE (BASTIYALI) HAYFAVI

1'den 16’ya kadar olan sayilan 4 X 4 bir kare
icine belirli bir sekilde yerlestirdigimiz zaman bu
sayilanin bir takim 6zellikleri vardir. Once
1-16’ya kadar olan sayilar igin bu ozellikleri
siralayalim:

1 8
15

(1) Biitiin satir, siitun ve kosegen toplamlar 34'e
esittir.

(2) Kiigiik alt karelerdeki sayilarin toplami da
yine 34’e egittir.

(3) Biiyiik karenin kdselerinde bulunan sayilarin
da toplami yine 34’duir.

Ayrica su esitlikler de vardir:

(4) (i) Birinci satirdaki sayilarin kareleri
toplamu dordiincii satirdaki sayilarin kareleri
toplammna
esittir.

(i) ikinci ve iiglincii satirdaki sayilarin
kareleri toplami da birbirlerine esittir.

(iii) Birinci ile dordiincii siitundaki sayilarin
kareleri toplamu esittir.

(iv) Ikinci ve tigiincii siitundaki sayilarin
kareleri toplami da yine birbirlerine eittir.

(5) Kosegenler iizerindeki sayilarn kareleri
toplamu ve kiipleri toplami da birbirlerine esittir.

Simdi 1994 yilina ait karemizi olugturmaya
¢aligalim:

Genel olarak bir x tam sayisi igin: x = 34 ise ve
x — 34 sayis1 4 ile boliinebiliyorsa bu sayiya ait
karemizi olugturabiliriz: Satir, siitun, kogegen
lizerindeki sayilarin x olmasi igin kullanmamiz
gereken sayilar sunlar olacaktir:
x— 34 x—34 x—34
7 t1.7 3 *2,..,~3 116
Ornek olarak x = 1994 sayisini ele alalim 1994
— 34 = 1960 dorde boliinebilir bir sayidir.
(Oyleyse 1991 ya da 1992 yi neden
alamayacagimizi anhyorsunuz) 1994—34=1960
dorde boliinebilir bir sayidir. Oyleyse
1960 .

Tx1=491 den

1960 ,
_11_+ 16 =490 + 16 = 506’ya kadar olan

16 adet tam say1y1 karemize uygun bir sekilde

* yerlestirirsek; satir, siitun, kogegen ve kiiglik

kareler lizerindeki sayilarin ve biiyiik karenin

koselerindeki sayilarin toplam 1994 olacaktir.
Karemizi olusturahm:

491 | 498.| 502 | 503
505 | 500 | 496 | 493
504 | 501 | 497 | 492
494 | 495 | 499 | 506

B.a§l§ng1gta siraladigimiz 1'den 7'ye kadar olan
tiim 6zelliklerin bu kare igin de gegerli oldugunu
saglayabilirsiniz.

Bu yerlestirme bigimi tek degildir. Herhangi bir
yerden baglayarak 16 degisik sekilde
yerlestirebilirsiniz. Uzerinde biraz oynayarak
yerlestirme kuralim bulabilirsiniz.

Biiyiikliik ancak akintiya karst koymakla
olabilir, kiirek cekmekle degil.

Franz Wergel
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UNLU MATEMATIKGILER

YASAYAN Bir DAHI: PAuUL ERDOS
ONER CAKAR

Paul Erdos, 26 Mart 1913’de, matematikgi bir icin Amerika’y terk ederek Israil’e yerlesir.
anne ve babanin oglu olarak, Budapeste'de 1960’da Amerika yeniden vize verinceye kadar
diinyaya gelmistir. Dogumunu izleyen bir kag da orada kalir.

giin icinde, 3 ve 5 yaslanndaki iki kiz kardesinin
kizil hastali§ yiiziinden 6lmesi lizerine, ailenin
tum ilgisi Paul ve daha sonra dogacak olan
kizkardesinin iizerinde yogunlagmugtir. 18 ayhk
iken, babasinin bir Rus hiicumunda yakalanip
Sibirya’da ¢cahigma kamplarina siiriilmesi
yizinden egitiminde annesinin etkisi fazladir.
Annesi ilkokullan bulagici hastaliklarin kaynag
olarak gordiigiinden Paul’ii ilkokula
gondermenmis, egitimini kendisi istlenmis, Annesinin 6limii Paul'de biiyiik bir ¢okiintii ve
ortaokula ise y1l agin gondermistir. bosluk yaratmustir. Bu ¢okiintiiyi, yakin arkadag:
Paul Turan’m “En kuvvetli siginak matematiktir”
uyarisi iizerine giinde 19 saatini matematik
caligmaya ayirarak gidermeye calisirsa da bu
tempo bile O’na annesinin kaybini
unutturamayacaktir.

1964'den sonra annesi (84) Erdés’iin, Hindistan
harig, tiim gezilerine katilmaya baslar. Her.
yemekte beraber olurlar ve her gece annesi
uykuya dalincaya kadar, ellerini avuglarnin
icinde tutarak onun uyumasin bekler. Bu yakin
birliktelik, 1971°de Erdos'iin Calgary
(Kanada)'de bir konferans verirken annesinin 91
yasinda iilserden 6liimiine kadar devam eder.

Annesi kendisinin doktor olmasini arzu ettigi
icin, daha okumaya baglar baglamaz, kendisini
tibbi ve biyglojik eserlere bogmus ve O da
bunlan buyijk bir istek ve hevesle okumugtu.
Ancak onun dogustan bir matematik dehasi
oldugu belliydi. Ug yaginda iken ii¢ basamakh Oliim ve yaglanmaya iliskin esprilere tutkundur.
sayilan akildan ¢arpabiliyordu. Dort yasindaise ~ Benim ikinci biiyiik kegfim ‘6liim’ olmugtur

negatif sayilan kegfetmigti. Bir glin annesine demektedir. Dort yaginda, kendisinin de bir giin
100’den 250 giktiginda eksi 150 kalir dedigini Olecegini anlamasindan bu yana bu saplantidan
hatirhyordu. Her ne kadar, tarih, politika ve kurtulamamaktadir. Ashnda Tanriyla hep
biyolojiye ilgi duyuyorsa da matematik¢i olmayr  gatigma halindedir. Tanr’nin, gozliiklerini
aklina koymugtu. saklayip, Macar pasaportunu galarak ve en

onemlisi, tim matematiksel problemlerin
kusursuz ¢6ziimlerini igeren ‘kitabr’ kendisinden
saklayarak eziyet ¢ektirdigini syler. 1976’da
yakin arkadagi Paul Turan’in 6liimii iizerine
‘Tanri, ortak ¢calismalarimi ikiye ayirmakta, 6len
kigilerle yaptiklarimi terazinin bir kefesine,
hayatta olanlarla yaptiklarimi ise diger kefesine
koymaktadir. Olenlerin bulundugu kefe agir
bastiginda beni de oraya gagiracaktir.”
demektedir. Oliim konusundaki tek tesellisi,
soznu ettigi ‘kitabr’ ele gegirecegi firsati
bulabilmek ve ayrica Archimedes ve Euclid ile
cahgabilmek diisiincesidir.

17 yaginda (1930) Budapegte Universitesine

' giren Erdos'iin dort yil sonra matematikte
doktorasim da almis olarak ¢iktigim goruyoruz.
1934’de dort yillik bir doktora sonrasi ¢alisma
icin Ingiltere’ye Manchester’a gider. Bir Macar
Yahudisi olmasi nedeniyle bu gidis biraz
politiktir. Ancak vatan hasreti yiiziinden yaz
tatillerini siirekli olarak Macaristan’da gegirir.
1938de ise, Hitler'in Avusturya’ya girmesi
lizerine yaz tatilinde Ingiltere’de kalir ve
olaylarin daha da geniglemesi sonucu kararini
verir ve 1938 sonlarinda Amerika’ya gider.

1954’de Uluslararasi Matematik Konferansiigin ~ Matematik tarihinde, Onun kadar degisik alanda,
davet _edildigj A'm.s‘terfiarrg’dan geri doniigte Onun kadar ¢ok kisiyle ve Onun kadar farkh
Amerika geri doniig vizesinde sorun gikarttif problem lizerinde ¢alisan bir bagka kisi bulmak



zordur. Sayilar kurami, karmagik Analiz, Olasilik
kurami, Geometri, Cebir, Kiimeler kuram,
Kombinatorik ve daha pek gok konu kendisinin
cahgma alani igine giren temel dallardir. Kisisel
ya da ortaklaga 1200'den fazla calismaya
imzasini atrmig, 250'den fazla kisiyle ortak yayn
yapmugtir. Yalmizca 1987 yilinda, 74
yagindayken yaptig1 yaymnlarin sayist 50 olup, bu
say1 pek cok iinlii matematikginin bir 6miir boyu
yaptig1 toplam ¢aligma sayisindan fazladur.
Bununla da matematigin yalnizca bir gen¢ adam
oyunu' olmadigim gostermistir. Yapilan
aragtirmalar, diinyadaki her yedi matematikg¢iden
birinin Erdos’lin ¢ahgmalarina dayanan bir
cahsma yaptigini ortaya koymaktadir. Bu
baglamda matematikgilerin “Erdos sayist”
¢ikmaktadir ortaya.

Erdos hayatini, matematige ayirdign zamani
maksimum hale getirecek sekilde planlamustir.
Ne esi, ne ¢oluk ¢ocugu, ne cekip cevirecek bir
evi, ne bir isi, ne de bir hobisi vardir. Yemek
icmek ve bir kag saat uyumanin diginda
matematiksiz gegen hig bir am bulunmamaktadir.
Onun, hayatinda sanat, roman, film gibi havai (!)
seylere ayiracak zamam yoktur. Gergek anlamda,
matematiksel bir kesistir. Fiziksel ve maddesel
zevklerden vazgegmis, butiin yagantisini
matematiksel gercekleri kesfetmeye ayirmugtir.
1940 yilindan bu yana roman okumamug, son 30
yilda bir kez olsun sinemaya gitmemistir.

Hayati gilgin bir hizla, Universiteler ve aragtirma
merkezleri arasinda seyahatle geger. Gittigi her
yerde daha kapimninesiginde baglayan ¢alisma, ya
kendisi usanincaya dek, ya da kargisindaki
birakip kagincaya dek bir ya da iki gun surer.
Ertesi giin bir bagka yere gitmek izere yola
koyulur.

Gittigi yerlerde toplantilarim kiigiik bir otel
odasinda bes alt1 kisiyle yapar. Problemler
belirlenir. Digerleri kendi aralarinda tartigirken,
O bir koseye cekilir, koltuga oturur ve bagim
ellerinin arasina alarak dalar gider. Ancak her bir
kag dakikada bir bagim kaldinr ve odadakilerden
birisine bir ¢oziim Onerisi ya da yolu gosterir ve
o kigi bu 6neri dogrultusunda gahgirken, O yine
kogesinde dalmug, bir bagka probleme ¢oziim
aramaktadir.

_Bdyle bir toplantimin ardindan, O’nu bekleyen,
iki iig saatlik bir dinlenme ve 3-4 kitada, 10-15
merkezi kapsayan yeni bir gezidir.

Tiim egyast, eski pejmiirde bir kiigiik bavul ile,
Budapeste'de bulunan Centrum Aruhaz
magazasina ait portakal renkli eski bir plastik
gantanin igine sigacak kadardir. Butun bu
ozelliklerine ve daima bekar yagamig olmasina
karsin, arkadas canhsi, samimi ve merhametlidir.
Maagim galisma arkadaslarina ve 6grencilerine
dagitir. Yaklagik 10 yil 5nce Wolf Odiilii olarak
50.000 Dolar kazandiginda, kendisine yalnizca
720 Dolar ayirmus, gerisini ailesi adina, burs
olarak dagitilmak iizere, israil’e gondermistir. Iki
kez davet edildigi Hindistan’da aldif iicreti ise,
hayatta hi¢ gormedigi bir bayana, S. Ramanujan’
1n dul egine gondermigtir.

Matematik diginda hig bir becerisi yoktur. Ilk kez
kahvaltida kendi bagina ekmegine yag
siirdiigiinde 21 yagindaydi. Zira o giine kadar bu
isi daima annesi yapmigtir. Annesinin
oliimtinden sonra, Erdos’iin bakimini,
Amerika'da oldugu siire icinde, Bell

- Laboratuvarlarinin yoneticisi olan Graham

Ronald iistlenmistir. Parasinin idaresinden,
yaymlanmig 1200'den fazla ¢aligmasinin
saklanmasina ve dagitilmasina kadar pek ¢ok isi
O’nun adina G. Ronald yapmaktadir. Ceklerine
bile Ronald imza atar.

Asirlardir matematikgileri mistik bir gugle
kendine geken Asal Sayilar, Erdos’iin en yakin
arkadaslandir. Hi¢ kimse onlan O’nun kadar 1yi
tanimamugtir. Ilk kez Euclid tarafindan verilen ve
asal sayilarin sonsuz ¢oklukta oldugunu ifade
eden teoremin ispatini, 10 yaginda iken-
babasindan ogrenen Erdos, kendi deyimiyle,
‘oltaya yakalanmug' ve 7 yil sonra P.L. Chebyshev
tarafindan, 1850’de ispatlanan ve n > 1 olmak
izere n ve 2n sayilari arasinda mutlaka bir asal
sayinin bulundugunu ifade eden teoremin ¢ok
basit bir ispatin1 vermigtir. Asal sayilar
uzerindeki en biiyiik zaferini ise 1949'da elde
etmigtir. Asal sayilarm istatistiksel dagiimina
iligkin olup, asal say1 teoremi olarak bilinen ve
agir iglemler gerektiren, kisaltilamayacag)
konusundan 1896’dan bu yana hemen hemen
tiim matematikgilerin hem fikir oldugu unlu
teoremi, o siralarda heniiz pek tamnmamig ve
meslekdasgi olan A. Selberg ile birlikte ¢ok
elemanter bir yolla ispatlamgtir.

Erdos igin Matematik, san’at ve bilimin goz
kamagtiran bir birlesimidir. O'nun i¢in onemli
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olan gey, ortaya atilan bir fikri ispat etmektir. tanimlamaktadir. Biraz yavaglamasini ve _
Ayrica bu ispatin bir de estetik yonii olmahidr. dinlenmesini tavsiye eden arkadaslarina verdigi
Belirli bir sonucun sadece ‘dogru’ oldugunu cevap ise hep aymdir: “Mezarda dinlenecek ¢ok
degil, aym zamanda ‘neden dogru’ oldugunu da zamamim olacak”.

oLy Koy, Mutlaka olmasi gereken katarakt ameliyatin ise,
Erdos'iin problemlere yaklagimi ¢ok farkhidir. calismalarindan bir hafta siireyle uzak kalmasina
Hig bir zaman sayfalar dolusu denklemler ve neden olacag gerekgesiyle reddetmektedir.

formiillerle problem ¢ozmeye ¢alismaz.
Probleme ¢ok Kisa ve 0z bir diisiince sekliyle
yaklagir ve bu hakimiyeti kendi ¢alisma alanlan
disinda kalan dallarda da gosterir. Bu konuda
Prof. G. Purdy’nin bir amisim1 anlatmadan
gecemeyecegiz. 1976’da, Erdos Teksas A & M
Universitesinin Matematik B6liimii gay
odasindaki tahtada yazih bir fonksiyonel analiz
problemi goriir. Bu alan Erdés'iin hig bir sey
bilmedigi ve ¢alisma yapmadig bir alandir. Ad
gecen Boliimde gorevli iki analizci ise, o giin, 30
sayfalik bir ¢aligma sonucu problemi ¢ozmiis ve
biiyiik bir gurur duymaktadirlar.
Erdos yaninda oturan Purdy’ye doner ve
tahtadakinin ne oldugunu ve problemin
ifadesinde gegen bazi sembollerin anlamim sorar.
Purdy’nin agiklamalarindan sonra, yerinden

~ kalkar, yavag yavag tahtaya yaklagir ve tahtaya Kendisine daha cok harfler ekleyecek bir omiir

1970’lerin baginda, 55 yaginda iken, adinin
sonuna PGOM harflerini yazmaya basladi.
Bunlar “Poor Great Old Man” yani, “Zavall
Biiyiik Yagh Adam” ifadesinin bagharfleriydi.
60'inda bunlara LD (living Dead - Yagayan Olii)
ekleyip PGOMLD yapti. 65’inde
PGOMLDAD'ye doniistii. Yeni eklenen AD,
Archaelogical Discovery - Arkeolojik Kesif
anlamindaydi. 70’inde ise, bu harflere LD
(legally Dead - Yasal olarak olii) eklenerek
PGOMLDADLD oldu. 75'inde bunlara bir de
CD harfleri katildi. CD (Count Dead - Olii
Sayihyor) anlamindaydi. Ciinkii 200 tiyesi
bulunan Macar Bilimler Akademisi 75 yasim
bitiren iiyelerine her tiirlii hakki taniyor, ancak
onlan artik iiye olarak kabul etmiyordu.

yalmzca iki satirhk bir sey yazar. Yazdig dileyerek iki harf de biz eklemek istiyoruz.
problemin dogrudan dogruya ¢oziimiinden Kugkusuz Matematik tarihine damgasim vurmus
bagka bir gey degildir. boyle bir kiginin adina ekleyecegimiz harfler
Son yirmi yildir, ginde 19 saat ¢alisan, bol yatlmzea ND (Never Dead - AslaOlmez)
miktarda koyu espresso kahve ve kafein olacakur.

tabletleri igen Erdos, matematikgiyi “Kahveyi Kaynak: S. Ulam, Adventures of a Mathematician,
teoreme doniigtiiren kigi” olarak Scribner’s, 1976.

M atematikgiler asal sayilar dizisinde bir
diizen kesfetmeye bosuna ugrasip duruyorlar.
Bunun insan zihninin asla niifuz edemiyecegi

bir swr olarak kalacagi konusurida pek ¢ok

nedenimiz vardir.

L. Euler




ERDOS -

HUSEYIN DEMIR

MORDELL ESiTsizLIGI

Macar matematikgisi Paul Erdos (1913) ve iinlii
esitsizligi ile tamgmam, Columbia Universitesi
Boliimii'niin son sinifinda bulundugum 1944 yi-
lina rastlar. Kendisiyle bir matematik toplantisin-
da tamgtinldim. Tahtaya gegip bir liggen cizerek
icinde bir nokta ald1 ve tam ifadesi agagida veri-
len esitsizligini benden ispatlamam istedi. Prob-
lemi ilging buldugum i¢in ispatlamaya galigtimsa
da bagarih olamadim. Caligmam yan bir iiriin
verdi. Onu 1944’te bir dergide yaymladim. Son-
ralan iin yapmug olan bu esitsizligin bir ispatini
vermis olmayi ne kadar isterdim.

TEOREM (ERDOS) ABC b:r uggen ve P bu~

nun icinde ya da tizerinde bir nokta olsun,
kogelermden olan Rl, R, R, uzakliklan
narlardan olan Ty, T T3 uzakhklan '

R, +212+R3 2 2(r,

esntszzhgml saglar ve e§1thk ancak ugg::',,
ve P merkennde oldugunda gegerhdzr

Bu teorem ilk kez bir tahmm olarak 1935 yllmda
American Mathematical Monthly dergisinde ya-
yinlanmus ve ilk ispat1 1937 yilinda Mordell tara-
findan verilmigtir. Bu nedenle bugiin esitsizlik
Erdos-Mordell Ejitsizligi olarak taninmaktadr.
Bu esitsizligin ii¢ ispatin1 agagida bulacaksimz. -
Kamimca bunlardan en giizeli Kazarinoff tarafin-
dan verilen III. ispattr.

ISPAT I (Leon Bankoff, 1958). A%C tiggeni igin-
de alinan P noktasinin BC, CA ve AB kenarlan
uzerindeki izdiisiimleri sirasiyla D, E ve F nokta-
lar1 olsun. A

Sekildeki gibi,

|PD|=r,, |PE| =T, |PF| =T,
|EF| =a’, [FD|=Vb’, |DE| = ¢’
|PA|=R,, [PB| =Ry, |PC| =R,
diyelim.

E ve F noktalarinin BC iizerindeki dik izdiigtim-
lerine sirasiyla E, ve F, deyip yazis kolaylig i¢in
|F,D| =s,, |E,D| = s, koyalim. FBDP dértgeni
kirigler dortgeni oldugu igin

m(FBP) = m(EDP) = m(DFF,)

D A S
elde edilir ve DFF, ~ PBF oldugu goriiliir. Bu-
radan

bl
53 - I‘3
ve benzer bigimde
Cl
Sz et e rz
R,

¢ikar, Demekki |FE| 2 |F,E,| olusunu ve dlger
izdiigimleri de dU§unursek

’ (]

1. .b c
1= E(fzrs"'i;fz)

¢ ’

C a

lzb(R3rl+Rl ) (1)
I bl
125
F e nt )

elde edilir. Bunlan sirastyla R, R,, R ile carpip

toplayarak yeni bir diizenleme ile

R,c’ R;b’ )

R;b’ ~ Rye'
R;a’ R,c’
Rb" = R,a

+ 1 2

I3 ( Rzal + Rlbl )

R, +R,+R; 21/ ( +
)

(2)




1
buluruz. Oysa parantez i¢lerinden herbiri x =
biciminde olup

1 _ x=2xt+1 {(x=1F
x+;—2— = =

esitsizligi nedeniyle
1

xt322 (3
dir. Bunun (2) de kullamlmasi ile istenen

R, +R,;+R; = (r, +1,+15) 4)
esitsizligi elde edilir.

Simdi esitligin hangi durumda olacagin inceleye-
lim. Uggen eskenar ve P merkez nokta ise esitli-

gin olacag acik. Karsit olarak, (4)'te esitlik ancak
(1), (2) ve (3)'te esitlik varsa miimkiindiir. Bu ise

EF//BC,FD//AC,DE//AB 5
Ry’ Rj;a' _Rb’ '
R R,¢ Ry = ©)

olmasi demektir. (5)’ten, 6rnegin ABCB paralel-
kenarim kullanirsak |BA| = a’ = [DC| elde ederiz
yani D ve benzer gekilde E ile F kenar-

larin orta noktalaridir, Yani P, A%C nin gevrel
¢ember merkezidir. R, =R, = R, oldugunda
(6)'dana’ =b’=c’ ve dolayisiylaa = b = c elde
edilir, yani iiggen egkenardir.

ISPAT IL. (L. J. Mordell, 1937) P nin ABC ye gé-
re ayak licgeni DEF ve bunun kenar uzunluklan
a’, b, ¢’ olsun (Ispat 'deki sekil).

AEPF kirigler dortgeni ve siniis teoreminden

[

a
'=SinA ()
bulunur. PEF ye uygulanan kosiniis teoreminden
ise

R

a2 =r?+r}+ 2r,r; cos A
=r} +r1} — 2r,r; cos (B+ C)
=r1§ + 1} — 21,15 (cos B cos C — sin B sin C)
= (r sin C+ 1y sin B)? +(r, cos C —r; cos B)?
= a2 2 (r, sin C +r; sin B)?
= a’ 2 (r,sin C + 15 5in B) (8)

ABC nin kenar uzunluklar a, b, cise (1) den

sin B

sinC
ntSnAD

R =2gA

=>R,2§r2+gr3 9)

elde olunur. Esitlik hali ancak
r,cosC—rycosB=0

iken var olup AP | BC olacag gosterilebilir.

(3) esitsizligi benzer olarak R, ve R; i¢in yazilirsa
c
R, = % r;+ gl

b a
R3 = 'E l'l + _c- rz
elde olunur. Bu ii¢ esitsizlik taraf tarafa toplanir-
sa

b ¢ c. a
Ri+r,4+r; 2 (E+B)r2+(5+5)r2

a b
+(5+3)5 (10)
bulunur. Esitlik, ancak, AP | BC,BP | CA,

CP | AB iken yani P ortosantr oldugunda vardir.

Simdi, x,y > 0igin

X

y tez2 (")
esitligini kullanahm, Bu, (x—y)2 > 0 a denk
olupdogrudur ve esitlik ancak x =y iken vardur.
O halde (4) ten

R +R,+R; = 2(r; +r1,+1,)

elde edilir ve esitlik ancak P noktasinin ortosantr
ve ABC nin egkenar olmasi halinde gegerlidir.

ISPATIIL. (D. K. Kazarinoff, 1957) P nin A ko-
gesine ait i¢ aglortaymna gére simetrigi P’ olsun.

P’ACC’ ve P' AB B’ paralelkenarlarim
g A

7N

cizelim ve AP’ dogrusu BC ve B'C' yii E ve E’ de
kessin. Paralelkenarlarin alanlan ile ilgili olarak

12]



IPACC'|+ [P’ ABB'|=|ECC'E'| + BBEE|
= |BC C' B’| < |BC| |CC’| = aR, elde olunur ve

bry +cr, < aR,
- b
=R, 2 g nt+ah
cikar. Esitlik ancak CC' | BC iken yani
AP | BC oldugunda gecerlidir.

Bir ABC liggeninde H ortosantr ve O gevrel
merkez ise ¥ HAC = ¥ OAB oldugu bilindi-
ginden, AP dogrusu O dan ge¢mis olur.

R, icin elde edilen esitlik R, ve R; i¢in yazilip ug
esitsizlik taraf tarafa toplandiginda

b
R,+R,+R; 2 (+ )T

a c b a
H(cta)nt(3tE)n

bulunur ki (*) dan
R +R,+R; = 2(r, +r,+135)

elde olunur. Egitlik ise ancak ABC egkenar ve P
cevrel merkezi oldugunda gegerli olur.

ERDOS’INKINE BENZER ESITSIZLIKLER

Matematikgilerde benzetme ya da genelleme ile
bir teoremden bagka teoremler elde etme egilimi
vardir. Durum, konumuz olan esitsizlik igin de
gecerlidir. Soz gelimi,

R +R,+R, > 2(r, +1,+15) (1)

yazihgindaki toplamlarin simetrik fonksiyonlar
olusumu gozoniine alan A. Oppenheim R, R,,
R; ve r, 1y, r; un simetrik fonksiyonlanyla cesitli
esitsizlikler kurmugtur. Bunlarn iiglinii verelim:

R)R;+R;R; +RR; = 4(r,r;+ 131, +111,) (2)

RR;R; 2 811,15 3
1 1 11 1 1 1
- +t—-—+t—25(—+—+—
R"R, R 205t @

Bunlarmn ispatim 6grenmek isteyenler Kaynak ki-
tabina bagvurabilirler.

Ote yandan Macar matematikgisi Fejes Toth (1)
esitsizligini n-genlere genelleyerek (5) i elde et-
migtir.

RAR+ .. +R, = (sec ™) (1+0,+ . 41,) (5)
Bunun n = 3 i¢in 6zel hali (1) dir.

(1) in uzayda bir genellemesi neden olmasin?
Dortyiizliiler i¢in su tahmini yapamaz miyiz?

R,+R,+R;+R, = 3(r, +r,+r5+1y) (6)
Bu tahmin yanhs da ¢ikabilir.

ALISTIRMALAR

Bir ABC ticgeninde P noktasi yerine
a) ‘O gevrel merkezi

b) Ii¢ merkezi

c¢) H ortosantr

d) Cagirhk merkezi

aldiginizda (1) esitsizligi hangi esitlikleri verir?

ERDOS'UN BASKA BAZI EgiTsIZLIKLER]
1. ‘Cevrel yaricapi R ve dig yanigaplatir,, r, 1,
olan bir ABC iiggeninde

3
5 R < max (r,, ry, r.) (1949)

2. Genig agil olmayan, gevrel ve ig yanigaplan R,
r, yukseklikleri h,, hy, h, olan bir ABC iiggeninde

R+ < max (h,, hy, h,)

3. Bir ABC liggeninde igteki bir P noktasim k6-
selere birlestiren dogrular kargit kenarlan D, E,
F de keserse

IPD| + |PE| + |PF| < max (a,b,c)  (1935)

4. P,duzginbir A, A, ... A, n-geninin bir i¢
noktasi ise

1
n< ¥APA <= (1943)

n

13



___=acs I

L UYGULAMA-_ COZUM: Her iig aginin da 30" den biiyiik oldu-
Simdi de Erdos-Mordell esitsizligini 1991 Ulus- Bunu varsayalim. Bu durumda tigiinun topl-z'm}l
lararast Matematik Olimpiyat: (IMO 1991) soru- 180 den kiigiik ikisinin toplami 60° den biiyiik
larmiian bir.i'ne .uygulayarak ne Olgiide kullamgh olacag igin agilardan herbiri 120° den kiigiik
oldugunu gorelim. olacaktir. Boylece 30° ile 120° arasinda kalan bu
agilar i¢in
i == L’— > l 1 = _l > l

SORU: Bir ABC liggeni ile bu liggenin iginde Sima, = R,~ 2 S0y R, 2’
herhangi bir P noktasi verilmig olsun.

| e S0 sifi 25 5
PAB, PBC, PCA agilarindan en az birinin 3 R, 2

30° den kiigiik ya da esit oldugunu gosteriniz. elde edilir. Demek ki

R, < 2r;, R, < 2r,R; < 2r,
ve dolayisiyla da

R, +R,+R; < 2(ry +r,+13)

elde edilir. Bu ise Erdos-Mordell esitsizligi ile ge-
lisir. Oyleyse agilardan en az biri 30° den kiigiik

va da esit olmahdir.
Kaynak

Bottama ve digerleri, Geometric Inequalities,
Wolters-Noordhoff Publishing, Gromingen,
1969, The Netherlands.

ERDOS SAYISI NEDIR?

aul Erdos bagkalanyla birlikte calismay: ¢ok seven bir
matematikgi. Ayda 15 yer dolagan Erdos’iin ortak makale
yazdig1 matematikgilerin sayis1 200 iin ¢ok uistiinde. Egale edilmesi bile
diisiiniilemiyecek bir rekor. Erdos’e su ya da bu dl¢lide yakin birgok
matematik¢inin bulunugu bu yakinligin olglisiinii belirten “Erdos
sayisi”m gikarmug ortaya. Bunu su v fonksiyonu ile tammlayalim:

M bir matematikgi olduguna gore,
MErdosise v(M)=o
M Erdésle ortak makale yazmigsa v(M) = 1

M Erdésle ortak makale yazmamig ama Erdosle ortak makale yazan
biriyle ortak makale yazmigsa v(M) =2, v.b...

Eger v(M) = m ise “Matematik¢i M nin Erdés sayis1 m dir” diyoruz,

Soz gelimi Einstein’in Erdos sayisi 2, ¢iinkii Einstein Erdosle ortak
makale yazmamig ama Straus’la yazmug, Straus da Erdosle yazmus.
WGauss) mn tamimh olup olmadigr heniiz belirlenememis. Simdiye dek
belirlenebilen en biiyiik Erdos sayisi 12. Peki siz Erdos sayimzi biliyor
musunuz?




NEREDEN NEREYE

MATEMATIKTE BENZETME

TUGRUL TANER
—

Isvigre’li bir matematikgi olan Jaques Bernoulli (1654-1705) toplamu bilinmeyen pek cok serinin
toplamun ilk kez hesaplayabilmig ancak

< 1 1 1 1
EI ?= 1 +Z+§+"'+7+"'

serisinin toplamini bulmak igin harcadig biitiin ¢abalarin bosa gittigini, eger birisi bu toplam
hesaplayabilirse kendisine yazmasim istemistir. '

Bernoulli ile aym kasabada dogmus olan L. Euler (1707-1783) bir benzetmeden yararlanarak
toplamin tam degerini hesaplamgtir. Burada Euler'in hatah da olabilecek bu cesur benzetme teknigini
inceleyecegiz.

Bas kat 1
A b a,+a; +..+ax"

polinomunun @, ay, ..., a, koklerinin herbiri 0’dan farku olsun.

g tax+.. tax'=a,(x—a)x— o). (x—a)
- < s 1
esitligi gegerlidir. x= v yazarak

1
a0+a1x+...+anx“=—yn—(an+an— ly + ...+ agy")
elde ederiz. Bu egitligin ikinci yaninda bulunan parantez i¢indeki ifade

8= g ) - =)
carpimina esit olacagindan
g+ ax+.tax =2 (1-5)(1-5)-(1-5-) @)
esitligi de gegerlidir. Bu esitlikte x’in katsayilarim egitleyerek
a1=—a0(%+—;7+...+ olzn) 3)
bulunur.
Bu sonuglan sifirdan farkh kokleri B, —B,, B;, =B, --» B, —Bu Olan
by — b;x? + bx* — ... + (—1)bx*" 4)
polinomuna uygulamak i¢in once (2)’'den
by —bx2+byx*— ..+ (—1)'bx*" =b, (1 — x—z) 1- x—2) o (L = z ) 5)
B B /i

yazip iki yanda x*'nin katsayilarim egitleyerek (3)'deki gibi

15



NEREDEN NEREYE

ik . +—) (6)

‘“b"(ﬂl 2

bulunur. Euler,

sin x x2 x4 x2n
—=1 —ﬁ+§+‘"+(_l) W'F

. sinx,. ... .a
sonsuz toplamini (4) polinomuna benzeterek ve — in koklerinin
X, —7, 20, —28, 37, — 37, i

oldugunu gozoniine alarak (6)’dan benzetme yoluyla

1 1 1

= - 7
N )
ve buradan da .
m? 1.1 1 _
s ltgtgt.t—+. 8)
olmasim1 ummustur.

Euler bagka yollardan sagdaki toplamu ondalik ilk 6 basamaga kadar dogru olarak hesaplamig ve

2
bunun % ile ondalik ilk 6 basamaga kadar aym oldugunu saptamugtir. Ancak bu bir kamt degil,
kanitlamak icin ugragmaya deger bir ifadenin elde edilisidir. Euler, aym teknigi kullanarak toplam
bilinen bagka serilerin toplamini dogru olarak elde etmistir. Dogal olarak bunlar da kanit degildir. En
sonunda bagka bir yoldan (8) esitliginin dogru oldugunu kanitlamgtir.

Kaynak: Thomas Tymoczko, New Directions in the Philosophy of Mathematics, Birkhauser 1986, s.
108-110.

COZMECE

Abecetik olarak adlandirabilecegimiz bu tur harfler yerine esitligi saglayacak bigimde rakamlar
bulunmas! istenmektedir. (. garpmay1 gostermektedir.)

" a) M.K.(ATA+TURK)=(10+11).1938
b) M.K.(ATA+TURK)=10.11.1938
(Hazirlayan H. Demir)

Yamutlar 28 inci sayfadadr.



GEOMETRIK ESITSIZLIKLER

EMRE ALKAN

e T T e e e e o T e ]

u yilki Olimpiyat takimmizin

elemanlarindan Emre Alkan bir dizi
geometri problemini derleyip kendi ¢oziimleriyle
beraber Matematik Diinyasi’na yollads.
Cozmnlerm giizelligi bir yana gecen sayida

gordiigiiniiz egitsizliklerin kullaniimas: da ﬂgmg ,

Asagida bu problemleden bir demet
bulacaksiniz. Kisa bir agiklama: Bir ABC
{icgeninde h,, hy, h, yiikseklikleri, r igteget
¢emberin yangapini,

R gevrel gemberin yarigapini,

1
u=7z (at+b+c) yang_cvreyi ve S alani gosteriyor.

1. Bir iiggenin yiiksekliklerinden en az biri
icteget cemberin yaricapimin lig katindan biiyiik
veya egittir. Gosteriniz.

PR 1 1 1 1
¢OZUM: Once ha+ hh+ T
oldugunu gosterelim. Uggenin alami igin

1.1 1
bagintilarindan:
1 1 1 b,c 2u 1

I 25+ 25 25~ Jur

Ug pozitif saymin toplami 1/r ye esitse, en az biri
1/3r den kiigiik esit olmak zorundadir, yani h,,
h,, h. den en az biri = 3r olmalidir.

2. Bir liggenin igteget cemberinin kenarlara
degdigi noktalardan herbirinin karsisindaki koge
ile birlestirildiginde olugan dogru pargalarnin
uzunluklan s,, s, s, olsun.

182 < R(s, +s,+5s) (S +s2+s?)

oldugunu gosteriniz.

COZUM: -, s, ve s, yi kullanmak zor
olacagindan daha kolay ugragilabilecek
uzunluklar bulmahyiz. h, <s,, hy <s,,
h, < s, oldugunu gozoniine ahrsak,

(ha+hb+hc)(h32+h§ +h§)s
(sa+sb+sc)(s§ +s2 +5s?)

bulunur. Aritmetik-Geometrik Ortalama
esitsizligine gore,

33 /oheh, < h, +h, +h,

33/h2hZh? <h? +hZ +h?

Taraf tarafa carparsak

9h hyh, < (h, +h, +h) (h? +hZ +h).

Kanit: tamamlamak igin son olarak

282 = Rh,h,h, bagintisim gosterelim. Bunun igin
S= % esitliginden yararlanacagiz:

8S? = abch,h,h, = 4RSh,h, h,
O halde
252 =Rh,hh..

Esitlik durumunun ancak eskenar uiggende
oldugunu kolayca gorebiliyoruz.

3. Bir liggenin i¢ bolgesinde alinan bir C
noktasindan kenarlara paraleller ciziliyor.
Olugan liggenlerin alanlan S,, S,,S; olsun. biiytk
licgenin alam S olmak iizere,

(88,5,83)'? £ §,8; + 8,85+ 353,

oldugunu gosteriniz.

COZUM: Alan ve kenarlan sekildeki gibi
adlandiralim.

N7



Benzerlikten ;_y*_—y - % , dolaysiyla

X z
y - buluruz.

Alanlan S; ve S, olan tiggenlerin yiikseklikleri
ayndir; o halde

S; S; :
S; - § , benzer yolla S: = %
bulunur. Yukardaki esitlikten,
S5 _ S5

g‘ = ? ,yani S;=/S,S, cikar.

Diger tiggenler i¢in de yaparsak
Si=/8:5;,8;= /85, ve
S=S§,+8S,+S;+25]+2S5;+ 2§;

=(/Si+ /5 + /S, )
elde edilir. Bu durumda gostermek istedigimiz
esitsizlik;
(/Si+ S5+ /5)) /51 /5, /S5 S 518, + 5,8, 488,
esitsizligine doniisur.
X, ¥,z > 0igin 2xy < x? + y? esitsizligini z2
ile carpahm; 2xyz? < x?z2 + y’z>. Aym islemy, z
ve z, y igin yapihip toplanirsa
(x +y + z)xyz = x’yz + xy’z + xyz?

= iyt + 2

x=/S,y= /S, z= /S, alnirsa da istenen
esitsizlik gosterilmig olunur.

Bu problemde esitlik hali S, =S, =S, iken,
bunun sonucu olarak da O noktasi iiggenin
agirhk merkeziyken vardir.

BAZI TEMEL ESITSIZLIKLER: Gegen
sayidaki sorulara yanitlar:

Albert Erkip

1. Cauchy-Schwarz esitsizligini kullamyoruz:
d2=(2x+3y)2—(2.x+%.2y)2
S@+3Y). (i =F
5 S —
Ohalde—3<d =73 olmahdir. Esitsizligin
esitlik durumu x2 + 4y* = 1 kosulu altinda
4 3 .. .
incelenirse (x,y) = % (35,7q) i¢in d nin
i % degerlerini aldif gorilir., yani maksimum

S .. .
ve minimum d degerleri £ 5 dir. Problemin

geometrik yorumu igin x* + 4y” = 1 elipsi ile 2x
+ 3y = d dogrularinin konumunu inceleyiniz.

2. k-tane

K -
ab"=a..a .

n-tane
——
b..b <

k-tane n-tane k+n
“at.a+b+.+b

k+n

_ka+nb
=(k*n

Burada Aritmetik-Geometrik Ortalama
esitsizligini kullandik.

)k+n

3. Cauchy-Schwarz esitsizligini iki kere
kullanacagiz:

n n
( _Zlabicidi ) =( 2 (aby) (cdy) )
1= i=1

n n
< (X atbi P (X E &y
i=1

i=1

n n n n
< () (26 (2 d) (D)
i=1 =1 =1 =1



4. Ugiincii problemde a, b, c,, d, yerine
(ajbic;))'4, a4, by, ¢* alahm.
b

n
(2 @bc)ai B ) <

i=l
(Za.bc)(Za)(Zb’)(Zc‘)
i=1 i=1 i=1 i=1

gerekli sadelegtirmeleri yapinca sonug gikacak.

S. x+y+z=1 ve herbiri pozitif
oldugundan x, y, z den en az biri% den |
kiigiik olacaktir. Ifade x, y, z ye gore simetrik
oldugundan buna x diyebiliriz. yani x < %

d=xy+yz+xz— 2xyz=x(y +z) + (1 — 2x)yz.
Soldaki esitsizlik 0 < d bu durumda hemen
goriiliiyor. Sag taraf igin Aritmetik-

Geometrik Ortalama esitsizligiiley +z=1—x
oldugunu kullamrsak;

d=x(y+z)+ (1 —2x)yz

<x(y+z)+(1- 2x)(y¥)2

=x(1

= % (1 + x2—2x3).

Yine Aritmetik-Geometrik Ortalama esitsizligini
kullanalim;

X*=2x*=x .x.(1-2x) <

x+x+1—-2x, 1
( 3 =27

Birlestirirsek,
1 i 7
d<sz(1+37)= 37
bulunur. Burada esitlik ancak y =z ve
X=x=1-—2x, yamx=y=z=3durumunda

vardir.

6. Orta satira Cauchy-Schwarz esitsizligini
uygulayacag;z

aﬁ—(Z n’x, )2

n=1

= (2 ()" (n°x,)"2 )

n=1

5 5
< (2 nx,) (2 n°x,)=a.a%=a°

n=1 n=1

Demek ki esitlik durumundayiz,buda
; <

(X X1, 5/2%,, /25%,), (3%, /3%%5),

(4%, J45x,) ve (,/5xs, /5°%s) ciftlerinin orantih
olmasim gerektiriyor.

Bu durum igin ise x, lerden en az dordiiniin sifir
olmas gerekiyor. Denklemlerde yerine koyarak
tim (X,, X,, ..., X5) ¢0ziimlerini bulabiliriz, bunlar:

0,0,0,0,0),a=0;
(1,0,0,0,0),a=1;

(0,1,0,0,0),a=2;
(0,0,1,0,0),a=3;
(0,0,0,1,0),a=4;
(0,0,0,0,1),a=5

Bilimde mutiu raslanty ona hazir
kafalar icin vardur.

L. Pasteur




SORULAR

T T R S e T e T e e e )

ALISTIRMA SORULARI

A21.x,y,zsayilar (0, ) agik araliginda
olduguna gore

cosxcosy—cosz=0
sinxsiny—sinz=0
sisteminin ¢6ziim kiimesi nedir?
A22. asayis1 10 tabanina gore biitiin rakamlan

1 olan 2m basamakl bir say, b sayisi ise biitiin
rakamlan 4 olan m basamakali bir sayi ise

Ja+b+1in tamsay: olacagim gosteriniz. Bu
tamsay1 ka¢ basamakhdir?

(Hazirlayan: Hakan Canly) D X C

A23. Bir ABCD bilardo masasinda, [BC]
bandina bir T noktasinda yapisik duran bir top
soldan falso ile vuruluyor. [CD] bandinin bir X
noktasina a agisiyla ¢arpan top a/2 agisiyla

uzaklagarak A kogesine variyor. X noktasini L
cetvel ve pergelle ¢iziniz.
(Bu problem, Sait Boztepe nin bir onerisinden A B

yararlamlarak hazirlanmigtir.)

A24.V n,k € Ntigin

k n
2 1 n+1)
m+1)
oranimn (ifadesinin) tamsay1 oldugunu
gosteriniz.

(Hazirlayan: Kazim Onder Yildinm, Gaziantep
Fen Lisesi)

A25. O’ merkezi bir (O, R) ¢cemberi lizerinde
olan bir (O’, R") cemberi (O, R) yi A, Bde
kesmektedir. (O, R’) niin bir P noktasinin A, B
ye birlestiren dogrular (O, R) yi A’, B de keserse
R, R’ yarigaplan i¢in

IPA| _ |PB| R
[PAT [PAT R
oldugunu gosteriniz.



YARISMA SORULARI

Y21. Birbirini dik kesen iki sokakla gevrili bir
bolgenin iginde bulunan bir amtin bu
sokaklardan uzakliklan a ve b metredir. Anittan
gecen dogrusal bir yolla sokaklar birbirine
baglanmak istenirse agilacak yolun uzunlugu en
az kag¢ metre olur?

(Hazirlayan: H. Demir)

Y22. Bir ABCD tegetler dortgeni veriliyor.
Dortgenin herbir ardigik kenar giftine teget, ic
bolgede kalan, birbirinin tamamen diginda dort
cember ¢iziliyor. Bu gemberlerden herbir ardigik
ciftin diger digtegeti ahnarak elde edilen
dortgenin de tegetler dortgeni olacagim
gosteriniz.

(Hazirlayan: H. Demir)

Y23. A agis160° olan egkenar bir ABCD

dortgeninde A dan gegen bir dogru [CD) yi E de |

BCyi F de kesiyor. BE N DF = P olduguna gore
BPD agisim hesaplayiniz.

1 1 4

Y24. cOsSX —Ccos3x ~ cosx—cosS5x

1 1
cosx — cos405x 1 — cos2x

denkleminin [0, 7] arahgindaki ¢6ziim kiimesini
bulunuz.

Y25. Eskenar bir iicgende her kenar
(noktalarla) birbirine eg olan n pargaya
boliinmiistiir. Bu noktalan kenarlara paralel
dogru pargalanyla birlestirerek elde edilen
biitiin eskenar liggenlerin sayisin1 bulunuz.

SORULAR

VAYA'
VAVAVAVAN
V#VAVAVA

/ \ NANAN NN/

AVA  VAVAVAY VA AVA
\VAVA. AVAVAVAVAVAVAVAY

Not: Her tagin altinda 6174 baghkli yaziyla ilgili
bazi1 yanhg anlamalar oldugu anlagilmaktadir.

Islem yaptifimiz sayilar daima dért rakamla
yazilacaktir. Ornegin,

1111-1112=10999, 9990 — 0999 = §991 _




o et i B L e T R 1S 2 S

All. A bosolmayan n Ogeli bir kiime olsun. Bu
kiime ilizerinde kag tane

a) simetrik ve yansiyan olan,

b) simetrik ve yansiyan olan fakat ters simetrik
olmayan

c) ters simetrik olan

bagint1 vardir? (Oneren: Namik G6k)

COZUM (Matematik Diinyast):

a) A={a,,..a,} kiimesi iizerindeki simetrik ve
yanstyan olan bagintilan bulmak igin,
(vanstyanlig: saglayan) {(ay, a,), (az, &), - (2, 3,)
kiimesine i < j olmak iizere (a;, a)) (ve birlikte (a;,
a;)) bigiminde ikililer katmamuz gerekiyor. Bu
katmanlarn sayisi ise {(a;, a) | i < j;i,j € {1, 2,.,
nj} kiimesinin alt kiimeleri says1 olan

)T
dir.
b) Simetrik, yansiyan ve ters simetrik olan tek
baginti

{(al’ al)s se3 (ans an)}

olacagindan simetrik ve yansiyan olan ama ters
simetrik olmayan baginti sayis1 yukarida elde
edilenin bir eksigi yani

27 —1
olur.

¢) Ters simetrik bagintilari olugturmak igin (a;,a;)
tiirii ve (a;, a),1 < j, tiirii ikililere bakmamiz
gerekiyor. n tane olan (a;, ;) tiirti bir ikili igin

bagintida var ya da yok diyebiliriz; z n2 tane

olan (a;, a),i < j, tiiri bir ikili icin ise kendi
bagintida var, tersi (yani (a;, a)) ) baginnda var ya
da ne kendi ne de tersi bagintida var diyebiliriz.
Yani ii¢ imkan s6zkonusudur. Boylece
olusturulacak baginti say1sinin

n{n—1
2.2..2.3.3.3=2.37
_V_JNH_/

n tane ll(ﬂ_z:l) tane

oldugunu goriiriz.

Not: Bu soruya bazi ¢oziimler gelmigse de uzun
oluglan nedeniyle onlan yayinlayamiyoruz.

A12. Bir d dogrusunun aym tarafinda A ve B
gibi iki nokta alimyor. A ve B nin d iizerindeki
izdiigiimleri E, F ve d den uzakliklan a ve b dir.
(a > b). [E F] ye ait hangi P noktasi igin

|AP| + |BP| toplamu en biiyiiktiir? Geometrik bir
ispat da verebilir misiniz?

A
B
a
b
E P F

(Hazirlayan: Nadir Sener)
COZUM (Atasagun Baykal, Ankara):
EF ye gore A nin simetrigi A’, B ninki B’ olsun.

A
B
E
3 5 F
T Ak
”’ ’— l
~.- 8
’ ”"
A J

= " e paN
AB’ ve JBA’, EF yi O da kessinler. A'PB de:
|A’P| + |PB| = |AP| + |PB| > |A'B|

=|A'O| + |OB| =|AO| + |OB|



Demek ki P, O da iken toplam enkiigiiktiir. Simdi
~ de bilinen bir 6zellik olmakla birlikte P € [O E]
iken |A’E| + |EB| > |A'P| + |PB| olacagimi

gorelim, ETB de

[TE|+|EB| > [TB|=|TP| + |PB| (N
PaN
TPA’ de
|A"T| + [TP| > |AP| )
(1) ile (2) yi toplarsak

|A'T| + TP| + |TE| + [EB| > |A’P| +[TP| +
IPB| - |JA’E| + [EB| > |A’P| + |PB| - |AE| +
IEB| > |AP| + |PB|

Demek ki P noktasi EF iizerinde O noktasimnin
solunda ise P, E noktasi ile cakiginca en biiyiik
toplam ortaya gikiyor.

P noktasi, O nun saginda olunca da aym gekilde
en buyiik toplam F noktasinda elde edilir. Yani
|BF|+ |FA| > |AP| + |PB].

Simdi bu iki toplamdan hangisinin daha biiyiik
~ oldugunu gosterelim:

A’ den EB ye paralel ¢izelim, BF yi K da kessin.
A
A'FK de
|A'F| < |A’K| + |KF|
= |A'F| + [FB| < |A’K| + [KF| + |FB|
= |A'F| + |[FB| < |A’K| + |[KB|
= |AF| + |FB| < |BE| + |[EA|

(Bu iglemlerde |A'F| = |AF), |A’K| = [BE|, |KB]
= |A’E| = |[EA| oldugu gozoniine alindi.) Demek
ki E noktasinda |AE| + |[EB| toplamu en biiyiik
olmaktadir.

A13. a € Rolmak lizere
f(x)=x*+a(x+a) (2x +a) (3x +a)

olarak tammh f fonksiyonunun grafiginin
x-eksenini kestigi noktalarda eksene teget
oldugunu gosterip degme noktalarim bulunuz.
(Bu soru, hekim Bahri Kaderoglu’nun bir
ozdesliginden yararlanilarak hazirlanmigtir.)

COZUM: (Ruhi Tabur, izmit)
a€ER

' istenen limit

f(x) = x* + a(x + a)(2x + a)(3x + a)
5 =a /512
=(x+3a-ga5)?(x+3a : 5)

bigiminde yazildigina gore f(x) fonksiyonunun
grafigi x-eksenine tegettir.

(x = x, igin f(x,) = 0, f'(x,) = 0 ise y = f(x)
fonksiyonu x eksenine x = x,, apsisli noktada
tegettir.) Bu fonksiyonunun x-eksenine teget
oldugu noktalar iki katl kok olan:

__aB+/5  __a3-[5

Xi 2 % 2
apsisli noktalardir.
Al4. lim nfe—(1+3)]=2
n-0
(Hazirlayan: Nurettin Ergun)

COZUM (Gokge Tahtakihg, Ankara):

lim (1+ % )" = €* oldugunu biliyoruz. O halde,

n— o«

< e —(1+3)
.,“P]m nfe*—(1+7) = nli_rr; T ‘
olur. n

1 i e -
u=_dersek,n = % icinu - 0 olacagindan

|
) e"—(1+xu)/"
L= lim
u=0 u

olur. L‘Ho.spital kuraliyla,
|
D1 +xu)”
L= lim

u=10 1

xu—(14xu)ln(1+xu) ]
u? + xu’

u-—-0

=—lim (1 +xu)l/lI [

I -
= = e (1+xu)/“. lim XY (1+4xu)In(1+xu)

u-0

u=o u? + xu?
—— e lim X — [In(1 + xu) x + x]
u=0 2u + 3xu?
]
- er, fim Lty
u-0 2u+ 3xu-

X

=xe*. li ﬂu_xi_lllx
=Xe". ul!’l’l 2+6xu—-xe .2—2)( X" €

cikar.
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A1, [ o ax+ [ finxax =

COZUM: (Aykut Arapoglu, Ankara)

integrallerde séz konusu araliklar igin ex’ Ve Jinx
fonksiyonlari birbirlerinin ters fonksiyonlandir.

Y= ex?
1 (1,¢)

¥

Buna gore,

1 2 e —
B=| e dx, A=| /Inxdx
dersek IO L

_folexzdx+jl°Jm_xdx=B+A=1e=e

oldugu gorlur.

Not: Bu soruya hem bu yontemle hem de krsmi
integrasyon yontemiyle giizel ¢ozimler
gonderilmistir.

Y11. Diizlemde, koseleri a, b, ¢ karmagik
sayilarina kargilik gelen bir iicgenin eskenar
olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun
a?+b*+c’=bc=ca+ab

oldugunu gosteriniz. (Hazirlayan: H. Demir)

COZUM: (Umit Uzel, Tuzla, Istanbul)

... .C=b _b—a
a?+b2+c?=bc+ cagab e§1t1|g1mgjc=c—_—b
bigiminde yazabiliriz. abc ni eskenar tliggen
olsun. Bu takdirde

[b—a}={c—b}={a—c}=k, (k > 0,reel)
dir.

Sekilden f— y=3; a — f= 7 tir.

Diger Yandan;
b—a=—k(cos a+isin a)
¢ —b=Kk(cos B+ isin ff)
a—c=—k(cos y+isin y)

dir. Son iig egitlikten

c—b_ _b—a
a—c c¢c—b

n... X
—cos3+1sm3

olur. Veya igler diglar ¢arpimi sonucunda
a’+b? + c? =ab + bc + ac bulunur.
Tersine olarak, a, b, c kompleks sayilan arasinda

2 = .c—b_b-a _
a’+b’+c?=ab+bctacyani— =g =P

(p kompleks say1) olsun. Orant1 6zelliginden

2:2 = E:E - :::; = p yazabiliriz. Buradan

lc—b{=1{p{.{a—c{
{b—af={p{.{c—b{
fe—a{={p{.fa— b}

Bu iig esitligi taraf tarafa carparsak {p{* = & = {p

~ 1 elde edilir. Bu deger yerine yazilirsa abc
ninin ii¢ kenan igin

{a—b{={b—c{={c—a

PaN
bulunur ki bu da abc nin eskenar oldugunu ifade
eder.

Not: Diger ¢ozumler ya bir kismu eksik ya da
gereginden fazla uzun oldugundan g6zoniine
alinmamuglardur.

Y12. Kenarlan a, b, c, d olan hangi dortgenlerde
b d

oo o e
o Ao

C a
d b
a c



COZUM I (Alper Halbutogullari, Ankara)

Not: Asagida oklarin yanindaki sayilar oklarin
ciktigr satir veya siitunun kag ile carpilip isaret
edilen satir veya siituna eklendigini

gostermektedir. -1 -1
a b cd a/b7<c\d
p=[b ¢ daJ_[b ¢ d a
d ab atc b+d a+c b+d
a b c b+d a+c b+d atc
a—c b—d c d
_ |b—d c—a d a
0 0 atc b+d
0 O b+d a+c
a—c b—d| |[at+tc b+d
b—d c¢—a| [b+d a+tc
Buna gore,

=—[(a—c)’ + (b—d)?| [(a+c)* — (b + d)}
= ~{(a—cy+Hbo—d)lfa+brtc+d](ate ~(b+d)
olup, D =0 igin

i)@a—c)+(b—dy)=0«a=cb=de
dortgen paralel kenardr.

i)a+b+c+d=0®a=b=c=d=0
(dortgen yok)

iif) a + ¢ =b + d ¢ dortgen tegetler dortgenidir.

Demek ki paralelkenar ve tegetler dortgeninde
D =0 olur.

COZUM IL: (Seyyit Seyyidoglu, iskenderun;
Erhan Giirel, Ankara)

oo g
Ao o
o P OO
(eI~ - =

(atbtctd (atbtetd) (atbtetd) (a+btotd)

- b c d a
c d a b
d a b c

1 1 1 1
_ b ¢ d a
= (atb+c+d) c d a b
d a b ¢
1 1 1 1
_ b c d a
= (atb+c+d) c d a b
(b+d) (cta) (b+d) (cta)

0 0 1 1
(d=b) (a—¢c) d a
(a=c) (b—d) a b

0 0 (b+d) (cta)

= (at+b+c+d)

(d-b) (a—¢c) a
(@) (b—d) b
0 0 (cta)

= (a+b+c+d)

, (d=b (a—c) d
— | (@) (b—d) a
0 0 (b+d)

= (a+b+ctd)[(c+a)((a—b)(b—d)—(a—c)?)
~(bFd)((b—d)(d—b)—(a—c)’)]

= (a+b+c+d[—(b~—d)2—(a--c)2](c+a—b—d)
= —(a+b+c+d)[(b—d)z+(a—c)2](b+d—c—a)=0
bulunur,

D = 0 olusu agagidaki durumlardan birini
gerektirir:

(i) b=dvea=cise dortgen paralelkenar,
(if) b+d=a+ cise dortgen tegetler dortgeni
olmaktadur.

Not: Burada b ile d ve a ile ¢ karsilikh kenarlar
olarak alinmugtir.

Y13. f(x) = (1+x+..+x2")—(—1)" x" polinomu, x
in hangi degerleri igin pozitif, hangileri igin
negatif, hangileri i¢in sifir degerler ahr?
GCOZUM: (Atasagun Baykal, Ankara)

n tek ise
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f(x) = (1+x+x2 +..+ xE—(—1)M
= 14x +..+ xHx"+x" A X2
= (1+x+x? +..+ x"7'+x" (x"+1)
— [(1Hx)R(14%) ot K1) (x"+H)
= (1+x)(1+x2+x* +. 4 x771) (x"+1)
x=—1 igin f(x) = 0, x>—1 igin
14x> 0, 1+x3+x* +..+ x> 0,x"+1>0),
o halde f(x)>0

1+x<0,1+x2+x*+.+x'>0,x+1<0
o halde f(x) > 0.
n gift ise
f(x) = (1+x+x2 +..+ x*)—(—1)"x"
= 1+x +. 4+ xxt—x x0T
= (I+x .t x)(x0H+1)
= [(1+x)+x3(1+x) +.+ x" (1 +x)|(x" ! +1)
= (14x) (124 +..4 x2)(x++1)

Burada da durum yukardaki gibidir. Yani x = —1
‘igin f(x) = 0, x # —1 igin f(x) > 0 olur.

Diger ¢ézenler: N. Aydin Unverdi, Alper
Halbutoglu, Ahmet Ceylan

Y14. Banach’in kibrit kutusu problemii:

Bir adam, her birinin i¢inde n tane kibrit bulunan
iki kutu kibrit alir ve cebine koyar. Her ihtiyag
duydugunda iki kutudan birini rastgele segerek,
bir kibrit kullamr. Aradan bir siire gegtikten
sonra kutulardan birini eline alip agtiginda
kutunun bos oldugunu goriir. Bu sirada diger
kutuda tam olarak k tane (0 < k < n) kibrit
kalmig olmasi olasiliini hesap edinz. (Adamin
bos kutudaki son kibriti kullandiktan sonra
kutuyu dalginlikla tekrar cebine koymug oldugu
varsayllmaktadir.)

QOZUM: (C. Alparslan Ertug, Istanbul)

Bu problemin, bir para atiginda m adet atigta
m—r adet yazi ve r adet tura gelmesi olasihgim
hesaplamaktan farki yoktur. Ancak burada konu
soyle ele alinacaktir: Birinci kutuyu Y ile, ikinci
kutuyu T ile gdsterelim. Birinci kutuda k tane
kibrit kalmig olmas, n tane T, (n—k) tane Y
gelmis olmasi anlamina gelecek ve toplam atis

sayisi ise; (n — k) + n = 2n — k olacaktir. O halde
(2n — k) tane atigta, (n — k) tane Y gelmesi
olasiligs; yani birinci kutuda k tane kibrit kalmas
olasilig1, soyle olacaktir:

_ -k
2@n=0)  (n—k)!n!

Diger ¢6ziim: Aykut Arapoglu, Ankara.

Y15. [AB] gaph bir yarigember C, D ile es li¢
P

pargaya boliinmiigtiir. CD yayina ait bir P
noktasim A ile B ye birlestiren dogrular BD ile
AC i E ve F de kesmektedir. ¥ CAP =x ise

4 FEP = 3x oldugunu gosteriniz. (Hazirlayan: H.
Demir)

COZUM I: (Erhan Giirel, Ankara)

{EF|{™=a
{AE{=R/cos(30—x)
{BF{=R/cos x

PaN
AEF veBFE liiggenlerinde siniis teoremini

uygularsak;

AN

a__ R/cos(30-x) a __ R/cosx
sin x siny  ’sin(30—x)  sin(60 —y)

- sin X __sin(30-x)
siny cos(30-x) cos x sin(60—y)

09 o
- sm2 X (60—y) s1n!6(2) 2x) sy

1
7 (cos(60—y+2x) — cos(60—y—2x)

1
=37 (cos(60+y—2x)—cos(60—y—2x))



cos(60 + 2x — y) = cos(60 +y — 2x) COZUM III: (Saim Ericek, istanbul)

= 60+2x—y=60+y—2x  AD N BC=0"olsun. Once O’ niin EF den
uzadizim R ye esit oldugunu gosterelim.

~
2x=y = PEF =x+ 2x=3x
olur.

COZUM II: (Didem Vurgeg, Istanbul; Alper
Halbutogullari, Ankara)

PF BP
[tan x/tan(30—X) = 2% - Ep

BCF iiggeninin AC ye gore simetrigi O’CF olur
ve ¥FO'C =x gikar.

it B0 tan a. tan(30+x)
EP"AP ' ADE nin BD ye gore simetrigi O'DE olup
PO tanx ¥EO'D = XEAD =y olsun. x + y = 30°. Simdi
tan(30—x) . tan(30+x) [O'C] nin O'F ye gore simetrigi [0'C’] ve [O'D]
a=1tanx nin de O'E ye gore simetrigi [O'D’] olsun. 2(x +
1 } koyarsak y)=60 nedeniyle O'C’, O'D’ dogrulan gakigir.
b=tan 30°=—=— Ote yandan O'C' L C'F,O'D’ L D'E olup C',
‘/§ D’ noktalan EF iizerinde bir H noktasinda
X a a cakigir ve O’ nun EF den uzakligi |O'C| =R olur.
ana

b—a_ bta.  b*—a’
T=ap) (TFab)  1—a22

X PEF = @ koyalim. Bu a¢inin kenarlan PB, PE
ye diktir. O halde O'H N PB =K ise PBO’

ticgeninde K daki dis ac1 @ olur. Bu da
a(l=a¥/3) _  a.(3—a) 8 yac @

T ; ¢= ¥ KBO'+ ¥xKO'B =x+ 2x=3x verir.
34 1-3a Diger Cozenler:
_ a(l—a)+2a N. Aydin Unverdi - Istanbul,
T -2+ (22 Serkan Kaya - Istanbul,
a Dogan Mersin - Istanbul,
AY17 L4 tan2x Murat Beybaga - Istanbul,
= 2a  1—a.tan2x ’ Atasagun Baykal - Ankara,
1—a 1—a Murat Limoncu - Ankara,

Seyyid Seyyidoglu - Iskenderun,

tan x 4 tan 2x Kazim Onder Yildinm - Gaziantep,

=T—tanx tan2x _ 21 3% Namik Gok - Izmir, .
C. Alparsian Ertug - Istanbul,
x dar ag1 oldugundan a = 3x bulunur. Aykut Arapoglu - Ankara, Onder Say: - Istanbul.
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BiLGISAYARLAR ISPAT PESINDE

ARTURO SANGALLI

CEVIREN: HASAN DAVULCU

/

Yakin zamana kadar herhangi bir ispatin
dogrulugunu matematikgiler kendileri kontrol
edebiliyorlardi. Ancak uzun yillar ¢Ozimsuz
kalan bazi problemlerin ¢oziimu icin
bilgisayarlardan yararlanmaya bagladiklarinda
artik bu yolla elde ettikleri yanitlar kimse
kontrol edemiyor (bilgisayar harig).

1976 yilinda, illinois Universitesinden iki
matematikgi, Kenneth Appel ve Wolfgang
Haken dort-renk problemini ¢ozdiiler. (Bkz.
Matematik Diinyass, Cilt 1, Say1 2, Sayfa 7)
Dort-renk problemi 1852’de Londra
Universitesinin bir égrencisi olan Francis
Guthrie tarafindan, kagda gizilebilecek herhangi
bir haritanin renklendirilmesinde, birbirine
komsu iki iilkenin farkli renklerde olmasi
kosuluyla, boyanabilmesi igin dort rengin yeterli
oldugunu sezinlemesi ile ortaya atilmigt1. Sonra
bunun matematiksel olarak ispatlanp
ispatlanamayacagim sordu. Yiiz yildan uzun bir
siire ugragildigx halde, Appel ve Haken dort
rengin yeterli oldugunu ispatlayana kadar, kimse
bu soruya cevap veremedi. fakat Guthrie’nin
kafasindaki ispatin Appel ve Haken'’in ispat
yéntemi oldugunu hig sanmiyoruz. Ispatin bazi
boliimlerinin bilgisayar yardimu ile yapilmasimn
yaninda, onun dogrulugunu veya yanhghgin da
bilgisayar yardimi olmaksizin anlamamiz
imkansiz.

Daha 6nce 6rnegi goriilmemis bir deneyim olan
bilgisayarlarin matematiksel ispatlar i¢in
kullaniimas1 matematikgiler arasinda siddetli
miinakagalara yol agti ve birgok teorik ve felsefi
sorular ortaya ¢ikard. Bilgisayarin veya
programcisinin bir hata yapmadigini nereden
bilebiliriz? Bu ispatlar baz1 yonleri ile geleneksel
kalem-kagt ispatlarindan farkh m1? Acaba bazi
matematiksel dogruluklar ‘a priori’ degil de
deneyime mi bagh?

llerleyen yillarda bilgisayar yardimu ile yapilan
diger ispatlar onerildi ve bunlarin gegerliligine

dair tartigmalar siirdii durdu. Aralik 1988 tarihli
bir New York Times gazetesinin makalesinin
bashginda soruluyordu; “Bir matematiksel ispat,
eger onu kimse kontrol edemiyorsa bir ispat
rudir?” Makalede, geometrinin ikiyiiz yillik bir
sorusu olan 10. dereceden projektif diizlemlerin
var olup olmadig1 probleminin sonunda bir super
bilgisayarin hi¢ de kiigiimsenemeyecek
yardimuyla, boyle bir diizlemin var olmadig1
seklinde ispatlanmast konu ediliyordu.
Bilgisayarla yapilan bir matematiksel ispat nedir?
Genelde matematiksel ispat nedir?

.928 yilinda tinlii Ingiliz matematikgisi George
Hardy matematiksel ispatlarin dogalarim ve
amaglanm daha ok siirsel bir dille soyle agrkladi.

Hardy matematikgiyi ilerideki siradaglara
dikkatle bakan bir gzlemciye benzetiyordu.
Hardy’nin amaci ise miimkiin oldugu kadar ¢ok
sayida zirveyi higbir kugkuya yer birakmayacak
sekilde ayird etmek. ‘Eger onu bir baskasinin da
gormesini istiyorsam’, diyor Hardy, ‘onu direkt
olarak isaret ederim veya beni ona gotiiren zirveler
zincirini, gosteririm. Bir digerinin gozii de onu
gordiigii zaman, aragtirma, tartisma veya ispat
tamamlannug olur.’ Bu benzetme bize bir ispatin
esas amacinin ikna etmek oldugunu gosteriyor.

Bir matematiksel ispat mantiksal timdengelim ile
yeni bir dogrulugun bilinen dogruluklardan
eldesidir. Bu bilinen dogruluklar agik olanlar
veya daha once ispatladigimiz dogru 6nermeler
olabilirler. Yazih birgok ispat, bir iki satirdan
sayfalarca olanlara kadar degigebilirler. Bazilan
¢ok daha uzundurlar. Ornegin, tiim tek dereceli
gruplarin ¢oziilebilir oldugunu gosteren Walter
Feit ve John Thompson’un basili ispath 251
sayfay1 doldurmaktadir. Hatta iinlii Ramanujan
Ongoriisiiniin ispat1 2000 sayfay1 agmaktadir.

Genellikle, bir ispatin sunulusu, yeterince sabirh
ve bilgili bir matematikg¢inin onu
dogrulayabilecegi sekilde olmahdir.



Matematikteki bu gereklilik, deneysel
bilimlerdeki tekrarlamilabilirlige esdegerlidir.
Tabii ki,bir ispat kontrol edildigi halde bile yanhg
olabilir. Bu, bir avukat ve Londra Matematik
Dernegi liyesi olan Alfred Kempe'nin dort-renk
problemi ile ilgili ispati igin de sGylenebilir.
Yayinlamgindan 11 yil sonra, 1890'da,
matematikg¢iler Kempe'nin argiimaninda bir hata
buldular. Ve boylece, daha 6nce 1879'da
¢ozulmiis oldugu samlan dort-renk problemi
yeniden giindeme geldi.

1920 yilinda Alman matematikgisi David Hilbert
ve onun ¢alisma grubu, matematiksel ispatin,
formal teorisini gelistirdi. Bu sistemde, 6nce
matematiksel onermeler formal dildeki ifadeler
halinde yazilir. Bu ifadeler -en azindan
goriiniirde- anlamsizdirlar, dolayisiyla
dogruluklarindan veya yanhshklarindan da sz
edilemez. Baz1 belirli gikarim kurallanyla belli
ifadelerin olugturulmasi igin, gerek ve yeter
sartlarin digerlerince sagladign ispatlanabilir. Bu
tip ispatlar salt bigimsel bir sekilde, sadece
ifadelerin bigimleri referans alinarak olugturulan
mantik silsileleri halindedirler. Hatta,bell ibir
ispat baz alinarak, prensipte, mekanik olarak onu
dogrulamak bile s6z konusudur: 6rnegin bir
makineyi bu i§i yapmak iizere programlayabiliriz.

Hilbert’in amaci kurdugu bumatematigin i¢
geligkilerden uzak oldugunu gostermekti.
Bagaramadi. Gergekte, birkag yil sonra
Avusturya’h mantik¢i Kurt Godel matematigin
tutarhligini ispatlamaya ¢alisan her denemenin
bagarisizhga mahkum oldugunu ispatladi. Ancak
formal yaklagim matematigin temel 6zelliklerini,
asillarim bulmaya yoneliktir; ve bugiin yapilan
birgok ispat formal bir sistem igindeki formal
cikarim metodlarimn uygulamalarinin bir 6zeti
halindedirler.

Herkes gegerli bir matematiksel ispatin ne
oldugu konusunda fikir birligi i¢inde degildir.
“Sezgiciler (Intuitionistic) okulu” diye bilinen

matematikgiler, siradan matematikginin dogru
diye kabul ettigi mantiksal ilkeleri uzun uzun
sorgulamiglardir. Bunlardan biri: P verilen
herhangi bir 6nerme olmak iizere; ya P dogrudur
ya da onun tersi olan ~ P dogrudur. Bu
matematikgilerin yaklagimi, bugiin kullamlmakta
olan bir ¢ok ispat yontemini reddetmek
yoniindedir.

Ispatlar konusunda, 1977 yihinda Sovyet
matematik¢i Yuri Manin goyle yazmugtir. “Bir
ispat ancak kamuoyun tarafindan bir ispat olarak
kabul edilebilir bulunulduktan sonra ispat
sayabilir. Ve bu matematikte oldugu gibi fizik,
dilbilim veya biyoloji icin de gegerlidir.”

Bilgisayarlarin yeri nedir? Bilgisayarlar
matematikgilere pek gok sekilde yardimci
olmaktadirlar: hesaplama, ¢ozme, simulasyon, ve
grafik gizimleri gibi. Matematiksel gerceklerin
ispatlanmasinda da yardimci olmaktadirlar. Biz
bilgisayar destekli ispattan, verilen herhangi bir
matematiksel onermenin ispatinda bilgisayar
kullanilarak elde edilen verilere dayanan ve
geleneksel ispatlarda oldugu gibi ‘elle’ kontrol
etme imkanimizin olmadig ispatlar1 anhyoruz.

Ornek olarak, Pensilvania Universitesinden,
Herbert Wilf ve Doron Zeilberger’in yazmig
olduklan, baz1 kombinatorik 6zdeslikleri
ispatlayan bir program verebiliriz. (Bkz. “The
Automatic Proofig Machine”, New Scientist, 21
Ekim 1989) Fakat bu ispatlar bizim anladigimz
anlamda bilgisayar destekli ispatlar degil. Ciinki
bilgisayar ¢iktisi siradan kalem-kagt ispatlan
sekline gevrilebilir. Kisaca, sadece bilgisayara
inanmak zorunda kaldigimiz durumlardaki
ispatlara bilgisayar destekli ispat diyoruz.

(New Scientist, 1991)




KITAPLAR

GEOMETRIK ESITSIZLIKLER

Yazan: NICHOLAS P. KAZARINOFF

goviren: A. YUKSEL OZEMRE

#

eometrik Esitsizlikler dort bolimden
G olugan 163 sayfalik bir kitap. {lk bolim
gercel sayilarin genel ozelikleriyle Aritmetik -
Geometrik ortalama esitsizligini igeriyor.
Boliim 2 izoperimetri problemleri ad1 verilen eg
cevreli sekiller arasinda en biiyiik alanliyr bulma
problemlerine ayrilmistir.

Boliim 3 yansima ilkesine ayrilmig olup bu ilke
yardimiyla Dido problemi ve koniklerin bazi

ozellikleri verilmis, iiggenlere iliskin bazi ilging
ozelikler bu arada da bu sayimizda ayrintilanyla
ele aldigimiz Erdds - Mordell esitsizligi
ispatlanmugtir. Kitap okuru harekete gecirmek
amaciyla boliim aralarina serpistirdigi
problemlere ipuglari ve goziimler veren Bolim 4
ile son buluyor.

SAYILAR TEORISINE GiRiS

Yazan: Prof. Dr. HEINRICH W. E. JUNG

Geviren: ORHAN $. 'GEN

—

okuz boliimden olusan kitap sayilar

kuramina ait bir ders kitabi yapisinda.
Konulan ornek ve dizelgelerle sistematik
bigimde ele aliyor.

Boliim I, 1 ve ITI tam sayilarda bolme, asal say1,
OBEB, OKEK kavramlarina ve boliinebilme
kurallarina aynimug. Boliim IV de n moduilune
gore tam sayilarin taplam ve garpim tablolar
veriliyor. Bunlardan yararlanarak ax+by=c
bicimindeki Diofant denklemlerin nasil
coziilebilecegi belirtiliyor. Boliim V ve VI'da
Euler ¢ fonksiyonu tamtilip iinlii Euler Teoremi

ve onun 6zel durumu olan Kiigiik Fermat Teoremi

veriliyor. Boliim VII karesel kalan (kuadratik

Cevaplar:

a) 2.5(494+:165)=110.1938
5.2(797 +9862)=110.1938

b) 2.6.(515+1746)=21.1938
. 7.1(353+ 5461)=21.1938
7.3.(5154 1423)=21.1938

rezidii) ve Legendre simgesi kavramlarina
ayrilmg. Karesel kargiikhilik teoremi, Jacobi
simgesi ve n modiiliine gore karekok hesabi da
bu boliim kapsaminda. Boliim VIII asal
modiillere gore kuvvet dizelgelerini ele alarak
tislii ve logaritmik fonksiyonlarin bu konudaki
benzerlerini iglemeye ¢aligiyor. Son boliim olan
Bolim X de rasyonel sayilarin devirli ondahklar
olarak gosterilisi veriliyor.

Kitap tamsayilar ve modiiler aritmetik hakkinda
sistematik bilgi edinmek isteyen okurlara hitap
ettigi gibi konularin bir kism iistiinde ayrintiya
girmek istiyen okurlara da kargihk veriyor.

isteme Adresi:

Prof. Dr. Hilya SENKAN

Tirk Matematik Dernegi

Fen Fakiiltesi Matematik Bolumu
Vezneciler - ISTANBUL




DUNYADA MATEMATIK SGRETIMI

JAPONYA’'DA MATEMATIK OGRETIMI
*

Japonya'da okutulmakta olan matematik dersleri ve bunlarin birbirine bagliliklari agagidaki semada
oldugu gibidir. Sema ayrica dgrencilerin nasil segimler yapabilecegini de gostermektedir.

Matematik I

Haftada 4 saat)
e e

Matematik II Cebir ve Geometri Temel Analiz Olasilik ve Statistik
(3 saar) (3 saat) (3 saat) (3 saat)
DERS ICERIKLERI Diferansiyel ve Entegral Hesap
(3 saat)
Matematik I Temel Analiz:

1. Sayilar ve Cebirsel Ifadeler: Sayilar ve
kiimeler; tamsayilar, rasyonel sayilar, gercel
sayllar; polinomlar, rasyonel ifadeler; ikinci
dereceden denklemler, daha yiiksek dereceli
basit denklemler denklem sistemleri; ikinci
dereceden egitsizlikler; karmagik saylar.

2. Fonksiyonlar: Ikinci dereceden fonksiyonlar,
basit rasyonel ve irrasyonel fonksiyonlar, ters
fonksiyon kavramu.

3. Geometrik Sekiller: Trigonometrik oranlar
(sinis, kosiniis, tanjant); sinis ve kosiniis
teoremleri; koordinatlar, dogru ve gember
denklemleri.

Matematik IT

1. Olasilik ve Statistik: Permiitasyon ve
kombinasyonlar, olasilik, statistik.

2. Vektorler: Vektorler ve vektorlerle islemler,
uygulamalar.

3. Tiirev ve Tiimlev Hesabi: Diferensiyel
katsayisinin anlamy, tiirev ve uygulamalari,
tiimlemenin anlam, belirli ve belirsiz tiimlev.

4. Diziler: Aritmetik ve geometrik diziler.
5. Cesitli fonksiyonlar: Ustel, logaritmik,
trigonometrik fonksiyonlar.

6. Bilgisayar ve Grafikler: Bilgisayarlarn iglevi,
algoritma ve grafikler.

Cebir ve Geometri:
1. Konikler: parabol, elips ve hiperbol

2. Diizlemde vektorler: vektorlerle islemler, i
carpim, vektorlerin dogru denklemi ve gember
denklemi gikarmada kullanihgi.

3. Matrisler: Matrisler ve matrislerle islemler,
ters matris, dogrusal doniisiimler.

4. Uzayda geometri: Uzayda nokta, dogru ve
diizlem; uzayda koordinat sistemi; uzayda
vektorler, dogru, diizlem ve kiire denklemleri.

1. Diziler: Basit diziler (Aritmetik dizi,
geometrik dizi vb.); timevarim.

2. Fonksiyonlar: Ustel fonksiyon; logaritmik
fonksiyon,; trigonometrik fonksiyonlar
(genellestirilmis ag1 kavrami, gembersel 6lgii,
trigonometrik fonksiyonlar, periyot, toplam
teoremleri v.b.)

3. Fonksiyon degerlerinin degigimi: diferensiyel
katsayisimin anlamy; tiirev ve uygulamalar;
tiimlev ve uygulamalar,

Diferensiyel ve Integral Hesap

1. Limit: dizilerde limit yakinsallik, iraksalhk;
fonksiyonlarda limit

2. Tiirev ve uygulamalar: Tiirev fonksiyonlarin
¢arpim ve boliimiiniin tiirevi, bilegkenin tiirevi,
ters fonksiyonun tiirevi; trigonometrik, iistel ve
logaritmik fonksiyonlarin tiirevleri; teget
dogrusu, fonksiyonlarin artan ya da azalan olugu,
hiz, ivme; ikinci tiirev, doniim noktasi.

3. Timlev ve uygulamalan: Integralin anlam,
degisken degistirme ve parcalara ayirma ile
integral hesab, gesitli fonksiyonlarin integrali,
alan hacim ve yay uzunlugu hesabinda integralin

kullamhsgy; diferensiyel denklem kavramu, % =ky
tiirlinden basit denklemlerin ¢6ziimii.

Olasihik ve Istatistik

L. Verilerin diizenlenmesi: dagihm, standard
sapma vb.

2. Olasi durumlarin sayimi: permiitasyonlar,
kombinasyonlar binom teoremi.

3. Olasilik: tanim ve temel kurallari; bagimsiz
olaylar; kogullu olasihk.

4. Olasihk dagilimlan: rassal degisken ve
olasilik dagilimi, normal dagiim.

5. Istatistiksel Yorumlar: populasyon ve
ornekleme statistiksel yorum kavramu.
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