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MATEMATIK DUNYASINDA

Bir yl kadar nce matematigi yaygin bir yekilde tanitmak ve sevdirmek amaciyla Tiirk Matematik Dernegi olarak Ma-
tematik Diinyasv’n cikarmaya bagladik. i1k bes sayimiza olan ilgi beklentilerimizi asti ve bazi saylarinuzt yeniden bas-
mak zorunda kaldik. Yarisma sorulanimiza gelen cevaplanin coklugu, bize yazan veya telefon eden okurlarinuzin ya-
kin ilgileri dogrusu bizleri sevindirdi ve yiireklendirdi. Matematik Diinyasi bagta editoriimiiz Cemal K o¢ olmak iizere,
yazarlarimuzin, yayin kurulumuzun, dergimizdeki yazilan dizen Zehra Tuglu'nun ozverili cabalan sayesinde ortaya
ctkti. UNESCQ'nun mali destegi dergiyi baglatmanuz: saglad.

Bu arada dergimizin zaman zaman geg basilmasi veya bazi abonelerimize ge¢ ulasmas: gibi kusurlanimiz oldu. Ulke
capinda dagiminz yetersiz kaldi. Dergimizi yeterince tanitabildigimizi de sGyleyemeyiz. Bunlar: ve benzeri sorunla-
nrizi ¢6zmek diisiincesiyle ozel bir kurulugla bir anlasma yaptik. Bu sayidan baglayarak Matematik Diinyasi bu ku-
rulug tarafindan basilip dagnlacak. Bildigimiz bu kusur ve eksikliklerin yanu sira bizim bilmediklerimiz de olabilir.
Bize elestiri ve tsreklenmu bildirirseniz, dergimizin daha iyiye gitmesinde yararl olursunuz.

Bir yil boyunca s:zlerle birlikte olduk. Bizlere destek olmay siirdiiriirseniz daha nice yillar birlikte oluruz Matemank

Diinyas'nda...

Tosun Terzioglu

MATEMATIK DUNYASINDAN

Dergumzm yayina baglayisindan beri gegen bir yil iginde okur-

lanmizdan pekgok mektup aldik. ikinci sayida yayinladigimiz

anket formunu gok kisi doldurup bize yolladi. Bunlara daya-
nan gozlemlerimiz goyle:

- Bize yazan okurlanmizdan yanya yakim dgrenci. Ortaokul,
lise Ogrencileri, iiniversite dgrencilerinden gok. Universite
ogrencilerinin biiyiik gogunluu matematik boliimlerinde.
Lise 6gretmenleri ile liniversite 6gretim tiyeleri ise okurlan-
muzin yaklagik iigte birini olugturuyor.

- Matematik tarihi, matematiksel mantik ve ozellikle mate-
matik egitimi konulanna daha fazla yer vermemiz isteniyor.

Ogretmen okurlanmizdan bize bu yonde yardimci olmalan- -

n ve onlann matematik egitimi ile ilgili goriiglerini yansitan
yazilanm bekliyoruz.

- Baz okurlanimuz derginin giigliikle izlenebildigini, diizeyi-
nin fazla yiiksek oldugunu yazdi. Bazilan yanisma/ahstirma
sorulannin arttinlmasim istediler.

- Ankete cevap verenlerin biiyiik ¢cofunlugu organize edile-
cek panel/sOylegilere katilmak istediklerini belirttiler. Bu
tiir etkinlikleri 6niimiizdeki aylarda gergeklestirmek iizere
¢aligmalanmiz var.

Bize yazan tiim okurlarimiza tesekkiir ederiz; dergide onlarin
fikirleri igifinda yaptigimiz/yapacagumz deglgl.khlder gittikge
belirginlesecek.

Derginin igerigi ile ilgili mektuplarruzi daha 6nce oldugu gibi
Matematik Diinyasi, ODTU, Matematik Béliimii, 06531 An-
kara adresine gonderiniz. Sadece abonelikie ilgili mektuplar
icin ise adres P.K. 424 Kizilay veya Atatiirk Bulvar1 95/1105
Kizilay 06650 Ankara

Animsatmak istedigimiz bir nokta var; 6grencilerin okul 6dev-
lerine yardimci olabilmemiz gergekten olasi degil. Bu yondeki
istekleri cevapsiz biraktigimiz icin 6ziir dileriz.

Bu sayidaki yazilara gelince:

Matematikte Tamm ve Kamitlar: Mehmet Sait Eroglu Kara-
deniz Teknik Universitesi Matematik béliimii Sgretim tiyele-

rinden. Mehmet Sait Eroglu, matematik felsefesi ile soyut ma-

tematigin igice oldugu “Fuzzy - Belirsiz Matematik” konu-
sunda ¢ahsmalanyla diinyada dnde gelen kigilerden. Bu ya-
zisinda matematik felsefesinin dnemli sorulanndan biri olan
“matematiksel bilgiye nasil ulagildig1” iizerinde tarih boyunca

degisen gorugslere deginiyor; 19. yiizyil sonu ile 20. yuzy1l bas-
larinda, bu soruyla ilgili ortaya ¢ikan bunalimlardan sonra Hil-
bert’in 6ne siirdiigii formel yontemi agikhyor.

Bir Ucgende Noktadas Dikmeler: Hiiseyin Demir, ODTU
Matematik Boliimii’'nden emekli. Hocamizin ilging yagam 6y-
kiisiine gelecek sayida yer verecegiz. Yazisinda bir iggenin ke-
nar dogrulanina dik olan ii¢ dogrunun aym noktadan gegmesi
icin gerek ve yeter kosulu veren bir teoremile bu teoremin bazi
uygulamalarin anlatiyor.

Pokerin Matematigi: Ali Nesin, ABD, California Universite-
si'nde ogretim iiyesi. Cok begenilen Matematik ve Korku adli
kitabin da yazan. Gegen sayimizda olasiliklar kuramimn tavla
oyununa uygulamsina deginmisti, bu sayida poker oyununu
ornek ahyor.

Evirtim (1): ODTU Matematik Béliimii ogretim iiyelerinden
olup simdi Kanada’da Victoria Universitesi'nde misafir 6gre-
tim iiyesi olarak ¢alisan Cem Tezer iki bolimde yayinlayacag-
miz yazisimun bu kisminda evirtim adi verilen 6zel bir doniigii-
miin 6zelliklerini anlattiktan sonra Euclid geometrisindeki ba-
z16nemli teoremlerin, ,bu doniigiimiin kullanimiyla nasil kolay-
ca elde edilebildigini gdsteriyor.

Bir Uggene Ait Cemberler: Cemal Kog ODTU Matematik Bo-
liimii 6gretim iiyelerinden. Gegen yil Matematik Diinyasr’'mn
editorliglini tistlenmigti; derginin begeni gormesi kugkusuz
Cemal Kog'un biiyiik katkilan, zaman zaman 6zveriye varan
calismalan sayesinde. $Simdi K.K.T.C. Dogu Akdeniz Univer-
sitesi'nde misafir 6gretim iiyesi. Cemal Kog Matematik Olim-
piyatlanna Tiirkiye’den katillan yansmacilan ¢alistiranlar ara-
sindadayeraliyor. Buyazisinda Geometrik Egitsizliklerle lgili
problemlerin ¢ziimiinde kullamlan teoremleri ve 6n bilgileri
veriyor.

Geometrik Esitsizlikler (I): Bogazici Universitesi, Matematik
Boliimii 6grencisi olan Emre Alkan 1991°de Isveg'te yapilan
Matematik Olimpiyatlarinda bronz madalya kazanmugt. bu
yazisinda geometrik egitsizliklerin kullanimiyla ¢oziilen bazi
problemler ve ¢oziimlerine yer veriyor.

Oﬁrencn Gézityle Matematik Nedir? Fikri Akdeniz, Cukurova
Universitesi 6gretim iiyelcrinden. “Matematik deyince ne anh-
yorsunuz?” ve “Orta 6gretim diizeyinde matematik dersine il-
giyi artirmak icin ne yapilmalidir?” sorulanna lise v€ iiniversi-
tede egitim goren 400 Ggrencinin verdigi yamtlan ézetliyor.
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MATEMATIKTE TANIM VE KANITLAR

MEHMET SAIT EROGLU

Matematik sozcugunin ¢agrigtirdig ilk
sozciiklerin arasinda kanut gelir. Ancak
kamt salt matematige Ozgii bir sey degildir.
Degisik alanlarda, neden, nicin sorusunu
sordugumuz her yerde bir kanitin pesindeyiz.
Ancak kamittan ne anlasildigi alan ve zamana
gore degismistir. Kanitin sekli yetkin kisi(ler)
onayidir. Burada, genelde bir agiklama
yapmadan, yetkin kigiler bir 6nermsnin
dogrulugu hakkinda karar verirler. Eski
zamanlarda biiyiicii, bilge kisi, koy ihtiyar heyeti
vb. olarak kargimiza ¢ikan yetkin kisiler,
gunimuzde ortadan yok olmug degillerdir,
onlara bilirkisi, 0gretmen, komisyonlarda bilim
jurilerinde veya bir alanda sivrilmis otoriteler
olarak rastlamaktayiz. Ancak yetkin kisilerin
elinden ¢ikan her eserin yetkin olmasi gerekmez.
Higbir bilimsel eser Oklid’in Geometrisi kadar
hayranlk uyandirip uzun yillar didik didik edilip,
tim bilimsel ¢alismalara ornek olarak
gosterilmemistir. Buna kargin yaziligindan ancak
yaklagik 2000 y1l sonra bu eserdeki kanitlarin
bazilarinda ciddi kusurlar oldugu goriilmiig ve
bunlar yiizyilimizin baginda biiyiik Alman
matematikgisi David Hilbert’in calismalariyla
giderilmistir. Ancak Oklid’e ve asagida soziinii
edecegimiz diger matematikgilere haksizhk
etmemek icin hemen belirtelim ki Oklid’ten bu
yana kamttan ne anladigimiz degismis ve
bugiinkii anlamina binsekizyiizlu yillarin sonuna
dogru ulagmugtir. Bunu asagida biraz acacagiz.
Yetkin kisilerin onayi bazen olumsuz sonuglar
verir, Ornegin zamaninin yetkin kigileri Galois'y1
hi¢ anlamamuglar; Cantor’u ise ilk yillarda
¢ildirmanin esigine getirmislerdir. Yine de
yetkinlerin zararinin en az oldugu alan
matematiktir. Yetkin kisi kanit1 giiniimiizde
zayiflamig bicimde sant (conjecture) ve doktora
tezleri olarak karsimiza gikar. Belli alanlarda
yetkin matematikgiler kamit vermeden bazi
onermeleri cahgmalarina ekler ve bunlarin dogru
olduklarim sandiklarin: belirtirler. Bu
onermelerin, onerme sahiplerinin 6zel yetenek

ve sezilerine giivenerek dogru olduklanm
beklemek genelde yanhs bir tutum degildir. Once
yadirgayabileceginiz bu yaklagim biraz yakindan
bakildiginda aslinda gelisimin ana gizgisidir.
Kuskusuz bazi samlar yanhs ¢ikmustir. Ansak
dogru gikanlar ¢ogunluktadir ve ayrica gogu
sanilarin kanitlarinin bir kag onyillik ugras, hem
de cok sayida yetenekli matematikginin ugrasini
gerektirdigini diigiiniirsek yetkin kigi onayinin
veya samisinin 6nemi anlasihr. Belki biraz
abartarak diyebiliriz ki, matematikte son yetmig
yilda ortaya konan devasa eserlerin biiyiik bir
kismu Hilbert’in 1920’lerde ortaya koydugu
problemlerin ¢oziimii igin verilen ugragtan
kaynaklanmaktadir. Ayrica bazen bir saninin
dogru veya yanlt shgimin gosterilmesi sirasinda
geligtirilen yontemler bu sanidan da onemlidir.
Ornegin Fermat'in meghur sanisi, n ikiden biiyiik
bir dogal say1 oldugunda x" + y" = z"
denkleminin pozitif tam sayilarla ¢ozimu
olmadig1 sanis1 heniiz sonuglandiriimadi. Ancak
bu yolda verilen ugraslar sirasinda gelistirilen
ideal teori, kanimizca bu samidan ¢ok daha
onemlidir; ideal teorisi olmadan cebirsel
geometri bu giizellikte olusamazdi. Yine verilen
doktora tezlerinin yiizde doksaninin ardinda
yetkin kisilerin dogru sezileri vardir.

Teoremlerinin mutlak dogrulan yansittig ve
kamitlarimin tartigiimaz oldugu samlan
matematikte, bir teoremin dogrulugunun ne
anlama geldigi tartigmasim simdilik bir kenara
birakip kanitlara egilecegiz. Matematik ve Belit
Sistemleri (Bkz. Matematik Diinyasi Cilt I, Say1
5,s.1.) adl1 yazimizda her ne kadar bir belit
sisteminin tanimsiz terimlerinin ve belitlerinin
yeterince ugras verilen bir alandan
kaynaklansalarda oradaki anlamlarindan
anindinlmas gerektigini vurgulamigtik. Ornegin
OKlid geometrisi igin diigiiniilebilecek bir belit
sisteminin bir pargasin olusturan B, belit
sisteminde “dogrular” ve “noktalar” yoktur,
bunlarm yerini gatlar ve patlar almigtir.
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Dolayisiyla Oklid geometrisine iligkin herhangi
bir onermenin kanitinda bir takim gekiller
cizerek “sekilden de apagik goriildiigu gibi -

...... dir” irdelemesinin yeri yoktur,Ayrica bu tur
cikanmlann ayiklanabilecegi kanitlanmazsa bu
kamt bizim i¢in bugiin gegersiz olur. Eski
cahsmalarda bu tiir gikanimlara sik¢a
bagvuruldugunu goriiyoruz. Sekillerin iligki
sezdirme ve kavramadaki rolinui yadsimyoruz;
ancak hig bir zaman bir kamtin pargasi
olamazlar. Bu nedenledir ki bazi eksikliklerine
kargin geometri ok énceleri, Oklid zamamnda
bile hayranlik uyandiran bir diizeyde geligirken,
dogal sayilar hakkinda bilgimiz ancak 1900’lere
dogru kesinlik kazanmugtir.

Eski caligmalarda bugiin kabul edemeyecegimiz
bir diger sey kusurlu tanimlardir. Karmagik
sayilar kavram ancak Gauss'un (1777-1855)
caliymalanyla agikhik kazanir. Newton ve
Leibniz'in olugturduklar “sonsuz kiigiikler
hesabi”nin mekanikte sagladigi bagarilarin
cogkusuyla kamt ve tamimlarda gosterilen titizlik
agisindan Oklid’in ¢ok gerisinde kalinmigtir. Bir
ornek vermek gerekirse bir [a, b] kapah
araliginda tamimh gercel degerli bir fonksiyonun
siirekli olmas “grafiginin sigrama yapmamasi ve
kalemi kaldirmadan bir ¢irpida gizilebilir ve en
fazla sonlu yerde sivrilikler icermesi, yani en
fazla sonlu yerde tegeti olmamasi” ile
tammlanmaktadir. Eger f : [a, b] = Rsurekli,
f(a) < 0 ve f(b) > 0O ise en az bir ¢ € (a, b)i¢in
f(c) = 0 dir. Bu teoremin kaniti ise s0yle
verilmektedir: x-eksenin altinda kalan bir
noktayi, kalemi kaldirmadan x-eksenin
iistiindeki bir noktayla birlestirirsek, besbelli ki
en az bir defa x-eksenini keseriz. Kesim
noktasinin apsisi aranan c dir. Bugtin ne bu
tammy, ne de bu kamti kabul edemeyiz. Yine
Leibniz, Bernoulli ve Euler gibi tinlu
matematikgilerin limit bilgileri yanhstir ve ¢ogu
zaman bir fizikgi gibi caliymaktadirlar. Bir takim
ugraglarla bir baginti sezinlendiginde onu
kanitlamak yerine, bu bagintinin dogrulugundan
daha once bilinen dogrulara ne 6lgiide ulagildig
aragtirlmg; ulagilan dogrularin sayisi sezilen
bagintimin dogrulugunun giivencesi, bir anlamda
kanit: olarak diigtiniilmiigtiir. Ornegin p(z) = a,z"
+a,_, z"' +.. +a,z + a, kompleks katsayili bir
polinom (a, # 0) ve z,, ..., z, bu polinomun
kokleriyse p(z) = a,(z — z,) .. (z — z,) olarak
yazilabilir. Kompleks diizlemde tanimh sin z

fonksiyonun ise sonsuz tane kokii vardir. Bunlar
kn, (k € Z) dirler. Euler polinomlar igin bilinen
carpim ifadesini bu fonksiyonlara aktarmig ve

: = x2
sinz=z I:[I (1 —W)
ifadesine ulagmigtir. Ancak burada bir sonsuz
carpim s6z konusudur, Euler’in bunlar
hakkindaki bilgisi tam degildir ve unutmayahm ki
limit kavramu ¢ok sonralar1 Cauchy ve
Weierstrass'in ¢aligmalariyla agikhiga kavugmus,
bundan sonra yukardaki bagintmin gergek bir
kanit1 verilebilmistir. Bu konuda ayrintih bir
ornek olarak Matematik Diinyasi Cilt I, Say1 5'te
yaymnlanan Tugrul Taner'in “Matematikte
Benzetme” adli yazisina bakilabilir.

Bu asamada bir noktay1 vurgulamadan
gecemeyecegiz. Doga hakkindaki yanhs
bilgilerimizin matematikteki etkisi olumlu
olmustur. Bugiin evrenin sonlu ve ayrk
oldugunu biliyoruz. Bir an i¢in evreni bugtinku
fizik bilgisi igiginda gorebildigimizi varsayahm:
her yoniyle sonlu, siireksiz, ayrik ve bizi
ilgilendiren tiim biyiiklikleri; zaman, enerji,
uzaklik, agirhk vb... daima temel birimlerin
katlari olarak kargimiza gikan bir evren. Boyle
bir evrende sonsuza, dogruya, diizleme, ..., gergel
ve kompleks sayilara, stireklilige, limite yer
yoktur. Boyle bir evrende Oklid geometrisi,
analiz, topoloji ... olusturulamazdi. Olsa olsa
rasyonel sayilarin digina ¢itkmayan sayilar teorisi,
olasilik, istatistik gibi alanlarla basit diizeyde ige
baglanir ve yetinilirdi uzun siire; belki ileri
agamalarda gruplar teorisine gegilirdi. Ne doga
hakkindaki yanhg bilgimiz, ne de kusurlu tamim
ve kanitlar buyiik zararlara yol agmamuglar,
aksine ilerde daha saglam temellere dayandirilan
faydal kuramlara yol agmiglardir. Bu tablonun
felsefi yorumunu yapmak istemiyorum.

Matematikte, en sarsicist 1900 dolaylarinda
olmak uzere bir ka¢ bunalim yaganmigtir.
Bunlara belki bir bagka yazimizda deginecegiz.
Matematigin ne oldugu ve nasil yapiimast
gerektigi hakkinda bir fikir birligi yoktur, degisik
ekoller vardir. Matematikgiler epeyce bir siiredir
herhangi bir matematik kuramdaki belitlerin
degistirilebilecegini bilmekteydiler, ancak
mantigin evrensel, mutlak ve degismez oldugunu
sanmaktaydilar. Son bunalimin ortaya koydugu
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gergek evrensel mutlak ve degismez bir manigin
olmadigdir. Degisik mantiklar vardir ve kabaca
bir matematik kuranu secilen bir belit sistemi ve
secilen bir manngin bileskesidir diyebiliriz;
herhangi biri degistiginde kuram degisir. En ¢ok
kullamilan Aristo mantigidir, bu arada sezgici
mantik (Brouwer) ve son yillarda belirsiz mantik
(Lukasiewicz) kendilerine hatir1 sayhir yer

yapmuglardir.

Her ne kadar baglangicta umulam vermediyse de
en ¢ok izlenen Hilbert'in formel yoludur, bunu
kisaca verelim. Bir formel sistem ii¢ kisimdan
olugur: (1) Terimler (Kavramlar): Bunlar tanimsiz
kavramlar ve tiiretilmig kavramlardir. Ornegin B,
belit sisteminde ¢at ve pat tammsiz kavramlarken
“kosut” ve “bir noktadan ge¢me” tiiretilmis
kavramlardir (terimlerdir). Besbelli ki tiiretilmig
terimler tammsiz terimlere dayanilarak
tanimlamirlar. (2) Onermeler veya formiiller:
Sayilabilir ¢oklukta imlerin sonlu dizilerinden bir
kismu1 6nermeler olarak belirlenir, genelde
bunlar1 veren bir yontem vardir. Onermelerden
bir kismu belit olarak segilmistir. Ornegin Oklid
geometrisini formallestirmek istedigimizde By, ...,
B; ve daha bagka birkag 6nerme belit olarak
secilebilirler. (3) Ctkarim kurallari: Bunlar
sectigimiz mantiga gore, belitler dogru onermeler
olarak alindiginda, diger dogru onermeleri veren
kurallardir. Kamtlar bu kurallara dayinur.
Cikarim kurallar1 6zde 6nermeler arasinda
bagintilardir. Ornegin R bir n-li gikarim kural
A,, A, .., A, ve A Gnermeler olmak lizere R(A,,
., A,;)=Aise A onermesi R l_(urallna gore Ay, ..,
A, den dogrudan gikar denir. Inceledigimiz
formal sistemi kisaca File gosterelim. F de bir
kanit, tamim geregi bir A, ..., A, onermeler
dizisidir, oyle ki her bir A; ya formal sistemimizin
bir belitidir, ya da kendisinden 6nce gelen
onermelerin bir kismindan gikarim kurallarindan
birine gore dogrudan gikar. A, .., A, Eger Fde
bir kamitsa A, 6nermesi F de bir teoremdir ve bu
kanita A, nin bir kanit: denir.

Bir formal sisteme kabaca higbir anlam olmayan
bir takim imlerle belli kurallara gére oynanan bir
oyun gibi bakabiliriz. Bir 5rnek olusturmast icin
Aristo’nun 6nerme hesabi iin bir M formal
sistemi verelim.

(1) Tammsiz terimler: {lkel baglaclar
diyecegimiz —, =, ( ) ve Onerme harfleri
diyecegimiz pozitif tam sayilarla damgalanmig p,,

P2 P3> P4y

2) Onermeler: (2) Tiim nerme harfleri
dnermedir, (b) p ve g onerme ise (— p)ve(p = q)
de bir Gnermedir, (c) tiim Gnermeler ancak (a) ve
(b)ile elde edilebilenlerdir.

Belitler: p, q ve r onermeler olmak uzere

A (P=@Q=Pp)
A)((P=@q=>)=>C>D=>C>1)
(A3) (=g =>-P) == (9=DP>9)

(3) Cikarim Kurallar:: Bir tek ¢ikarim kuralimiz
vardir: pve p = q dan q dolaysiz gikar. Bu
kuralin adi modus ponensdir. Boylece
olusturulan formel sistemi M ile gosterelim. p ve
q onermeler olmak iizere ii¢ yeni kavram
tanimlayalm:

—(p = @ yerinep A q
(—p) = qyerinep V q
(p=q) A(q= p)yerinep ©q

yazacagz. Kargimizda hig bir iminin 6zel bir
anlami olmayan bu formal sistem var. Ancak
onerme degiskenleri klasik mantiktaki
onermeleri gosterdigine — “degil”, p = q(p ise
q) olarak yorumlandiginda A “ve”, V “veya”, <
“ancak ve ancak” anlamlarim1 kazamr ve M
formal sisteminin teoremleri tami tamina klasik
Aristo onermeler hesabinin tiim gegerli onerme
kaliplarini (totolojilerini) verir.
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Bir U¢GENDE NOKTADAS DIKMELER

HUSEYIN DEMIR

“

H N oktadas dogrular” deyince, aym noktadan
gecen dogrulari, “dogrudag noktalar”
deyince de aym dogru lizerinde bulunan
noktalan anhyoruz. Buna gore dogrudas
diizlemlerle diizlemdes sekillerin anlamlarim da
vermis oluyoruz.
Gegen sayida bir liggenin kenar dogrular
uzerinde bulunan ii¢ noktanin dogrudag olmasi
icin gerek ve yeter kosulu veren Menelaus
teoremi ile, bir iicgenin koselerinden gegen iig
dogrunun noktadas olmasi igin gerek ve yeter
kosulu veren Ceva teoremi C. Tezer tarafindan
ele alinmug ve bu iki teoremin gesitli uygulamal
- verilmigti. '
Konuyu tamamlamak i¢in bu yazimizda bir
ticgenin kenar dogrularina dik olan ii¢ dogrunun
noktadas olmast i¢in gerek ve yeter kosulu veren
bir teoremden sz edecek ve bu teoremin birkag
uygulamasina yer verecegiz.

TEOREM: Bir tam iicgen' verildiéinde BC, JCA,
AB kenarlarina D, E, F gibi ii¢ noktada dik olan
ii¢ dogrunun noktadag olmas: icin gerek ve yeter
kosgul

IDB}? — IDCJ2 + |[EC|* — |[EA? + [FAP—|FB[|*=0

0y
esitligidir. ‘

P den BC ye cizilen d dikmesi BCyi D’ de
kessin. (1) geregince
ID'B|? — |D'C|*+|EC]>—|EA|*+|FA|*—|FB[|>= 0 -

(1)
olup (1) ve (1) den

ID’B|* — |D'C|* = |DB|* — |DCJ? (2)
elde edilir.

Yonli uzunluklan (Cilt I, Say1 4, s. 15)
kullanarak (2) nin her iki tarafim ¢arpanlara
aywralim: '

(D'B—D’C)(D'B+D’C)=(DB—DC)(DB+DC).
)

Burada

D'B-D'C=CD’'+DB=CB
DB-DC=CB
olup (3) esitligi
D'B+D'C=DB+DC
yi verir. Buradan da
D'B-DB=DC-D'C
= D'B+BD=DC +CD’
= D'D=DD’

ISPAT: Tam iicgen ABC ve dogrular da d, e, f
olsun.

a) Gereklilik: d, e, f dogrulari bir P noktasinda
kesigsinler. Bu durumda (1) deki u toplam,
Pisagor teoreminden,

u=[PB]> = |PC[* + |PC|* — |PA|* + |PA|*—|PB|?
olup sifirdur.

b) Yeterlilik: (1) esitligi gegerli olsun. e ve f

dogrularimn arakesitine P diyelim. d nin P den
gegecegini gostermeliyiz.

1 Noktadas olmayan ii¢ dogrunun olugturdugu gekil.

=DD=—-DD=DD=0=D'=D

elde olunur. Bu da d nin P den gegtigini, yanid, e,
f nin noktadaghgum gosterir.

Bu teoremin en sade iki uygulamasi sunlardir:

Uygulama 1. Bir ABC ii¢geninde kenarlarin orta
dikmeleri noktadastir.

Bildigimiz bu 6zellik (1) in kullamlmasiyla
hemen ¢6ziim bulur:

(GP=(GF+GP= P+ (3R~ (37 =0

(5]



Uygulama 2. Bir tam iiggende yiikseklikler 9. Tac=ac+bd+ca+db
noktadagtir. _ .
esitligi gecerlidir.
Yiiksekliklerin ayaklan D, E, F ise (1) esitligi,
Pisagor teoreminden,hemen gergeklesir. Uygulama 3. Bir iiggende i¢ agiortaylarin
. e e . ayaklarindan, ilgili kenara gizilen dikmelerin
(1) deki toplamin Z ile gdsterilmesi. noktadas olmast igin gerek ve yeter kosul
(1) esitligi, toplama simgesi olan X (sigma) ile tiggenin ikizkenar olmasidir.
sOyle gosterilir:
= (JDB]2—|DCP)=0 (4) ISPAT: Uggen ABC ve g agiortaylar [AD], [BE],

[CF] ve kenar uzunluklar a, b, ¢ olsun.
Bu yaziligsa anlam veremeyenler icin sade

orneklerle baglayip agiklama yapalim: G _ab
yap DB b+C’|DC| b+c
1. a, b, c gibi ug¢ say1 soz konusu oldugunda Za olup . ,
toplamini tammlamak igin, a, b, ¢ sayilaryla ilgili z ('DBIU —|DC*)=0
gembersel permutasyon denilen yazarak a, b, ¢ arasinda bir bagint1 elde edelim.
a b ¢ : . aic? a’b?

( b ¢ a ) IDBJ* — [DCI* = (b+c)” "~ T(bFc)?
permutasyonunun uygulayarak Za ya su anlam ___7 ,¢~b dati >a2 c—b -
verilir: '2a toplamy, ilk terimi a, ikinci terimi a. ¥ cFb © ctb
nin donustiigu b sayisi, son terimi de b nin ve paydalardan kurtararak da
dbniistiigii

Oniistiigii ¢ sayisinin toplamdir. Sal(a+b)(@a+c)(c—b)=0

Za=a+b+c
bulunur. a + b+ ¢ = 2s yazarsak

a’(at+b)(at+c)(c—b)
=a’[a®>+(b+c)a+bc](c—b)

Ayni toplamin b ya da Zc ilede
gosterilebilecegi agiktir.

2. Yukanda verilen kuralla Zab toplami ab +
bc +ca dir. Ayni toplam Zbc yada Zca olarak  =a?[a’?+ (2s—a)a+bc](c—b)

da gosterilebilir.
= 2sa’ (c—b) +a’bc (c—b)

3. 2(b—c)=b—c+c—atat+a—b=0 .
esitligimiz

4. Za(b—c)=2Zab—Zac=2Zab—Zac=0.
2sZa’ (c—b)+abc Za(c—b)=0

5. Zbe(b—c)=—(b—c)(c—a)(a—b)oldugu
gosterilebilir. Gosteriniz. 0

Egera, b, c ve x,y, z gibi iiglii iki grup say1 = Za'(b—c)=0

0 ¢ utasyon her .
sozkonusu olursa, gembersel permutasy olur. Toplamu §dyle ¢arpanlara ayiririz:

iki gruba ayr ayn uygulanir.
a’(b—c)+b’(c—a)+c'(a—b)

6. Za(x—y)=a(x—y)+b(y — z) + c(z — x). ,
ax—y)=a(x—y) (y—2)tc(z—x) =a'(b— c)—a(b’— C") + be(b? — CZ)

7. 2(@*+cy)=a’+cy+b*+az+c’ +bx. = (b—c)[a* — a(b? + bc + c2) + be(b + ¢)))

A, B, C ve D, E, F gibi iglii iki grup nokta =(b—c)[a’ —ab’? —abc —ac? + b’c + bc?|

sozkonusu oldugunda da durum aymdur: =(b—c)[—a(c?* —a?) + b*(c —a) + bc(c — a)|

=(b—c)(c—a)[—a(c+a)+ b?+ bc]

=—(b—c)(c—a)(a—b)(a+b+c).
- 2 2 2 (
[EA* + |[FA|* — [FBJ*. Bunu da sifira egitlersek ispat bitirilmis olur.

a, b, c,d gibi dortlii bir grup i¢in

8. Z(DB|*— [DCJ%) = |DB|* — [DCJ2 + |[EC]?

(6]



Uygulama 4. Dar agih bir liggende koselerden

ortik liggenin? ilgili kenarlarina gizilen dikmeler ~ ISPAT: Dikmelerin kenarlar iizerindeki ayaklan
noktadagtir. D,F,Fise

ISPAT: Uggen ABC ve ortik liggen DEF olsun.
A min EF, B nin FD, C nin de DE iizerindeki dik
izdusumleri X, Y, Z olsun.

3(IDBJ* ~ [DCP) = Z(XBJ* - XCP)
=Z(BYP +[YX|’ = [CZ]* - |ZX[)
=X(BY*—|CZP) + Z(XY[F —IYZ[))
=0+0=0

DEF li¢geninde
u=(XE[* ~ |XFP)

toplaminin sfir oldugunu gormek gerekir: Uygulama 6. A ve D agilant dik .olan bir yamukta

u=Z(|[EA|* —|FA}]?) [AD] nin ortasi E ise A dan EB ye, D den EC ye
ve E den BC ye gizilen dikmeler noktadastir.

T —

-

= 3(DCF ~ [DBR) =0 3

Uygulama 5. Tam bir ABC liggeni ile bunun bir £
keseni verildiginde A, B, C den £ ye cizilen E
dikmelerin X, Y, Z ayaklarindan tiggenin
karsilikli kenarlarina gizilen dikmeler noktadagtir
(bir Q noktasinda kesigirler).

Ispatim kendiniz yapimz!

Bu Q (omega) noktasina £ nin ABC ye gore
ortopol'ii deniliyor.

2 Yiiksekliklerin ayaklanim koge kabul eden liggen

f
COZMECE KOSESI

Farkh harfler 10 tabanina gore farkh rakamlan gosterdigine gore, asagidaki
esitlikleri saglayan sayilar bulunuz
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| MATEMATIKLE DINLENELIM

POKERIN MATEMATIGI

ALl NESIN

u yazida pokerin matematigini 6grenecegiz.

Poker, dort oyuncuyla ve yediliden asa
kadar olan 32 kagitla oynanir. Her oyuncuya
once beg kagit dagitilir,sonra her oyuncu elindeki
bes kagittan istedigi kadarimi degistirebilir
(isterse hi¢ degistirmez). En iyi bes kagidi olan
kazanir, ve oyun yinelenir. Elbet, “en iyi"
sozciigiiniin tammlanmasi gerekir. Ornegin, bes
kagit ayn1 renktense, diyelim hepsi maga ( ‘ )
bu “iyi” bir eldir. Aym renkten beg kagida renk
ad verilir. Bu yazidaki amaglarimizdan biri de
pokerde ilk dagitilan beg kagidin renk olma
olasithgim hesaplamak. Once ciddi matematik
yapacagiz. ' ’

Bir tanimla baglayalim. Eger n bir dogal sayiysa,
n!=1 X 2 X ... X n sayisina esittir. Ornegin,

11=1,21=2,31=6,4!=24,5!=120,6! =720

dir. 0! = 1 olarak tanimlanir. Bu ilk bakista pek
dogal gelmeyen tanimin nedenini yazinin
ortalarinda bulabilirsiniz.

Elimizde A, B ve C harfleri var, ve bu harflerden
iki degisik harfli sozciik yapmak istiyoruz. Kag
sozclk yapabiliriz? Bu soruyu yanitlomzk i¢in
sozciikleri —abece sirasina gore— siralayalim.

AB, AC,BC,BA,CA,CB

Bu sozciiklerin olusumunu soyle de
gosterebiliriz: '

(8]
AN K SN
laBl [ad [BA] [BC] [cA| |cB|

Once ilk harfleri koyuyoruz: A, B ve C. Sonra
ikinci harfleri: eger ilk harfimiz A ise, ikinci harf
icin iki segenek var: B ve C. Dolayisiyla A

~ budagna iki dal ekliyoruz: B ve C dallarin. .

- Demek ki toplam 3 X 2 = 6 sozciik yazabiliriz.

Simdi bu soruyu genellestireliﬁl. Elimizde n
degisik harf var:

A| ’AZ’""AH )

ve bu n harften, r degisik harfli sozciikler
iiretmek istiyoruz (yani her harfi en gok bir kez
kullanabiliriz). Kag sozciik liretebiliriz?
Yukaridaki gibi ters donmiis bir aga¢ yapalim.
Apacin ilk budagindan n dal gikar: A, dah, A,
daly, ... ve A, dali. Bunlar sozciiklerin ilk harfleri.
Bu dallarin ucuna n — 1 dal gelir (yani ikinci
harfler). Ornegin, A, dalina, A,, ..., A, dallar
gelir, ve bu yeni dallar A |A,, .., A A,
sozciiklerini olugtururlar. Béylece n X (n — 1)
dal elde etmis oluruz. Demek kin X (n — 1) iki
harfli szciiklerin sayisidir. Siirdiirelim agaci. Bu
n X (n — 1) dala simdi n — 2 dal daha
ekleyebiliriz. Ornegin, A, A, dalna, A,, .., A,
dallarini ekleyebiliriz. Bu yeni dallarin her
birinin ucuna 3 harfli sozciikler yazilir. Boylece
n X (n— 1) X (n — 2) tane li¢ harfli sozcuk elde
ederiz. Bu yontemi surdiirsek, A, .., A,
harflerindenn X (n — 1) X ... X (n — (r — 1)) tane
r harfli s6zciik yazacagimizi goriiriiz. Bu say1 da

n! L s
=) sayisina esittir. Ilk teoremimizi

kanitladik:

" Biraz ahgtirma yapalim:

1. SELIM sozciigiiniin harfleriyle kag tane iig
harflik sozciik yazabiliriz?

Yukartdaki teoremi uygulayarak

5! 5!
G-3)! =77 = 3 X4 X 3 =060 sozciik buluruz.
Baska bir soru: SELIM sozciigiiniin harfleriyle
kag tane beg harflik s6zclik yazilir?



Yine yukandaki teoremi uygulayalim:

! !
(5—_5_5y = % ,ve 0!'=1 esitligini kullanarak,

5!'= 120 tane bes harfli sozciik yazabilecegimizi
goruruz.

2. MELEK s6zctgiiniin tiim harflerini
kullanarak kag tane (beg harfli elbet) sézcik
yazabiliriz? Yukaridaki teoremi dogrudan
uygulayamayiz, glinkii iki E harfi var. Once iki
E’yi ayiraim, ve ME | LE, K “sozciigiiniin” tum
harflerini kullanarak kag tane bes harfli sozcuk
yazabilecegimizi bulahim. Bu sorunun yamti
yukandaki gibi 5! = 120°dir. Bu 120 s6zciigiin
yansinda E, harfi, E, harfinden 6nce gelir; obiir
yansindaysa E, harfi, E, harfinden once gelir.
Demek ki, MELEK sozcligliniin tim
harflerinden 120/2 = 60 sozciik yazabiliriz.

3. Yukandaki ahgtirmaya benzeyen, ama biraz
daha zor olanbir aligtirma daha: KELEBEK
sozcliglintin tim harflerini kullanarak kag sozciik
yazabililiriz?

Yukandaki yontemi kullanahm, ve once
K,E,LE,BE;K, sozciigiinii ele alalm. Bu
sozciikten 7! sozciik iiretebiliriz. $imdi, K, = K,
ve E, =E, = E, yapalim. Birinci esitlik igin 2’ye
boleriz, ikinci esitlik i¢inse 3! = 6’ya. Demek ki,
. KELEBEK sozciigiiniin harflerinin yerini
degistirerek 7!/2 X 6 = 420 sozciik yazabiliriz.

4. A}, A, Ay, Ay, A sozciiklerinden

5!
i)
tane t¢ harfli sozciik yazabiliriz.

Simdi yeni bir soru soralim. Elimizde n 6gesi
olan bir kiime var:

A={A, .. Al

r < n, n’den kiigiik bir dogal say1 olsun. A
kiimesinin kag tane r 6gesi olan altkiimesi
vardir? Bu sayiy1 hesaplayacagiz. Bu sayiya (her

neyse) ( :_‘-) adim verelim.

Ornek:n=S5ver=3olsun. A={A, A, A,;,
A,, A | kiimesinin 3 ogeli alt-kiimeleini bulalim:

CAAA,

MATEMATIKLE DINLENELIM

{ A Az A
{An Ay Ay
{ A1 Ag As
{AL, A3 A,
{As Ag, As)
{Aw Ay Ay
{ A, As, Ayl
{ Az Az As
{A% Ay As)
{As, Ay As

.60
Demek ki ( g )= 10°dur. Bu saymin da 3y

olduguna dikkatinizi ¢ekerim. Bu rasgele bir
esitlik degildir, ve agagida bu esitligin nedenini
goreceksiniz.

Birinci soruyla arada su ayrim var: birinci soruda
A A,A, ve A A;A, sozciikleini ayn ayr
sayryorduk. Oysa bu sorumuzda, sozciiklere
degil de harflerden olusan kiimelere bakiyoruz.
A A,A; ve A A;A; sozciiklerinin herbirinin
harflerinden { A, A,, A; | kiimesi olusur. Bunun

gibi,

KA o
Al A3A2
ArA A,
AZABAI

sozciikleri {A |, A,, A}
kiimesini olustururlar.

A3A2Al -

Yukaridaki érnekten yararlanacagiz soruyu

yanitlamak i¢in. Birinci teoreme gore, r harfli
!

sOzciik sayist ﬁ "dir. Bu sozciiklerden kag

tanesinin ayni kiimeyi verdigini hesaplayalim.

~ Yine birinci teoreme gore r harfle yazilan r!

sozcuk olduguna gore, =)l sozcuklerden r!
tanesi aym kiimeyi veriyor. Demek ki

. n!
(n—r)! !
(?)= 2 r!r) =(n—nr)!r!

dir.

(9]



'I’EOREM 2. n oges: olan lur kumenin r ogehk

Bu teoremin kanitinin, r = 3, n = 5 igin, bir
resmini yapalim:

{Ay, .., A, } harfleriyle yazilan

]
r harfli sozciikler, (n%r)' tane

AMA; || AAA, || AAAs | [Segilen
AAA, || AAA, AAA, r harfle
AAA; || AJAA, i AAGA, yazilan
AA A, || AAA, AAGA, 11 harfli
A;AA; || AAA, AsAA, sozciikler
AAA, AAA AsAA; 1! tane
e A ) - N —ia—

(AL AL AL (AL A, ALJAL A, Ayl

S r

r ogeli kiimeler, (:l) tane (bulmak istedigimiz say1)

Toplam poker eli sayisi. Simdi toplam poker eli
sayisin1 hesaplayabiliriz. 32 kagittan kag tane 5
kagithik el gikar? Yani 32 6gelik bir kiimenin kag
tane 5 ogelik alt kiimesi vardir? Teorem 2 ye
gore,

3 32
(52)=27!5!=

tane, yani ikiyiizbinden fazla poker eli vardir.

32-31-30-29-28
54-3-2

=201-376

Renk sayisi. Simdi de kag tane “renk” eli
oldugunu hesaplayahm. Once kag tane maga
(@) eli oldugunu bulalim. Sekiz tane maca var.
Bu sekiz magadan, beg tane segecegiz.Teorem
2’ye gore

tane salt maca olan el vardir. Toplam dort renk

oldugundan (’;,Q? e ,’), bu sayy1 dortle

carparsak, toplam renk eli sayisim1 buluruz:

56 X4=224.

MATEMATIKLE DINLENELIM

Ama bu sayidan, toplam “flog” (aym renkten ve
siirekli kagitlar) sayisim ¢ikarmaliyiz. Magadan
floglar, asla (A, 7, 8, 9, 10), yediliyle, sekizliyle,
dokuzluyla ya da onluyla (10,J, Q, K, A)
baglayabilir. Demek macadan bes tane flos var,
ve toplam flog sayis1 5 X 4 = 20. Boylece gercek
renk sayisi,

224 —20=204
dur.

Olasilik olarak diisiiniirsek, elden renk gelme
olasilig1

204
201.376

diir. yani agag yukari binde bir.

= (,001013

Kare sayisi. Elden kare gelme, yani bes kagittan
dordiiniin aym say1 olma olasiigimi bulalim.
Once dort tane asi olan el sayisim1 bulalim. Dort
tane asin yanina gelebilecek kagit sayis1 32 — 4 =
28'dir. Demek 28 tane dort ash el var. Toplam
sekiz tiir kagit oldugundan,

28 X8 =224

tane kare el vardir. Bu say, renk sayisindan biraz
daha fazla oldugundan, renk kareyi yener diye
dustnebilirsiniz.Nitekim, eger pokerde kagt
degistirme olmasaydi, diisiindiigiiniiz gibi olurdu.
Ama kagit degistirme olasihklan da degistirir.
Ornegin, li¢ ast olan, 6biir iki kagidim
degistirerek, dort as olma olasiligim
arttinr.Bunun gibi eline drt maga gelen, besinci
kagidim degistirerek, renk olasiligim arttinr.Yani
poker oyununun sonundaki olasiliklar, ilk beg
kagidn olasiliklarindan degisiktir.

“Ful” sayisi.. Eger bir elde bir tiirden iig tane, bir
bagka tiirden iki tane kagit varsa, o ele “ful”
denir. Ornegin, ii¢ as ve iki papazdan olusan bir
el fuldur. Elin ful olma olasihgim bulalim. Bu
biraz daha zor. Once elden iig as, iki papaz gelme
olasiligini bulalim. Dort astan tigiinii sececegiz,
yani dort 6gelik bir kiimeden li¢ 6gelik bir kiime
segecegiz. Teorem 2’ye gore

4
( 3 )=4
segenegimiz var aslar igin. Simdi de dort

papazdan ikisini segecegiz. Yine Teorem 2'ye
gore



MATEMATIKLE DINLENELIM
4

(,)=6 gesit ii¢ as segebiliriz. Bu ii¢ asin yanina iki kagt
gelecek, ama herhangi iki kagit degil: higbiri as
olmayacak ve aym kagit olmayacaklar. As
diginda 32 — 4 = 28 kagt var.Bunlardan iki

segenegimiz var. Demek ki toplam

4%X6=24

.28
.. i tan lim: =378 tan ;
tane lig as ve iki papazli el var. Ug papaz ve iki eHEQEIL o )=/378 tane segenckivar

asli el de 24 tane. Yani as ve papazlarla

24 +24 =48

Ama bu segeneklerden bazilan iki tane aym tiir
kagittan olusuyor. Bu say1y1 bulup-378°den

, ¢ikartahm. Kag tane iki papaz segebiliriz?
tane ful el vardir. Bu hesaplar salt as ve papazlar

icin degil, tiim iki tiir kagitlar icin de gegerli.
Ornegin yedililer ve dokuzlularla da 48 tane ful
el vardir. Kag tane iki tiir kagit var? Toplam

( 3 ) = 6 tane. As disinda yedi tiir kagit var.

Demek ki, 378 segenekten 6 X 67 = 42 tanesi iki
tane aym tiir kagittan olusuyor. Dolayisiyla,

sekiz tur var. Bunlardan iki tiir segecegiz. secilen li¢ asin yanina,
Teorem 2'ye gore 378 — 42 = 336
( 3 )=28 tane iki kigithk el koyabiliriz. Dort tane iig as
secilebildiginden, ash ii¢ say1si
tane iki tiir var. Demek ki toplam ful el sayisi '
336 X4=1.344
48 X 28=1344 . ' SR T e
diir. diir. Bu hesap as digindaki obiir kagitlar icin de

L gecerli: yani “i¢” el sayisi
“Ug” sayisi. Bjr elde li¢ tane aym kagit varsa, o
ele “li¢” ad1 verilir. Ama kare ve fuller ii¢ 1344 X 8=10.752
sayllmaz. Ug sayisim hesaplayalim. Once iig ash dir.
ug sayisi1 bulahm. Teorem 2'ye gore .
. Obiir olasilik hesaplarim okura aligtirma olarak
( g )=4 - birakiyoruz. Yanitlan asagidaki dizelgede
bulacaksiniz. Matematiksel seytanimz bol olsun.

El tiirii El sayisi Bin iizerine olasihig: ( £ 0, 005)
Flos 20 0,10
Renk 204 1,01
Kare 224 1,11
Ful 1,344 6,67
Kent! 5.100 25,33
Ug 9,792 53,39
Doper? 24.192 120,13
Per? 107.520 533,93

' Birelin kagitlan pespeseyse, érnegin 7, 8,9, 10, V ise, o ele “kent” denir. Kentte renkler dikkate alinmaz.
2 Bir elde iki farkh gift varsa, o ele “doper” denir.

* Bir elde tek bir cift, Grnegin A, A varsa o ele “per” denir.



EVIrTIM (1)

CEM TEZER

___sacs [N

“

u yazida, ashnda Euclid geometrisinin

(izometriler, homotetiler vb. gibi) gercek
anlamda mah olmayan, fakat hem bu
geometrideki bazi uygulamalari, hem de
Euclid-dig1 geometrilere verilecek en basit
orneklerin kurulugu agisindan biiyiik Gneme
sahip bir donugiimii, “evirtim”i ele alacagim.

Euclid duzlemini A ile gosterelim. BirM € A
noktasi ve bir p # 0 gergel sayis1 gozoniine
alalim. “M merkezli ve p kuvvetinde bir evirtim”
dedigimiz zaman

=M~ a-M M
seklinde (yani diizlemin M digindaki noktalarimi
gene diizlemin M disindaki noktalarina

doniistiiren) her X € A — {M} noktasim MX
dogrusu lizerinde bulunan ve

MX.MX'=p

denklemini saglayan birtek X' € A — (M}
(neden?) noktasina gonderen donugumu
anliyoruz. (Sekil 1)

X' = @ (X) noktasina “X in evrigi” diyecegiz.

)
2 qM

* ,,«z\*‘

P{=)=M

% o

we-o7mqz) ¢ (sekil 1)

Evirtimin en basit 6zelliklerine isaret edelim:

a) (1) denkleminde, Hiiseyin Demir’in bu
dergide inceledigi “yonlii uzunluklar”
kullanilmakta ([1]). Demek ki p > O ise X ve
X' noktalar1 MX dogrusu tizerinde M nin aym
tarafinda, p < 0 ise ters tarafinda
kalmaktadirlar.

b) (1) denkleminde X ve X' birbirleriyle yer
degistigi zaman, so6z konusu denklem
degismeyecektir. Demek ki g(X) = X" iken
X = @(X') diir. Yani bir noktanin evriginin

evrigi daima kendisidir.

c¢) p > 0olsun. Merkezi M, yarigapi p'/? olan y
cemberini ele alahm. ¢ evirtimi al‘tmda, y nin
icindeki noktalar (M harig) y nin digina,
digindakiler de igin= gidecektir. Tabii bu
arada v iizerindeki her nokta sabit kalacaktir.

Yorum: b) ve c) de bahsedilen hususlar
evirtimin yansimaya benzerliklerini ortaya
cikanyor. Gergekten de evirtimi, bir dogruya
gore degil de bir cembere gore yansima
olarak gormek miimkiin (dilimizdeki eski
metinlerde evirtimin “akis” olarak
adlandiriimasinin nedeni herhalde bu).

d) Neden, evirtim i¢in “Euclid geometrisinin
gergek anlamda mali degil!” dedim? Bu derin
konuya sadece dokunmak istiyorum:
Ornegin, bu doniigiim her zaman dogrulari,
dogrulara doniistiirmez: Yukardaki
gosterimle @ evirtimi y gemberinin digini
icine gonderiyor; bu kosullarda y nin diginda
bir dogru, dogru olarak kalabilir mi? Mizrak
guvala sigmayacaktir.

e) Yukardaki gosterimle, p > 0 halinde vy
cemberi @ evirtimini tamamen belirlemekte.
Bu nedenle @ ye “y cemberine gore evirtim”
diyecegiz. Ayn sekilde pozitif kuvvetli belirli
bir evirtim sozkonusu iken, o evirtimi belirten
gemberi “evirtim gemberi” olarak anacagiz.
Evirtim ¢cemberinin evirtim altinda sabit
kalan noktalardan olugtuguna tekrar igaret
edelim. '

Yorum: Okuyucu yarigapi sanal gemberlere
bir anlam bigebiliyorsa bu s6z dagarcigimi
kuvveti negatif evirtimlere de genigletilebilir.
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f) Evirtim merkezinin evriginin bulunmamas: bir
eksiklik hissi veriyor. Bu eksiklikten
kurtulmanin bir yolu da var: Diizlemde
hareketli bir noktanin evirtim merkezine
gittikge yanagtigim diigiinelim. Bu noktanin
evrigi evirtim merkezinden istenildigi kadar
uzaga gidecektir. Diizlemimizi « ile
gosterecegimiz “sonsuzdaki nokta”y:
eklemekle genigletirsek, evirtim merkezi ve ©
evrik noktalar addolunabilir.

Simdi evirtimi biraz daha derinlemesine
inceleyebiliriz:

Yardimc: Teorem 1:

M merkezli bir evritmi alahm. X, Y # M
noktalarinin evrikleri sirastyla X', Y’ olsun. X, Y,
X', Y’ noktalan ya dogrudag ya da gemberdestir.

Ispat: (Sekil 1) Evirtim kuvveti p olsun. Bu
noktalarin dogrudag olmadiklarini varsayalim.

MX.MX'=p=MY.MY’
den OXY ve OY'X’ liggenlerinin ters benzer
olduklan, bu nedenle de

X (XX XY) = ¥ (YX,Y'Y)

oldugu goriilir. (Dikkat: “Dogrular arasindaki
ag1”, bkz. [3]). Demek ki X,Y,X",Y’ noktalari
cemberdestir.

Teorem 1:

a) Bir evirtim, evirtim merkezinden gegen bir
dogruyu kendisine doniistiirir.

b) Bir evirtim evirtim merkezinden gegmeyen
bir dogruyu, evirtim merkezinden geen bir
cembere doniistiiriir. Bu gemberin evirtim
merkezinden gegen capi dogruya diktir.

b’) Bir evirtim evirtim merkezinden gegen bir
cemberi, bu gemberin evirtim merkezinden
gecen capina dik bir dogruya doniistirir. (Sekil 2)

(Sekil 2)

Ispat:

a) Evirtim merkezi M olsun. M den gegen bir s
dogrusu alalim. (Bu Sekil 2'de yok!) s dogrusu
tizerindeki herhangi bir X # M noktasinin evrigi
(evirtimin tammundan!) gene MX = s dogrusu
tizerinde kalmahdir. Demek ki s dogrusu kendine
donugmektedir. (Dikkat: Dogru tizerindeki
noktalar yer degistiriyor ama dogru biitiin olarak
sabit kaliyor!)

b) k, M den gegmeyen bir dogru olsun. M denk
ye indirilen dikmenin ayag P olsun. P nin evrigi
MP lizerinde bir P’ noktasidir. Simdi k dogrusu
tizerinde herhangi bir X noktasi diisiinelim. X in
evrigi X’ olsun. Yardimei Teorem 1’e gore
X, X' P P’ noktalar1 gemberdestir. MP, k ye dik
olduguna gore X'P’ de MX' ye dik olmahdr.
Boylece X' daima [OP’] caph gember iizerinde
kalacaktir.

b’).Bir noktanin evriginin evrigi kendisi
oldugundan bu, b) den agikardr.

Yorum: Teorem 1 b’) niin 6nemli bir sonucu
olarak evirtim merkezinde birbirine teget olan iki
cember, paralel iki dogruya doniisecektir.

Yorum: Teorem 1 dogrulan cemberlere
doniistiiriiyor; yani bir anlamda bizi dogrulan
cember olarak gormeye yoneltiyor. Gergekten de
M noktas1 hari¢ cember lizerindeki noktalar
dogru iizerindeki noktalarla birebir iligki i¢inde
bulunuyor. Dogru tizerinde ise M ye kargilik
gelen bir nokta yok! Eger, diizlemimize e
noktasini ekler, diizlemimizdeki her dogrurfun da
oo dan gegtigini diistiniirsek bu durum ortadan
kalkar. Yani evirtim konusunda dogrularn o dan
gecen cemberler olarak gormek yararh olacaktir.
Bundan onceki yorumun isiginda da paralel
dogrular « da birbirine teget cemberler olarak
anlagilabilir.

Teorem 2: Bir evirtim, evirtim merkezinden
gecmeyen bir gemberi evirtim merkezinden
gecmeyen bir gembere gevirir. Evirtim merkezi
ayni zamanda bu iki gemberin bir homoteti
merkezidir. (Evirtim kuvveti pozitifse dis,
negatifse i¢ homoteti merkezi.) bkz. [1]).
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(Sekil 3)

Ispat: (Sekil 3) M merkezli bir evirtim ve M den
gegmeyen bir w ¢emberi alahm. w nin M den
gegen capi [AB] olsun. A, B nin evrikleri sirastyla
A’, B’ olsun. o lizerinde herhangi bir X # A, B
noktasi i¢in AX, BX e diktir. X', X noktasinn
evrigi ise Yardimei Teorem 1'den A, X, X/, A -
noktalari cemberdes olu

(XM, XA) = B (A, AB) @)
Aym sekilde B, X, X', B noktalarinin
¢emberdesliginden

¥(XB,XX') = ¥ (B'A’, B'X') (3)

bulunur. (2) ve (3) denklemlerinin sol taraflarinin
toplamu bir dik ag1, sag taraflarinin toplami da
¥ (A'X’, B'X") vereceginden, A'X’ daima B'X’ ne
dik olmahdir. Yani w gemberi iizerindeki her X,
noktasinin evrigi (yani X') daima [A'B'] caph o’
cemberi lizerinde kalmalidir. Simdi, M
noktasinmn w, w’ gemberlerinin homoteti merkezi
oldugunu gostermek kaltyor: MX dogrusu X
haricinde bir de X" de kessin. (Ozel hal: MX, w
ya tegetse X = X"). Evirtimin kuvveti p > 0
olsun. (p < 0 hali benzer sekilde ele alinabilir.)
MX.MX'=p (4)

dur. Ayrlca MXB ve MAX" licgenlerinin ters
benzerliginden

MX.MX"=MA.MB=d > 0 (sabit}) (5)
dir. (4) ve (5) boliinerek (nasl?)
W:W=p/d=sabit >0
bulunur. Demek ki M, w ve o’ niin dig homoteti

merkezidir.

Yorum: Dogrulan da genellestirilmig gemberler
olarak goriirsek, Teorem 1 ve 2 “Bir evirtim
¢emberleri gemberlere doniigtiiriir!” seklinde
sloganlagtinilabilir.

Okuyucuyu uyarahm: Genel olarak gember
merkezleri, cember merkezlerine doniigmez.

Yorum: Teget iki gember bir evirtim altinda gene
teget iki gembere doniigiir. Degme noktasinin
evrigi, evrik cemberlerin degme noktasidir.
Okuyucu bunu evirtimin bire-bir bir doniigiim
olmasi gergeginden yola gikarak, kolayca ispat
edebilir.

Ornek I:

Iginde gok sayida gember bulunan problemler
evirtim sayesinde basitlestirilebilir:

Problem 1: a, B, v, & cemberlerini gozoniine
alalm. a.ve B, B ve vy, y ve §, d ve asirasiyla A, B,
C, D noktalarinda teget olsun. (Sekil 4a)

A, B, C, D noktalarinin ¢emberdes olduklarini
gosteriniz.

(4 a) B (¢b)
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Coziim: A noktas) merkez olmak iizere bir
evirtim alalim. a ve § gemberleri a’, B’ paralel
dogrularina doniigecektir. y, & gemberlerinin
evrikleri ', 8’ ise a’ dogrusu &' gemberine D nin
evrigi olan D’ de, B’ dogrusu y’ gemberine B nin
evrigi olan B’ de degerken, B’ ve y' gemberleri de
C nin evrigi C' noktasinda birbirlerine teget olurlar.
(Sekil 4b)Simdi isimiz B’, C', D’ noktalarinin bir
dogru (yani A nin evrigi olan % dan gecen bir
gember) tizerinde kaldigimi gostermeye kaliyor.
Bunu okuyucu kolayca yapabilir. (Ipucu: C' deki
teget B'C' ve C'D’ kirigleriyle aym agilar yapar.)

Ornek II

[Ik 6rnegimizde evirtimin kuvveti 5nemli degildi.
Bazen evirtim kuvveti akillica segilirse,
problemler basitge ¢ozulebilir.

Problem 2: Bir ABC ii¢geninde ti¢ yiiksekligin
kesisme noktas1 H, sirasiyla BC, CA, AB
kenarlar uzerindeki yiikseklik ayaklari da U, V,
W olsun. [HA] ¢aph ¢ember ABC ii¢geninin
cevrel cemberini bir K # A noktasinda, UVW
ucgeninin gevrel cemberi de BC dogrusunu bir
L # U noktasinda kessin. K, H, L noktalarinin’
dogrudas olduklarin gosteriniz.

(Sekil 5)

Coziim: (Sekil 5) Once

HA.HU=HB.HV=HC.HW  (6)

oldugunu hatirlayalim. (Ornegin H AV ve H BU
licgenlerinin benzerliginden ilk esitlik, HCV ve
H BW iiggenlerinin benzerliginden de ikinci
esitlik bulunabilir.) Sonra da H merkezli ve
p=HA .HU kuvvetinde bir evirtim alahm. (6)
esitligine gore U, V, W sirasiyla A, B, C nin
evrikleridir. Ote yandan ABC nin ¢evrel gemberi

UVW nin gevrel cemberine doniisecektir. En
nihayat [HA] ¢aph ¢cember aym zamanda Vve W
den de gectigi i¢in (Neden?) BC dogrusuna
doniismelidir. Demek ki ABC nin gevrel
¢emberiyle [HA] caph ¢emberin A olmayan
kesigim noktasi K, s6z konusu evirtim altinda
UVW nin gevrel cemberiyle BC dogrusunun U
olmayan kesisim noktasina yani L ye gitmelidir.
Bir nokta, evirtim merkezi ve evrik nokta daima
dogrudas oldugundan, K, H, L noktalar1 da
dogrudagtir.

Yorum:  Bilgili okuyucu UVW nin ¢evrel
cemberini ABC iiggeninin dokuz nokta

cemberi olarak tamyacaktir. Ayrica L noktas: da
[BC] nin orta noktasidir. Dokuz nokta gemberini
ve ilgili dokuyu az ilerde kisaca tanitacagiz.,

Yorum: Genis acih iiggenlerde p=HA .HU > 0

oldugundan, yukarida sozkonusu olan
evirtimde, H merkezli ve p'/? yarigapli gembere
evirtim gemberi olarak bakilabilir. Bu 6nemli
cembere licgenin kutup ¢emberi ad verilir. Tabii,
dar agili iggenlerde kutup gemberi sanaldir.

Ornek III

Evirtim uzakliklari sakl tutmamakla birlikte, bu
yonde de onemli ipuglar saglayabilir. Okuyucu
bu ornekte, evirtim merkezinin ayn1 zamanda
evrik cemberlerin homoteti merkezi oldugu
hususunun nasil etkili bir arag¢ oldugunu
gorecektir. Ornegimiz, Pappus'a (M.S. 4. Yiizyil)
izafe edilen bir teorem olacak. Once biraz karigik
olan dokuyu agiklayalhim: (Sekil 6)
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Bir k dogrusu iizerinde birbirlerinden farkh A, B,
C noktalan alalim. B noktasi, A ile C arasinda
bulunsun. a, B, y sirasiyla [BC], [CA|, |AB|
yarigapli, k nin aym tarafindan kalan
yangemberler olsun. Boyle ii¢ gemberin
olusturdugu sekil eski Yunan matematikgileri
tarafindan incelenmis ve ayakkabici bigag
anlaminda “arbilos™ olarak adlandinlmgtir.
(“Arbilos™ hakkinda birkag giizel teorem
Arsimed'in (M.O. 3. yiizy1l, Oliim 212) ash degil
Arapga aktarmalar bulunan bir eserinde
goriilmekte [2]). Simdi “arbilos™un i¢ine a, B, v
yan ¢cemberlerinin her birine teget bir a, cemberi
yerlestirelim. Bundan sonra gene “arbilos”un
icine o, cemberine ve B, y yari cemberlerine
teget bir a, cemberi yerlestirelim. Devamla
“arbilos”un igine a, gemberine ve B, y
yanigemberlerine teget olup a, olmayan bir a;
¢emberini yerlestirelim. Tanimimzi timevarimla
tamamlayahm. a,, 0., ..., &, gemberlerinin
tanimlandigin varsayarak o, ., i “arbilos”un
i¢inde kalip, a,, gemberine ve B, y
yarigemberlerine teget olup a,,_, olmayan tek
¢ember olarak tamimlayalim.

KAYNAKLAR:

—
TEOREM 3: o, ¢gemberinin k dogrusuna
uzakhg, bu gemberin ¢apinin n katidir.

ISPAT: Piif noktasim teskil eden evirtimi verip,
ispat1 okuyucuya birakacagiz: A merkezli bir
evirtim alahim. (Sekil 6’da pozitif kuvvetli bir
evirtim tasvir ediliyor.) B ve C nin evrikleri C’ ve
B’ olsun. B ve y yarigemberleri k dogrusuna
sirasiyla C’ ve B’ de dik yandogrulara
doniisiirken o yarnigemberi [B'C’] caph o’
yarigemberine doniigecektir. o, a,, ..., 0,
cemberlerinin evrikleri de B’ ve ¥’ dogrularina
teget olup o’ yarigemberinin iizerine bir kule
seklinde istif edilmig cemberler olacaktir. Son
ipucu: A noktasi a, ve a, niin homoteti
merkezidir.

1) H. Demir, “Homoteti ve Benzerlik”, Matematik Diinyas, Say1 4, s. 2-7.

2) EJ. Dijksterhuis, “Archimedes”, Ejnar Munksgard, Kopenhag, 1956. (c. Dikshorn tarafindan Felemenkge aslindn Ingilizce’ye terciime)

3) C. Tezer, “Diizlem Geometride Agular ve Olgiileri”, Matematik Diinyasi, Say1 1, s. 3-6. .

nasil tartarsimz.

BOZUK TERAZI

- Kefe kollaninin uzunluklari farklr olan bozuk bir terazi i

le bir maddeyi dogru olarak
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BIR U¢GENE AIT CEMBERLER

CEMAL Ko¢

Bir liggene ait gevrel gember. dis teget cemberler
ve dokuz nokta ¢cemberi liggenin en onemli
ogelerindendir. Bu yazida amacimiz, gerekli on
bilgilerle birlikte s6z konusu ¢emberlere iligkin
bazi1 6nemli 6zellikleri sunmak.

Kolaylik saglaﬁak i¢in, yazimiz boyunca sik sik
kullanacagimiz gosterimleri verelim:

A, B, C agilar ve ag1 dlgiileri

V., Vi, V. kenar orta noktalar

N,, N, N ag1 ortaylarin karsi kenarlari kesim
noktalari

H,, H,,, H. yiikseklik ayaklan

H ortosantr, G agirhk merkez O gevrel cember
merkezi

I; I, I, L. i¢ ve dis merkezler

E dokuz nokta ¢emberinin merkezi.

a, b, ¢ kenar uzunluklan '

V,, Vp, V kenar ortaylar

n,, n,, 0, agrortay uzunluklar

h,, hy, h, yiikseklikler

atb+c
Salan,u= 5 yarigevre
R gevrel yarigap

I, T, Iy, I i¢ Ve dis yancaplar

STEWART TEOREMI VE SONUCLARI

Stewart teoremi bir liggene ait kenar ortay
agiortay vb. dgelerin uzunluk formiillerini hemen
verebilen kullanigh bir sonug.

Bu savinuzda Emvre Alkan'in derledigi problemlere devam edec eg'iz Ancak bunlar gegen sayida-
kilere gore daha fazla on bilgi gerektiriyor. Biitiinlitk saglamak i¢in 6nce Cemal Kog un
“Bir iicgene ait cemberler” konulu yazisina yer verdik.

TinG
TEOREM I (Stewart) Bir ABC u;genmm {BC}
kenan mrmde bu' nokta D olsun. Eger : :

|DA| = x, IDBI =p EDCI = ¢

o ax?:“pbz.:*- qc?. _ :91,_;;,

ISPAT: ADB ve ADC agilarinin olgulerme

sirastyla o ve T — a diyerek Aﬁi ve ADC

ticgenlerine kosiniis teoremini uygularsak
c?=p*+x*—2pxcosa
b?=q>+x>+2qxcosa

elde ederiz. Birincinin her iki yamini q,
ikincisininkini p ile ¢arpip toplarsak ispat biter.

Bu teoremde p=q= % alacak olursak x kenar

ortay uzunlugunu verir. Aglortay uzunlugunu
bulmak igin ise aglortay bagintisi adi verilen

p_9q__2

esitliklerini kullanmak yeterlidir. Buna gore su
sonucu verebiliriz.

2\
SONUC: Bir ABC ucgeninin A kogesine iligkin
kenarortay v, ve a(;1ortay n, ise

2
vi= % +5 4 (kenar ortay bagmtlsl) (2)

ac ab )
n; =cb—pg; (P=pxc 9= brc) €)
né= 4bcu(u—a) (4)
2 (b+c)?
olur.

Simdi licgenlerdeki cemberleri tek tek ele-alalm.
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CEVREL CEMBER
AN

Bir ABC iiggeninin kogelerinden gegen tek bir
cember vardir;

Merkezi kenar orta dikmelerinin O kesim
noktasi olan bu gembere gevrel gember diyoruz.
asagidaki bagintilar yazilabilir:

a=2RsinA,b=2RsinB,c=2RsinC,

(siniis teoremi) (5)
1, b
S=5absinC =g ©6)
TEGET CEMBERLER

Bir A%C tggeni igin, her li¢ kenara da teget olan
. dort gember vardir. Dogal olarak bu gemberlerin
merkezleri i¢ ya da dis agiortaylarin kesim
noktalandir. ki i¢ aglortay iicgen icinde, iki dis
aclortay da ticgen disinda keseceklerinden bu
dort cemberden birinin I merkezi liggen iginde,
diger ligiiniin kargilik geldikleri kogeye gore I, I,
I, ile gosterilen merkezleri iiggen digindadir.
Benzer bicimde yancaplariginder,r,, 1, I,
gosterimleri kullamilir. Buna gore A, B, C

- kogelerinden

(i) i¢ cembere olan teget uzunluklari sirastyla
u—au—b,u—c

(ii) I, merkezli dig cembere olan teget uzunluklan
uu—c,u—b

Boylece hemen su sonuglar yazabiliriz:
S=ru=r,(u—a) 7

r
tan 5 =—b 8)

Ahgtirmalar:
B C C A -
1) tanftan7+tan7tan7+tan%tang =]
A B C A B
cotjcot7c0t7=cot7+cot7+cot% =¥

bagintilarini kurunuz.

(2) Ig teget cemberin [BC] ye degme noktasi D

ise,
lb—cl
lVaDl = 2
_ab—c|
VN =206+ ¢)
B [b2 — Czl
lVaHal - 2a
olduklarini gostererek
[V.DI> = [V.N,| [V,H,|
bagintisini kurunuz. A

PaN
3) ABC lggeninin AN, aglortay ¢cevrel cemberi
A, noktasinda keserse

|A1B| = IAII, - |A1C|

oldugunu gésteriniz.
DOKUZ NOKTA CEMBERI

Bir A%J ticgeninin H ortosantrim kogelere
birlestiren dogru pargalarinin orta noktalan
sirastyla K, K, K olsun. A¢1 hesaplamalariyla
H,, Hy, H, V,, V,, V. noktalarindan herbirinin
[V.K,] dogru parcasim dik ac1 altinda gordiikleri
kolayca gergeklenebilir. Bu gember [V, K] ve
[V.K ] caph cemberlerle aymdir. Oyleyse dikme



4

(4

ayaklan, kenar orta noktalan ve K, K, K. den
olusan dokuz nokta bir cember tizerindedir. Bu
cembere dokuz nokta cemberi, Euler gemberi ya
da Feuerbach ¢cemberi denir.

Dokuz nokta gemberinin E merkezi [OH] in orta
noktasi ve yanigapt R/2 dir. Once yarigapin R/2

oldugunu gorelim. Bunun igin 5 benzegim

VaN 2 -
oraniyla V,{ V. ~ ABC olusunu disiinmek

. yeterli. [V,K,] nin orta noktasi olan E merkezini

belirlemek igin ise su saptamalari yapalim:

(@) V.K,//BHveV,V,//AC = VK,LV.V,
V.V,//BC = AK, 1 V.V,

PN
Demek ki K, noktas1 AV.V, licgeninin
ortosantridir.

- (b) OV, LV.Vyve OV, 1V,V, dir yani O

A
noktast V,{V_ licgeninin ortosantridir. AV.V,, ile
A
V, WV, es olduklarindan
|OV,| = |AK,| = [K,H]|

elde edilir. Boylece hem OV ,HK, dortgeninin
paralelkenar oldugunu hem de kendi bagmada 8

onemli olan

HA]| '
jov, = EA ©)

bagintisim elde etmis oluruz. Bu paralelkenarin
OH kosegeninin ortasi [K,V,| nin E orta
noktasidir.

EULER DOGRUSU

Simdi OH ve AV, dogrularinin kesim noktasina
K diyelim (Sekil 7).

4
K
K.t Vp
0 s
£ E
& L Hp
Va I~/. "
)

(9)uyarmca |[KV,| _|OV,| 1
KA| — [HA| ~2

PaN
oldugundan K noktast ABC nin agirlik merkezi
yani K = G dir. Demek ki G noktasit OH

uzerinde olup
OH = 30G

esitligi saglamir. Béylece O, H, G, E nin dogrudas
olduklarini gormiis bulunuyoruz. Bu noktalarin
tizerinde bulundugu dogruya Euler dogrusu
denir. Sekil 8'de bu noktalarin Euler dogrusu
tizerindeki konumlar goriilmektedir.

Vektorel bir yazisla,
OH =30G =20E . (10)

EULER TEOREMI

Once su teoremli ige baglayalim:

TEOREM: Bir ABC iicgeninin Al agiortay
gevrel cemberi A, noktasinda keserse agagidaki
bagntilar dogrudur:

19



(i) |A|B|=]A|I|=|A|C|

(i) r=4R sinj,_- sin§ sin§

(1)

ISPAT: Acilara bakacak olursak,

s

P P
IBA, = ABA,— ABI
P
= ABC +CBA, — ABI

PaN
olup A,IB nin ikizkenarlig: ¢ikar. Benzer

PaN :
bigcimde A, IC ikizkenardur. Ikinci kisim igin ise

v .

diyerek, - :

A

|A,I| =|A,B|=2Rsin~

. A . B

IC| = 2|A,I|sin p = 4R sin5 sin7 -

A.B. . C

r=|IC| sin%=4Rsinjsm§sm§
elde edilir.

Artik cevrel gember merkezinin ig ve dig
merkezlerden olan uzakhklarini veren Euler
teoremini ele alabiliriz.

#
Teorem (Euler) Bir ABC iicgeninin O gevrel
gember merkezi ile I i¢ merkezi ve I, dig merkezi
arasmndaki uzakhklar L o |

- |OIP =R@® —2r), |OLP=RR+2r) (12)
egitlikleri ile belirlidir.

ISPAT: Sekil 9'u kullanacak olursak, I nin AC
tizerindeki dik izdiistimii D olmak iizere AID

Al
~ AAB den % - (flkar. Yukardaki
IBA,

teoremden |BA | = [IA,| yazarsak |
AI| [IA,| = |AI| BA,| = 2Rr |
ve | nin gembere gore kuvvetini ya da Stewart
Teoremini kullanirsak
|AI| |IA,| = R? —|OI}?

elde ederiz. Boylece

R2—|OI|*=2Rr
ve sonug olarak

|O1)>=R(R — 2r)
istenen bagintisi gikar. ‘

Dis teget cember igin ispati okura birakiyoruz.

BAZI GEOMETRIK ESITSIZLIKLER

Euler teoreminin gok agik bir sonucu R = 2r
esitsizligi. Burada esitligin olabilmesi icin O ile I
nin cakigmas yani tiggenin egkenar olmasi
gerekir ve yeter. $imdi bu ana esitsizligi ve
bundan elde edilen bazi esitsizlikleri verelim.

SONUG: Bir A%C licgeni icin agagidaki
esitsizlikler gegerlidir. Bu esitsizliklerde esitlik
durumunun olmasi igin liggenin egkenar olmasi
gerekir ve yeter.

) Rz2r (13)
2) 2u? = 27Rr (14)
= 33 |
3) 3\/3rSuS—32LR (15)
LA
4) siny sin%sin% s% (16)
5) l<cosA+cosB+cosCS%- 17)
6):cosAcosBcosC s% (18)

ISPAT: 1) Agik ‘
2) Aritmetik-Geometrik ortalama eitsizliginden
(2u)* = (a+b+c)® = 27abc = 108RS = 108Rru

dan istenen 2u? = 27Rr elde edilir.



3) (13) ve (14) den dolayy,

2u? < 27 Rr < 27(20)r
cikar ve birinci esitsizlik elde edilir.
4) (11)ve (13) den hemen gikar.
5) cosA+cosB+cosC=
1+ 4sin%sin%sin%
olusu nedeniyle (16) isteneni verir.

6) (17) den cos A cos B cos >

(cos A+cos B+cos C 1

3 y=3

Sy'ten 3Yiin ikinci bir kamitin verebiliriz: sin?A +
sin?B + sin?C = 2(1 + cos A cos B cos C)
esitligini kullanacak olursak

a2 +b? + c? = 4R? (sin’A + sin?B + sin’C) =
8R?(1 + cos A cos B cos C) olur. simdi (18)
esitsizliginden

a?+b?+c? = 9R?
elde edilir. Oysa
3@ +b*+c)—(a+btcy=
(@a=byl+®b—cP+(c—ay?=<0
olusunu kullanirsak
Ju=a+b+c= B@@+b’+c?) =3 3R

elde edilir ve (15) deki ikinci esitsizlik gosterilmig
olur. Esitlik durumlarini irdelemeyi okura
birakiyoruz.

ALISTIRMALAR: Asagidaki esitsizlikleri
gosteriniz:

A B
1) cos7 cos cos

2) tan%+iang+tan

A "B -C .- j3
3) tanytanztans = °g
>

4) sinA+sinB+sinC

FEUERBACH TEOREMI

Konunun biitiinlenmesi agisindan Feuerbach
teoremi zorunlu. 1800 ve 1834 yillan arasinda
yagayan ve Almanya'nin Erlangen kentinde lise
ogretmenligi yapan Feuerbach 1822'de
yaynladig: bir kitapgikta tiggenlere ait
cemberlerle ilgili birbirinden giizel bir¢ok bagint1
vermig. Bunlarin en ilgi cekeni kendi adiyla amhr
olmus.

Teorem (Féuerbach) Dokuz nokta ¢emberi i¢
¢embere ve dig cemberlere tegettir.

Ispata girmeyip ilgilenen okura Cem Tezer'in
gelecek sayimizdaki yazisim onerecegiz.

Son olarak iki soru:

1. (1991 Olimpiyatr:) Verilen bir ABC
iicgeninde i¢ cemberin merkezi I olsun. A, B, C
acilarinin i¢ agiortaylarinin karsi kenarlan
kestikleri noktalarn sirasiyla A’, B’, C' ile
gosterelim. Asagidaki esitsizligin dogru oldugunu
gosteriniz.

1 Al.BI.CI 8

—_ <

4 <AA .BB'.CC =27
2. ABC butun kenarlan farkli uzunlukta bir
ticgen, G ticgenin agirlik merkezi, I i¢ merkez ve

H ortosantr ise GIH > 90" oldugunu gosteriniz.

Kaynaklar:

- R.A.Johnson, Modern Geometry, Houghton Mifflin Company
1929.

- L.S. Shively, An Introduction to Modern Geometry, John Wiley
and Sons, Inc. London 1939. .
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GEOMETRIK ESITSIZLIKLER

EMRE ALKAN

#

Bir AB ... F ¢okgeninin alanin |AB ... F| ile
gosterecegiz. ,

Problem 1: Koseleri A, A,, A; olan uiggenin
icteget cemberi kenarlara sirayla B, B, B; te
degmektedir. A, B, icteget cemberi C, de kessin
C, ve C, te benzer sekilde tamimlansin.
Asagidakileri gosteriniz:

i) AA,A; iin alam1 B,B,B; iin alaninin en az
dort katidir.

i) A,A,A; un ¢gevresi B,C,B;C,B,C; iin
gevresinin en az /3 katidir.
iii) A;A,A;inalam B,C,B;C,B,C; lin alaminin
en az iki katidir.

R 2
2 u- b B, u-c

Céziim 1:1) |A A,A;| = 4 [B,B,B;| oldugunu
gostermeliyiz.

|A|AA;|=u.1, A A A, lin igteget cemberi
B,B,B; iin ¢evrel ¢emberidir.

, A
‘ - B;B,=2(u—c).sin3"
B,B; ve B;B, de benzer sekilde yaizﬂarak

~ |B,B,B;] =%(u —a)(u—b)(u—c).

Ay L A, LA
sm—zj.sm—za‘.sm—zl

esitsizligi cikar.

sonug olarak, C. Koc¢’un yazisindaki (11) ve

(16) kullanilirsa istenen A A A

| By B2 B3| = 2| A; A3 A3| sin “Lsin Z2sin 22
S 4 WE 2 2 2

esitsizligi cikar.

A

ii) Su iki ifadeye bakalm:

* « A A,A, eskanar oldugundan N
B,C,B,C,B,Cy’iin ¢evresi maksimum degerini
alir.

** «“jcteget gemberleri es olan iiggenler iinde
minimum ¢evreli liggen eskenardir.”

* ve **'yj gosterirsek, A A A; eskenar
oldugunda bir minimumla bir maksimumu ayni
anda yakalamus oluruz. Bu ise derhal problemin
ii) ve iii) kisimlarim gosterecektir.

*in ispati: B,C,B;C,B,C;’iin bir diizgiin altigen
olmasi gerektigini gosterecegiz.

c
\
AY
A s Nz
. /
N \
\ \ /
N \ 77
N \ ”
N \ y
N
N, \ 4
AN /
AN ‘3 /R
\(\\‘ y
\“/
Y
0

N
ACB uzerinde dyle bir C bulalim ki AC + BC
maksimum olsun. -

0
AC+BC=2R(sin§+sin%)
R ve—5— sabittir.
. 6 . . 6+ 0—
sin 5 =+ sin g’- = 2)fsm —4[3 .COS —4B

sabit

ancak ve ancak 0 = [3/0\Idugunda AC+BC

maksimum olur. C, ACB yayinin orta noktasi
olmahdr.

Buradan su sonucu ¢ikarabiliriz. Diizgiin
olmayan bir altigenin gevresi biiyiitilebilir.

1
< 1|A1A2f13|

22]



Aym bir ¢ember iginde maksimum gevreli
diizgiin altigendir.

**ise C. Kog'un yazisindaki (15) esitsizliginin bir
yorumundan ibarettir. Su halde igteget
cemberleri eg liggenler ailesi icinde minimum
cevreli eskenar tiggendir. A, A,A; eskenar
oldugu zaman _

cevre (A A,A;) = /3 gevre (B,C,B;C,B,C;)
oldugu goriilebilir. Bu ii)'yi ispatlar.
iii) S = u . r oldugundan es bir igteget gemberi
icin minimum alanh tiggen de eskenardir.
Maksimum alanh altigenin diizgiin oldugu

- gosterilerek iii) ispatlanr.

Diizgiin altigenin maksimum alanl oldugunu
gormek igin bir yay lizerindeki ortak tabanl
tiggenlerden maksimum alana sahip olanin
ikizkenar oldugunu gozlemek yeterlidir.

C
s I
A — B

“
[l
[
3
1

Problgm 2. Birinci problemde B, C,, B,C;, B,C,,
B;C); B;C,, B,C, uzunluklarindan en az birinin

b ; i .
12794 ¢ Er—c )!/? ifadesinden kiigiik veya esit

oldugunu gosteriniz.

Coziim 2: Birinci problemde oldugu gibi
A;A;A7ln igteget cemberini sabit tutalim.
A A,Aln cevrel cember yarigapi R olsun.

1
IA1A2A3|=Z_R.a.b.C =

a.b.c=4R.|A A,A;| elde ederiz. A A,A,
eskenar oldugundan |A; A,A;| alaninin minimum
oldugunu 1. problemde bulduk. Euler
Teoremine gore R > 2r = sabit ve esitlik ancak
licgen eskenarsa vardir. Su halde A | A)A;
eskenarsa R’de minimum olmaktadir. Bundan
dolay1a.b. c ifadesi liggen eskenarsa minimum
olur. '

Simdi sunu gosterelim: Bir cember igine ¢izilen
altigenlerden kenarlar ¢arpimi maksimum olan
diizgiin altigendir.

AC . BC’nin ne zaman maksimum olacagina
bakalim.

|ABC| =%AC .BC.sin6

P
yazilabilir. C, ACB'nin orta noktas1 ise ABC
alam maksimum iken sin@ sabit oldugundan
dolayisiyla AC . BC'de maksimum olur. Su halde
diizgiin altigenin kenarlari carpimi
maksimumdur. Boylece A A,A, eskenarken bir
maksimumla bir minimum yakaladik. Boylece,
B,C,;.B,C,.B,C,.B,C,.B;C,. B,C,.
<(a.b.c)’/3%.43 (1
elde ederiz. Ceva teoremi yardimiyla
u—a uy=b u=¢
u—b'u—cu—a |
oldugundan A B, A,B,, A;B, dogrular bir
noktada kesigirler. Benzerlikten
A% 8 X 3 _ X
a, Xy 8 X’ @ X,
yazihp taraf tarafa carpilirsa
a,.33.35=2a;.3,.3
= B,C, .B,C,.B,C,=B,C,.B,C,.B,C,
elde edilir.
Altigenin kenarlanni boylece ¢arpimlan esit iki
kiimeye ayirmig olduk. Altigenin kenarlarindan
en az biri i¢teget gember yarigapindan biiyiik
veya esit olmahdir. Genelligi bozmadan
B;C, 2 r kabul edelim. (1) esitsizliginden,
B,C,.B,C,.B,C; <abc/24/3,B,C, =21
oldugu kullanilirsa, r . B,C, . B,C; < abc/24./3,
genelligi bozmadan B,C, < B,C; alahm.

abc /3
> (B,Cy)? S_r_-% o
_34 (abc
BC, < 129, (FF)12

elde edilir. Bu daistenen sonugtur.

Ahgtirma: Bir licgenin kenarlan a, b, calamda S
olsun.

a?+b+c?> 6.5

oldugunu gosteriniz.



SORULAR

#

ALISTIRMA SORULARI

A26. {1,2,..,njdogal sayilar kiimesinin 2 ogeli g ,
Bu sayida yer alan problemlere ait g6zumlerin | Haziran

biitiin altkiimelerinde gegen sayilarin toplam 1992 tarihjnden once elimizde olacak sekilde gonderil-
kagtir? mesi gerekmektedir.

A27. Bir ABC iiggeninde L € [BC], /=|AL|,
|AC|=b,|AB|=c,
B= ¥ BAL, y= X CAL 1se

SinA _sinf3 | siny
¢ b c
oldugunu ispatlayiniz.

A28. Karmagik say: diizleminde z, i, iz noktalar
dogrudas ise z nin geometrik yeri nedir?

A29. Bir ABCiigcgeninde [BE] ve [CF] i¢ iki
aglortay ise, BCEF nin bir

a) kirigler dortgeni
b) tegetler dotgeni

olup olamayacagin aragtiriniz ve olmasi halinde
licgeni belirleyiniz. (Hazirlayan: H. Demir)

A30. Her ndogal sayisi igin

My (R4t P+ =

Coziimleri génderirken- liitfen sunoktalara dikkat ediniz:
1. Her sorunun ¢oziimiinii ayn bir kagida, okunakl ve

bir kiimenin k 6geli altkiimeleri sayisim : 2{'?%‘“ bir ‘.’_'9":_?" A
- A . . Kagidin sag iist kogesine adimz-soyadimzi adresinizi,
gostermektedlr.) ve Ogrenci iseniz okulunuzu ve sinifimzi yazimz.

oldugunu gosteriniz. (Burada ( E ) simgesi n 6geli




SORULAR

YARISMA SORULARI

Y26, —x*—y'—z'—t'+2(x% +x¥2? +x1+

y?z2 + y2t? + z%t%) + 8xyzt polinomunu, birinci
dereceden tam katsayili polinomlarin ¢arpimi
olarak yazimz.

Y27. Bir ABCDEF digbiikey kirisler
altigeninde

|AB| = BC|, |CD| = |DE|, [EF| = [FA|
ise alanlar igin
[BDF| =5 |ABCDEF|
esitligini ispatlayiniz.

Y28. Bir ABCD disbiikey dortgeninin kenarlar |

uzerinde

,IPA|_|RD| _|QB|_|sA|
[PB] ~ |RC|"#~|QC| ~ ISD|

olmak iizere P, Q, R, S noktalar1 alimyor.

PR N QS=Tise

13| _, [Pl
Q] ~ > TR~ #

oldugunu ispatlayimiz.

Y29. pasalsay,p > 2ve
1 1 1 .
——1+2+3+ +p 15 m,n € Z*

"ise m nin p ile béliinebilecegini gosteriniz.

Y30. A, B, C bir iiggenin agilar1 olduguna gore

1 cos?C  cos’B
cos2C 1 cos2A
cos’B  cos’A 1

determinantini iiggenin S alan1 ve R ¢evrel
yarigapt tiiriinden hesapjayiniz. (Hazirlayan: C.
Kog, H. Demir)

25
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A16. a,b,c,a’, b, ¢’ sifirdan farkli gergel sayillar 51991 = [§1991 = 251991 = 351991 =

ve
2w bt i ) 1985'"" = 5 (mod 10)
aﬂl_b12+ ”? 199 tane)
a b c 7191 = 7191 = 271991 = 37191 = =
ik
, ¢ 1987'*! = 3 (mod 10)
ise § ,

199 tane
aa’=Dbb’ + cc’

9“,‘” = 19|ql)| = 29|99| = 39I99I = =
oldugunu ispatlayip ayrica geometrik yorumunu

yapiniz. L3R = S{mod 10)
e — S

199 tane olmak lizere
COZUM: (Atasagun Baykal, Ankara) 11991 4 31991 4 5191 4 419971991 =
a_b ¢
a,—b,—c,—kderseka=ka,b=kb',c=kc’. 200.14+199.7+199.5+199.3
Bunlari a’ = b? + ¢* de yerlerine koyalim; +1999=1+199.(1+7+5+3+9)=
k'a’a=kb’.b+kc' .c = aa’=bb’ + cc’ =14199.25=4976 -
Geometrik Yorum: a* =b**+¢?,a? = b2 + ¢ olup mod 10’a gore bu toplam

esitlikleri, Pisagor Teoreminin iki ayr dik iiggene 4976 = 6 (mod 10) olur.
uygulamgidir.

- Sayinn birler basamag; 6 olur.
Uggenler, karsilikl kenarlari orantihi oldugundan

PERZERirIcs. A 18. Bir OAB iiggen O kosesi etrafinda pozitif
Demek ki ispatladizimiz bagintiya gore benzer yonde 90° donduriilerek OA'B’ tiggeni elde

iki dik iiggenin, esit dar agilan kargisindaki ediliyor. [A’B]'nin ortasi E ise OE 1 AB’
kenarlarinin ¢arpimlan toplami, hipoteniislerin oldugunu ispatlaymiz.

carpimina esittir.

COZUM: (M. Necati Ustiinay, Ankara)

A 17. 1’den 1991’e kadar (1991 dahil) olan tek
sayilarin 1991’inci kuvvetleri toplami olna

119914 31991 4 +19911%!

sayisinin birler basamagindaki say kagtir?

COZUM: (Ruhi Tabur, izmit)

11991 = 111991 = 21[991 = 31991 = =

198111 = 1991'%! = 1 (mod 10)
/

260 tane
31991 = 131991 = 231991 = 33191 = =
19831%%! = 7 (mod 10)
—— v 7 [OA’] L[OC] ve
199 tane
|OA| =|0A'| =|OC]| olacak bigimde bir c
noktas1 alalim.

[26]




R R R I I —

e e
mAOA’'=mA'OC ~ ~

~ =2 mBOA’'=m B'OC
mAOB=m A'OB’

|OB| = |OB’| ve |OA’| =|OC]| ise
PaN PaN
BOA’ = B'OC ve

AN PAaN AN ~
BOE = B'OE’' ® mBOE=mB'OE'=y

PaN PaN ~ ~
"EOA’ 2= E'OC > mEOA'=mE'OC=z

P
x+y+z=90°= mEOE'=90"

Aﬁ:de“. |AO|=|OC|
|BE'|=|EC|

ise OE'] // [AB/]

ve [OE] L [OE’]

ise [OE|_L[AB’]

A 19. Ardisik kenar uzunluklan a, b, ¢, d olan ve
B, D agilan dik olan bir ABCD dortgeninde

a+d _ b+c
A C
COS'Z_ 0082

olacagini ispatlayimz.

(Hazirlayan: Hiiseyin Demir)

C
¢ ;
D b
d
. B
A a

COZUM: (Erhan Giirel, Ankara)

AB'yi A'dan itibaren d kadar, BC’yi de C'den
itibaren ¢ kadar uzatalim.

-
CCD=CDC=—5
A
~ ~ A
AAD=ADA=45
A +C =180°
A ”~N
» -2+ == = 90° oldugundan

[A’ C'] dogrusaldir.
Olusan A'BC’ dik uggeninde
A

at+d
b¥ec olur.

t

20
=

E.
MIQ) N|>> N|(‘)> NIO)Mln

(o)

Q

(2]
o
+|+
ola.

(@]
Q
723

_a+d
~ b+c

Ccos

a+d

”~

b+c
= - olur.

cos =
2

A
Cos 3

A 20. a, b, c,d pozitif sayilar ve
atb+ct+d=_8ise

Ja+ /b+ Jc+ [d < 6 olacagim gosteriniz.
COZUM: (Namik Gok, zmir)

Cauchy - Schwarz esitsizligini kullanalim,
(Ja.14+/b.1+ fc.1+ fd.1)2 <
@+b+c+d)(12+ 12+ 12417
(Ja+ b+ fc+ /AP <8.4
Jat b+ c+/d<42<6

Sonug olarak

Ja+ b+ [c+ /d < 6olur.



Y 16. a,b, c herhangi gergel sayilar olduguna gore
Jer e
b243 /b*c2+ /b'a?
+ \/ 3 [cta?+3 [c’b?

= (a¥3+b*? + c¢¥3)*2 olacagini ispatlayimz.
(Hazirlayan: Hiiseyin Demir)
cOzZUM
(Volkan Dogan, Gaziantep)

a4 i

+ /b3 folcl+ fota?

+ /3 [ctal+3 [ctb?

=[a*3 (@ + b3 + ézm)] 12

+ [b“” (bz/s + c2/3 4 323 )]1/2

+ [04/3 (C2/3 + a2/3 + b2/3 ]1/2

= (am + b2/3 4 ¢2/3 )1/2 (32/3 + b2/3 4 23 )
= (32/3 + b3 + 62/3 )3/2

Diger Cozenler:

M. Necati Ustiinay, Omer Acimert, Zeliha Cetin,
Erhan Giirel, Fatih Kihtir, Emre Acar, Hakan
Kagh, Taner Kahveci, Muharrem Kocakusak,
Cem Ammiler, Murat Limoncu, Selda Tirag
(Ankara) — Vehted Kiling, Umit Uzel, Hasan
Cetinkaya, Ufuk Yavuz, Aynur Baysoy, Mert
Giizelbag, Oguz Akyildit, Cem lyigiin, Selda
Hasanbas, Cigdem Karabulut, Zafer Polat,
Aydin Unverdi (Istanbul) — Tolga Atay, Bilal
Yurdakul, Namik Gék (Izmir) — Levent Irak,
Inci Damar (Corum) — Erol Gedikli, Serap
Yilmaz (Trabzon) — Segim Kayar (Diyarbakir) —
Selguk Ozer (Eskigehir) — Selim Cetintiirk
(Balikesir) — Sercan Cevikol (Antalya) Ruhi
Tabur (Izmit)

Y 17. (a—b)*+ (b—c)®+ (c — a)’ polinomunu
(a, b, ¢’nin miimkiin olan en kiiglik dereceli ve
tam katsayili polinomlarinin ¢arpim olarak)
carpanlara ayiriniz.

COZUM I: (M. Necati Ustiinay, Omer Acimert,
Ankara)

a—b=x,b—c=yalimirsa
c—a=—(x+y)olur

(@a—bP+(b—c)+(c—a)
=0 +y = (x+y)

= x3+y3 —x? — 3x%y — 3xy? — y
=—3xy(x+y)

=3xy[-(x+y)]
=3(a—b)(b—c)(c—a).

COZUM II: (Yusuf Macun, Ankara)

P(a; b; c) = (a—b)’ + (b —c)*+ (c —a)’ en fazla
ligiincii dereceden bir polinomdur, dolayisiyla en
fazla 1. dereceden ug ¢arpani vardir.

a="b, b =c ve c=aigin polinomun degeri sifira
esittir, dolayisiyla (a — b), (b —c) ve (c — a)
polinomun ¢arpanlandir. Bu ug ¢arpan
birbirinden farkl olduguna ve polinomun en
fazla u¢ carpani olduguna gore,

P(a;b;c)=A(a—Db)(b—c)(c—a),A ER.
a’ nin katsayisi 3(c — b) olduguna gore, A = 3
ve P(a;b;c)=3(a—b) (b—c)(c—a)

(Basit 6zdegsliklerle de ayn1 sonug bulunabilir)

Diger Cozenler:

Erhan Giirel, Turan Bulut, Tamer Kahveci,
Emre Acar, Fatih Kihtir, Atasagun Baykal,
Ahmet Ceyhan, Fatih Meri¢, Lokman Kuzu,
Alper Halbutogullar, Murat Limoncu, Ercan
Sahin (Ankara) — Onder Say, C. Alparslan
Ertug, Aynur Baysoy, Ufuk Yavuz, Selda
Hasanbay, Ibrahim Canak, Cigdem Karabulut,
Aydin Unverdi, Dogan Mersin (Istanbul) —
Tolga Atay, Bahri Akyol, §. Emrah Aydin,
Namik Gok, Bilal Yurdakul (Izmir) — Selim
Cetintiirk, Serkan Kurtulug (Balikesir) — Levent
[rak (Corum) — Volkan Dogan (Gaziantep) —
Ali Isitan (Samsun) — Ruhi Tabur, Serkan
Darcan (Izmit) — Selguk Ozer (Eskisehir) —
Alim Yilmaz (Manisa) — Sait Ulutepe (Bursa) —
Hasan Cetinkaya (Afyon) — Selim Kayar
(Diyarbakir) — Can Mavruk (Adana) — Erol
Gedikli (Trabzon) — Isin Celkan (Erzurum) —
Niliifer Ozcan (Mardin)
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Y1, X 3 sin’(%)= ?
COZUM: (Al Isitan, Samsun)
Sin 3a = 3sina — 4sin’a., buradan:

sina = a sina. — 7 sin 3a

esitligi yardimuyla

i 2 . 3.
3sin® (n/3) =7 sin (n/3) — 7 sin

P 32
3%in’ (/3?) = 7 sin (n/3%) — 7 sin (n/3)

Y 19. Bir ABCii¢geninde [AD], [BE], [CF]i¢ -
agiortaylaridir. AD N EF =L ise L'nin BC’ye
uzaklig x ve AC’ye uzakhg da y ise, x = 2y
oldugunu gosteriniz. (Hazirlayan: Hiiseyin
Demir)

k 3 (/) = . o — 3% k-1
3¥sin’ (m/3*) =7~ sin (%/3%) — 7 sin (n/3*7")
- taraf tarafa toplanirsa; .
k_: ) n 3K+ n » COZGM: (Erhan Giirel, Ankara)
> 3 sin( = ==z sin(5~).(Sinz=0) N R
= e R 3 F ve E den BC'ye iki dik indirelim. Diklerin
elde edilir. uzunlugu h, ve h, olsun. 4
> ()= im § mems(E) L
n 3f{—\= n 3¢ — -
n;l 3"sin ( 3n ) kh_frzo El 3" sin (3n ) [FL] =k olsun.
a 3kt on
= lim [Tsin(5) ¢
_3m sin (/3"
R A W/
F
—;tk- =ydersek, k = o« ikeny - 0 olur. O halde L]
h
. siny ¥ ! /x
lm% v =] oldugundan,
H B a d
P D'D

g o T IO
El 3 sm3(3—n)— 7 bulunur.

Diger Cozenler:

M. Necati Ustiinay, Atasagun Baykal, Alper
Halbutogullari, Murat Limoncu, Yusuf Macun
(Ankara) — Cem Mutlugiin, Dogan Mersin,
Ibrahim Canak, Aydin Unverdi (istanbul) —
Selguk Ozer (Eskigehir) — Hasan Cetinkaya
(Afyon) — Volkan Dogan (Gaziantep) — Ruhi
Tabur (Izmit)

CF agiortay oldugundan [FO,] = h, olur.

BE agiortay oldugundan [EO,] = h, olur.
AN PaN

OllLE ~ O|FE =

N BRNSTREON . 0b,
h, kH CMTY K

N VAN
O,LF ~ O,EF =
1
TR 2y ()

F'den BC ye paralel gizelim. Bu dogru LD’ yii L'
de, EP, yide E' de kessin.



e S S L% 5 N
FL'L ~ FE'E = [EE']—k"'l olur.

[LL]=x—h,

[EE'] =h, —h, olur.

x—h _ 1
h,—h, k*+l

)
7Yk 1 xk — y(k+1) I

S&FD T ykF)K=1) ~ (k+I
y(kﬂ)_yﬂ%lz( ) T y(k+1)(k=1)  (k+1)

xk—yk+1)=yk—1)
xk=yk—-1+k+1)
x=2y

Diger Cozenler:

Hasan Cetinkaya (Afyon) — Atasagun Baykal,
Alper Halbutogullarn (Ankara) — Volkan Dogan
(Gaziantep) — Selguk Ozer (Eskigehir) — Aydin
Unverdi, Alpaslan Ertug (Istanbul).

Y 20. Diizgiin bir dokuzgenin en uzun ve en kisa
kosegenleri farkinin kenar uzunlugu kadar
oldugunu gosteriniz. (Hazirlayan: Hiiseyin
Demir)

Ag ,
A A te A/As= A A olacak A, noktasi alahm.

Simetriden dolays; [A,A,'] =[A,A;] olur.

[ALAL]=[AAS] = [A4A]
[AAs]=[AA]

[AAT=[AA] = [AA]

[A1As] = [AAs] = [A1A]

= [AAs]=[AA,] +[AA;] olur.

COZUM II : (Aziz Kalender, Tokat)

Sekildeki dokuzgenden de goriildiigii gibi en ‘
uzun kdsegen |AE| ve en kisa kosegen [BD dir.

Dokuzgenin ig agisi

o 3600
formiilinden -180°— 9

180022 = 140°
n

bulunur.
Yukarnidaki sekilde goriildiigu gibi gerekli
islemleri yaptiktan sonra

|AE] =%+%+ IBD| b=|BD|

|AE| =a + b buradan
a=|AE|—|BD| bulunur.
Diger Cozenler:

Omer Acimer, Tamer Kahveci, Erhan Giirel,
Engin Der, Fatih Kihtir, Onur Kiymaz, Lokman
Kuzu, Emre Acar, Atasagun Baykal, Alper
Halbutogullari, Murat Limoncu, Yusuf Macun
(Ankara) — Onder Say1, Dogan Mersin, Cem
Mutlugtin, Oguz Akyildit, Hasan Cetinkaya,
Umit Uzel, Aydin Unerdi, Alpaslan Ertug, Ufuk
Yavuz (Istanbul) — Tolga Atay, §. Emrah Aydin,
M. Sacit Cetiner, Tanju Kilig, Murat Beybaga
(Izmir) — Serkan Kurtulug (Balikesir) — Volkan
Dogan (Gaziantep) — Ruhi Tabur (Izmit) —
Selguk Ozer (Eskigehir) — Alim Yilmaz (Manisa)
— Igin Celkan (Erzurum) — Mustafa Devsiren
(Bursa)- (Niliifer Ozcan, Mardin)
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OGRENCI GOZUYLE MATEMATIK NEDIR?

FIKRI AKDENIZ

Adana’daki liselerden liglinde matematik
agirhikh 6grenim goren bazi son siuf Ogrencileri
ve Cukurova {iniversitesi Matematik Boliimiiniin
cesitli donemlerde kayith 6grencilerinden toplam
400 ogrencilik bir 5rnek olugturularak kendileri-
ne yazili olarak yamitlamalari istenen agagidaki
iki soru yoneltilmigtir.

a) Matematik deyince ne anhyorsunuz?

b) Orta égretim diizeyinde matematik dersine il-
giyi arttirmak ve daha verimli olmasi icin sizce ne
yapilmahdir?

Yazimizin amaci, ogrencilerin verdikleri yanitlari
birlestirerek onlarin matematik bilimine bakis ag1-
larin1 ve 6grenim gordiikleri okullarda karsilagtik-
lan sorunlan da gozoniinde tutarak daha iyi bir
matematik ogretimi igin onerilerini dile getirmek-
tir.

Matematik nedir?

Oyunculari sayilar olan ve belli kurallara gore oy-
nanan bir oyundur. Say:arla diisiinmektir. Say ve
islem bilimidir. Beyin cimnastigini en iyi gercekles-
tiren bilim daldir. Sayilarin ve iglemlerin olugtur-
dugu karmagik bir biitiindiir. Sayilarin ve gesitli kii-
melerin iligkilerinin sistematik bicimde incelenme-
sidir. Diigiince sistemidir. Hayatin sayarla ilgili
boliimiidiir. Insan beynini gelistirecek diizeyde is-
lemler ve sayilar sentezidir. Insan yaraticliginin si-
nirlarin asmasina katkist olan bilim dalidir. Insani
diigiinmeye iten kavramlar biitiinidiir. Bulmaca
gibi gormemiz gereken bir takim iglemler biitiinu-
diir. Sayllarin mantik ve dogrular iizerine kurall
olarak yazilimudir. Insanin diisiincelerinin gelisme-
sinive hayal diinyasinin aydinlanmaswn gerceklesti-
ren bilim daldir. insam diisiindiiren, zekasin kul-
lanmayi 6greten ve bunlari yaparken de sonucava-
rabilmek i¢in tiim yollar kullanmamizi amaglayan
bilim dahdir. Kavramlar ve sayilar arasinda man-
tiksal baglantilar kurmakur.

Orta ogretim diizeyinde matematik dersine ilgiyi
arttirmak ve dersin daha verimli olmasi i¢in sizce
ne yapiimahdir?

Kitaplar yeniden gozden gegirilerek gereksiz bilgi-
ler ¢ikanlip konulara agikhk getirilmelidir.

Konular agik, kitaba bagh kalmadan degisik bilgi-
lerden yararlanarak islenilmelidir. Karmagik yon-

temler ortadan kaldinlmahdir. Konular basitten
zora dogru giden orneklerle anlatimali, her konu
hakkinda miimkiin oldugunca her tiirden érnek ¢6-
ziilmelidir. Matematik dersleri ilk saatlerde olma-
hdir. Ogrenciye konuyu kavratacak diizeyde an-
laml ornekler ¢oziilmelidir. Simf mevcutlan azal-
tilmaldir. Ogrencilerin dikkati 20-25 dakika sonra
dagildigindan geri kalan ders saati igin ilging yon-
temlergelistirilmelidir. Tiirkiye capinda her okulda
bir matematik laboratuvan kurularak, bilgisayarh
egitime gegilmelidir. Iki saatlik dersler birlestiril-
memelidir. Ogrenciler sadece kapah kurallarmn,
formiillerin arasma sikistiriimamalidir. Ogretmen-
lerin de matematigi sevmeleri gerekir. Ogrenciye
matematigi sevdirecek, 6grencinin aklinda en ki-
¢lik bir kugku birakmayacak 6gretmenlerin yetisti-
rilmesi gerekir. Degisik konulara, degisik ogretmen
girmesi duigtiniilebilir. Yani konular iizerinde daha
bilgili bir 6gretmen ogretmelidir. Ogrenci, dgret-
men iletisimi iyi olmali, anlayis ve hoggori ortami
yaratilmahdr. Sinif icinde rekabet ortami
yaratmali, kisa zamanda ¢ok ornek ¢oziilebilmeli-
dir. Her derste bir konu icerikli ders program dii-
zenlenmelidir. Ogretmenler ders anlatmak iizere si-
nifta bulunduklanm ogrencilere hissettirmelidir.
Konular, verilmis formiilleri ezberletme yerine ne-
den ve niginlere yamt verecek bigimde iglenmeli-
dir. Ogretmenler ders anlatmaktan kacinarak sade-
ce formiilleri vererek drnek ¢cozme yolunu segme-
melidirler. Temelden itibaren iyi bir gretim yon-
temi uygulayarak ezbercilikten uzaklagilmahdir.
Matematik ¢ok zor bir ders gibi gosterilmemelidir.
Ogrencilerin dersi korkusuz igleyebilmeleri igin
rahatca soru sorup diyalog kurabilecekler 6gret-

- menler olmahdir. Ogretmen-igrenci arasinda den-

geli bir iliski olmahdir. Ogrenci kiigiimsenmemeli-
dir. Derste tiim Ogrencilere esit firsat verilmelidir.
Siniflardagrup yarismasi diizenlenebilir. Orta 6gre-
timde belli bir noktaya gelindiginde artik branglag-
ma baglamali ve matematikde devam edebilecek
kadar onu sevenler daha ileri matematik gérmeli-
dirler.

Siz ne dersiniz?

3]

MATEMATIK NEDIR?



KITAPLAR

SAYILAR TEORISINDEN PROBLEMLER

(Matematik Sohbetleri Il)

Yazan: Prof. Dr. E. B. DYNKIN, W.A. USPENSKI
¢eviren: A. NAZMI ILKER

Tirk Matematik Derneji Yaymlan, Say: 3, Istanbul 1968.
e e e e T e e ey

Bu kitap 1945-1947 yillarinda Moskova Kitap, kalan siniflan aritmetigi, m-adik ve p-adik
Universitesi'nde olusturulmus bir ¢aligma sayilar uzerinde gerekli on bilgileri veriyor.
grubunun izerine egildigi baz1 problemleri Fibonacci dizisi ve Pascal iiggeni ile ilgili

kapsiyor. Yapilan toplantilarda amag, katilanlara  uygulamalara deginiyor ve ¢6ziimler igin verilen
yeni bilgiler 6gretmek degil, lise diizeyindeki bu bilginin yeterli oldugu 129 problemi kapsiyor.

kisilerin kendilerine sorulan problemler Ayrica problemlerin ¢ozumleri de verilmis.
aracihgiyla matematige ilgilerini arttirarak, . “Matematikle ugragmay1” sevenler igin gercekten
matematikle yaratic bir iligki kurmalarina zevk alinacak bir kitap.

yardimci olmakti.

INDIRGEMELI DIZILER

Cevirenler: A. R. OZBEK, M.A. OzKaAN

Tirk Matematik Dernegi Yayinlar, Say: 18, Istanbul 1968.

Matematik Diinyas: Dergisi’nin 1. ve 2. degisik konularda yaygin uygulamalari nedeniyle
sayilarinda Albert Erkip’in, Matematik guncellegmis bir konu.
Olimpiyatlan sorularina iligkin yazilarinda

degindigi indirgemeli diziler hakkinda genis bilgi

edinmek icin gercekten yararh bir kaynak. { Isteme Adresi:

Dogrusal indirgemeli dizi denince akla ilk gelen Prof. Dr. Hiilya SENKON

ornek olan Fibonacci dizisinin de pek ok ilging Tiirk Matematik Dernegi

ozelligi {izerinde duruluyor. Klasik uygulamalan Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii
disinda, son yillarda “Sifreleme Teorisi”, Vezneciler - ISTANBUL
“Kodlama Teorisi”, rastgele sayilarin iiretimi gibi




Fiati: 10.000.-TL.

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosunda kabul etmektedir. Yayinlanacak yazilann
matematik ile ilgili olmast diginda herhangi bir
kisitlamamiz yok. Fikir vermesi agisindan su konulart

sayabiliriz:
* Konu sunuglart,

* Matematiksel diisiincenin degisik alanlardaki
uygulamalarint vurgulayabilecek yazilar,

* Yillardir ¢oziim bekleyerek yeni ¢oziilmiis ya da
heniiz ¢oziilememis tinlii problemlerin taniim,

* Matematige ilgi duyan ogrencilerin kendilerini
asmasina yardimci olabilecek problemler,

* Matematiksel kavramlar tarihi ve matematikgilerle
ilgili yazilar,

* Daha saghkli bir miifredat programint olusturmaya
yonelik inceleme, elestiri ve alternatif oneriler,

* Matematik diinyasindan giincel haberler.

Génderilen yazilar oldugu gibi yayinlanabilecegi gibi
biitiinliigii bozmayici bazi degisikliklerle de
yayinlanabilir. Simdilik olanaklanimuz yazarlara telif
licreti demeye elverisli degildir. Bu nedenle anlayisla
karsilanacaginuzi umuyoruz. Gonderilecek yazilarn
okunakli el yazist veya tercihan daktilo ile yazilmast,
bes sayfay: gececek yazilarda bolme noktast
belirtilmesi rica olunur. Yazilar:

Matematik Diinyas:
ODTU Matematik Boliimii
06531 Ankara

adresine gonderilecektir.
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