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TOSUN ICIN....
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Bu yaziya adin1 veren kisi, kimimiz
igin Tosun, kimimiz i¢in Tosun Bey, ama
;ofumuz icin Agabeydir. Bu sayis1 ile beginci
/agina basan Matematik Diinyasi da varhgini
wym kigiye, yani ODTU Matematik Boliimi
gretim iyesi, Tirk Matematik Dernegi ve
TUBITAK Bagkan1 Prof.Dr. Tosun Terzioglu'na
org¢ludur. Bogazda bir yemek sirasinda
vakinlarna soyledigi Matematik Diinyas: fikri,
yme onun UNESCO’dan sagladify yardim ile
yagsama gecebilmistir.  Dagitimun ODTU’den
vapildigi ilk yillarda onu toplant: salonunda
pa.ketleme yaparken gorebilirdiniz.

Ulkemiz matematikgileri arasinda en
uretken aragtirmacilarin  oniinde yer alan
Terzioglu altrmgin tzerindeki galismas: ile 1971
vilinda Balkan Matematikgiler Birligi'nin geng
aragtirmacilara verdigi bagan odulinu, 1974
yihnda TUBITAK Tegvik Odulini, 1986 yilinda
da aym kurumun Bilim Odilinii hak etmigtir.

Newcastle ve Frankfurt Universitelerindeki
egitimi sonrasi ODTU’ye katilan Tosun Terzioglu,
gerek burada gerekse bagka liniversitelerde
calsan  matematikgilerin  g¢ogunun  hocasi
olmustur ve onlara sadece matematik degil,
cogunun yagamla miicadelelerinde esin kaynag
olan insanhk ogretmigtir. Bu diigiinceleri sadece
ODTU Matematik Bolimi ¢ahganlan degil,
ulkemizde ve yurt diginda Tosun’u tamyan
herkesin paylagsacagim biliyoruz.

Unli matematik¢i S. Ulam, “Bir Mate-
matik¢inin Seruvenleri” adh kitabinda matema-
tikgilerin gerceklerden ka¢mak i¢in matematik
yaptiklarini, dig dunyadan koparak, mutlulugu
bir ¢esit manastir olarak gordikleri matematik-
te aradiklarini yazar. Ulam’a gore matema-
tikgiler mutsuzluklardan kagmak i¢in matematik
ile kendi kendine yeter bir diinya kurduklarini,
bazilarimn ise bagka birgey yapamadiklari igin
matematik g¢ahgtiklarini soyler. QOysa Tosun’u

taniyan herkes bu goriglerin onun igin yanhghgina
katilacaktir. Zira O, ilke sorunlar: ile her za-
man yakindan ilgilenmig ve bu baglamda iistiine
diigen gorevleri fazlasi ile ve algakgoniillillik ile
yerine getirmisgtir. Igte bu yurtseverlik simdilerde
onun TUBITAK Bagkanhg gorevini yuriitmesini
gerektiriyor. Kendi deyimi ile “bu gorevini daha
rahat yerine getirmek i¢in” 52 yasinda emekli ol-
mak istedi. Matematik Diinyasi’na goniil veren
bizler, O’nun bu kararinin yarattig buruklugu
artik hayatimizin bir pargasi haline gelen siz
okurlarimizla paylagsmak istedik. Sevdiklerim-
1zin ¢ogu kez katilmadigumz kararlarini sirf on-
lara olan sevgi ve saygimizdan sessizce kabul-
lendigimiz gibi O’nunkini de kabullendik. Biz-
ler, iki yildir kapah duran ofis kapisinin, eskiden
odasimda gahgirken tuttugu gibi yar agik gorme
tutkusu ile yagayacagiz.

* ok %

Son sayimizdan bu yana matematik dolu
ginler yasadik Ankara’da. Moskova’dan. gelen
A. Helemski ve Petersburg’dan gelen A. Veksler,
ODTU’de heyecan verici konugmalar yaptilar.
Dergimiz - yazarlarindan Bogazi¢i Universitesi
ogrencisi Emre Alkan’in “Variations on Wol-
stenholme’s Theorem” adh arastirmasi Ameri-
can Mathematical Monthly dergisinin Aralik 1994
sayisinda yaymlandi. Dergimizin problemlerini
cozerek bir rekora dogru giden Kazakistanli Al-
mas Rimov aym basariy1 6grencisi oldugu ODTU
Matematik Bolimi’'nde de siirdiiriiyor. Geng
arkadaglarimizin bagarilan ile 6viiniiyoruz.

Gegtigimiz yayin doneminde Matematik
Diinyasi'na katkida bulunan herkese tesekkiir e-
deriz. Bu donemde yazi kurulunda yer alan
Mefharet Alpseymen Kocatepe ve Mahmut Kuzu-
cuoglu arkadaglarimiza yaptiklar degerli katkilar
i¢in tegekkur ederiz.



OYUNLAR (III)

Ali Nesin *

Yoksulluk Kader Degil

Bu dizinin son bolimiinde yoksulu kazan-
diracagiz. Kiigiik bir olasihkla da olsa, yoksul
kazanabiiecek.

Iki oyuncu yazi-tura oynuyorlar. Ilk yaz-
tura atiginda ortaya 1 lira konuluyor. Oyun-
culardan biri, diyelim birinci oyuncu, kaybet-
tikce ortaya koydugu parayi arttiriyor, bir 6nceki
atigta kaybettiginin iki katim koyuyor. Kazan-
digindaysa ortaya 1 lira koyuyor. Ornegin ilk
atigta kaybederse, ikinci atigta ortaya 2 lira ko-
yuyor. Ikinci atigta da kaybederse, uguncu atigta
4 lira koyuyor. Kazanana degin bu boyle siiru-
yor. Kazandiginda gene 1 lira ortaya koyuyor.
Birinci oyuncu stratejisini siirdurebildikge surdu-
riiyor. Surdiiremediginde, yani cebinde yeterli
parasi kalmadiginda, oyun bitiyor. Bu dizinin ilk
vazisinda, iki oyuncunun da sonlu parasi oldu-
gunda oyunun uygulamada kesinlikle bitecegini
kanitlamigtik. Ayni oyunu oynayacagiz. Ancak
bu kez ikinci oyuncunun sonsuz parasi oldugu-
nu varsayacagiz (zengin oyuncu). Birinci oyuncu-
nunsa yalnizca 1 lirasi var (yoksul oyuncu). Yok-
sul, yukarida agikladiimuz stratejiyle oynuyor.
Eger stratejisini siirdiiremezse oyun bitiyor, oyun
daha 6nce bitemez. Zenginin parasi hig bitmedi-
ginden, zenginin oyunu kaybetme olasihg: yoktur.

Daha ilk yazi-tura atiginda yoksul kaybe-
derse, yoksul cebindeki tek liray:r kaybeder ve
oyun hemen biter. Dolayisiyla en az 1/2 olasihk-
la yoksul oyunu kaybedecektir. Yoksulun oyunu
kaybetme olasihgini bulamadim. Yazinin sonun-

da bu olasilig bulmak igin hesaplanmasi gereken
bir say1y1 verecegim.

Yoksul ilk atista kazanip ikinci atigta kay-
bederse ne olur? Oyun gene biter, ama bu kez
yoksulun cebinde | lirasi vardir.  Yani yoksul
‘tapi’ kalkar. Cinki birinci yazi-tura "attgmda
kazanmstir, dolayisiyla ikinci atistan once ce-
binde 2 lirasi vardur. Ikinci atigta kaybettiginden
1 lirasi kalmistir. Bu kez ortaya 2 lira koy-
masi gerekmektedir ve 2 lira koyacak parasi yok-
tur. Demek ki en az 1/4 olasilikla yoksul oyundan
ne kazanch ne de zararh kalkar. Yoksulun oyun-
dan ne kazanch ne de zararl kalkma olasihgin da

bulamadim.

Daha onceki boliimlerdeki oyunlarn ter-
sine bu oyunda yoksul kazanabilir. Oyle bir an
gelebilir ki, yoksulun cebinde 1 liradan fazla para
olmasina karsin, yoksul stratejisini sirduremez
(yani oyun biter). Ornegin, yoksul ilk dort atista
kazanir da sonraki iki atigta kaybederse yoksulun
cebinde 2 lira olmasina karsin oyun biter. Okur
bu savim kendi kendine kolaylikla dogrulayabilir.
Demek ki en az 1/2% = 1/64 olasilikla yoksul
oyundan kazangh ayriir. Yoksulun oyundan k

lira kazanch kalkma olasihgini da bilmiyorum!.

Bu oyun sonsuza dek surebilir, ornegin
fakir hep kazanirsa ... Ama gorecegiz ki oyu-
nun sonsuza dek siirebilme olasihg 0’dir. Bunu
kanitlayabildim! DPolayisiyla oyun % 100 (yani
1) olasilikla biter. Demek ki oyun kuramsal
olarak sonsuza dek sirebilse bile, uygulamada
sonlu sayida yazi-tura atigindan sonra biter?. Bu

* California Universitesi (Irvine) Matematik Béliimii Sgretim tyesi

1 Bu hesaplayamadigim olasilhiklarin yaklagik hesaplanabilmesi igin gereken malzeme bu yazida vardir. Dileyen okur
bu sayilari yaklagik hesaplayabilir. Bu tam olarak hesaplayamadigim olasiliklar heniiz ad verilmemis sayilar da ola-
bilirler. Sézciik sayimuz sonsuz ama_yalmzca saylabilir sonsuzlukta. Gergel (reel) sayilarsa sayilamaz sonsuzlukta.
Dolayisiyla her sayiya ad veremeyiz. Onemli buldugumuz sayilara ad veririz. Ornegin 7 sayisi dnemli oldugundan =’ye
bir ad verilmigtir: 7. 7 ’nin karesinin ve karekékiiniin de adlan vardur: 72 ve \/r. Tam olarak hesaplayamadigim bu
iig olasiliga daha 8nce bir ad verilmis midir bilmiyorum. Verilmemigse hig bir zaman tam olarak hesaplayamayiz. Nasil
7 'nin kag oldugunu hicbir zaman tam olarak bilemeyeceksek ve ancak adinu sdyleyerek m’nin kimligini belirtebiliyorsak,
bu sayilari da hicbir zaman bilemeyebiliriz, hatta daha onceden adi konmug sayilarla arasinda cebirsel bir baginti bile
olmayabilir. Ozet olarak demek istedigim, bu sayilarin tam olarak hesaplanamayabilecekleri. Bu baglamda akla gelen
ilk soru gu: hesaplayamadifim olasihiklar kesirli sayilar mudir? Pek sanmuyorum.

2Bu oyunun 1 olasilikla bitmesi yoksulun cebindeki paraya bagh degildir. Asagidaki semadan da anlagilacag lizere,
yoksulun cebinde 1 lira oldugunda oyun 1 olasilikla biterse, yoksulun cebinde kag para olursa olsun oyun gene 1 olasihkla

biter.
2]



boliimde igte bu sonucu kanitlayacagiz.

Oyunun ilk anlarda alabilecegi durum-
lar1 gosteren bir gema ¢izecegiz. Once oyunun
alabilecegi durumlarin1 saptayalim. Oyunun her
durumunu iki sayiyla gosterebiliriz. Birinci say,
yoksulun cebindeki para olsun; ikinci sayiysa bir
sonraki atig igin ortaya koyulan (daha dogrusu
yoksulun koymasi gereken) para olsun. Ikinci
sayl hep 2’nin ustleri olmak zorunda, 1,2,4,8,16
gibi. Oyunun en bagindaki durum (1,1) durumu.
('unku, yoksul oyuna 1 lirayla baghyor ve ilk
atigta ortaya 1 lira koyuyor. Bu durumda yoksul
kazanirsa oyun (2,1) durumuna gegecek, kaybe-
derse de (0,2) durumuna (ve oyun bitecek). (2,1)
durumundan sonra oyun ya (1,2) durumuna ya da
(3,1) durumuna erigir. Birinci gikta oyun biter,
ikinci gikta siirer. Eger bir durumdan sonra oyun
bitmemigse, oyun iki durumdan birini alr: yok-
sul o atigta ya kazanmgtir ya da kaybetmustir.
Oyunun ilk birkag¢ yazi-tura atiginda alabilecegi
durumlar yukarida goruliiyor.

Yukarida da dedigimiz gibi oyunun sonsuza
degin siirme olasiliginin 0 oldugunu kanitlayaca-
giz. (n,2) durumuna gelme olasihgina p(n,2¥)
diyvelim. Ornegin,

p(l,1) = 1

p(0,2) = 1/2
p(2,1) = 172
p(l,2) = 1/4
p(3,1) = 1/4

p(2,2) = 1/8

p(4,1) = 1/8+1/16=3/16

p(0,4) = 1/16

p(3,2) = 1/16+1/32=3/32

p(5,1) = 1/16+2/32+1/64=9/64

Oyunun sonsuza gidebilmesi i¢in biitin (n,1)
durumlarina ulagilmahdir. Bu, semadan ko-
layca anlagiliyor. Demek ki oyunun sonsuza dek
sirebilme olasihg, p(n,1) dizisinin n sonsuza

‘gittiginde aldigx degerdir. Dolayisiyla

lim p(n,1)
n—oQ

sayisini hesaplamamiz gerekiyor. Bu saymn 0
oldugunu gorecegiz. Bu limitin sifir oldugunu
kamitlamak igin, agagidaki esitligi bulmak yeter-
lidir:

()

Bu son esitligi kanitlamak daha kolay olacak.
p(n,Zk) sayillarim1 bulmak istiyoruz. Bu-
nun igin biraz matematik yapmahyiz. Yapacagi-
muz matematigi daha iyi anlamas i¢in, okurun sik
stk yukaridaki semaya bakmasi gerekecektir. Ilk

lim p(2" -1,1) = 0.

n— 00

_olarak, eger k > 0 ise,

k=1 ok-1
p(n,2t) = M2 2 )

(1)

esitligine dikkatinizi ¢ekerim. Ciinku, eger k > 0
ise, 2¥ > 1°dir ve dolayisiyla (n,2*¥) durumuna
gelmenin bir tek yolu vardir, o da bir onceki
oyunda kaybetmig olmak. Bir 6nceki oyunun
durumu ne olabilir? (n,2¥) durumunda ortaya
2% koydugumuza gore, bir 6nceki oyunda ortaya
281 koymusuzdur (ve kaybetmigizdir). Dolayi-
styla (n,2¥) durumuna ancak (n + 2F-1 2k-1)
durumundan gegcilebilir. (1) egitligi iste bu
yuzden gegerlidir. (1) esitliginde k yerine k — |
ve n yerine n + 28! koyarsak,

_ pla-+2F-14 gF-2 ob-1)
B 2

p(n+2k_1,2k_l)

esithigi ¢ikar. Bu son esitligi (1)’in sag tarafina
yerlestirerek,

p(n + 2k—1 4 2k—2, 2k—2)
4

esitligini elde ederiz. Bunu boylece siirdurursek,

p(n,2%) =

pn+2k-1 42624 ...+ 241,])

oky _
p(n,2%) = o




esitligi elde edilir. Bu egitlikteki 25! 4 2%=2 4
.-+ 2+ 1 sayis1 2 — 1 sayisina esit oldugundan,
eger k > 0 ise,

n K.
(2) p(n‘gk) = p(_”?k_ﬂ

esitligi gegerlidir.  (2) esitliginden, p(n,2¥)
sayillarim bulmak igin, p(n,l) sayilarmi bul-
mamuz gerektigi anlagiliyor. Bu sayilan bulalim.
(n,1) durumuna ancak kazanarak gelinir. Yani
(n=1,1), (n-2,2), (n—4,4) gibi durumlardan.
Dolayisiyla p(n,1) sayisi,

pi(n—1,1) p(n—2,2) p(n—4,4)
2 ) 2 y 2 yoee

sayllanmin, yani, bir k igin, p(n — 2% 2¥)/2
bi¢iminde yazilabilen sayilarin toplamidir. (2)
esitligi p(n — 2%,2%) = p(n — 1,1)/2* esitligini
verdiginden, p(n,1) saysimn p(n — 1,1)/2k+!
sayllarinin toplamu oldugu anlagihr. Ama bu-
radaki & sayilarni n — 2% > 2F kosulunu, yani
2k+1 < n kosulunu saglamahdir, ¢iinki aksi halde
(n— 2%, 2%) durumunda oyun bitmistir ve bu du-
rumdan (n, 1) durumuna gegilmez. k(n), 2¥ <n
esitsizligini saglayan k sayilarmin en buyigi ol-
sun. Demek ki

(n)
n-11
p(?l.l) = ZE(T—)
k=1

k(n) 1
= p(n—'lsl)zz—k
k=1

1,1){1 .
p(u—,) —'2k(—n)

Bu esitligi n — 1 kez kullanarak,

- 1
p(rt.l):p(l,l)H(l—W)

i=2

I

buluruz. Ama p(l,1) = 1. Burada n yerine

2" — | alirsak,

2" =1 1
(3) p2" = 1,1) = H (l—m)

1=2

buluruz. Simdi k£ herhangi bir dogal say: olsun.
Hangi i sayilan igin k(i) = k esitliginin dogru
oldugunu bulahm. i, k(i) = k esitligini saglayan
bir say1 olsun. k sayis;, 2F < i egitsizligini

saglayan sayilarin en biiyigi oldugundan, * &
i < 2%t1 egitsizligi gegerlidir. Ve bunun tersi
de dogrudur: eger 2 < i< 2 ise, k(i) =
k esitligi geerlidir. Bu eitsizlikleri saglayan
kac tane i sayisi vardir? Biraz diigiinme, 2*
tane oldugunu gosterir. (3) esitliginin sagindaki
carpilacak terimler bu 2* tane i sayis igin bir-
birlerine esittirler. Dolayisiyla (3) egitligini,

n—1 1 ok
@ e -1n=](1-%)
k=1

olarak yazabiliriz. Bu esitligi kullanarak p(2" -
1,1) sayillarinin n sonsuza gittiginde sifira yakin-
sadiklarim kanitlayacagiz. Bunun igin konumuz-
dan biraz uzaklagip iki onsav kanitlayacagiz:

Onsav 1. Eger 0 < z < 1 ise ve n > 0 bir dogal
saytysa, (1—z)" <1-nz+ nnol)g2,

Kamt. Eger n = 1 ise onsav elbette dogru.
Simdi 6nsavin n igin dogru oldugunu varsayip
n+ 1 igin kamtlayalim. Demek ki

n(n—-1) 22

2
esitligini biliyoruz, daha dogrusu varsayiyoruz.
Her iki tarafi da 1 — z ile carpahm: 0 < 1 -1z
oldugundan, sag tarafi agacak olursak,

(l1-z)"<1l-=nz+

nn+1) » n(n+1) 4
2 g

(1-z)"*' <1—(n+1)z+

buluruz. z > 0 oldugundan,

n(n+1) ,
AT S 2

2
elde ederiz. Demek ki onsav n + | i¢in dogru.
Tiimevarimla onsav her dogal say1 igin dogrudur.
Onsavimiz kanitlanmstir.

(1-z)"*'<l—(n+1)z+

Onsav 2. k > 1 1se, (1— 51-;)2 < %
Kamit. Ustteki onsavda z = 1/2F ve n = 2*
alahm.

12 e 1 2k(2k ~ 1)/ 1
(1_27) s1-2 (F)*’ 2 (-zEk)

elde ederiz. Sag taraftaki ilk iki terim sadelesir.

En sagdaki terimi hesaplayalim:
22k -1) 2—-1 1 1
92k+1 T 9k+1 T 5_

1
gk+1 < 3

Ikinci énsav da kamtlanmigtir®.

3 Bu 6nsavin dogrulugu biraz analizle de gikabilir. (1-— 1/2")2k sayilannn 1/e sayisindan (dolayisiyla 1/2 sayisindan
da) kiigiik olduklan analiz kullanarak kolaylikla karutlanabilir.

[4]



Simdi (4)’teki sayilarin sifira yakinsadigi-
n1 kanitlayabiliriz. Ikinci 6nsavi ve (4) esitligini
kullanarak, p(2" — 1,1) < 1/2"~! buluruz. n
sonsuza gittiginde saﬁdaki terimler 0’a yakinsadi-
gindan, p(2°~!, 1) sayilan da sifira yakinsar. De-
mek ki oyunun sonsuza dek siirme olasihg 0’dur,

ve oyun 1 olasilikla biter.
Oyundan yoksulun zararh (yani 0 lirayla)

kalkma olasihg nedir? Bu olasihg bulmak igin
(0, 2¥) sayilarini toplamahyiz.

po=»_p(0,2")
k=1

olsun. po, yoksulun oyundan zararh kalkma
olasihidir.  (2) esitliginde n = 0 alrsak,
p(0,2%) = p(2¥ — 1,1)/2% buluruz. (4) esitligini
de kullanarak,

p(0,2 )—QkH(l—r)zl

elde ederiz. Dolayisiyla,

00 lk—l

m= g 1(-5)

k=1
olur. Bu sayiy1 hesaplayamadim.

II. Ulusal Matematik Olimpiyad: 2. Asama Sinavi

*

Ali Doganaksoy

v—

TUBITAK Bilim Adam Yetigtirme Grubu
tarafindan diizenlenen II Ulusal Matematik
Olimpiyad1 ikinci agama smnavi 23-24 Aralk
1994 tarihlerinde Ankara'da yapildi. Bayram
Yenikaya ve Halil Bayrak Altin madalya; Ethem
(Canakoglu, Mehmet Ekmek¢i ve Israfil Bahgeci
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Ozgiir Aydin, Ali Ekber Giirel, Koksal Karakas,
Fatih Zihni Oktay, Suat Namli, Emre Sucu, Izel
Sulam. Ozgur Stumer ve Fahri Turan aldilar.
Bu sayimuzda verdigimiz bu sinavin sorularinin
yanitlarini gelecek sayimizda bulabilirsiniz.

Birinci Gun, 23 Arahk 1994

1. Her n € N igin y/n sayisina en yakin
tam sayiya a, diyelim. Buna gore
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n=1 n

toplamin hesaplayiniz.

2 Bir ABCD kirigler _dortgeninde,
mBAD < 90°,mBCA = mDCA dir [DA]
uzerinde |BD| = 2|DE| kosulunu saglayan F
noktasindan gecen ve [C'D] kenarina paralel olan
dogru [AC] kiisegenini F noktasinda kestigine
gore,

|AC|-|BD| _,
[AB| - [FC| ~

oldugunu gosteriniz.

3. Duzlemde ikiger kesisen ve herhangi
ugu ayni noktadan gegmeyen n tane mavi dogru
giziliyor. Bu dogrularin kesigtigi noktalara ‘mavi
nokta’ dersek, (3) tane mavi noktamz olur.
Daha sonra bir mavi dogru ile birlegtirilmemis
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olan biitiin mavi nokta ciftlerinden gegen kirmiz1
dogrular giziliyor. Iki kirmizi dogrunun kesigtigi
noktaya ’kirrmzi nokta’; bir mavi ve bir kirmizi
dogrunun kesistigi noktaya da ’mor nokta’ diye-
lim. Bu islemden sonra en fazla kag¢ tane mavi,
kirmizi ve mor nokta olur?

Ikinci Giin, 24 Arahk 1994

4. f: Rt — R* artan bir fonksiyon olsun.
Her u € k¥ icin {f(¢)+ ¥ : ¢ > 0} kiimesinin en
buyuk alt sinirina g(u) diyelim.

(a) = < g(zy) ise z < 2/(2y).

(b) = < f(y) ise z < g(zy)

5. s> 1 ve t > 1 olmak uzere

2+ 1=s(s+1)

esitligini saglayan tim (s,t) sirah tam sayi ikili-
lerini bulunuz.

6. Bir AB(C' uggeninin i¢ teget ¢emberi
[BC] ve [CA] kenarlarina sira ile D ve E nok-
talarinda degmektedir. [C'B] lzerine [CK] =
[BD],[CA] ilzerinde |AE| = |CL| kogulunu
saglayan K ve L noktalan icin AK N BL = { P}
dir. Ig teget cemberin merkezi /,[BC] nin orta
noktas1 Q ve AB( li¢geninin agirhk merkezi G
olduguna gore

(a) IQ//AK,

(b) Alan (AIG) = Alan (QPG)
oldugunu ispatlayimz.

Matematik Olimpiyadi 1.
Mayis 1995 ay1 igerisinde

III. Ulusal
Asama sinavi
yapilacaktir.



MATEMATIK VE MUZIK

Cihan Orhan *
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Daha onceki bir yazimizda matematik-
sevgi iligkisini kurmaya ¢aligmig ve matematigin
resim, muzik mimari gibi bir guzel sanat
oldugunu belirtmigtik. Bu nedenle bu yazimizi
matematik-muzik iligkisine ayirdik.

T. Pappas'in ” Yagayan Matematik” 'bsimli
kitabinin onsuzunde gunlar yazihdir: ”Matema-
tikten duyulan zevk bir geyi ilk kez kegfetme dene-
yimine benzer. Cocuksu bir hayranlik ve sagkinlik
insan1 sarar. Bu deneyimi bir kez yasadiktan
sonra, bu duyguyu unutamazsimz. Bu duygu, ilk
kez mikroskopa bakip da daha once gevrenizde
her zaman var olan ama, goremediginiz seyleri
gordiginiiz anki kadar heyecan vericidir.”

Gergekten de  matematigin  estetik
¢ekiciliine tamamen duyarsiz, aydin bir insan
bulmak biraz zordur. Matematiksel giizelligi
tanimlamak cok giig olabilir fakat bu guglik her
tiir glizellik konusunda gecerlidir.

Sadece digiincede var olan olaylarin ne-
relerde uygulama alami bulabilecegi higbir za-
man onceden tahmin edilemez. Bu nedenledir
ki matematikgiler, yapillan ¢aligmalarn estetik
yonden degerlendirmekte, eserlerde bir sanatcl
titizligi ile giizellik ve zerafet aramaktadirlar. Igte
bunun igin matematik-miizik iligkisini bir maga-
zin popileritesi iginde sunmaya ¢aligacagiz.

Orta ¢agda egitim programlarinda miizik,
matematik ve astronomi ile ayni grupta yer alirdi.
Matematik ve miizik iligkisi, giinimiizde bilgisa-
varlar araciligi ile devam etmektedir.

Matematigin miizik tizerindeki etkisini
muzik pargalarinin yaziminda gorebiliriz.  Bir
muzik pargasinda ritim (4:4 lik, 3:4 lik gibi), be-
lirli bir olgiiye gore vurug birlik, ikilik, dortliik,
sekizlik, onaltihk, gibi notalar bulunur.
Belirli. bir ritimde, degisik uzunluktaki nota-
lar, belirli bir olgiye uydurulur. Her olgiintin
ise degigik uzunluktaki notalar kullanan belirli
sayida vurugtan olustugu goriilur.

Pisagor (MO 580-500) ve onun disun-
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cesini tagiyanlar sesin, gekilen telin uzunluguna
bagh oldugunu farkederek, muzikte armoni
ile tamsayllar arasindaki iliskiyi kurmuglardir.
Uzunluklan tamsay: oranlarinda olan gergin tel-
lerin de armonik sesler verdigi gorilmustur.
Gergektende cekilen tellerin her armonik bilegimi
tamsayilarin orami olarak gosterilebilir. Ornegin,
do sesini ¢ikaran bir telin uzunlugunun 16/15% si
sesini verirken 6/5'i ise la sesini, 4/3’ii sol sesini;
3/2’si fa sesini; 8/5’i mi sesini; 16/9’u ise re sesini
verir.

Goriildugu gibi iki notay1 bir arada duy-
mak, iki frekansi ya da iki sayiy1 ve bu 1ki
say! arasindaki oram algilamaktan bagka bir sey
degildir. Demek ki armoni sorunu, iki sayinin
oranim se¢me sorununa egdegerdir. Muzik, giz-
li bir aritmetik aligtirmasidir diyen Leibniz’in
haklihg ortaya gikiyor.

Miizigi, belli kurallara uygun olarak
olugturulmus basit birtakim seslerin birbirlerini
izlemesinden olugan ciimleler toplulugu olarak
tanimlayabiliriz. Bu kurallar, matematikte
mantik kurallarina kargihik gelirler.

Bir ¢ok miizik aletinin bi¢iminin matem-
atiksel kavramlarla ilgili oldugunu belirtirsek
sagirmazsiniz herhalde. Ornegin, asagidaki
sekilde z < 0 igin y = 2% egrisinin grafigi ¢izilmisg
olup telli yada uflemeli ¢algilarin bigimleri bu
ustel egrinin bi¢imine benzer.




ORHAN

Miizikal seslerin niteliginin incelenmesi
19. yiizyilda matematikgi J.Fourier tarafindan
yapilmigtir.  Fourier, miizik alati ve insandan
cikan biitiin miizikal seslerin matematiksel ifadel-
erle tanimlanabilecegini ve bunun da periyodik
siniis fonksiyonlan ile olabilecegini ispatlamsgtir.

Bir ¢ok miizik aleti yapimcisi, yaptigi
aletlerin periyodik ses grafini, bu aletler igin
ideal olan grafikle kargilagtinr. Yine elektronik
miizik kayitlar1 da periyodik grafiklerle yakindan
iligkilidir. Gorildigu gibi bir mizik pargasinin
iretilmesinde matematikgilerle muzikgilerin bir-
likteligi cok onemlidir.

Matematik-miizik iligkisinin bir bagka
ozelligini ortaya gikarabilmek i¢in matematikte ve
mimaride ¢ok sik kullanilan bir orandan soz et-
mek istlyorum.

Uzunlugu L olan bir [AB] dogru pargasim
ele alalim ve bunu uzunluklarn a ve
b olan iki pargaya aywrahm. Eger § = % yani,
g = “—'fﬁ esitligi gergekleniyorsa, bu bolmeye
[AB] dogru pargasimin altin boliimii adi ver-
ilir. % oranina da ALTIN ORAN denir. Simdi
r = a/b dersek, ilgili denklem z? —z —1 =0
sekline getirilebilir. Bu denklemin pozitif koki
145 = | 618 dir.
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Simdi yeniden miizige donelim. Insan
kulagi i¢in en uyumlu arahgmn 8/5 frekans
oranindaki major 6 I oldugu bilinmektedir. Bu
oranin yukarida buldugumuz altin orana ¢ok
yikin bir oran oldugunu goriiyoruz.

Bana gore miizigin matematikten farkh
tarafi, bazi goz kamastirnici tuzaklar kullanarak,

insanlan buyiileyebilmesidir. Halbuki matem-
atik bunu yapmaz. Russell bunu soyle ozetliyor:
Iyi bakildigi zaman matematik sadece dogruyu
degil yiiksek bir giizelligi de igerir. Matematik
bu giizelliklere biiriinmek igin insan dogasindaki
zayifiklara bagvurmaz; resim ve miizigin goz
kamastirica tuzaklarim da kullanmaz.”

Matematigin miizige kiyasla 6nemli tarafi
gudur:  Mizikal bir parganin igerdigi es-
tetik unsurun miizik egitimi almayan kimseler
tarafindan anlagilabilmesine kargilik, bir matem-
atiksel teoride dinleyici veya okuyucunun tum
mantik zincirlerini izlemesi zorunlulugu vardr.
Hatta icerdigi estetik unsuru da sezebilmesi
gerekir.

Siiphesiz matematigin de miizik gibi kom-
pozitorleri ve virtiiozleri vardir diyor hocamz
Cahit Arf. Kompozitérler, teorileri kuranlar;
virtiiozler de teorileri gercek manada anlayarak
ifade edebilenler ve hissettirebilenlerdir.

Yazimizi, tunli ressam Leonardo da
Vinci’nin su sozleri ile noktalamak istiyorum:
"Matematiksel agiklamalar ve yontemler kul-
lanilmadan yapilan hig bir aragtirmaya bilimsel
denemez.”
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Diizlemde Kompleks Sayilarla Analitik Geometri

Hasan Basri Ozdemir *

Diizlemde bilinen analitik geometri konu-
larinmn bir kismi, dizlem ile (R?), kiime olarak
ve vektor uzayr olarak aym olan kompleks
sayllar kiimesinin (C) elemanlar ile daha kolay
anlagilmakta ve anlatilabilmektedir.

Bu konu dergimizin 1992 yih, 2. cilt
2. sayisinda sayin Hiuseyin Demir hocamiz
tarafindan ele alinmgti.

Diizlemin, y_ani R? nin bir (z,y) noktasi,

z=(zy)=z+iy
veya trigonometrik gosterim denilen

z = |z|Cisa

seklinde 2 € C noktas:1 ile gosterilir. Burada
Cisa = cosa +sina, |z]| = \232 + y2. Noktanin
orijine uzakhg: olan bu |z| degerine z kompleks
sayisinin (dizlemin (z,y) noktasimn ) modila
denir. «a agisina noktanin esas argliimenti
(veya sadece argiumenti) denir. (0 < o < 27).
Diizlemin bu z = (z,y) € R? = C noktasinin ku-
tupsal gosterimi, z = (r,a) seklindedir. (r =
|2|), z noktasimin iistel gosterimi ise z = re'®
seklindedir.

Bir noktanin argimentine bu noktanimn
egim acis1, bu aginin tanjantinada bu noktanin
egimi denir.

lliy z

Bu tamima gore verilen bir 2o noktasinda
ve orijinden gecen bir dogrunun ve bu dogruya
paralel her dogrunun egimi bu z, noktasinin
egimidir.

Egimi m olan (m € R) bir d dogrusunun
egimi, 2o = (1, m) noktasinin egimi olur.

iy

m = tana,d || 9z

Duzlemde verilen iki z;,z; noktalarimin farkh
olan nokta (kompleks say1), zp = 2z — z; =
(z2 —z1,y2 — y1) noktasidir. (z; = &1 +1y;, 29 =
Ty + iy2) 21,z2 noktalarn arasindaki uzakhk,
|z0| = |22 — 21| olur. Verilen z;,2, noktalarindan
gecen dogrunun egiti, 2z = z3 — z; noktasimin
egimi olur. Ciinki d || 3z

2222 -z)

—» X
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Cember

Orijin merkezli, r yaricaph ¢ember denk-
lemi, z € C noktasinin orijine uzakhg r olmak
uzere (r € RY),

= {zllz] = r} = {zlzF = r2}.

Sabit bir so merkezli, r yaricaph (r € R)

¢ember denklem,
= {2llz = 20| = r} = {2|z - z|) = r?}

Diizlemde karteziyen koordinatlarla bir
¢emberin denklemi,

Az’ +y*)+ Biz+ Bay+¢c=0
idi. (A, By, B;,C € R, A #0). Burada 2z = z+iy
olmak tizere,

pi= %(z-{-i),y = %(z—
olacag igin, yerine konursa,

AzZ+1(B1—iB3)z+3(B1+iB2)z+C = 0
bulunur. 2(Bl —1iB3)=B dersek denklem

AzZ+Bz+Bz+C=0
olur. Bu denklemi,

(c+DE+%
seklinde, veya

- P =

7),2z2 = 22 + y?

)= BB-AC
= 22540

BFA-AC = p2
seklinde yazabiliriz.
yaricap r dir.
olur.

Merkez zy = —% noktasi,
BB — AC < 0 ise sanal ¢ember

Burada oOnemle vurgulanmasi gereken
sudur: 2Z,z,Z cinsinden, bunlara gore lineer her
denklem bir ¢ember denklemi degildir. Cember
denklemi olmasi igin, zZ’nin katsaysi (A) ve sabit
terim (C) reel sayilar, z ile Z in katsayilan (B, B)
birbirinin eglenigi, A # 0 olmahdir veya bu gekle
getirilebilmelidir. Ornegin,

{222+ 22+ 37+ 5= 0}
bir gember degildir. Ciinkii 2 = 2 ;é 3. Peki bu
denklem neyin denklemidir? z = z + iy koyarak,

(z+iy)(z—iy)+2(z+iy)+3(z—iy)+5=0

22+ y? +5z+5—iy=0=(0,0)

22+ y?+52=0 ve —iy =0,
buradanda

y=0,z24+524+5=0
elde edilir.

Denklemden gercel kok bulunamadigi igin
verilen kume bog kimedir. Eger denklemden
gercel r degeri bulunabilseydi verilen kiime gergel
eksen uzerinde (oz ekseni) denklemin koklerine
kargihk gelen iki noktadan ibaret olurdu.

Dogru

Cemberin z ye bagh denklemi,

AzZ+ Bz+BzZ4+C=0 (A#0,A ve C
gercel sayilar) idi. A = 0 iken geri kalan,

Bz+Bz+C=0

dogru denklemidir. (C € R)
Burada da vurgulanmasi gereken gudur:
z ve Z degerlerine bagh lineer her denklem bir
dogru denklemi degildir. z ile Z nin katsayilan
birbirinin eglenigi ve sabit terim gergel say1 ol-
malidir veya bu sekle getirilebilmelidir. Ornegin,
Az|32 4+ 57+ 2 = 0}
bir dogru denklemi degildir. Cliinkii 3 =3 # 5.
O halde bu ne denklemidir? z = r + iy koyarak,
z+iy)+5(z—iy)+2=0
8z —2iy+2=0, 8z+2—2iy=(0,0)

81:+2=0,—‘2y=0=>:c—"——y 0
O halde bu kiime,
{zBz +52+2 = 0} = {(-500

seklinde reel eksen iizerinde tek bir noktadan
olugsmaktadir.

Verilen iki noktadan gegen dogru
denklemi

iy 2

iry;

A .
0

Verilen noktalar z;,z, ise, 2 —z; = k(z5 —
zl)’ (k € IR)
-3
Bu ikisinden

Z= Zl 22— Z]
z-— 21 =2,

(_ - 71 ) (2’2 - 21) + 2371 —Z32; =0
bulunur.

Not: Her iki taraf i ile carpilarak denkle-
min, B2+ Bz+C =0, (C ¢ R) sartim sagladig
gorulir.

Bir noktasi1 ve egimi verilen dogru
denklemi

Nokta z; ve egim m ise (m € R), m =
tana, d || 0zo oldugundan,

=(z2—7)

? iy d

zg=(1,m)




-3
3 _ Zo
?_?l - —u gy
Toz — 20% + 20Z) — Zoz1 = 0 elde edilir.
Not: Yine her iki taraf i ile garpilarak,
Bz + B+ C = 0, (C € R) sartinmn
saglandig1 gorulur.
Orijinden gegen dogru denklemide,
Zoz — 29z = 0 olur.

kZO
k
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Déniigimler

Dizlemdeki, yani R? den R? ye
dontigimler, kompleks sayilarla yani f : C = C,
2’ = f(z) olarak ele alindiginda, dizlemin

karteziyen koordinatlarla bilinen donugumlerine
gore yine kolayhk ve sadelik gorilmektedir.
Oteleme ve donme doniigiimii
Oteleme dénigimi, f : C = C.f(z) =
2’ = z + a seklinde idi. Eger a € R ise bu reel
eksene parelel |a| kadarhk bir kaymadir.

iy

a € C ise bu donuguim her noktayr oa
dogrusuna parelel olarak |oa| kadar kaydirir.

iy ’

Bu doniigimle oa dogrusuna parelel
. dogrular sabit kalr, diger dogrularin goriintileri
- kendilerine paralel olur.

C = {z||z] = »,r > 0} merkezcil ¢emberi,
ve doniigiim, 2z’ = z+'a, ve buradanda, z = 2'—a
olacagindan, f(C) = {z||z—a| = r} olur. Merkez
a noktasina otelenmigtir.

Bir a acihk donme doniisiimii,

7 = f(z) = 20z = e"""z seklindedir.
(20 = €', |zo| = 1). Bu dénii&ufn"her notayi
orijin etrafinda a agisi kadar dondiirur.

Bir cembere gore evirtim

Diizlemde P merkezli ve r yan caph
cembere gore evirtim |Pz||PZ'| = ,:2 olara.k
tammlamr. z ve z' noktalanna birbirinin

evrigi denir.

Azz+Bz+Bz+C =0, (A,CER,A#0)
cemberine gore evirtim f olsun. 2’ = f(z) olmak
uzere

AZZ4+ B +Bz+C =0, 2' =
olur.

Yansima (simetri)

Azz 4+ Bz + Bz + C = 0 gember denkle-
minde A = 0 iken dogru denklemi elde edilir.

Bz + Bz + C = 0 dogrusuna gore yansima
doniigimii, 2’ = f(z) olmak uzere,

B +Bz+C=0, 2 =-£7-

-B3i-C
Az +B

olur.

@O

Iiy

/6

Genel olarak genigletilmiy karmagik
dizlemin (C = C U {oc}) otomorfizmalan,
T € = B, Tla) = %E, (a,b,c,d € C,
ad — bc = 1) seklindedir. Bu dbnistimlerin
kimesi bilegke iglemi ile bir gruptur. Bu guruba
PSL(2,C) veya Mobius grubu denir. Bu grubun
her tgesi ift sayida evirtimin (¢cembere gore veya
dogruya gore) bilegkesi olarak yazilabilmekte
ve boylece bir ogenin butin ozellikleri kolayca
gozlenebilmektedir. Ornek olarak otelemeyi ele
alahim.

Teorem

Oteleme iki  yansimanm
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bilegkesidir.

LAW

Kamit f : C = C, 2/ = f(2), ¢ =
z+a, (a € C ve sabit) sekildeki oa dogrusuna
dik olarak cizilen d; ve d, dogrularina gore

yansimalar sira ile f; ve f; olmak lizere f

fafy olur. (|AB| = 3la|, fofs = faofy, 2 =
fl(z), 7= fz(zl) =

f2fi(2))

Mobius grubunu biraz daha yakindan
taniyahim.

Teorem Mobius grubunun P.SL(Z R) alt
grubu (PSL(2,R) = {T|T(z) = % +d,a b,c,d €
R,ad—bc = 1}) iist yan diizlemi ({z = :r+1y|y >
0}) ve ekseni ({z = = + iy|y = 0}) sabit birakir.

Bunlarin kaniti okuyucu tarafindan ko-
layca gorulebilir.

Mobius  grubunun  Ggeleri  konform
donugumlerdir, gemberi yine gembere resmederler
(dogruda yarigap1 sonsuz olan bir gember olarak
dusuniilir), genel olarak uzunluk ve alam ko-

rumazlar. Fakat agagidaki teorem bir istisnay:
belirtmektedir.
Teorem: Mobius grubunun ogeleri,

esmetri ¢emberleri iizerinde ((z) =
esmetri c¢emberi, |cz + d| =
uzunlugu korurlar.

“—*j'— 1¢1n
1 gembendlr)

Kamit Egmetri gemberine E diyelim.
Z21,29 € E olsun. T( )— rz+d’ |T(21) T(Zz)l =

az;+b az;+b1 l(ad bc)zy—(ad— bf)zzl | o l
|cz,+d czz+d (ez +d)(f'~z+d) — =1 <2

bulunur. (ad—be = 1, |ecz; +d| = 1, |cz2+d| = 1)

Ornekler Son olarak birkac basit ornek
verip, kompleks sayilarla ¢aligmanin kisahigini ve
sadeligini gorerek yazimizi bitirelim.

1. oz ve oy eksenlerinin denklemi sira ile,
z2—2zZ = 0,247 = 0 ve bunlara g'dre yansima
donu§umlen yme sira ile 2/ = f1(2),2" = fz( )
olmak tzere z/ = Z, 2 = —Z, orijine gore
simetri doniigiimii de bu ikisinin bilegkesi

olarak, ' = fiofs(2), 2" = —z olur.

iy

2. Orijinden gegen bir dogruya gore
simetri donugumi, dogru denklemi,

Zpz = zpz = 0 oldugundan, 2z’ = f(z) ol-
mak iizere,

iy

Zoz' —zpz2=0, 2’ = =1z olur.
3. (I+d)z+(1- z)z + 2 = 0 dogrusuna
gore yansima donugumi, 2z’ = f(z) ise (1+4)z'+

(1-9)z+2=0, ' = ;;:z—l+1olur

4. Birim
donuigiimini bulahm.

g¢embere gore evirtim

|z2] = 1,2Z = 1 ve evirtim doniigimi
formilinden, :’ = f(z) olmak uzere,

= l = 1 bulunur.

5. = f( = —% olmak tzere bu
f donu5umu Maébius grubunun bir ogesidir ve
birim ¢embere gore evirtim (fi(z) = £) ile sanal
ekse gore yansimanin (fa(z) = —%) bilegkesidir,

f=kh.

1]



RASYONEL KOK TEOREMI

Emre Alkan *

d

Bu yazida rasyonel kok teoremini ele
alacagiz. /2 sayisinn irrasyonel oldugunu he-
pimiz bilmekteyiz. Daha genel bir sonug goyledir.

N bir saymin m kuvveti degilse /N ir-
rasyoneldir. Tersine ¥/N = % (a,b) =1 olsun
Nb™ = a™, a™’in asal ¢arpanlarindan herbirinin
kuvveti m ile bolintr. Dolayisiyla N ’nin asal
carpan kuvvetleri de m ile bolinmelidir ki bu
mimkiin degildir. /N sayismin z™ — N = 0
denkleminin bir koki olduguna dikkat edelim.

Teorem: (Rasyonel K&k Teoremi) c;,
i = 1,2,---,m tamsayl olmak tlizere z™ +
c1z™ '+ .-+ c¢m =0 denkleminin her kokii
ya tamsay1 ya da irrasyoneldir.

Kamit: r = §, (a,b) =1 ve b > 1 denk-
lemin bir koki olsun. @™ + c¢jba™ ! + .-+ +
10" a+bmcm = 0 elde edilir ki kolayca bjla™
olacagl gikar. b > 1 ise p|b geklinde bir p asal
sayisi bulunabilir. pla™ ve p|a elde edilir ki bu
(a.b) = 1 olmasiyla gelisir. Dolayisiyla kokler ya
tamsayl ya da irrasyoneldir.

Simdi teoremin kullamhgin1 sergilemek
amaciyla uygulamalar yapacagiz.

Problem: f(z) rasyonel katsayil, dere-
cesi en az 2 olan bir polinom olsun. Her n > 1
icin, f(an41) = an olacak bigimde a, rasyonel
say1 dizisi var ise her n > 1 igin a,4¢ = a, ola-
cak gekilde bir k£ > 1 sayisinin varhigini gosteriniz.

Once a,, dizisinin sinirh oldugunu gorelim.
f(z)’in derecesi en az 2 oldugundan, |z| — oo
iken |ﬂ1_ﬂ| = Mﬁn — oo yazilabilir. $u halde
lay| < M ve |z| > M igin [f(z)| > |z| olacak
sekilde bir M sayisi bulunabilir. Herhangi bir
n > 1i¢n |a.| > M ise |an—y| = [f(an)| 2>
la,| > M ve bu yinelenerek, |a;| > M celigkisi
elde edilir. Dolayisiyla her n > | igin |a,| < M
olmaldir. .

Simdi a, dizisinin sonlu sayida farkh te-
rimden olugtugunu gorelim. Bunun igin, her
n > 1 ve a, terimi hakkinda Na, tamsay: ola-
cak sekilde bir N sayisi bulacagiz. N sayisinin ne
olacagini kestirmek giictiir. Bir tiimevarim kaniti

* Bogazigi Univresitesi, Matematik Bolimu ogrencisi

diisiindiigiimiizden timevarim adimin ele alahm.
Yani Na, bir tamsayi olsun. Nan41'in f(5) -
a, polinomunun bir kokii oldugu agiktir. b;’ler ve
¢ uygun tamsayilar olmak uzere, f(z) = (bex® +
bi_1z¥~14---bg)/c seklinde yazilabilir. cf(5) =

-1 c k —_
bkﬁ";+bk_1-,f—,‘:—_-7+"'+bo ve —&‘%-f(ﬁ)__zk-}-!‘ .
bk_lﬁzk‘1+---+’;/—}. Su halde N sayist bx 'nin

bir tamkat1 olacak sekilde segilirse, -‘b—’it{f(% -
a,} tamsayi katsayih monik bir polinom olur.
Rasyonel kok teoremi ile Nan41 ‘de bir tamsayi
olmahdir. Béylece tiimevarim adimi tamamlanir.
Tiimevarimun baslangic1 igin a; = § ise N = bb;
se¢mek yeterli olur.

Boylece sunu elde ederiz.
m; sayllan igin, am, = am,+k, olacak sekilde
en kiigiik bir k; > 1 sayis1 vardir. Kolayca
Gm,, Bm,g1s " Omigy,_, berimleri farkhdir. Sonlu
tane farklh terim oldugundan, sonsuz tane in;
sayllarl i¢in @m, = am, 4k ve k > | olacak sekilde
bir k sayis1 vardir. Rasgele bir a, alalimm m; > n
olacak gekilde bir m; ahrsak, am; = am,,, olur.
Bu esitligin her iki tarafina yeteri kadar f uygu-
lanirsa, istenen a, = a,4 elde edilir.

Sonsuz tane

Teorem: (i) n pozitif tamsayis: igin,
cos = sadece n=1,2,3 iken rasyoneldir (ii)
sin = ise sadece n = 1,2,6 iken rasyoneldil".
Kamt: P,(z), m = 1,2,--- polinom
dizisini goyle tanimlayahm. Py(z) = z — 1,
Pyz) = 22 —2z—1 ve m > 2 igin Pp(z) =

2Pm-1(2)— Pm—2(z). Timevanimla, Pn(2+1) =
’:,,.m::_ll oldugunu gorelim. m =

igin kolaylikla egitlik saglanabilir. Timevarim
adim igin, Pm(z + 1) = (z + L)Pasi(z +
%) — Pn_a(z + %) yazilabilir.  Pn_i(z + 1)
ve Pm_2(z + 1) i¢in tiimevarim hipotezleri yer-
ine konursa, sav kamtlanmg olur. Simdi yeni
bir @m(z), m = 1,2,--- polinom dizisini yoyle
tanimhyahm. Qq(z) = z41,Q2(z) = 2%+:z—1 ve
m > 2 igin Qum(z) = 2Qm-1(2) =Qm=2(2). Ben-
L2m4

zer gekilde timevanimla, Qm(z + 1) = S
oldugu goriilebilir. Simdi m > 1 igin P, (z) =

l vem=2
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0 ve Qmn(z) = 0 denklemlerinin kcklerini bul-
maya ¢ahsacagiz. Kolayca Ph(z) ve @n(2)" nin
z’ye gore m derece monik polinomlar oldugu
goriilebilir. Dolayisiyla Cebrin Ana teoremine
gore C’de m tane kok vardir. Eger z, ﬁ%—

0'i saghyorsa, z + 1, Pn(z) = 0 denkleminin

bir kokuduir. Kolayca Pn(z+ 1) = 0 denkle-
.« . » . . — k

minin tum koklen, z = cos g0y + isin 2:1“ ;

k=1, 2 ~,2m olarak verilir. Boylece z + 1 =

2c08 52— "m+l’ k=12---,2m olur. Simdi sunu

gozleyelim. Eger z, Qm(z + 1) = 0 denkleminin
bir kokii ise —z de Pm(z + £) = 0 denkleminin

bir kokiidiir. Boylece Qm(z + 1) = 0 denkle-
minin tim kokleri, z = cos ;nzil + isin 2"2'1,
k=1,2,---,2m ile verilir. z + - = 2cos ,_,f,fﬂ ,
k= 1,2,---,m olur ki boylece Qm(z) = 0
Jeblemivin, ki .= Do s, k=
1,2,---,m olarak belirlenir. -2z = 2cos(m —
2,2::1), degerinin kolayca P,(2) = 0 denk-

leminin bir koki oldugu goriilebilir.  Boylece

Pn(z) = 0’m tim kokleri QCOS%E k=
1,2,--- m veya egdeger olarak 2cos %11)11, k=
1,2,---,m geklinde elde edilir. k¥ = 1 alalm.

Boylece 2cos 5757, Pm(z) = 0’ bir kokiidiir.
Prm(z) tamsay: katsayii ve monik bir polinom
oldugundan, rasyonel kok teoremi ile 2 cos 7%~ 2m+1
ya tamsayidir ya da irrasyoneldir. Tamsay: ise
ancak 2cos 3= = 1 olabilir. Bu ise n = 3 ha-
lidir. cosm ve cos % 'nin rasyonelligi agiktir. Her
n > 3 tek sayisi igin, cos - ’in irrasyonel oldugunu
gordiik. n = 267, 2 f r ve k > 1 olsun. cos 5
rasyonel ise, Zcos iy — 1 = cos 5eZ5-"de rasyo-
nel olur. Boylece devam edilirse, cos T rasyonel
olur ki » tek oldugundan bu miumkin degildir.
Burada » = 1 ve r = 3 durumlarim ayrica
ele almak gerekir. r = 1 igin n = 2* olur.
cos = rasyonel ise, 2cos? o8 — 1 = cos 7= 'de
rasyonel olur. Béylece devam ederek, cosy =

Y2 degerinin rasyonel olacag elde edilir ki bu
miimkiin degildir. r = 3 i¢in, n = 2*3 olur.
Benzer sekilde, cos 533 rasyonel ise cos & = 3?
degerinin rasyonel olacag elde edilir ki bu da
mumkun degildir. Boylece (i) kamtlanrmg olur.
(i) kismini kanitlamak igin, sin = sayilarim ele
alahm. n =2k 2}r, k> 2 ve r > 3 olsun.
sin 5z rasyonel ise cos zxZ- = 1 — sin? ;X 5%, Tasy-
onel olur. k-1 > 1 ve r > 3 oldugundan bu
mumkiin degildir. k =1 ise n = 2r olur. r > 3
iin kolayca celigki elde edilir. » =1 ve r = 3 igin
sin 7 ve sin & rasyonel olur. Ote yandan r = 1

6
ise n = 2% olur. k= 1,2 halini biliyoruz. k > 3

kabul edelim. sin J; rasyonel ise, cos § = 22 ’nin

rasyonel oldugu gikar ki bu yine mimkiin degildir.
Su halde n cift ise sin Z sadece n =2 ve n = 6
hallerinde rasyonel olur. Simdi n tek olsun.
k =1 alalim. Boylece 2cos 22— 2m+1 , @m(z) =0'in
koki olur. @m(z) tamsay: katsayih ve monik
bir polinom oldugundan, rasyonel kok teoremi

ile 2cos 2,31’3_1 ya tamsayidir ya da irrasyonel-
g 2r

dir. 2cos == 2m+1 = 2 ise coS 5=—— '>m+1 = | mumkiin
degil, 2(‘052",‘_’_I = —2 ise cos ’"l+| = —1 ve

2m + 1 = 2 mumkin degil, 2cos ="~ 2m+1 = —1 ise
m = 1 olur. 2:111 =1lise 2m+1 =16
mumkin degil. 2cos 2n2111 =0ise2m+1=14
miimkiin degil. Dolayisiyla cos 2% (n tek) sadece
n = 1,3 iken rasyoneldir. Eger n > 3 tek sayisi

2 cos

ol £ T ! 2% __ _ -2 T _
g1 sin - rasyonelnlse,”cosT. = l r25m n Tas
yonel olur ki bu mimkin degil. sin -, n =1 igin

rasyonel ve n = 3 igin irrasyonel oldugundan (ii)
kanitlanms olur.

Simdi bu teoremin geometrik bir uygula-
masinl verecegiz.

Teorem: Kartezyen
yaricap uzunlugu rasyonel olan bir ¢ember
uzerinde tum kose koordinatlar1 rasyonel
olan bir duzgin n-gen (n > 3) bulunamaz.
(n = 4 harig)

Tersine tum koge koordinatlar1 rasyonel
olan bir n-genin varhgm kabul edelim. Su
yardlmsl sonucu kullanacagz.

duzlemde

Onerme: Kose koordinatlan

(z1,y1)(z2, y2)(23,y3) olan bir licgenin alam,
g oy 1

A=1| 22 y 1 | determinant: ile ver-
r3 ys |1

ilir. Eger kose koordinatlari rasyonel ise
alan da rasyonel olur.

Kanit: okuyucu kolayca yapabilecektir.

Diuzgin n-genin alani, sonlu sayida ve
herhangi ikisinin alanlar kesigmeyecek sekilde
iggenlerin toplam olarak yazilabilir. Tim koge
koordinatlari rasyonel oldugundan, Lemma ile n-
genin alam rasyonel olacaktir.

R rasyonel olmak tzere, ¢emberin
yarigapl ise n-genin alani, E%—sm— ile veri-

lir. Kolayca sin & 2 'in rasyonel olmasi gerektigi

anlagilir. Bunun i lan sin <& 2" sayilarim rasyonellik
bakimindan inceleyelim. Su yardimci sonucu ele
alacagz.

Onerme: n > 3 ise, sin":]—’r sadece
n =4 ve n = 12 iken rasyoneldir.

Kamt: n ¢ift ise n = 2m, m > 2
seklindedir. sin2* = sin = olur. Teorem kul-
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lanilirsa sin Z sadece m = 2,6 iken rasyonel

olur. Boylece sin 2 n = 4,12 iken rasyonel

olur. n tek olsun. sin 21 rasyonel ise, cos =X 2 T =

I — 2sin? 2’11 rasyonel olur Kolayca her k 2 2
i¢in cosz—" rasyonel olur. k = ¢(n) alahm. Eu-
ler Leorerm ile, n|2¢‘(" -1 olacagmdan cos ©
cos ZX yada cos - = —cos T elde edilir. cos X
n = l 2,3 dlsmda 1rra.syonel oldugundan §e11§k1
elde edlllr n > 3 oldugundan, n = 3 haline ayrica
bakilirsa, sin & 2” = 3@ olarak irrasyonel olur.

Su halde Onerme ile, n =4 ve n = 12 hal-
leri diginda teoremimiz kamtlanms olur. n = 12
hali i 1g1n su yardime: sonucu ele alacagz.

Onerme: Kartezyen diizlemde kége
koordinatlar1 rasyonel olan bir eskenar
ug¢gen yoktur.

Kamt: Tersine oldugunu varsayalim.
Koseler, (z1,y1), (22, y2),(z3,3) olsun. Uggenin
alani rasyonel olur. Bir kenarin uzunlugu, ((z; —
z9)? 4+ (Y — yo) 2)¥ = q olsun. Alan, a?\/3/4 ile
verilir fakat a®/4 rasyonel olacagmda.n V/3’iin
rasyonel olmasi gerekir ki bu miimkiin degildir.

Su halde koge koordinatlari rasyonel olan
bir diizgiin onikigen olsayd, onikigenin uygun ii¢
kogesi alinarak kosekoordinatlan rasyonel olan
bir eskenar ticgen elde edilirdi ki bu Onerme’ye
ters duger. Teorem n = 12 iken de dogrudur.

n = 4 halinde de teoremin tersine

Analytic
Geometry

bir ornek verelim. z2 + y* = 1 cemberi
lizerinde (1,0),(0,1),(-1,0),(0,—1) noktalarim
almak yeter.

Problem: Bir n > 2 saysi i¢in oyle
aj,az, -, a, gergel sayilari bulunuz ki, her 7 =
1,2,---,n igin a; irrasyonel olsun k& > 2 igin,
ap = 2(1%_1 — 1 saglansin ve ajaz---ay rasyo—
nel olsun. m = 0,1,2,---,n — 1 igin, 2n+1

sayllarinin irrasyonel oldugu g(')'riileblhr. Bu
sayllar, ay = 2a2_, — | esitligini saglarlar. Ote
27 |

= — olmak tizere ras-
M+l 2m
yoneldir (Kanit okuyucuya birakmustir).

Yaziy: dikkat gekici bir sonug ile bitirelim.

Onerme: «,f irrasyonel sayilar: icin,
o” irrasyonel olmayabilir.

= V2, B = log 53 alahm.

layca of = 3 alarak rasyonel olur.
olarak A’min irrasyonel oldugunu gorelim.
log; = § ise, 3% = 2% olur ki bu ancak
a = b =0 halinde miimkiin olur.

n—1

yandan 7 _, cos ——

Ko-
Son
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T CETVELI YERINE I CETVELI’NIN COZUM

Hasan Gokpinar *

T T T N o S R e e L T s T T

OZET

1 cetveli ile, aralarindaki uzakhk cetvel
genigligi kadar olan iki paralel dogru, belirli bir
noktadan belirli bir dogruya dik ya da paralel
dogru ve belirli bir aginin ortayi ¢izilebilir. Buna
gore, cetvel genigligi £ ile gosterilmek uzere, ke-
nar uzunluklan £, /3,2 ve £, V5425, 145
olan dik uggenler ¢izildiginde agagidaki sekilde
olgiileri gosterilmig olan agilar elde edilir.

AYRINTILAR

[ cetveli ile yapilabilecek bazi ¢izimler ve
aciklamalar:

(1) Isaretlenmis iki noktadan gegen bir
dogru ¢izmek.

(2) Aralarindaki uzaklik
genigliginden daha biiyik olan iki
isaretlendiginde, herbiri bu noktalarn birinden

cetvel

gecen ve aralarindaki uzaklik cetvel genigligi

kadar olan iki paralel dogru ¢izmek.
(3) Bir eskenar dértgen cizmek.

* Gaziantep Universitesi, Matematik Boliumii

nokta

(4) Belirli bir noktadan belirli bir dogruya
paralel dogru ¢izmek.

Aciklama: Verilen bir A noktasindan
verilen bir d dogrusuna paralel ¢izmek igin, once
d dogrusu iizerinde rasgele bir B noktasi alinir.
A ve B noktalan icin (2) deki ¢izim iki degisik
konumda yapildiginda (3) deki eskenar dortgen
elde edilir. Sonra, bu egkenar dorgenin bir ke-
nar yeterince uzatilarak d’yi kestigi ¢’ noktasi
isaretlenir.

Karsihkh iki kosesi A,B olan egkenar
dértgenin,  birbirini dik olarak ortalayan
kogegenlerinin  kesim noktasi, 0, C |ile
birlestirilirse CO dogrusunun B kosesinden
gecen kenari kestigi D noktasi, A’dan gegen
ve d’ye paralel olan dogrunun bir noktasi olur.
AD || d dir. 1

(5) Belirli bir noktadan belirli bir dogruya
dik ¢izmek.




Aciklama: Verilen bir A noktasindan
verilen bir d dogrusuna dik gizmek icin, once
d dogrusu lzerinde rasgele bir B noktas: alinr.
Sonra, cetvelin bir kenan ile AB dogrusu
gizilirken diger kenarin d’yi kestifi C noktasi
igaretlenir. B ve C noktalar i¢in (2) deki ¢izim
yapildiginda bir kogegeni BC olan bir egkenar
dortgen elde edilir ki bu egkenar dortgenin diger
kogegeni d’ye diktir. Bu kdgegene A’dan paralel
gizilirse A’dan d’ye dik ¢izilmig olur.

A

(6) Belirli bir aginin ortayin gizmek

Acgiklama: Verilen agq ABC  olsun.
AB ve (C'B kenarlarina cetvel genigligi kadar
uzakhktan iki paralel dogru cizilirse elde edilen
eskenar dortgenin B’den gegen kogegeni B nin
ortay1 olur.

(7) ki agiy1 birbirine eklemek ya da bir-
birinden ¢ikarmak.

Aciklama: (Sekildeki) KLM m ABC
lizerine eklemek igin once B’den KL ve ML’ye
paraleller cizilerek K LM 'na es SBT elde edilir.
Ayrica ABS’nin ortay ¢izilir. Sonra, bu aglortay
lizerinde rasgele bir P noktast almp T ile
birlegtirilirken, cetvelin diger kenar: ile PT’ye
bir paralel ¢izilir. Bu paralelin agiortay: kestigi
R noktas: igaretlenir. P ve R noktfalan igin
(2) daki gizim yapir. T’den aglortaya gizilen
dikme ile P’den gegen dogrunun kesistigi Z nok-
tasi B'’ye birlestirilirse ZBA = SBT = KLM ve
ZBC = ABC + KLM olur.

Bu cizimler birlikte gozoniine almarak,
kenar uzunluklani 1,2,3,4,5,--- ve/veya V2,
V3, V5, 6, olan dik tcgenler ve
dolaysiyla trigonometrik oranlar bilinen birgok
aq1 cizilebilir. Ornegin; hipoteniisii 2 birim ve bir
dik kenar1 1 birim olan 30°, 60°, 90° dik ticgeni
soyle cizilir:

Bir d dogrusu iizerinde bir A noktasi
isaretlenir. A’dan d’ye dik ¢izilir. Bu dikme-
ye cetvel genisligi kadar uzaklikta bir paralel ve
bu paralele gene cetvel genigligi kadar uzakhkta
bir paralel ve bu paralele gene cetvel genilsigi
kadar uzaklikta ikinci bir paralel ¢izilerek d’yi
kestigi B noktasi bulunur. A ve B’ye (2) deki
¢izim uygulanirsa, yani cetveli A ve B arasina
getirip biri A’dan digeri B’den gegecek bigimde
ve aralarindaki uzaklk cetvel genigligi kadar olan
iki paralel dogru gizilirse 30° lik a1 elde edilir.
A’dan veya B’den bu iki paralele dik cizilirse
30°, 60°, 90° dik iiggeni elde edilir.

r—'\

\




1. Dereceden Iki ve Ug Bilinmeyenli Diofant Denklemleri

Selma Atabey *

e e T RS L P e s T D s e e i e S e R A R R T T T

Tanim:
a,b,c,z,y,z,m € Z olmak tizere

ar+by+cz=m (1)

geklindeki bir denkleme ii¢ bilinmeyenli Diofant
denklem denir. Eger a,b,c katsayilarindan biri
0 ise elde edilen denklem 1. dereceden iki bilin-
meyenli Diofant denklemidir.

Temel Teorem: Tam Sayilar kiimesinde
(1) denkleminin ¢6ziimii olmasi icin gerek ve yeter
sart a,b,¢ sayllarimn EBOB (en biiyiik ortak
bolen)’inin m’yi bolmesidir (burada ve makalenin
geri kalan kisminda a’min &’yi bolmesi ifadesin-
den a’nmn b’yi kalansiz boldiigini anlayacagiz).

ispat:

Zo,Yo,20 tamsayilar1 (1) denkleminin
¢ozimi olsun. O zaman azg + byg + czp = m
denklemi saglanir.

a,b ve ¢ sayllarinin EBOB’i d olsun.

O zaman a, b, ¢ sayilan

a=dq, b=dgy, c=dgs (91,92,93 € Z)
seklinde yazilabilirler.

azrg + by + czo = m denkleminde a,b,c
sayllan yerlerine sirasiyla dq;, dgs, dgs alnirsa
d(q120 + g20 + g320) = m olur.

Dolayisiyla d m’yi béler.

a,b,c sayillarimin EBOB’i de ve d|m ol-
sun. O zaman m =dgq (¢ € Z) dir.

Bezont teoreminden dolay1 Aa+ Bb+Cc =
d denklemini saglayacak sekilde A, B, C tam-
sayilar1 bulunabilir.

Son denklemin her iki
carparsak

(¢A)a+(gB)b+(¢C)c = qd = m elde edilir.

Dolaysiyla zo = ¢A, yo = ¢B, zp = ¢qC
tamsayilari (1) denkleminin ¢oziimidiir.

Ornek: Asagidaki denklemlerin tam
sayilar kiimesinde ¢oziimleri var mdir?

1) 3r—6y+152=17

2) 105z + 56y = 42

3) 26+ 5y+72=8

tarafim ¢ ile

* Atatiirk Anadolu Lisesi, Matematik S¥retmeni

4) 104z + 65y = 43

Cozum:

1) (3,6,15) =3 ve 317 oldugundan 3z —
6y + 152 = 7 denkleminin tamsayilar kiimesinde
¢ozumu yoktur.

2) (105,56) = 7 ve 7|42 oldugundan bu
denklemin tam sayilar kiimesinde ¢ozumu vardir.

3) ve 4) okuyucuya birakilmigtir.

Diofant denklemlerinin ¢6ziimlerini Euler
yontemi ile bulacagiz. - Bu yontemi orneklerin
¢oziminde agiklayacagiz.

Ornek: Asafidaki denklemlerin tam
sayilar kiimesinde ¢oziimlerini bulunuz.
1) bz —Ty=8

2) 153z — 34y = 51

3) 3z —12y+182=17

4) 2z +5y+72=8

Cozim:

1) (5,7) =1 ve 1|8 oldugundan denklemin
tam sayilar kiimesinde ¢6ziimiu vardir.

Katsayis1 mutlak degerce kiigiik olan terimi
cekerek z = 8+;” = 5+3+55y+23" =14y+ 3_*'5_"’1
buluruz. z in tamsay: olmasi igin 3—*’521 in de
tam say1 olmasi1 gereklidir. %l = z diyelim.
= 3+ 2y = 52 olur.

Ayni yontem bu denkleme de uygulamr.

92—-3 424+2z-2-1 9 1_}_z—l
= =— = 4z — .
2 2 2
y nin tamsay1 olmasi i¢in 251 in de tam say ol-
z=1

masl gerekir. 3= = u diyelim. = z — 1 = 2u,
yanl, z = 1 + 2u olur. Tekrar geri donerek r ile
y’yi u cinsinden ifade edelim.

_5z—-3 _ 5(142u)-3

= 1
5 5 Su +
= 8-;7!}: 8+7(§u+1) =Tu+3

Burada u € Z dir.
2) (153,34) = 17 ve 17|51 oldugu igin den-
klemin tamsayilar kiimesinde ¢oziimii vardir.



Ayni yontem ile
_ 153z-51 __ 136r417x-34—17 _ _
3d 34 =dr—-1+

172-17

E‘;—” € Z olmah. u =
17z — 17 = 34u Yani £ — 1 = 2u dir. Buradan

z = 2u+ 1 buluruz. z’in bu ifadesini yukarida
yerine koyarak y = 15354—51 — 153(2.13:1)_51 _

306u4153-51 _ Qu+3
34

Yani her v € Z i¢in r = 2u+1, y = u+3
denklemin bir ¢ozumudur.

3) (3,12,18) = 3 ve 318 oldugu igin den-
klemin tam sayilar kiimesinde ¢oziimu vardir.

Burada da katsayisi mutlak degerce en
kiiguk olan terimi gekersek

17x-17 _

8—T72-5
, BTy
2
_ B—bBz—s—4y—y
a 2
= 4—5:—2y+—-——“;y

%1 € Z olmal. %}{_ = u dersek z: +y =
2u olur. Buradan da 2z = 2u — y bulunur.

o 8—Tz -5y
2
8 —=T(2u—y) -3y
B 2
= 4-Tu+y
Yani, = 4 — i+ g } olur.
z=2u—y
Burada u € Z dir.
Yukaridaki orneklerde goriildigi gibi,
parametrelerinin  sayisinin, bilinmeyenlerin

sayisinin bir eksigi oldugu gorilir.

Ornek: 100 kisiye (erkekler, kadimlar,
cocuklar) toplam 100 lira para verilmistir. Her
bir erkege 5 lira, her bir kadina 3 lira ve her bir
cocuga 0,5 lira verilmis olduguna gore erkeklerin,
kadinlarin ve gocuklarin sayisimi bulunuz.

Coziim: z:erkeklerin sayisi, y:kadinlarin
sayist, (100 — z — y):qocuklarin sayisi olsun.

S5z + 3y + %(100 —z—y) = 100 Ya da
9z + 5y = 100 olur. (9,5) = 1 ve 1100 oldugu
icin tam sayilar kiimesinde ¢6zumi vardir.

Euler yontemi ile y = 20— 2z + % bulunur.

£ €Z olmah. % =t diyelim.

z =5t ve y= 20— 9t olur.

z>0,y>0,t>0vet< 2% olmal.
Dolayisiyla t = 1 veya t = 2 dir. t = 1 i¢in
r=5y=11,2=84t=2icin z =10, y=2,
z = 88 bulunur.

Ornek: Bir ¢ocuk babasina, ”Dogdugun
ginii 12 ile, dogdugun ay1 da 31 ile garpip, bu
carpumlarin toplamini bana soylersen ben de sana
dogum giiniinii soyleyebilirim” diyor. Babanin
dogdugu giinu ve ay1 bulunuz.

Cozum:

z- dogdugu gun

y-dogdugu ay

0<r<3il
0<y<12

12z + 31y = 98

r=8-3y+ ?T—zsl olur.
5% — ;> olsun.

12
12z -2 2z =
24b5y=12:=>y= 5 =y o ——
2z -2 5t + 2
=tz 2u-2=0=m>r=—]—=
5 = 2
=A+1+5
Lo v t=2
=40+ 14+v=5v+1
y=12v+2
r =3 — 31v bulunur.
r ile y nin tanmimlarindan —%?- <v< %
ve —L < v < 2 olmah. Buradan v = 0.

6 4]
dolayisiyla » = 6 ve y = 2 elde edilir. Sonug

olarak babanin dogum ginu 6 Subat tir.

Soru: Toplam 73 soru ¢ozen bir ¢ocuk.
bir kag gun ll'er soru, kalan gunlerde de 8'er
soru ¢ozmisgtur. Bu sorulari bu ¢ocuk ka¢ gunde
cozmusgtur?

Soru: Asagidaki Diofant denklenilerin
tam sayilar kumesinde ¢ozumlerini bulunuz.

1) 122r + 284y = 100

2) hr+4y—2:=6

Not: (Bezont Teoremi)

-+, a, sayllan verilsin. (a;,as, -, a,) =
olacak sekilde

@y, s, -
= uja; + usas + --- + unay,
Uy, Us, -, U, bulunabilir.

(Burada (aj,as,---,ay,) ile aj,a»,--
sayllarinin EBORB"i gosterilmistir.)

L,y



GAUSS FORMULUNUN GENELLESTiRILMESI (I1)

Nurettin CALISKAN *

IIl-II-I-IlllIlIlI-IIIIll..--ll-..I-Il-IIllI-IIlllIIIIIIIIIIIIIII-IIIIIII-

Birintisi bir birim, ikincisi iki birim.
Ugiinciisii u¢ birim, --n’incisi n  birim
uzunlugunda olan n tane gubuk alalm. Bu
cubuklar1 ucuca birlestirdigimizde, uzunlugu

n

1+4243+---4+n= Zk kadar olan bir
k=1
cubuk elde ederiz.
Aym  cubuklan, istiiste getirelim.

Cubuklarin uzunluklar toplamina bakildiginda,
elimizde n tane 1 birim (n — 1) tane (2 — 1)
birim - - - bir tane (n—(n+ 1)) birimlik gubuklar
oldugu goriilecektir. Bu uzunluklarin toplam,
bize toplam uzunlugu verir, yani

Sk
k=1

n(1=0)+(n-1)2-1)+--

(n(k = D)(k - (k—
+ ---l(n—(n-1))

n

= Y ln— (k- 1)k - (k-1)]

k=1

= 2?:01—-k4—1)
- Zn—Zk+Zl
k=1

k=1

1)) +

n
yada, Zl: 1+1+4---41=n egitligi ile

k=1

n n n
2:{:‘; = 712{:1 +'2£:l
k=1 k=1 k=1
= nl4n

- 1
veya Z k= M sonucunu buluruz.

k=1 2

Simdi de kenar uzunluklari 1,2,---,7n olan
n tane kare geklinde kagitlar alahm. Kagitlarin

alanlar toplami

*ODTU Matematik Béliimii Arastirma Gorevlisi

12422 4

--+n2=2k2 dir.
k=1

Kagitlar istiiste koydugumuzda, toplam
alanm, n tane 12 birim kare, (n—1) tane (22-12)
birim kare ,---, 2 tane [(n—1)? — (n—2)?] birim
kare ve bir tane [n? — (n —1)?] birim karelik alan-
larin toplamina esit oldugu gorulur.

O halde

n?4+(n-10)22-1+---+

k=1
2(n—1)>—(n-2)" +
+ 1(n’-(n-1)?%

= - (k= — (n = 1Y)

n

= Y (n—k+1)(2k-1)

k=1

buradan da, sag tarafi diizenleyip Z 1=n,

k=1
= n(n+1)
I pe =g

k=1
E’cz

13423+

bilgisi kullanilarak

elde edilir.

D(2n +1)
6

- 4nd = E k* toplamini bulmak
k=1

i¢inde, hacimleri 13,23,... 3 birim kiipler olan
n tane kup alahm. Yukarida ki orneklerdeki gibi,
kupleri ust uste koydugumuzda, kiiplerin toplam
hacmi

nd+(n-1)[2% - 13+ ..

N2 = (k=1)3+-- +1[n3 - (n

esit olacaktir.

Ya da

+(n— (k-

) ] sayisina

9]



zn: B = Z":(n — (k= 1) = (k=1)7)
k=1 k=1
= Y (n—k+1EK -3k+1)
k=1
burada.nnda
3k = ("—(22i1—))2 elde edilir.

k=1
Bu ii¢ 6rnege baktigimmzda, p nin 1,2 ve 3

degerleri igin
S — k4 1k = (k= 1))

n
S -
k=1 k=1

oldugum_l gormekteyiz. p > 4 degerleri igin
n

n

bu ifadenin dogrulugunu aragtirmaksizin Zk”

k=1
toplamunin esitligini bagka yontemlerle bulmaya
calisacagiz.

f reel sayllar kiimesi iizerinde tanimh bir
fonksiyon olsun.

limp—¢ ﬂ”'—ﬂhtf—(il varsa, f fonksiyonu
tiirevlenebilir bir fonksiyondur ve bu limit deger
de Df(z)’e esittir. Burada, D tiirev operatoru
olmak tizere, Df(z), f fonksiyonunun z nok-
tasindaki tiirevini tanimlar.

f fonksiyonu tam sayilar kiimesi izerinde
tamml bir fonksiyon ise, yukaridaki limit
tanimiyla verilen tiirev operatorii bu fonksiyon
igin gegerli degildir.

h’in sifir komsulugundaki degerleri yerine,
h = 1 alindiginda, verilen tirev tanim

f(z 4 1) — f(z) sekline donusur.

Boylece tam sayilar kiimesi iizerinde
tammh f fonksiyonlar: igin D tiirev operatori
yerine

Af(z) = f(z +1) - f(=z)
seklinde bir, A, fark operatori tanimlanir.

f fonksiyonu reel sayilardan reel sayilara
yeterince ”diizgiin” bir fonksiyon ise, D f.ve Af
de reel sayilardan kendisine fonksiyonlardr.

Tiirev operatortniin ozellikleri, fark opera-
torii iginde gegerlidir.

c € R f ve h reel degerli fonksiyonlar ise,

(1) A(cf)(z) = cAf(z)

(2) A(f +h)(z) = Af(z) + Ah(z)

(3) A(fh)() = hz + DAf(z) +
f(z)Ah(z)

(4) Af(z) =0 ise f(z) = sabit olur.

Zf(k) toplammin degerini bulmak igin,

k=0 .
fark operatoriiniin ozelliklerinden yararlanacagiz.

f : Zt — R verilen bir fonksiyon olsun,
z € Z* icin AF(z) = f(z) esitligini saglayan f
fonksiyonlarina bakalim.

AF(0) = F(1) = F(0) = f(0)

AF(1) = F(2)= F(1) = f(1)
AF(n—1)= F(n)— F(n—1) = f(n - 1)

AF(n) = F(n+1) = F(n) = f(n)
egitligin her iki tarafim topladigimizda

F(n+1) = F(0) = (0)+ f(1) 4+ f(n)
yada

S f(k) = F(n+1) = F(0) = FR)LZG™
eldesedeiin:

Boylece, verilen bir f fonksiyonu i¢in

Zf(k) toplamim bulma sorusunu, AF =f

k=0
olacak sekilde bir F fonksiyonu bulmaya
dontigtiirdik.
Ornek olarak, k bir tam say1 a birden
n

farkh reel say1 olmak izere, a* toplaminm bul-
k=0
maya gah§ahm.
Ik olarak f(k) = a* fonksiyonu igin
AF (k) = f(k) esitligini saglayan F' fonksiyonunu

bulmahyiz. Bu fonksiyon F(k) = a_l_la'C dir.
O halde
n
1 =n
}E:ak — = 1ak|:;0+1
k=0
1 n+1
= o -y
olmahdir.

Simdi de p pozitif bir tam say1 olmak uzere
AF(k) = kP ozdesligini veren F fonksiyonunu
bulmaya g¢alisacagiz.

m € R\ {0} igin D(z™) = mz™!
oldugunu biliyoruz. A fark operatori igin, ben-
zer ozelligi tagiyan bir fonksiyon bulabilirmiyiz?

p € Z+ alahm. z(P) formunda bir ”iistlii
terim” tamimliyalhm, oyleki z(P)

2@ =1
;,:-(1) =z
z?) = z(z - 1)



2P = z(z - 1)(z-2)
ozelligine sahip olsun.
Olugturdugumuz bu ustli terimi kisaca
£(0) =1
plp+1) — ,,(P)(z -'p)
olarak tanimhyabiliriz.
F(z) = z?) olsun. Bu fonksiyona fark op-
eratorini uyguladigimizda

(z-p+1)

;p=0a1121'

AF(z) = pzP~1) olacaktir. Gergekten de
AF(z) = F(z+1)-F(z)

= (z+1P- (P

= (z+1)(z)(z=1)---(z—p+2)-
zz-1)---(z—p+2)(z—p+1)

= z(z-1)---(z-p+2)
[z+1-(z-p+1)]

= pr(z—1)---(z—p+2)

= pze-D

Bu sonugla, p € Z%t igin, AF(z) =
£®) esitligini saglayan f fonksiyonunun F(z) =
r(p+1)

71 oldugunu gostermis olduk.

O halde
Z L) k(p+1) —
k=1 p+1 £=0
(n+ 1)(p+1)
- p+1

olmahdir.

Bizim bulmaya ¢ahgtigimmz toplam Z kP
k=1
seklindeydi. kP ifadesini tustli terimler cinsinden
yazdifimizda, yukarida elde ettigimiz sonucu kul-
lanarak, bu toplamin degerini bulabilecegiz.

p=1 oldugunda k) = k dir. O zaman

- k= 5 JAQH - ﬁz_)’m"‘*‘l
kZ kZI 5 lEs
_ (n+ 1))
- 2
_ (n+1)(n)
B 2
p=2i¢in kK = k(k-1), yada

K2 = k*—k veya
B o= KP4k
) 4 g

boylece

i (3) (2)
CGRETIOIE (k_ R k

2 I

n
Se =
k=1

L
I

(n+ 1)@

(; +31)(3) N

(n+Dn(n-1) (n+1)n

= 3 T
n(n+1)(2n+1)

6

p = 3 igin bakalim

k) k(k— 1)(k —2)

= k3-3k%+2k

buradan da

k® 4 3k% — 2k
= k@ 4 3(k® 4 kW) — 25V
= k@ 43k 4 M)

E (k(3)+3k(2)+k(1))
k=1 k=1
k4 3 k(2
= n+1
(G +35+5h

_ (n+ 1)@ (1) 4 (n+ 1)
2

4
_ (n(n+l) 2

)

p=4igin, k* = k¥ 4 6£0) 4 7k(2) 4 k(1

veZk4 n+l

1(;1[1 k5

st

(6n3+9n2+n— ), p=5

k(5) 4 10k(4) +25k03) £ 15k(2) 4 k(1) ye
l)[211 +4n® +n— 1]

Bu yontemle biitin p € Z% igin Tp(n) =

n
Ekp toplaminin degeri bulunabilir.
k=1



Simdide, biitin p tamsaylan igin olasi oldugu goriilecektir.
Ty(n) toplammn genellestirilmesini yapmaya Biitin T,(n) toplamlarinda  nP*!

calisacagiz. ifadesinin katsayisi —1—, n® nin katsayis1 —3

n-—1 -1 : P+_12 5 N
_ rm » 11 in katsay1 £, n?~? nin katsayisi herzaman
Tp(n) =07+ 17+ -+ (n = glk sifir. nP~3 iin katsays —’l(fl;-zlom_—a, n?~% in
olarak tanimlandiginda - katsayis: yine sifir. Bu gekilde devam edildiginde
n?~* mn, katsayisinin bir sabit say1 ile p(¥)’nin

carpimindan olugtugu goriilecektir.

To(n) = n O halde, genellegtirerek
Ti(n) = %nz - %n
1 . +1
To(n) = §n3 - %nz + %n Tp(n) = Py l(bD"P +
1 1 1 1 +1
T3(n) = Zn4—§n3+zn2 p-i- )blnp+"'+ ( Pp )an)
— 15 14,13 1 P
T = grogiArt g S0 el gt
Ts(n) - lnﬁ _ lns ED intl _ —1—712 Pt k=0
6 2 12 12
Ton) = 2n7—nS4in®— ind 1 biliri da T )=r2 klind
6 7 1 211 + 2n 6n + 42n yazabiliriz. Burada & = Gty dexinde
1 1 7 . ifade edilen m’in k’li kombinasyonudur.
T e Lo R w L g ToAy tog _
"(n) Sn 2" + 24" T2 N 2" Toplam iginde verilen by sayilar1 Bernoulli
T. = m8_ Log. Aoy Fog sayilan olarak bilinir. Bernoulli sayilan agagida
() Qn 2" + 311 15ﬂ = verdigimiz iligki ile tammlamr.
2 ., 1
§n = 3—0‘"- b% — l
1 1 3 7 1
T: — ¥l ¥ Tl 8 p+ _ —
9("’) ].On 2“ + 4"’ 10n + k_()( k bk —0 y4 13213:
1a_3.2 )
2 20 Bernoulli sayilar igin ilk 12 terim
Tio(n) = -l—n“ - l1110—§-§1'19—1r17+
10 | 9 6 1 1y 0 1 0 1 1 5
1 5 7—5!611—_36) )4_235__11_“3
0, 730 seklinde siralanmugtir.

Dikkat ederseniz, k ikiden biyik tek
Bu toplamlara bakildiginda, biitiin p’ler  sayilar olmak uzere by = 0 yani byp4y = 0,Vn >
icin Tp(n) toplammin bir genellestirilmesinin 1, dir.



STEINER-LEHMUS TEOREMIi

Huseyin Demir *

“

1840 yiinda C.L. Lehmus adinda bir
matematik¢i biyik geometrici Jakob Steiner’e
ilk bakista basit goriinen bir geometri problemi
gonderir. Steiner, bu masum goriinigli fakat
zor problemi ileri geometri yontemleri kullanarak
¢ozer. O giinden sonra bir ¢ok matematik me-
rakhst bu probleme basit bir ¢5ziim bulmaya
ugragmug ve soz konusu netice, biri matematige
yaptig1 biyiik katkilariyla herkesge maruf, digeri
ise hig tamnmamig iki matematikginin adlam
lle yani “Steiner-Lehmus Teoremi” olarak gohret
kazanmugtir. [1, s.14]

Teoremin ifadesi gudur: ki i¢ agtortay:
uzunlukga egit olan bir tggen ikizkenardr. Bu,
ispat1 ¢ok kolay olan bir teoremin kargitidir.
Ispat1 yoniinde bir ¢ok tegebbiis bagarisiz kalmigsa
da, 1840 yihindan bu yana teoremin 60 kadar
bagarih ispati verilmigtir. Lise kitaplarimizda yer
almayan bu 6nemli teoremin eldeki baz1 dergi ve
kitaplardan derlenen dort ispatini burada okuyu-
cularimiza sunmak istiyoruz. Bunlardan ilk ikisi
dogrudan, 6teki ikisi dolayh olup ”olmayana egri”
yontemine dayali bulunmaktadir.

Bir ABC iiggeninde A, B, C koselerinin
kargisinda kalan kenarlarin uzunluklarini sirasiyla
a, b, c ile, ¢cevre uzunlugunu 2s ile,, A, B ve C
k("jgelerinden gecen i¢ aglortaylarinin uzunluklan
na, ny ve n, ile ve < BAC, < CBA, < ACB
agilarinin olgiilerini de 2a, 28, 27 ile gosterelim.

Ispat 1 (Dogrudan). Bilinen

Ng = %\/bcs(s —a)
a

ng = cas(s — b)
c
Mo = — i b\/abs(s -c)
formilleri  kullanildiginda, np = ne

varsayimindan kolayhkla n = n? ve n2 —n2 =0

*ODTU Emekli Oggretim Uyesi

yani
(a+c)?b(s = ) — (a + b)%c(s — b) = 0

elde edilebilir. 28 = a + b + ¢ kullamilmak uzere
bu denklemin her terimi 2 ile ¢arpilip ifade a nin
kuvvetlerine gore diizenlendiginde

(b= c)[a® + (b + c)a® + 3bca + be(b + c)]io

bulunur ki késeli parantez igindeki ifade, biitiin
terimleri art1 oldugundan, sifirdan farkhdir. O
halde, b — ¢ = 0 olup iliggen ikizkenardir.

Not. Liselerde agiortay uzunluklan igin
yukarda verilen formiiller elde edildiginde, bir
uygulama olarak bu teoremden soz etmeli ve
ogrencilerden teoremin ispati istenmelidir.

Ispat 2 (Dogrudan, [4].) AB ve AC ke-
narlar \izerinde BE, CF sirasiyla B ve C den
gegen icaglortaylar olacak gekilde E ve F nokta-
lar1 alahm. B ve C den gegen igagiortaylarin
uzunluk¢a egit oldugunu yani |BE| = |CF|
oldugunu farz edelim. BE ve CF bir I nok-
tasinda kesigsin (Sekil 1). A kosesi U ve B,
C ve V arasinda kalacak ve |AU| = |AV]| =
|BC| olacak gekilde U ve V noktalarim alip
ikizkenar AUV iiggenini ¢izelim.  [UV]’nin



orta dikmesi I noktasindan gececeginden (ne-
den?) |IU| = |[IV| ve | < AIU| = | <
AIV| olacaktir. Sirasiyla U ve V nin BE ve
CF iizerindeki dikme ayaklarimi U’ ve V' ile
gosterelim. EBC ile EUA iiggenlerinin alan-
lari, bu ii¢genlere ait [BC],[AU] kenarlan ile
bunlara kargihk gelen yukseklikler uzunlukca egit
oldugundan, (agiortay tuzerindeki E noktas: BC
ve AB dogrularindan aym uzakliktadir !) esittir.
Bu alanlara ABE iiggeninin de alamnin ek-
lenmesiyle ABC ve EUB ii¢genlerinin, benzer
olarak da ABC ve FVC ii¢genlerinin, bu sure-
tle de EBU ve FCV tuggenlerinin alanca esit
olduklar1 goriiliir. Bu iiggenlerde [BE] ve [CF]
kenarlar esit oldugundan ilgili yiiksekliklerin
yani [UU’] ve [VV'] nin uzunlukca esit oldugu
goriilir. Demek ki UIU’ ve VIV' dik liggenleri
esit olup

|<UIU'| = | < VIV'|

ve

| < AIU"| = | < AIV'|
ve en nihayet bir kag basit iglemle

<CBA=< ACB

oldugu gorilur.

ispat 3 (Dolayh , [3, s. 65-66].) AB
ve AC kenarlan iizerinde BE, CF sirasiyla B
ve C den gecen aglortaylar olacak sekilde E ve
F noktalari alahm. (Sekil 2). |BE| = |CF|
ve B < v oldugunu kabul ederek bir ¢eligkiye
varacagiz. EBC ve FBC iiggenlerinde |BE| =
|CF| esliginden, ve 8 < 7 essizliginden [CE| <
|BF| elde edilir.

CEC'F paralelkenar olacak gekilde bir C"
noktasi ithal edildiginde, |BE| = |[CF| = |EC’|
olup EC'B iiggeni ikizkenardir. O halde, g’ =
| < FBC'| ve ¥ = | < BC'F| yazarak, f+ ' =
5+ %" bulunur ki 3 < v dan B’ > 7' esitsizligini

ve bundan da FC'B iiggeninde |FC’| > |FB| ve
|FC'| = |CE| nedeniyle |CE| > | FB| bulunur ki
bu imkansizdir. Oyle ise, § <

ugamma olamaz. Benzer olarak y < B da ola-
maz. O halde, § = 7 olup iiggen ikizkenardir.

Ispat 4 (Dolayh). Bu ispat asagidaki
yardime: teoreme dayanmaktadr:

Yardime: Teorem : Bir iggende ik
agidan, olgusu daha kigik olana ait i¢ agtortayin
wzunlugu, olgusi daha biyuk olana ail 1¢
agtortayin uzunlugundan daha buyuktur.

Ispat ([2, s. 470])) B < 7y oldugunu
varsayalim. A ve F arasinda kalacak ve
|F'CF| = B olacak gekilde bir F’ noktas: alahm
(Sekil 3).

F'BC iicgeninde f + B < v + B oldugu
icin [CF'| < |BF’| olup B ve F' arasinda kala-
cak ve |BU| = |CF’| olacak sekilde bir U nok-
tasi ahnabilir. BE dogrusu uzerinde, UV ||
F'C > olmak tizere V noktasi almacak olursa
< BUV =< BF'C > olup UBV ve F'CF
iiggenleri esit olup, |BV| = |CF| olmahdir.
UV || F'C oldugundan, V noktass B ve E
arasinda kalir ve |CF| = |BV| < |BE| elde edilir.

Bu yardimci teoremi kullanarak, Steiner-
Lehmus teoremini dolayh olarak su sekilde (‘ol-
mayana ergi’ ile) ispatlayabiliriz. Egner § <7 ol-
sayd1, yardimc1 teorem geregince ny > n. olurdu
ki bu, ny = n. varsayimyla geligme yaratir. 0
halde 8 < v ve benzer olarak y < (3 olamaz, yani



ﬂ:’y dir.

Yazimizi su uyar ile kapatiyoruz: Steiner-
Lehmus teoremi iiggenin dig agiortaylan igin
muteber degildir; yani ikizkenar olmayan bir
liggende iki dig agiortay uzunlukca egit olabilir.
Sekil 4 de bunun giizel bir 6rnegini tegkil eden ve
‘Bottema lggeni’ olarak amlan liggeni veriyoruz.
[3,5.66]. B ve C koselerine ait dig agiortaylarin
bu iggende uzunlukga esit olduklarimin ispatin:
okuyucularimiza birakiyoruz.
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27
ABCD bir kare, F € [DT] ve

|CE| = |EF| = |FB| olduguna gore
A(AFBT)/A(ADBF) oram nedir?

Gozim: AFBT ve AFCD iiggenleri

o . . FB _ l
benzer tiggenlerdir ve benzerlik oranlar Fat = 3

* Ugler Dershanesi Ogretmeni, Ankara

dir. Baylece f-;%-'[ — % olur. Yiikseklikleri aym

olan tg¢genlerin alanlar1 oranm tabanlar1 oranina
esit olacagindan, sorulan oran 1 dir.

28.

|AB| = 4 cm sekildeki ABCD ve
AFED kiireleri birbirlerine dik ve esit
iseler |FC| = z nedir?

[25]



Coziim: FA, DA ve AB dogrularina dik
oldugundan, ii¢ dikme teoremine gore, ABCD
kare diizlemine dik, dolayisi ile FA L AC dir.
|[FA| = 4, |AC| = 42 bulunur. FAC dik
uggeninde Pisagor bagintisindan z = 4/3 elde
ederiz.

29.

3k

ABC ve AEC tggenleri dik, AE
agiortay, |AB| = 10, AC = 15, ise |CE| ==z
nedir?

Cozum: ABC ggeninde Pisagor
bagintismdan |BC| = 5v/5 buluruz. Ag or-
tay teoremi ise g‘g = £ verit. ABD ve ACE
tiggenleri benzer olduklarindan ZNIE —
r = 3/5 verecektir.

30.

2 .
5, bize

ABC iiggeni egkenar ve |AC| = 16,
|0B|=|0D| =17 cm ise |CT|=z nedir?

Coziim: OBR iiggeninde [0B| = |OE| =
7 oldugundan OBF egkenardir ve |BF| = 7
em dir. € noktasimn gembere gore kuvveti
alinarak bulunan |CT|? = |CF||CB| esitliginden
|CT| = 12 cm buluruz.

31.

|OA| = 2 olduguna gore, r nedir?

Coziim: |OA| = |OF| oldugundan, 2 =
V2r 4+ r denklemi gozilerek r = 2(vV2 — 1) bu-
lunur. Veya; Cemberler F noktasinda icten teget
olduklarindan O, M, F noktalan dogrudastir. Bu
OM = 2 — r verir. Teget, degme noktasindaki
yaricapa dik oldugundan MD L OC ve ME L
OA olur. |ME| = |MD| = r oldugundan,
|OE| = r ve OEM ikizkenar dik tiggeninde
2 — r = /2r buluruz.

32.

[

AB

r = V2-v3, |[AB| = rV/2-V3 ise
cember icine cizilecek diizgiin cokgen kag
kenarhdir?

Coziim: OAB iiggeninde kosinus teore-
mini uyguluyarak r2(2—+/3) = r24r?—2r?cos ¢
buluruz ki bu da cosd = 3@ veya @ = 30° verir.
% = 12 oldugundan gokgen 12 kenarhdir.

33.

ABC iiggeni ikizkenar ve dik, |OA| =
loC|, |BD| = |AC| = 2 cm olduguna gore,

26]



|OD| = z nedir?
Cozim: |AC| = 2, ve ABC uggeninin
ikizkenar dik ii¢gen oldugundan |BC| = /2

buradan da |CD| = 2 - /2 bulunur. OCD
uggeninde uygulanan kosiniis teoremi z2 = 1 +

40. z =z 41y ve [z+2—i| = 10 ise
(z+2)2+(y-1)*=7

Coziim: Karmagik sayilarin toplam
tanimi ve mutlak deger tammundan |z + iy +
2—i| =10 veya |(z+2)+i(y— 1) = 10 veya

(2-v2)?+2(2-V2)(-¥2) veya z = /5 — 22
VETIT.

34. A= {acd}, B = {a,b,c,d,e, f,g)
olduguna gore B’nin alt kiimelerinden kag
tanesi A kiimesini kapsar?

Cozim: B — A = {b,e, f,g} kiimesinin
2' = 16 alt kiimesi vardir. Bunlardan herhangi
bir C kimesi igih A C AUC olacagindan,
aranilan kiime sayis1 16 tanedir.

35. cosz —sinz = 1 ise, cos 2z nedir?

Coziim: Her iki tarafin karesini alip,
2sinzcosz = sin2z esitligi kullambrsa 1 —
sin2z = % bulunur. sin?2z + cos?2z = ]
esitliginden cos 2z = :tlg elde edilir.

10

36. Y I2_,(mn — 3n) =2

n=1

Coziim: m = 3 icin carpim olugturan
carpanlardan biri sifir oluyor, dolayisi ile toplam
sifirdir.

37. En kiigikleri 3 yaginda ve yas
farklar1 aym olan 6 kardesin yaglar toplamm
48 ise en biyiikleri ka¢ yagindadur?

Coziim:  Cocuklarin yaglan kiigiikten
buyige dogru a;,as,---,ag olsun. Bu aritmetik
bir dizidir. Yag farkina d dersek ag = ay+(6—1)d
oldugundan; yaglar toplam 48 = g(al + ag) olur.
Buradan ag = 13 bulunur.

38. A = [; 2 ] ise A% — 44 +41
nedir?
Coziim: A? — 44 + 4 = (A4 -
1 2

21)* oldugundan, A — 2 = 9 4

],

g g] = [ 21 3] ve (A—21)2 =
-_IQJ[—IQ][sz]bulunm
2 2 2 2 2 8 '
39. i = -1 olduguna gére
1 ¢+ i+41
0 1 i-1 | determinanti nedir?
0 i

Coziim: Birinci siitunu kullanip, determi-
nanti ahrsak,
1 i-1
0 I
i 0

’:i—(iz—i)=2i—i2:
2i + 1 buluruz.

Viz+2)?7+ (y=1)2 =10 veya (zr +2)* + (y—
1)2 = 100 bulunur.
41.

;é
A/i
-1

2

|OB| = 4|0A| ve d L AB olduguna
gore d dogrusunun denklemi nedir?

Cozim: AB dogrusunun egimi 4, d L1
AB oldugundan d’nin egimi —3 dir. AB
dogrusunun denklemi y — 2 = 4(z + 3) olup,
¢ = 0 icin bulunan B noktasinin koordinat: 4
diir. d’nin denklemi y — 4 = —%(z = 0) veya
dy—z—16 =0 dur.

42, )
ozl _y=2 _ z-4
dp %Iya—z—zﬂ
. £ s
d2-2—_2———4_
d; L ds ise a nedir?

Coziim: d; dogrusunun yon vektorii
(=2,3,-1) = Ni, ds dogrusunun yon vektori
ise Ny = (a,2,—4) diir. d; L dy igin gerek ve
yeter kogul ﬁl . 1\72 = 0 oldugundan

Nl-ﬁz =-2a4+6+4=0veyaa=5
olmahdir.

43. A = (1,0,~1) noktasindan gegen
ve normal vektori N = (=1,-2,1) olan
diizlem denklemi nedir?

Cozum: (%0,0,20) noktasindan gegen
ve normal vektori N = (A, B,C) olan diizlem
A(z = z0)+ B(y — yo) + C(2 — 20) = 0 olarak be-
timlendiginden, aranilan diizlem z+2y—z—2 = 0
olmalidir.

44. R? de asagidaki Snermelerin hangisi
yanhigtir?

a) Paralel iki dogrudan birine paralel olan
bir dogru digerine de paraleldir.

b) Birbirlerine paralel ii¢ dogru aym
duzlemde olmayabilir.

c) Paralel iki dogrudan birini kesen bir



dogru digerini de keser.

d) Bir noktadan gegen ve bir diizleme par-
alel olan bir dizlem vardir.

e) Iki noktadan gegen ve bir diizleme dik
olan bir diizlem vardir.

Cozum:
dy
d
i
d;
ou
P
4 |

Bu soruda a, b, d onermelerinin dogrulugu
agtktir. Yalmz sadece bir degil, iki yamt var.
Ciinki ¢ ve e onermeleri yanhg! ¢ Oonermesinin
yanhshg gormek igin ilk gekile bakahm. d; ve d;
dogrulan paralel, djNds = {A} fakat diNd3 = ¢.
e onermesinin yanlighgin1 gormek igin yukaridaki
ikinci gekile bakahm. A ve B noktalan P
diizlemine dik olan d dogrusu iuzerindeler. An-
cak A ve B den gegen ve P diizlemine dik olan
sonsuz duzlem vardir.

. sin’z— %
45. lim ———=
z—% sindzx
o . . 1
Cozum: limsin?z — = = 0 ve
x—o% 2
lim sin4z =0
z—‘f
sinfz — 1 ve sindz tiirevlenebilir
oldugundan; L’Hopital kurah geregince istenilen
. . .. 2smzcosz . 1 i
limit lim —————— ile aymdir ve —2 diir.
z—% 4cosds
3 2
z° — 3z
46. llm ————
c—=3 z2-3
Coziim: z° — 3z% ve z2 — 3 heryerde

siirekli fonksiyonlardir. z = 3, z2 — 3’in koki
olmadigimdan, verilen fonksiyon bu noktada da
sureklidir. Dolaysi ile istenen limit, fonksiyonun
3 noktasinda aldig: sifir degeridir.
: 22454,

e E 1

Coziim: Istenen limit 1%° sgeklinde
bir belirsizliktir. Ancak verilen kogullar
L’Hopital kuralin1 uygulamamza olanak veriyor.
22454,
(2:5 + 3)

surekli oldugundan L = lim (4z — 1) In

r— 00

ki buda 0.0o geklinde bir belirsizlik.

= L olsun. In fonksiyonu
2z 45

2z + 3
Ancak

um
—00

In 2745
bunu InL = lim 21”3
I — 00
4z—-1

bir belirsizlige doniigtirebiliyoruz. L’Ho4pita.l ku-
i AR

ralin1 uygulayarak InL = —_— =
FT0 a2

yazarak % seklinde

1622 — 162+ 1 . _
zl—l-.n;.lo m =4 buluyoruz kl, bu L =

e? verir.

48. f(:z:) =

z j—

de extremumu olmasi igin m ne olmahdir?

Coziim: Extremum tanimndan %I;:;j =
0 olmahdir. Tirevin z = 3 noktasindaki degeri
m = 3 olmasi gerektirir.

49. f(z) = In(3z — 1) ise f7'(0) +
(f=1(0) =7

Cozum: Verilen fonksiyonun tersi,
f~Y(z) = £ fonksiyonu oldugundan f~'(0) =
2 diir. (f~1)(z) = & olup, (f~1)'(0) = 3 dir.
Dolayisi ile f~1(0) + (f~!)’(0) = 1 bulunur.

50.

2
il fonksiyonunu z = 3

by

A(x;'()) 3

o

OAB tuggenin alam z’in hangi degeri
icin maksimumdur?

Coziim: B noktasinin kordinatlan (z,y)
olsun. B, (0,6) merkezli, 3 yarigaph cember
uzerinde oldugundan y = /9 —z? olacaktir.
A(z) = Alan = 28=2 i|dugundan, z’in

_ 43
aranilan degeri A'(z) = 218:;34231

yapan 0, :i:735 den biri olmaldir.

inceleme aranilan degerin z = 735

gosterir.
51. / 1+ VZ 1y =7
1-z

Cozim: u—+/z denirse du = ﬁ-dz‘ veya

degerini sifir
Gerekli
oldugunu

du = g—z olacaktir.

/1+ﬁd: = /1+u2udu =
1-z 1—u

2 / u(ll +uu) du bulunur.




ise a =7

52. A= / —2(sin*z — cos* r)dzr = .
%

1

|G

Coziim: A = f% —2(sin’z —

cos? z)(sin’z + cos? z)dz

sin2a——sin’é ==z

= f_:;i2c032zdz =

1
2

Bu da sin2a = 1 veya 2a = 7 + 2k veya

a=7% 2 + knm verir.

PROBLEMLER ILE EGLENELIM (Mi?)

Safak Alpay *
A e S S SR

Size ilgileneceginizi umdugum baz1 prob-

lemler sunuyorum. Tatilin geri kalan kismi ve
dersleriniz kizigmadan ugragsmaniz dilegi ile he-
pinize mutlu yillar!

1:

1994’de 5 Nisan sali giiniine gelmigti. Acaba

hangi yilda 5 Nisan yine bir sal glniine
gelecek?

. N tam sayisi igin M, N ’nin basamaklarim

ters sirada yazarak elde ettigmiz say1 olsun.
Ornegin N = 6923 ise M = 3296 olur.
N — M nin 9 ile bdliinebilecegini gosteriniz.

. 23 —kz — 1 = 0 denkleminin iki esit koku

oldugu tim k gercel sayilarim bulunuz.

. Z tam sayllar kiimesi olsun f:Z — Z ve

i) f(f(n))=n ,neZ

i) f(f(n+2)+2)=n ,neZ

iii) £(0) = 1

ozelliklerini saglayan tek fonksiyonun

f(n) =1 —n oldugunu gosteriniz.

. 210 sayisindan kiigiik ve 210 ile aralarinda

asal olan ka¢ tane dogal say:1 vardir?

m2—Tn? = 1 esitligi saglayan (m,n) ciftleri
nelerdir?

Dar agis1 30° olan bir paralel kenarda,

kogegenlerin oran1 /2 + v/3//2 -

kenarlarin oranini bulunuz.

e g o i - +
1.3 " 35 (2n-1)(2n+1)
1

255257

31se

11 :
(z+y):=2ve (;+;)2=8 ise, zy =7

*ODTU Matematik Béliimii Ogretim Uyesi

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a,b,c,d, z4—bz+3 = 0 denkleminin kékleri
b

iseler, kokleri gt d'2+ 2 ; a+cb:+d, ﬁ'ﬁii

b—"‘f,ﬂ olan denklemi bulunuz.

.. 21In C .
Her n dogal sayisi igin kesrinin in-

l4n 13
dirgenemez oldugunu gosteriniz. (Bu 1959

yiinda yapilan ilk matematik olimpiyat-
larindan bir sorudur.)

1.24+23+4+344+45+456+---4+49.50=7
Asagdaki cift yonli onermeleri
kanitlayimz.

Bir saymnin 3 ile boliinebilmesi igin gerekli ve
yeterli kogulun (g. ve y. kosul) basamaklar
toplaminin 3 ile boliinebilmesidir.

Bir saymin 9 ile bélinebilmesi igin g. ve
y. kosul basamaklar toplammin 9 ile
bolinebilmesidir.

Bir saymin 2% ile boliinebilmesi igin g.
ve y. kosul son k basamagin 2* ile
boliinebilmesidir.Ornegin 19392, 8 = 28 ile
boliinebilir ¢linkii 392, 8 ile béliinebilir.

Bir saymmin 5% ile boliinebilmesi icin g¢.
ve y. kogul son k bagamagmin 5% ile
bolinebilmesidir.

. Bir saymin 11 ile boliinebilmesi i¢in g.

ve y. kogul basamaklar1 bir toplayip,
bir ¢ikartarak elde ettigimiz sayimin 11 ile
béliinebilmesidir. Ornegin 5—1+6 — 2 +
9—449 =22 oldugundan 11]5162949.



PROBLEMLER VE COZUMLERI
“

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A101. ABC iggeninde BR ve
CS sirasiyla AC ve AB kenarlarina ait
yiksekliklerdir. {55} = cosA oldugunu
gosteriniz. (C.Alparslan Ertug)

A102. ABC uggeninde ABC = 30° ve
ACB = 40° dir. AC kenan iizerinde MBC =
20° olacak sekilde bir M noktasi ve BM dogrusu
uzerinde de OCB = 10° olacak gekilde bir O
noktasi alimyor. O’dan BC’ye gizelen dikme
AB’yi N noktasinda kestigine gore NMD yi bu-
lunuz. (Dinger Giiler)

A103. Bir dikdortgenin paralel iki ke-
narmn her biri m egit pargaya bolintp karsihklh
noktalar birer dogru pargas: ile birlestirilip m
tane dikdortgen elde ediliyor. Bu gekilde, ug
noktalar1 kogeler olan, g¢izilmig bitin dogru
parcalarinin sayisini bulunuz. Bu saymn tam
kare olup olmadigimi aragtirimiz. (Hiiseyin Demir)

A104. p(z) bir polinom ve g(z) =
p(z) + 1 olsun. [p(z)]?" + [¢(z)]" — 1 polinomu-
nun p(z)g(z) ile-bolinebildigini gosteriniz. (M.
Sahin)

A105. ABC iiggeni iginde bir P noktasi
ahnmiyor. BPC, CPA, APB iiggenlerinin gevrel
cember yarigaplan sirasi ile R;, Ry, R, ise

A(ABC) < %\/RR,R,,R,

oldugunu ve esitlik iin iiggenin egkenar olmasi
gerektigini gosteriniz. (Dinger Akay)
YARISMA PROBLEMLERI

ze® — [ te'dt
Y101. lim — -
z—0e%sinz — [ €' sintdt
hesaplayimz. (Hasan Kullap)

Y102. ABCD karesinin BC kenan
iizerinde BAE = 7.5° olacak gekilde E noktasi
igaretleniyor. tan(ADE) yi hesaplaymz. (Cuma
Arslan)

Y103. ABC iiggeninde ig teget cember
BC, AC, AB kenarlarina sirasi ile K, M, L nok-
talarinda degmektedir. Bu kenarlarin orta nok-
talan da sira ile P,R,S dir. KP, MR ve LS

limitini

dogru parcalarinin orta noktalan da X,Y, Z ise

Alan(XYZ) 3R+2r
Alan(ABC) ~ 16R

oldugunu gosteriniz.  (R: gevrel gemberin
yangapy; r:icteget cemberin yarigapl) (Ergin
Yaraneri)

Y104. ¢ : R — R, tiirevlenebilir bir

fonksiyon olmak iizere her z € R i¢in

4zh
z2 4+ 1995

esitligi saglaniyor. (0) = 0 ise (1) degerini
hesaplayimz. (M. Sahin)

Y105. ABC iiggeninin AC kenan
izerinde |[AE| = |EF| = |[FG| = 2, |GC| =
6 olacak gekilde E, F,G noktalan 1§a.retleniyor.
AB kenan iizerinde de |[AD| = 3 ve |DB| =5
olacak sekilde D noktas isaretleniyor. mGDC =
mEBF oldugunu gosteriniz. (Ergiin Yaraneri).

o(z+n*+h)=p(z—h*-h)+

COZUMLER

A91. Kareyi, her kenar1 2—.;"— birim olan 49
kiiciik kareye ayirahm. 99 > 2 x 49 oldugundan,
bu karelerin en az birinin iginde en az iu¢ nokta
bulunacaktir. Bu kiigiik karenin igindeki herhangi
iki nokta arasindaki mesafe 23\/_ den kucuk
(veya e§1t) olacagindan bu karemn iginde bulu-
nan bir iiggenin S gevresiigin s < 3 x 23\/_ 2< 14
yazilabilir.

(Cozenler: Atasagun Baykal, Aliekber
Girel, Levent Kogoglu.)

A92. cos A+cos B = ] cos(23+8) cos(452)
oldugunu hatirlayarak:

cos3z —cos2z +cosxz — 1
= (cos3z +cosz)— (cos2z +1)

1 1
= —(cos 2zcosz) — o) cos’z

= %ﬁ(cosh —cosz)

= co;“"'(2cosz:z:— cosz + 1)

= %cos::(?cosz+l)(cosz— 1)=0



yazabiliriz. Buradan (0,2x) arahgndaki ¢6ziim
takim da {4, 3%, 4% 2} olarak elde edilir.

(Cozenler:  Tamer Adamir, Mustafa
Alkan, Cuma Arslan, Atasajun Baykal, Riza
Tamer Cakicy, Alper Cay, Erek Gokturk, Levent
Kogoglu, Ali Isritan, Ulkd Oztag, Ruhi Tabur, Ali
Tombak, Erol Unal, Ergin Yaraneri.)

A93. (sin?z +cos?z) =1 deukleminden
yola gikarak sin® z+cos® ::+3|in z cos ::(sm z+
cos? g)hsy ya.zllabilir cos®z +sinzr = 5 ise,
3sin’ zcos’z = 2 veya 9cos? z(l — cos?z) = 2
denklerm bulunur Sadelegtirme ile, 9costz —
9cos’z + 2 = (3cos’z — 1)(3cos’z —2) = 0
bulunur. Yani cos’z = 3 veya cos?z = 2 ol-
malidir. Dolayisi ile cosz = :Fﬁaé veya cosr =
?33@ olmalidir.

(Cozenler:  Tamer Adanir, Mustafa
Alkan, Atasagun Baykal, Murat Hikmet Beybaga,
Alper Cay, Erek Goktirk, Seyhan Kesim, Levent
Kogoglu, Ali Isttan, Ulki Oztag, Ruhi Tabur, Ali
Tombak, Ergin Yaraneri.)

A94. Atilan beg zann toplammnin,
carpimdan biiyiik veya egit oldugu haller:

11111 (1 kombinasyon), 11112 (5 kombinasyon),
11113 (5 kombinasyon), 11114 (5 kombinasyon),
11115 (5 kombinasyon), 11116 (5 kombinasyon),
11122 (10 kombinasyon), 11123 (20 kombinasyon),
11124 (20 kombinasyon), 11125 (20 kombinasyon),
11133 (10 kombinasyon), 11222 (10 kombinasyon)
olarak listelenebilir. Toplam olarak 116 kom-
binasyonda atilan zarlarin toplami ¢arpimindan
buyuk veya egit olmaktadir. Aradigimiz olasilik
(toplamn ¢arpimdan kiigiik olmasi olasihg) 5
zarin atilmasi ile tammh uzaymn biiyiikligi 6°
oldugu igin 1— ¢ = Z588 = 1318 olarak bulunur.

(Cozenler: Atasajun Baykal, Alper Er-
bakan, Aliekber Girel, Seyhun Kesim, Ruhi
Tabur, Ergin Yaraneri.)

A95. Orijinden ve p,q € Z, olmak iizere
(p,q) koordinath bir noktadan gegcen dogrunun
egimi £ (p # 0) rasyonel saywsina esit olur.
Her dogru bir orgii noktasindan gegseydi biitiin
dogrularin egiminin rasyonel olmasi1 gerekirdi.
Sonug’ olarak, egimi irrasyonel bir say1 olan bir
dogru orijin diginda hi¢ bir orgii noktasindan
gegmez.

(Cozenler: Tamer Adanir, Atasagjun
Baykal, Riza Tamer Cakics, Erol Cevikli, Erek
Gokturk, Aliekber Gurel, Ruhi Tabur, Ali
Tombak, Ergin Yaraner:.)

Y91. (Diizeltilmis sekli) ABC, kenar
uzunluklari a,b,c ve alam S olan bir ii¢gen

olsun. b,¢; c,a ve a,b giftlerinin aritmetik
ortalamalarina sirasiyla a;,b;,c; diyelim. Ke-
nar uzunluklan a;,b; ve ¢; olan bir A;B,C;
uggeninin varhgim gosterip ABC ve A;B,C,’in
S ve S; alanlan arasinda S; > S bagmtisinm
bulundugunu ispatlayimniz.

Coziim: Uggen esitsizliklerinden herhangi
birini, 6rnegin a; < b; + ¢; oldugunu gostermek
yeterlidir.

b+c a+c a+b
T I

a; < b4 =

Iki liggenin ¢evre uzunluklarinin egitliginden (u =
ur);

Sy = \/"1(“1 —ay)(uy = by)(uy - 01)
_ abc \/ 4R8
= S\/ oy 2 > 8
(Cozenler: Atasagun Baykal, Erol
Gedikli.)

Y92. (Cozim: a) D’nin AB uzerindeki
aya@l L, karenin AC ve AB izerindeki kogeleri
E ve F olsun. DLF (bilinmeyen) dik ii¢genin
D etrafinda, pozitif yonde 90° dondiirildiginde
[DL] dogru pargasi [DL'] konumuna gelsin. Bu
durumda LF dogru pargasi [L'E] durumuna
gelir ve ¢izim E kogesini belirler. Boylece, kare
belirlenmig olur.

b) Karenin kenar uzunlugu z ve DL’ N
AC = B’ olmak iizere

22 = |U'DP+|L'E)? = |LD*+ (|L’B'| tan B)?
24
= i B 2 o 2 SlIl
( sin B) ( sin B + - ) o
= 4r%cos?A = (a? sin? B cos? A)+
+ a’sin?Bsin? A +
+ 2acsin Bsin? A + ¢?sin? A
= a’sin? B+c%sin® A+
+ 2acsin Bsin? A

4R*2%cos? A, 2abe
o 20 SRS Rl o

a? 2R

- >z =1b2+c2+4Stan A.
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(Gozenler: Tamer Adanir, Atasagun
Baykal, Murat Aygen.)
Y93.

(i) 1 numarah tipi Once k numaral
tiuple sonra da 1;,--,i numarah tiplerle par-

alel baglarsak, basing (PI;PZ + P+ +
P;,)/(t + n) olacaktir. Once iy, -+ ,i; numarah

tuplerle sonra & numaral tiiple baglarsak basing
AitPat P | p1/a olur. ikinci haldeki
t+1) N '

basincin daha biyik oldugunu gostermek igin

Pa+Pi+--- Py +(t+1)Pc > P1+2(P;,+ - B, )+Ps

veya egdeger olarak
tP; >P,'1 +---P."

oldugunu gostermek yeterlidic. P, > P;,--- P,
oludgu i¢in tabii olarak tP, > P, + -- P,
esitsizligi dogrudur.

(i) 1 numarah tiip ile #y,---,i; numaral

tiplerin ve k-numaral tipiin paralel baglanmasi
Pi+F +---+P,+5

. t+2

olacaktir. Ote yandan once 1, 7;,---,4; numaral
tupleri paralel baglayip daha sonra 1 numarah
tip, k numarah tiip ile baglanirsa basing

(Pl+‘D‘l.¢+"'Pl.g
t+1
Pi+ P+ P +(t+ 1P,
2+ 1)
Py+P;, ++P

olur. P > —(';‘HT—"

(t-f- I)PJ, > t(P] +P|'1 +

= [+ 1)(E+2) -2t +1)]P >
2t+2)-(t+2)(Pi+ P, + -+ Pit)
= (t+2)(Pi+ P+ +F)+({t+1)(E+2)P >
2t+1)(Pr+ P, + -+ P,)+2(t+n)P
Pi+P,+ P +(t+1)P
20t +1)
P+ P+ B +F
t+2
bulunur. Buradan gikan sonug, 1 numaral tiipiin
basmel, 1,2,- -,k — 1 numarah tiplerden olugan

sistem iginde maksimum yapildiktan sonra, k nu-
maral tiiple baglanmahdir. Benzer olarak bu

halinde ortak basing

+ Pi)/2

oldugundan,

sistem icinde de.-k — 1 numarah tup en sona
birakilmalidir. Bu gekilde devam edersek, 1 nu-
maral tiipiin 6nce 2, sonra 3, - - - ve nihayet k nu-
maral tiple baglanmasi halmde basincinin mak-
simum yapilabilecegi anlagihr. Bu halde de basing
P+ Py 4+2Ps+4Py+---+ 252,

2E=1 olarak elde

edilir.

(Gozenler: Tamer Adanir, Murat Ayycn,_
Atasajan Baykal, Alickber Girel, Osman Nuri

Okumug.)

Y94. Euler formiiliinii kullanarak, oniki
yiizliiniin 18 kenan ve 8 kogesi oldugunu bulu-
ruz. V; ve Vs ile, iig ve alt1 kenarin bulugtugu
kogelerin sayisim gosterelim. Vi + V2 = 8,
3Vi + 6V, = 2 x 18 denklemlermden W =
V2 = 4 oldugu bulunur. Ug kenarin birlestigi
kogelere A, B,C,D diyelim. Biitiin yanal agilar
aym olacagindan, A kégesinde bulugan, diyelim
ki AE, AF ve AG, kenarlan hep ayni uzun-
lukta olma.lldlr AE = AF = AG = z kabul
edelim. (Eger z = AE = AF + AG = vy
olsaydi AEF, AFG ve AGE nin ikizkenar ol-
masinin sebebi ile EPF # FAG olurdu.) E,F
ve G’de altigar kenar bulugmaktadir. Alt1 ke-
narin bulugtugu diger kige de H ise EFGH 'nin
y-kenarh diizgiin dortyiizli ve A,B,C ve D
nin de bu dortyiizliniin yiizlerine inga edilmis
ikiz kenar piramitlerin tepeleri oldugu anlagihr.
A, B,C den gegen diizlem EF, HF ve GF yi
E', H' ve G' de kesiyor olsun. Bu durumda
AE'BH'CG' bir diizgiin altigen olur. z = FA =
FE', oldugundan, A'Z'F' = z ve AE' = 7’5
olur. AEF ve FAE' ikizkenar uggenlennden
de EFA = a, & = cosa = 1—2sm(2)
ns = cos(3 — §) =sin(§) ve L = 2 oldugu
gorulur.

Y95. Cézim: ABC ve A'B'C’
tiggenlerinin kenar uzunluklan ve alanlan a,b,c
a, b, ¢, s,s" olmak iizere, 4R'S’ = a'b'c’ ve S' =
7S oldugunu hatirlayahm. Kosiniis teoreminden

2 = 52 462 +2.5.6.cosc =97, b? =73,
¢? = 180 olup; R’ = k¢ = YO/T {7‘6 ELNE
/5.73.97

28
(Cozenler: Tamer Adanir, Murat Aygen,
Atasajun Baykal, Erol Gedikli, Erek Gokturk,
Alickber Girel, Ali Isitan, Ruhi Tabur, Al
Tombak, Erol Unal Ulki Oztas, Ozgur Saygs, Ra-
mazan Yagar.)
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Cozidmleri gdnderirken liitfen su noktalara dikkat ediniz :
1. Her sorunun ¢6zidmind ayr: bir kagida, okunakls ve anlagiir bir bigimde yazinz.
2 Kdagidin sag iist kogesine adinizi, soyadinizi, adresinizi, 5grenci iseniz okulunuzu ve sinifinizs

yaziniz.

3. Céziimleri, Dog. Dr. Ali Doganaksoy, Orta Doju Teknik Universitesi, Matematik Bolimi,

06531 ANKARA adresine,

15 Nisan 1995 tarihine kadar ulasacak sekilde gonderiniz.

Sayin Okurlarimiz,

Matematik Diinyasi'mn G¢ ve dort
cildini kapsayan cilt kapaklar
hazirlanmistir. Cilt kapaklan igin posta
ceki hesabina 250.000.-TL.
yatirdiklarninda, isteyen abonelerimize,
kapaklar éniimiizdeki sayi ile birlikte
postalanacaktir.

Matematik Diinyasi'mn, 1995 yili abone
tcreti 300.000.-TL., tane satis fiyat! ise
75.000.-TL. olarak saptanmigtir. Abone
olmak isteyen okurlarin, banka aracilig
ile &demeleri yapmalari halinde dekont
ve adreslerini Matematik Diinyasi
adresine gondermelerini dnemle rica
ederiz.

Saygilanmizla )

YAZARLARA

Dergimiz matematige llgl duyan herkes| yazar
kadrosunda kabul etmektedir. Yayinlanacak
yazilanin matematik lle I[glll olmas: disinda
herhangl! bir kisitiamamuz yok. FIkir vermesl
agsindan su konulan sayablliriz:

* Konu sunuglan.

* Matematiksel distincenin deglslk
alanlardaki uygulamalanmn vurgulayabilecek
yazlar.

* Yillardir ¢8zilm bekieyerek yenl ¢8z0imUs
ya da henlz ¢dzlllememis Unll
problemierin tanttrni.

* Matematige lig! duyan &grencllerin
kendllerinl agmasina yardimci olabliecek
problemler.

* Matematiksel kavramliar tarihl ve
matematikgllerie ligill yazilar.

* Daha saglikli bir mifredat prograrmini
olusturmaya ySnellk Inceleme, elestirl ve
altemnatif Snerller.

* Matematlk dlinyasindan giincel haberier.

Gonderilen yazilar aynen yayinlanabllecegi
gibl buttiniUgd bozmayacak bazi
deglsikliklerle de yaymnianabllir. $imdillk
olanaklanmiz yazarlara tellf Ucretl 8demeye
elverisll deglidir. Bu nedenle anlayisia
kargilanacagimizi umuyoruz. Génderilecek
yazilann okunakii el yazisi ya da tercthan
daktllo lle, dizgiin ve tam clmlelerle, Tirkge
dliibligis! kurallanna uyularak, Ust Uste form0/
yiginlanndan kaginilarak yazilmasi, beg
sayfayr gegecek yazilarda bdime noktasi
belirtiimesl rica olunur. Yazilar

Matematik Ddnyas:
ODTU Matematik BSIdmi
06531 Ankara

adreslne génderilecektir.
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