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ARDISIK SAYILARIN TOPLAMI

Ali Nesin *
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Bu yazida “say1” sozciigiini, 1, 2, 3, 4, 5
gibi, pozitif tamsayilar i¢in kullanacagiz. Konu-
muz ardigik sayilarn toplam. 7 ve 8 gibi, ya da
7, 8 ve 9 gibi ardarda gelen sayilara ardigtk denir.
Ornegin 17, iki ardigik sayinin toplammdir:

17=8+9.
21, lg ardigik sayimnin toplamdir:
21=6+4+7+8.
21, aymi zamanda alt1 ardigik saymin toplamdir:
21=14+2+3+4+5+6.

45, en az iki ardigik saymin toplami olarak beg
degisik bigimde yazilir:

45 22+ 23

14+15+16
T+8+9+10+11
5+6+7+8+9+10
1+2+3+4+44+54+6+7+8+4+9

- nun

44, sekiz ardigik sayimnin toplamdir:
44=24+3+44+54+6+7+8+9,

ve 44, en az iki ardigtk saymnin toplamm olarak
bagka tiirli yazilamaz. Ama 1, 2 ve 4 sayila-
r1 en az iki ardigtk saymin toplam degildirler. 7
ve 11 sayilan iki ardigik saymin toplam olarak
yazilabilirler ama ¢ veya daha fazla ardi-
stk saymin toplamu olarak yazilamazlar. Bu
yazida hangi sayilarin en az iki ve en az
i¢ ardigk saymmin toplamn oldugunu bulmaya
cahgacagiz. Daha dogrusu siz bulmaya ¢aliga-
caksimz. Asgagida bu amagla sekiz soru bula-
caksimz. Asil amag altinci ve sekizinci soru-
lar1 yamitlamak. Kimi okurun dogrudan bu soru-
larla ugragmak igin yeterince zamani olmayabilir.
Bu okurlarin ilk basamaktan, yani birinci soru-
dan baglamalarini 6neririm. Once birinci soruyu

¢ozen okur ikinci soruyu daha rahat gozecektir.
Once ikinci soruyu g¢ozen okur iigiincii soruyu
daha rahat ¢ozecektir ... Yani sorular gittikge
zorlagmaktadirlar. En zor sorular altinc ve sekiz-
inci sorulardir. Kendine giivenen okur yaziy1 oku-
may1 burda kesip once hangi sayilarin en az iki
ardisikk saymin toplami oldugunu aragtirabilir.
Sonra da hangi sayilarin en az ¢ ardigik saymnin
toplam oldugunu ...

Cogu zaman oldugu gibi (ama her zaman

degil), burada da arastirmaya deneyle baglamak
yararh olabilir. Ornegin 1’den 50’ye kadar olan
sayllardan hangilerinin en az iki ardigik sayi-
nin toplami oldugunu bulmaya gahgirsamz, hem
sorunun yanmitim1 tahmin edebilirsiniz, hem de
tahmininizin dogru oldugunu nasil kanitlamaniz
gerektigini anlayabilirsiniz.
Birinci Soru. Hangi sayilar ardisik iki sayinin
toplamudir? (Yanit: Tek sayilar. Once, her ar-
digtk iki saymin toplaminin tek sayr oldugunu
kanitlaymn. Sonra da her tek sayinin iki ardisik
saymnin toplami oldugunu kanitlayin.)

Ikinci Soru. Hangi saylar ardisik ig¢ sayinin
toplamudir?

ﬁgﬁncﬁ Soru. Hangi sayilar ardigik beg sayinin
toplamudir?

Dordiincii Soru. Hangi sayilar ardisik yedi sa-
yinn toplamudir?

Beginci Soru. En az iki ardigik saymin topla-
mz olan sayilarin 1’den biiyiik bir tek sayiya bo-
lindiklerini, yani 2" bigiminde yazilamayacakla-
rin1 kanitlayin!,

Altinc: Soru. Hangi sayilar en az iki ardisik sa-
ymnn toplamudir?

* California Universitesi (Irvine) Matematik BSlimi dgretim iiyesi

! Bu soruyu ¢dzmek igin 1'den r’ye kadar olan sayilarin toplamumn r(r 4+ 1)/2 oldufunu bilmek gerekebilir. Bu
esitlik cok bilinen bir esitliktir. Cesitli bicimde kanitlanabilir, rnegin tiimevarmmla. Geometrik bir “kaut,” Matematik
ve Korkv adh kitabimin Pisagor ve Sayilar yazisinda bulunabilir.



Yedinci Soru. Asal bir saymnin en az g ardigik
saymnin toplami olamayacagini kanitlayin.

Sekizinci Soru. Hangi sayilar en az ug¢ ardigik
saymn toplamudir?

NESIN

Yamtlar

Once ilk 48 sayiya gozatalim. Bu
sayllan en az iki ardigik saymmin toplami olarak
yazmaya ¢ahgalim. Asagidaki tabloda en kisa ve
en uzun toplamlar1 bulacaksimz:

1 | yazilamaz

2 | yazilamaz

3 | 142

4 | yazilamaz

5 [ 243

6 |1+2+3

7 | 3+4

8 | yazilamaz

9 [4+4524+3+4
10| 14+24+3+4
11 | 5+6

12 | 34+4+5

13 |6+4+7

14 |1 24+34+4+5

15 | 74+8,1+2+3+44+5
16 | yazilamaz'

17 | 849

18| 54+6+7;3+44+5+6
19 [ 9410

20 | 24+3+44+5+6

21 | 104+11;14+24+3+44+5+6
22 | 4454647

23 | 11412

24 | 7T+8+49

25 | 124 13;3+44+5+46+7

26 | 54+64+7+8

27 | 134+ 14;24+3+4+54+647
28 | 1424+34+4+54+64+7

29 | 14+ 15

30 | 94104+11;44+54+6+7+8
31 | 20421

32 | yazilamaz

33 |164+17;3+44+5+6+7+8
34 | T+84+9+10

35 [ 17+18;2+4+3+---+8

36 | 114+12+13;142+--- 48
37 | 13+ 14

38 | 84+9+10+11

39 [ 19+20;4+5+6+T7+8+9
40 | 6+7+8+9+10

41 | 20+ 21

42 | 13+ 14+15;3+4+---4+9
43 | 21 + 22

4 | 24+3+4+54+64+7+84+9
45 | 224+ 23;142+---49

46 | 104+ 11+12+413

47 | 23+ 24

48 | 154+ 16 + 17

Birinci Sorunun Yamti.
nun yanitini verecektir:

Birkag¢ deneme soru-

142 = 3
243 = 5
344 = 17
445 = 9
946 = 11
6+7 = 13
748 = 15

Hep tek say: elde ettigimiz gozinizden kagma-
mugtir. Dogru, hep tek say1 elde ederiz. Neden?
Kanitlayalm. Ardigik iki sayidan biri tektir,
obiiru ¢ift; dolayisiyla bu iki say1y1 topladigumzda
tek say1 elde ederiz. Dolayisiyla ardigik iki sayinin
toplamu hep tek sayidir.

Bunun tersi de hemen hemen dogrudur: 1
diginda her tek sayi, iki ardigik sayimin toplam-
dir. Ornegin, 125, 62 4 63 olarak; 147, 73 + 74
olarak yazilabilir. 1 diginda her tek saymm iki
ardigik saymin toplami oldugunu kanitlayabilir
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miyiz? Evet. Kanmt olduk¢a kolaydir: = # 1 her-
hangi bir tek say: olsun. z tek oldugundan, z’i
2n + 1 olarak yazabiliriz. Simdi z’i, n+ (n 4+ 1)
olarak, yani iki ardisik sayinin toplami olarak ya-
zabiliriz. (Not: z > 1 oldugundan, n > 1’dir).

Ikinci Sorunun Yamt. Yukaridaki gibi birkag
deneme yapmak sorunun yanitim verecektir:

14243 = 6
24344 = 9
34445 = 12
4454+6 = 15
54647 = 18
6+7+8 = 21

Hep iuge bolinen sayilar
sini mi? Haywr. 3 sayisi, ii¢ ardigik sayinin
toplami degildir. Ama 3 diginda iige boliinen
her say ii¢ ardigik sayinin toplamudir. Demek ki

elde ediyoruz. Hep-



NESIN

savimiz §u olmali: Ug ardigik sayinin toplam lige
boliiniir ve 3 diginda lige boliinen her say1 iig
ardigik sayimin toplamidir. Savimizi kanitlayalim.

Ug ardigik say1 alalim. Bu sayilarn ortan-
casina n diyelim. Demek ki ii¢ sayimiz n—1, n
ve n+ 1. Bu ug sayiy1 toplayalim:

(n=1)+n+(n+1)=3n

elde ettik. Bu say: tige bolliniir. Demek ki, her
g ardigik sayinin toplam tge boliinir.

Simdi de iige bolinen ama 3 olma-
yan herhangi bir say1 ele alahm. Bu say-
ya z diyelim ve z'in ii¢ ardigtk sayimn topla-
mi oldugunu kamtlayahm. Yukarnidaki dizelge
agagl yukari kamti1 veriyor: Esitligin solundaki
ortanca sayl, toplamun iligte biri. z'i lige bole-
lim. Cikan sayiy1, bir ncekini ve bir sonrakini
toplayahm. z’i elde ederiz. Ornegin, z = 27 ise,
/3 = 9’dur ve 27 = 8 + 9 + 10’dur.

Bigimsel olarak goyle kamitlanz. z iige
bolindiiginden, z’i 3n olarak yazabiliriz: z =
dn. Simdi agagidaki esitlige bakin:

r=3n=(mn-1)+n+(n+1).

Demek ki z, li¢ ardigik saymmn (n—1’in, n’nin ve
n + 1’in) toplamudir. (Not: z > 3 oldugundan,
n—12> 1’dir).

Savimiz kanmitlanmustir.

ﬂgiincii Sorunun Yamiti. 5 ve 10 diginda,
bege boliinen her say1 beg ardigitk sayinin topla-
mudir. Ornegin,

15=14+2+3+4+5
20=2+3+4+5+6
25=34+4+4+54+6+47

Beg ardigik saymnin toplaminin her zaman
5’e boliinecegini kanitlamak oldukga kolaydir:

e+(z+1)+(z+2)+(z4+3)+(z+5) = bz+15
= 5(z+3).

Simdi bunun tersini kamtlayahm: 5’e
bolinen bir sayiy1 beg ardigik saymin topla-
mu olarak yazmaya galigahm. Yukandaki dizelge-
ye bir goz atahm. Egitligin sag tarafinin ortanca
sayisi, toplamin begte biri. z, bege bolinen ama
ne 5 ne de 10 olan bir say1 olsun. z = 5n olarak
yazalim. Simdi z,

n—-2,n—-1,nn+1 n+2

ardigik sayilarimin toplamudir.
oldugundan, n — 2 > 1’dir).

(Not: =z > 15

Dordiincii Sorunun Yamiti. Bu sorunun
yanit1 da ikinci ve ligiincii sorularin yamti gibidir.
7, 14 ve 21 diginda yediye boliinen her say:1 yedi
ardigik sayim toplamudir. Bigimsel kanit1 okura
birakiyorum.

Besginci Sorunun Yamiti. =z, en az iki ardigik
sayinin toplamu olan bir say1 olsun. Diyelim z,

b, b+1, 042, ...,b+r
ardigik sayilarinin toplamu (r > 1 elbette). Yani
(1) z=b+@0b+1)+0b+2)+ -+ (b+r).

Bu toplamda r 4+ 1 tane b var. Demek ki topla-
mimiz

(r+ Db+ (142447

sayisina egit. 1’den r’ye kadar olan sayilarin
toplam r(r + 1)/2’dir?. Demek ki

r=(r+1)b+ r(r;— 1).

r+ 1’i digan gikaralim ve egitligi 2’yle ¢arpalim.
(@) 2= (r+1)(2+1)

elde ederiz. Eger r + 1 ve 2b + r sayilarindan
birinin tek oldugunu kamtlarsak igimiz istir,
¢linkii bu tek say1 z'i bolmek zorunda. Eger r+ 1
tekse bir sorun yok. Eger r+1 giftse, r tektir ve
dolayisiyla 2b + r de tektir. Kamitimiz bitmistir.

Yukaridaki kanitta, (1) esitliginden (2)
esitligini elde ettigimiz okurun goziinden kagma-
malidir. Bu olguyu birkag kez daha kullanacagiz.

Altincr Sorunun Yamtr. Once bir tahminde
bulunmak gerekiyor. Simdiye degin bulduk-
larimuz1 gézden gegirelim:

Hergeyden once beginci soruya gore, 1, 2,
4, 8, 16 gibi 2" biciminde yazilan sayilar iki ya
da daha fazla ardigik sayinin toplam olamazlar.
Obiir sayilara, yani bir tek saylya boliinen sayila-
ra bakahm.

Birinci soruya gore, 1 diginda her tek
say1 iki ardigik saymin toplammdir.

2 Bu gok bilinen bir eitliktir. Cesitli bigimlerde kanitlanabilir, 5rnegin tiimevarimla. Geometrik bir kant igin Matem-
atik ve Korku adh kitabimuin Pisagor ve Sayilar yazisina bakinz.



Uge boliinen sayilara bakalm. Ikinci

soruya gore, 6, 9, 12, 15 gibi uge boliinen sayilar
iig ardigik saymin toplamdir. 3 tek oldugundan,
3 de iki ardigik saymin toplamidir. Demek ki lige
boliinen her say1 en az iki ardigik saymmin topla-
mudir.
) Simdi de bege boliinen sayilara bakalim.
Uciincii soruya gore, 5 ve 10 diginda bege béliinen
her say1 beg ardigk sayimin toplamudir. Tek
oldugundan, 5 de iki ardigtk saymn toplamdir.
Ya 10? 10 = 1+ 2+ 3 + 4 oldugundan, 10
da ardigik sayllarin toplamidir. Sonug olarak
bege boliinen her say1 en az iki ardigik sayimn
toplamudar.

Sira yediye bolinen sayilara geldi. Dor-
diinci soruya gore 7 ve 14 diginda yediye boliinen
her say1 yedi ardigik saymnin toplamidir. 7 tektir,
dolayisiyla iki ardigik sayinin toplarmdir. 14’ ar-
digik sayilarin toplam olarak yazmak biraz daha
zZor:

14=243+4+5.

Demek ki yediye boliinen her say1 en az iki ardigik
saymn toplammdir.

Tahminimiz ne olmal? 2"  bigimin-
de yazilamayan her sayr en az iki ardigik
saymin toplami olabilir mi? Galiba, ama pek
emin degiliz. 11’ bolinen sayilara bakalim.
Bu sayllarin ¢ogunun onbir ardigk saymnin
toplamu oldugunu hissediyoruz. Sayimza z diye-
lim. z’i onbire bolelim. Cikan sayiya n diyelim.
Simdi agagidaki onbir sayiy1 toplayalim:

n—5n—4,...,n,...,n+4, n+5.

11n, yani z buluruz. Ama burada n—35 > 0
olmali, yani z/11 —5 > 0 olmah, yani z > 55
olmali. Peki, z = 11,22,33,44,55 ise ne ya-
pacagiz? Bu sayllar en az iki ardigik saymmn
toplamu mudir? 11, 33 ve 55 tek olduklarindan,
bu sayilar1 iki ardigik saymnn toplamu olarak ya-
zabiliriz. 22 ve 44 de en az iki ardigik tamsayinin
toplarmudar:

445+6+7

22 =
= 2434+4+454+6+7+8+09.

44

Demek ki 11’e boliinen her say: en az iki ardigik
saymn toplamdir.

Galiba tahminimiz dogru, galiba 2" bigi-
minde yazilamayan her say1 (yani 1’den biiyik
bir tek sayiya boliinen her say1) en az iki ardigik
saymin toplamdir. Artik savimz1 yazabiliriz:

NESIN

Sav. 2" bigiminde yazilamayan her sayi en az iki
ardigik sayinin toplamidir. Ve en az iki ardigik
saymn toplami olan higbir sayr 2" bigiminde
yazilamaz.

Savin Kaniti. Savimizin ikinci bolumu-
nii beginci soruda kamtlamstik. Birinci boli-
mii kamtlayahm. z, 2" bigiminde yazilmayan
bir say1 olsun. Demek ki z, 1’den biyuk bir tek
saylya boliintr. z'i bolen tek say1y1 2k+1 olarak
yazalim ve bolme igleminin sonucuna a diyelim.
Demek ki

(3) z = (2k +1)a.

Simdi a — k’yle a + k arasindaki 2k + 1
say1y1 toplayalim.

(a—k)+(@-k+1)+...+(a-1)+a
+(a+1)+...+(a+k—1)+(a+k).

Bu toplamda bir siirii terim sadelegir.  Or-
negin, birinci ve sonuncu terimlerdeki k’ler
sadelegir, ikinci ve sondan ikinci terimlerdeki
k — 1’ler sadelesir ... Sonug olarak 2k + 1 tane
a’y1 toplariz, yani toplamn sonucu (2k+1)a’dir,
yani z’tir. Eger toplamdaki ilk say1, yani a — k,
pozitif ise, z’i bu bigimde 2k + 1 ardigik sayinin
toplam olarak yazabiliriz. a — k < 0 ise ne ya-
pacagiz”?

Bundan boyle a — k’nin pozitif olmadig-
1 varsayalim, yani a < k esitsizligini varsayahm.
Bu durumda ne yapmahyiz? Once yanit1 vereyim.
Yanit1 nasil buldugumu sonra agiklayacagim 3.

(4) b=k—a+1
ve
(5) r=2a-1

olsun. b’nin en az 1 olduguna dikkatinizi ¢ekerim.
b’den b+ r’ye kadar olan sayilar, yani

b,b+1, 042, ...,b+r
sayillarim toplayalim:
b+ (b+1)+(0+2)+---+(d+r).

Toplamin z’e egit oldugunu kamtlayacagim.
Beginci sorudaki gibi hesaplarsak, toplamin

r(r+1)

(r+ 10+ 2

3Bu aq&lnqm, yazinin sonuglarmi Sgrencilerine kanutlattirmak isteyen G¥retmene yardimac olabilir. Ayrica, bir
sayiy1 nasil gesitli bigimlerde ardisik sayilarin toplam olarak yazabilecegimizi de 6gretebilir.

[4]
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sayisina esit oldugunu goriiriz. Bu sayiy1 (3), (4)
ve (5)’teki tamimian kullanarak hesaplayalim:

r(r+1) (r+1)(26+r)
(r+ b+ 2 = 9
(5 2a(2b+2a-1)
B 2
= a(2b+2a-1)

D e@k-a+1)+2a-1)

= a@2k+1) ¥z

Soz verdigimiz gibi toplamin z oldugunu bulduk.

Sonug olarak, 2" bigiminde yazilamayan
her r sayisimmin en az iki ardigck saymmn
toplam oldugunu bulduk. Hatta toplamamiz
gereken ardigik sayilan da bulduk: z’i (2k + 1)a
olarak yazalm. Eger a > k ise, z, a — k’den
a+ k’ye kadar olan 2k + 1 ardisik saymin topla-
mudir. Eger a <k ise, z, k—a+1'den k+a’ya
kadar olan 2a ardigik sayinin toplamidir.

Simdi a < k sikkinda, ardigik sayilan nasil
buldugumu gostereyim. r = (2k + 1a
esitligini biliyoruz ve z'1 en az iki ardigik
saymin toplam olarak yazmak istiyoruz. Ardigik
sayllar1 bildigimizi varsayahm bir an. Diyelim
bu sayilar b’yle b+ r arasindaki sayilar. b’yle
r’yl bulmak istiyoruz. b’yle b + r arasindaki
sayilan toplarsak (r+ 1)(2b+ r)/2 buluruz. De-
mek ki

(2 + o= g = CIDETT)

2 y
yani
2a(2k+ 1) = (r+1)(26+r).
r'yi 2a = r + 1 esitligini saglayacak bigimde

segelim. Demek ki r = 2a — 1. Bu () esitligini
verir. b’yide 2k+1 = 2b+r esitligini saglayacak
bi¢imde se¢elim. Demek ki

W=+r—1=2%+(2a-1)-1,
vani b=k —a+ 1. Bu da (4) esitligidir.

Yedinci Sorunun Yaniti. z bir asal say1 ol-

sun. Bir an i¢in z’in en az l¢ ardigik sayinin

toplamu oldugunu varsayalhm, diyelim, z asali
bb+1, 042 ...,04r

sayllanimin toplam (burada r > 2 ve b > 0). Bir
celigki elde edecegiz. Aynen beginci sorudaki gibi,

(2) 26 =(r+1)(20+7)

esitligini elde ederiz.

Eger r + 1 tekse, (2) esitlifinden dolayi,
r+1 sayis1 z’i boler. z asal oldugundan, r+1 ==z
olmah. Bu ve (2)’den 2b+r = 2 gikar. Ama b > 0
ve r > 2, dolayisiyla 2b+r = 2 esitligi olanaksiz.

Eger r + 1 iftse, r tektir. r tek
oldugundan, 2b+ r de tektir. (2) esitliginden
dolay1, 2b+r sayisi z’i boler. z asal oldugundan,
2b + r = z olmah. Bundan ve (2)’den, 2=r+1
¢ikar. Yani r = 1 ve bu bir geligkidir. Onermemiz
kamtlanmgtir.

Sekizinci Sorunun Yanmiti Asal olmayan
ve 2" biciminde yazilamayan her say1 en az lig
ardigik saymin toplamidir. Bu savimizi kanitla-
mak icin altinci ve yedinci sorularin yanitlarindan
yararlanacagz.

Eger z en az lig ardistk saymin toplamysa,
altinci soruya gore z, 2" bi¢iminde yazilamaz ve
yedinci soruya gore z asal olamaz. Simdi bu oner-
menin tersini kanitlayacagiz: Eger z asal degilse
ve 2" bigiminde yazilmiyorsa, z en az li¢ ardigik
sayinin toplardir.

z’in asal olmadigim ve 2" bigiminde
yazilamayacagim varsayalim. Demek ki dyle bir
k> 1 ve a> 2 vardir ki,

r=(2k+1)a

esitligi gegerlidir. Eger a > k ise, altinci soruda
z’in 2k+1 tane ardigik sayinin toplam oldugunu
gordiik. Demek ki bu durumda bir sorun yok.
Eger a < k ise, gene altinaa soruda z’in
2a tane (yani en az 4 tane) ardigtk saynmn
toplamu oldugunu gordiik. Bu durumda da bir
sorun yok. Sorun kalmad!



TRIGONOMETRIK DENKLEMLERIN COZULMESI

C. Alparslan Ertug *

1. Girig

Bilinmeyen bir aginin trigonometrik fonksi-
yonlarini igeren denklemlere irigonometrik denk-
lemler denir. Trigonometrik denklemi sajglayan
ag1 degerleri denklemin kokleridirler ve periyodik
olmak gibi onemli bir 6zellikleri vardir. 0 ile 27
arasinda bulunan koklere denklemin ézel ¢6ziim-
leri denir.

Trigonometrik denklemlerin ¢6ziim yon-
temlerini agiklamaya baglamadan &nce, trigono-
metrik oranlar egit olan agilar arasindaki bagin-
tilar1 6zetlemekte yarar vardir:

sinz =sina ise, ¢ = 2kr+a
ve z = (2k7+1)7—a0;
cosr=cosa ise, z = 2km+a;
tanz =tanao ise, z = Ekr+a

bagintilan gegerli olmaktadir. Yukaridaki formiil-
lerde k =0,1,2,3,... olarak alinacaktir.

2. Trigonometrik Denklem Tipleri

Coziim yontemlerinin agiklanmasimi  ko-
laylagtirmak agisindan, trigonometrik denklem-
leri agagidaki bigimde simiflayacagz:

e Basit Denklemler

o Cebirsel Bigime Doniigebilen Denklemler
e Homojen Denklemler

e Simetrik Denklemler

¢ Klasik Denklemler

e Genel Denklemler

¢ Yukaridaki Tiplerden Birine Doniigebilen
Denklemnler

imdi sirasiyla bu denklem tiplerini ve ¢oziim
yontemlerini ele alalim.

* Gemi ingaat: mithendisi

(6]

2.1. Basit Denklemler

Aym agmnin, aym ya da farkh iki tri-
gonometrik oraninin birbirine egit olmasi veya
sozkonusu aginin bir trigonometrik oranin bir
saylya esit olmasi bigiminde verilirler.

- ) i
Ornek 1. sihzx = 3

kumesini bulunuz.

denkleminin ¢ozim

Cozum. Sinusu % olan en kiigik aginin %

oldugunu biliyoruz. O halde verilen denklemi
goyle yazabiliriz: sinz = sin % . Siniisleri esit olan
agilarin ozelliklerinden yararlanarak

z2 = 2k7r+g ve
r = (2k+1)1r—%

¢oziumlerini elde ederiz.

Ornek 2. sinz = cosz denkleminin ¢o6zim
kimesini bulunuz.

Coziim. cosz = sin(§ — z) ozelligini kul-
lanirsak denklem goyle olur: sinz = sin(% — ).
Buradan da

z = 2km+ % -z
m™
z = kr+ 1
bulunur.
Ornek 3. tanz = —1 denkleminin ¢6ziim
kiimesini bulunuz.
Cozim. tan 3—;— = —1 oldugundan, denklemi

tan 3z = tan ST” bigiminde yazabiliriz. Sonra da
tanjantlan esit olan agilarin ozelliklerini kulla-
narak ¢oziim kiimesini elde ederiz:

3 k T
3 :k — = = -_
T 1r+4, x 37r+4.
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2.2. Cebirsel
Denklemler

Bigcime Déoniigtiirilebilen

Aym agimin ayni trigonometrik oranlarinin
cesitli kuvvetlerini igeren denklemlerdir. Farkl
trigonometrik oranlari iceren bazi denklem-

ler de uygun doniigiimler yapilarak bu bigime
donugtiriilebilirler.

Ornek 4. 2sin’z +sinz — 1 = 0 denklemini
¢ozuntz.

Cozlim. sinz = ¢ doniigiimiini yaparsak denk-
lem, cebirsel bigime ddner:

WHt—1=(A-1)(t+1)=0.

Bu denklem ¢oziiliirse, ¢; = -;— ve to = —1 kokleri

elde edilir. Buldugumuz bu ¢ degerlerini kulla-
narak r degerlerini elde ederiz:

sinz = l—si T
B R
Ty = Qkﬂ'-{-%
Ty = (2’€+1)1r-—1r-:2k7l'+5—1r
6 6
ve
sinz = l—sin?’—’r
- - 2
3
rz3 = 2k1r+71r

3 s
ry = (2k+1)7r—-21=2k7r—5.

Ornek 5. 2sin’z + 3cosz — 3 =0 denkleminin
¢ozum kiimesini bulunuz.

Coziim. sin?

yerine koyalim:

z = 1 —cos? z degerini denklemde

2(1 —cos’z) +3cosz -3 =

2cos’z —3cosz+1 =
cosz =t (—1 <t <1) donigimiini yapahm:
W -3t+1=(A-1)(t-1)=0

t, = % ve iy = 1 kokleri elde edilir. Bunlar kul-
lanilarak denklemin ¢6ziim kiimesi bulunur:

_l__ T
cosx_Q_cosg,

1:1:2ic7r—}-E

3

cosz =1 =cos0,

ve :c2=2lc1r—%;

3 = 2kmw.

7

2.3. Klasik Denklemler

asinz+bcosz = ¢ bigimindeki denklemle-
re klasik denklemler denir. Klasik tipte bir denk-
lemi ¢ozerken, denklemin iki tarafim kosiniislii
terimin katsayisina bolerek

a
=S8Nz +cosz =

¢
b b

egitsizligi elde edilir; tanp = § doniisiimiinii ya-
parak da

. c
tanpsmnz +cosr = b
sing . c
L sinz 4+ cosr = <
cos b
s . ¢
sin@sinx + cospcosr = Ecos¢
c
cos(z—¢p) = 3 o8 ¥

denklemini elde ederiz. [fcosp| < 1 kosulu
saglaniyorsa, bu denklemin ¢oziimi vardir ve
¢ozum, kosiniisleri esit agilar1 igeren basit bir
denklemin ¢dziilmesinden ibaret olacaktir.

Ornek 6. 2sinz + 3cosz = 3 denkleminin
¢o6zim kiimesini bulunuz.

Cozim. cosz'in katsaysi ile denklemin iki
tarafim bolelim: %sin.’: +cosz =1. tanp = %
olacak bigimde bir ¢ agis1 tammlayalim:
tangpsinz +cosr = 1
sing .
sinz +cosz = |
cos ¢
sinpsinr + cospcosz = cosyp
cos(z—p) = cosg
Ty — ¢ =2kr—p, z, = 2km;

9 — = 2kmw + ¢, g = 2km + 2.
Ornek 7. cos3z + sin3z = ‘71-5 denklemini
¢oziiniz.

Czim. tangp =1 diyelim. p = L ve cos @ =

3@ olacaktir. Buradan

il 3 sindr =
cos

cos3x +

cos3rcosp+sinpsindr = cos

«

MRS B

cos(3r — ) =



elde edilir. cos 3 = ; degerini yerine koyarsak,
cos(3z — ¢) = § denklemi elde edilir. Buradan
da

3:1-;1’5 = 2lc1r+%
r, = %kw-l-%
3::2—% = 2k1r—§
Ty = %kw—-é%

kokleri bulunur.

2.4. Homojen Denklemler

f(sinz,cosz) = 0 bigiminde verilmig
bir denklemde, sinz ve cosz’in dereceleri bir-
birine egitse, bir homojen denklem sozkonusudur.
asinz + bcosz = 0 birinci dereceden, asin?z +
bsinzcosz + ccos’z = 0 ise ikinci derece-
den homojen denklemlerdir. Bu tip denklem-
ler uygun doniigimler yapilarak cebirsel hale
donigtiirilebilirler.

Ornek 8. 5sin’z — 2cos’z — 3sinzcosz = 0
denkleminin ¢6zim kimesini bulunuz.

2z ile

tanz =t

Cozum. Denklemin iki tarafim cos
bolelim: 5tan?z — 3tanz — 2 = 0.
doniigimiinu yapahm:

512 -3t—2=(5t+2)(t—1)=0

Denklemi cebirsel hale doniigtiirmiig olduk. Simdi
de bunu ¢ozelim: ¢; = —% vety = 1. tanp = —%

olacak bigimde bir ¢ agisi tammlarsak,

tanz = tan ¢, 1 =k + p;

:l:z:k‘lr"l'%.

t =1=t T
anz = 1 = tan g
kokleri elde edilir.

Zaman zaman verilen denklemi homojen
hale getirmek igin, baz1 terimleri sin’z + cos’z
ile garpmak gerekir:

Ornek 9. 2sin3z = 3cosz + cos 3z denklemini
¢ozlinuz.

- - . - - 3
Cozum. sin3z = 3sinzcos‘z —sin"z ve

cos3z = cosdz — 3sinzcosz degerlerini yer-
lerine koyalim. Ara iglemler yapildiktan sonra
diizenlenerek su denklem elde edilir:

2

—9sin®z + bsinz cos’ z

—3cosz —cos®z + 3sin®zcosz = 0.
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Burada —3cosz terimini sin’z + cos’z ile

carpalim. Ara iglemleri yapip diizenlersek,

3

sin®>z — 3sinz cos’z + 2cos’ z = 0;

cos®z ile bolersek,
tan®z —3tanz +2=10

elde ederiz. tanz =t doniigimiini yaparak den-
klemi cebirsel hale doniigtiirelim:

t2-3t+2=(t-1)>%t+2)=0.
t; = 1 ve to = —2 kokleri bulunur. Buradan da:

m
I]zkﬁ+—;

tanz = 1 = tan
anz =1 = tan 7, 1

tanp = —2 dersek,

tanz = tan yp, zo=km+ ¢

¢oziimlerini elde ederiz.

2.5. Simetrik Denklemler

Verilen denklemde, z yerine 7 — z
konuldugunda, bir bagka deyisle, siniis yerine
kosiniis, kosiniis yerine siniis yazildiginda denk-
lem degismiyorsa, bu tip denklemlere simeltrik
denklem denir. Simetrik denklemler genellikle

a(sinz + cosz) + bsinzcosz = ¢

biciminde verilirler. Burada b = 0 olmasi
halinde, yukarida anlattigimz klasik denklem-
lerin bir ozel hali elde edilir. Simetrik denklem-
leri ¢ozerken, z = § + ¢ doniigiimi yapilarak
denklem cebirsel hale getirilir.

Ornek 10. 2v2(sinz + cosz) = 3+ 4sinzcos
denklemini ¢ozintz.
Coziim. z = % + ¢ doniigiimiini yaparsak,

V2

cosr = T(COS @ —sin )
; 2 .
sinz = %_—(cosgp+sm<p)

degerlerini elde ederiz. Dolayisiyla da

V2cos

1 ;
-2—(0052 ¢ —sin? @)

sinx +cosz =

SINZCOST =



ERTUG

bulunur. Bunlari denklemde kullanirsak,
4cosp = 3+ 2(cos? p —sin? )

elde edilir. sin?¢@ = 1 — cos?p degerini kullanip
denklemi diizenleyecek olursak,

dcos?p—4cosp+1=0

elde ederiz. cosp =t (—1 <t < 1) donligimiini
yaparak cebirsel bicimde bir denklem elde ederiz:
4t —4t+1 =0. A = 0 oldugundan tek kok
vardir: ¢ = 1. Bu kok degerini kullanarak

cosp = %, ®1 =2k7r+§;
cos p = cos g, p2 = 2km — %;
z1=%+¢1=%+2kn+§=2kw+%,
12=§+¢2=%+2k7"—1‘3r'=2k“"112

¢oziim kiimesi elde edilir.

Ornek 11. sinz + cosz +sinzcosz = 1 denk-

leminin ¢éziim kiimesini bulunuz.
Cozim. z = ¢+ § doniigiimiini yaptigimzda

\/icosgo
1

cos? o — 3

sinz +cosz =

sinzcosz =

olacaktir. Bu degerler denklemde kullanilirsa
2cos’ o+ 2V/2cosp —3=0

bulunur. cosp =t (=1 <t < 1) donugumu
yapilirsa denklem cebirsel hale gelir: 2t%+2v/2t—

3 = (V2t + 3)(v/2t — 1) = 0. Her garpam ayr
ayn sifira egitlersek ¢ = —=% ve t; = :% = 32—-2—-
kok degerleri bulunur. t; < —1 oldugundan kok
degildir. Dolayisiyla cosp = 5{2—5 ve cosp = cos T
olur. Buradan da ¢ = 2kw + % degeri bulunur.
O halde kokler goyle olacaktir:

) PRI S

o 171 ]
T oow
= kr — — -_—
s 2km 4+4 2km

2.6. Genel Denklemler
Bilindigi gibi
1 — tan?

coOSE = —————=
1 + tan?

SHII=——§— ve

8 s

bigiminde yazilabilir. tan £ = ¢ doniigiimi yap:-
lirsa,

2t 1-12

ﬁt—z ve cCosSIT =

olur. O halde daha 6nce agiklanan yontemlerle
¢ozillemeyen denklemler, bu doniigiimler uygu-
lanarak ¢oziilmeye cahgilmahdir.  Ancak bu
doniigiimler sonucunda iiglincii ve daha yiik-
sek dereceden cebirsel denklemler elde edilebi-
lecegi ve bu denklemlerin ¢oziimiinde giiglikle
karsilagabilecegi gozden uzak tutulmamaldir.

sinz =

Ornek 12. sinz + cosz = 1 denkleminin ¢6zim
kiimesini bulunuz.

Coziim. Yukandaki doniigiim uygulanirsa,

2t 1-t%
14162 1482

cebirsel denklemi elde edilir. Diizenlenirse t>—t =
0 olur ve buradan t; = 0 ve t; = 1 kokleri elde
edilir. Bu degerleri kullanilarak da ilk denklemin
¢oziim kiimesi bulunur:

tan = = 0 = tan0, z—1=k7r, z, = 2km;
2 2
z T T3 1r ™
—=1=t — —= - =2k —.
t.a,n2 1 ano, 5 k7r+4, To=2 7r+2

Ornek 13. 3sinz+ cosz—4 cot %+1 =0 denk-
leminin ¢6zim kiimesini bulunuz.

Coziim. Aym yontemle

2t 1-t* 4 :
ire tiye 110
cebirsel denklemi elde edilir. Paydalar esitlenir
ve gerekli ara iglemler yapihirsa, t2 +¢t -2 = 0
bulunur. Bu denklemin kokleri t; = —2 ve
to = 1°dir. Bunlar kullamlarak denklemin ¢6ziim
kiimesi elde edilir (a = arctan(—2)):

3

tan;:—taana, £2l—=k1l'+0f, z,=2k7+2a;

T T T3 v g T
tan —=l=tan—-, —= - = 5
an 5 an 73 kr+ 1 ro=2km+ 5

2.7. Yukaridaki Tiplerden Birine Doniigti-
rilebilen Denklemler

Bir ¢ok durumda kargilagilagilan denklem-
ler, ¢arpanlara aynlarak veya uygun trigono-
metrik déniigiimler yapilarak daha once anlatil-
mug olan tiplerden birine doniigtiirillebilir. Ay-
rca sin’z + cos?z = 1 ozelligini kullanarak,

[9]



denklemin bir tarafim veya terimlerden birini
sin®z + cos? z ile carpmak da sik bagvurulan bir
yontemdir. Simdi tipik bazi ornekler tizerinde bu
yontemleri gorelim.

Ornek 14. sinzcos2z = cos z —sinz denklemi-
nin ¢é6zum kimesini bulunuz.

Coziim. cos2r = cos® z —sin? z degerini denk-
lemde yerine koyalim ve denklemin sag tarafini
sin? z + cos? z ile garpalim; gerekli diizenlemeler-
den sonra denklem

2 3

sin®zcosz — 2sinzcos®z + cosdz = 0

bi¢imini alir. Carpanlara ayrilip her ¢arpan ayn
ayr sifira egitlenirse, iki basit denklem elde edilir
ve bunlarin ¢oziilmesiyle de ilk denklemin ¢6ziim

kiimesi bulunur:

2

cosz(sin“z — 2sinz cosz + cos’z) = 0,

cosz(l —sin2z) = 0;

™
cos:c:O:cosa,

12 = 2IC7I':*: g;

1—sin2z =0, sin2.’r=]=sin%;
m ™
23.7:2’011'-{-5, $3=k7r+z;

2z=(2k+1)7r—%, x4:k7r+%.

r4 1le gosterilen kokler, z3 ile aym olduklarindan
atilmahdirlar.

2

asinz +bsinzcosz +ccos’z =d

bigiminde verilen denklemler,

2 2

1 1
sin“z = 5(1—c052z), cos“z = 5(1+c0s21:)

ve sinzcosz = 2 sin 2z

donugumleri ile klasik tipte bir denklem haline
gelirler.

Ornek 15. 2sin’z +sinzcosz + 3cos’z = 3
denkleminin ¢ozum kimesini bulunuz.

Cozum. Yukarida sozu edilen dontigtimler
yapilir ve ara iglemler tamamlanirsa, denklem
sin 2z+cos 2z = 1 bigimine gelir. Bu ise yukarida
agikladigimz klasik tipte bir denklemdir ve ben-
zer tarzda ¢oziilebilir. Kosiniisli terimin kat-
sayisi, bir ¢ yardimc1 agisimin tanjant: olarak
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alimirsa, tanp = 1, ¢ = T, cosp = Jg olur.
Bu degerler kullanilirsa,

sin2z +tanpcos2z = 1

sin2zcosp +sinpcos2z = cosy
. 2 .
sin(2c+¢) = % = sin -}

olur ve

2:+1=2k1r+-7-r-, z; = km;

4 4
T

™
=kr+ —
4 Iy ™

s
21:+Z=(2k+1)7r— 3

kokleri bulunur.

Ayni aginin katlarinin trigonometrik fonk-
siyonlarim igeren denklemler, ¢arpimlarin toplam
veya toplamlarin garpim olarak ifade edilmesi-
ne olanak veren formiillerin kullanilmasi ve bazi
carpanlara ayirma yontemlerinin uygulanmasiy-
la, yukarida agikladigimiz tiplerden birine donus-
tiiriilebilirler. Simdi de bunlarla ilgili bir kag
ornek gorelim:

Ornek 16. 2sinzsin3z = 1 denklemini ¢6zii-

nuz.

Coziim. sinasinf= 1[cos(a — B) — cos(a + B)]
formiliini uygularsak,

sinzsin 3z = %(cos 2z — cos 4z)

olacak ve denklem cos 2z —cos4z = 1 haline gele-
cektir. cosdz = 2cos? 2z — 1 degerini yerine ko-
yarsak,

cos 2z — 2 cos® 2z = cos 2z(1 — 2 cos 2z) =10

olur. Her ¢arpani ayr ayn sifira esitlersek, iki ba-
sit denklem elde ederiz. Bunlarin ¢Sziimiiyle de
¢ozum kiimesi elde edilir:

cosQ:::O:cosE, 2z=2k1r:{:1
2 2¢
x1=k1r+%, a:g:k‘lr—g;
1-2cos2x =0, cos?a::%:cosg,
2z = 2k1r:|:-§, T3 = k7r+%, T4 = kw—%.

Ornek 17. 1 +cosz +cos2z + cos 3z = 0 denk-
leminin ¢ozim kiimesini bulunuz.
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Coziim. cosa + cosf = 2cos 9%2 cos 0—53
oldugunu biliyoruz. O halde

cos 3z + cosz = 2cos2z cosz

olacaktir. Ayrica 1+ cos2z = 2cos?z degerini
de gozonune alirsak, verilen denklem

2cos’z +2cos2zcosz =0

bi¢imine doniigiir. Bunun da ¢arpanlara ayirilma-
siyla
2cosz(cosz + cos2z) = 0

bulunur. Burada ise

cos £ + cos 22 = 2 cos 3—1: cos =
2 2
degeri kullanihrsa,

4cosxcos§cos3§ =0

denklemi elde edilir. Her garpanin ayr ayr sifira
esitlenmesiyle de ¢oztim kiimesi bulunur:

cosz = 0 = cos -721, :c1_2=2k7r:tg;
z s

cos§=0=cos§, r34 = 4kmtm;
3z T 4

cos -2— =0=cos -2—, T56 = Ekﬂ'ﬂ: .

3. Standart Olmayan Problemler

Bu boliimde, yukarida agikladigimz tiplere
benzemeyen ve ¢oziumleri igin ozel yaklagumlar
gerektiren bazi problemleri ve ¢oziiliig bigimlerini
[3)’ten aynen aktararak okuyucularmmzmn dikka-
tine sunmak istiyoruz. [3)’in yazarlarinin, gori-
niig ve ¢oziilig bigimleri ahgilmigin diginda olan
problemleri adlandirmak igin kullandign “Stan-
dart Olmayan Problemler” deyimini de aynen
kullanmayi uygun gorduk.

Ornek 18. 2cos? -”16*5 = 2° 4+ 2=% denklemini
¢ozunuz.

Cozum. Denklemin sag ve sol taraflan igin iki
esitsizlik sozkonusudur:

222tz

2cos <2 ve 224277 > 2.
O halde bu denklemin sag ve sol taraflar, yalnizca
ikisi birden 2’ye egit olduklari zaman birbirine

esit olacaklardir. Bir bagka deyigle, agagidaki

bir bilinmeyenli denklem sisteminin saglanmas
gerekir:
2 4z

2cos

2T 427 =

[ )

Ikinci denklemin tek kokii, z = 0 degeridir.
Bu kok ilk denklemi de saglar, yani sistemin,
dolayisiyla da verilen denklemin tek ¢oziimiidiir.

Ornek 19. cos’z + sin*z = 1 denklemini
¢ozlniiz.

s 7 2 ;4 -2
Cozum. cos'z < cos‘z ve sin'z < sin“«z

oldugu igin, verilen denklemin sol tarafi 1’den
buyik olamaz ve 1’e egit olmasi, yalmizca yukar-
daki esitsizliklerde esitlik halinin her ikisinde bir-
den ger¢eklenmesi durumunda olur. Bir bagka
deyigle, agagidaki denklem sisteminin gergeklen-
mesi gereKkir:

COS7I = COSZI

sinz = sin’z
ilk denklem, cosz = 0 ve cosz = 1 igin saglanir.
Ikinci denklem de z’in bu degerleri igin saglanir:
cosz =.0 ise sin®z =1, cosz = | ise sinr = 0
olur. Bu nedenle bu sistemin ve dolayisiyla ilk
denklemin de ¢oziimleri, 2, = k7+3 ve zo = 2k7
degerleridir; burada k, herhangi bir tamsaydir.

Ornek 20. sin®z — cos’z = 1 denklemini

¢ozunuz.
Coziim. Once z = m — y doniigiimii yapilirsa,

sin*(r —y) —cos"(r—y) = 1

sinfy+cos’"y = 1

elde edilir. Dikkat edilirse bu, Ornek 19’da ¢oz -
len denklemin aymisidir. O halde bu denklemin
ozumleri y, = km + 5 ve y, = 2k7 olacak-
tir (k bir tamsayl). £ = m — y olduguna gore
gy = 5 — k7 ve 2y = 7 — 2km kokleri bulunur.

Ornek 21. sinz + 2sin2z = 3 + sin 3z denkle-
minin 0 < z < 7 araligindaki koklerini bulunuz.

Birinci Coziim. Ilk bakista aligilmg gibi go-
rimen bu denklemi, ahgilmug yontemlerle ¢oz-
meye ¢aligalim ve denklemi sinz’li terimlerden
olugacak bigimde doniigtiirmeye ¢aligalim. sin 2z
ve sin3z’in sinz cinsinden degerlerini yerlerine
koyarak gerekli diizenlemeleri yapahm:

4sinzcosz =3+ 3sinz —4sinz —sinz



Burada kiigiik bir tuzakla karg: kargiya bulunuyo-
ruz: cosz’i sinz cinsinden ifade ederken kdokli
ifadelerle kargilagmamak igin, denklemin iki tara-
finin karesini almamz ve dolayisiyla yalanci kok
dogmasi tehlikesini goze almamiz gerekir. Sonun-
da su denklemi elde ederiz:

16sin? z(1 — sin®z) = (3 + 2sinz — 4sin®z)?

sinz = y donigimiini yaparak diizenlersek,
denklem gu bigimi alir:

16y% — 24y — 1242 + 12y +9=0

Elde ettigimiz altinc1 dereceden denklem, sorun-
larimizin bitmedigini gosteriyor. Simdi de te-
rimleri uygun bir bigimde gruplamaya ¢ahgalim.
Ilk, ikinci ve son terimleri gruplayarak, denklemi
agagidaki bigime donugturebiliriz:

(4¥® -3)2+12y(1—-y) =0

Fakat y = sinz ve 0 < z < 7 olmasi isten-
diginden yalmzca 0 < y < 1 koklerini bulmamiz
gerekmektedir. Bu y degerleri igin, sol tarafin
ikinci terimi negatif degildir; ilk terim ise y’nin
hi¢ bir degeri igin negatif olmaz. O halde denk-
lem yalmzca, 4y> —3 = 0 ve 12y(1—y) = 0
kogullarim1 ayn1 anda saglayan y degerleri igin
saglanir. Boyle bir y degeri bulunmadig igin, s6z
konusu 0 < y < 1 aralifinda denklemin ¢oziimu
yoktur. Buradan da ilk denklemin 0 < z < 7
araliginda kokii olmadig sonucuna vannz. Uy-
gun bir gruplama yapabildigimiz i¢in, bu stan-
dart ¢oziim yoluyla sonuca ulagabildik. Agagidaki
diger ¢oziim yollarini da inceledikten sonra, belki
de en elverigsiz yaklasgim bu oldugu kanisina va-
racaksiniz.

ikinci Goziim. Bu ¢oziim de, bir kag trigo-
nometrik doniigimden sonra elde edilen terimle-
rin uygun bigimde gruplanmasma dayanmakta-
dir. Once denklemi

sin3z —sinz —2sin2x+3 =0
bigiminde yazalim ve sol tarafi doniigtiirelim:

2sinz cos 2z — 4sinzcosz + 3
sin z(2cos 2z —4cosz) +3
sinz(4cos’z —4cosz—2)+3 =
sinz[(2cosz — 1)> — 3] + 3
sinz(2cosz — 1) +3(1 —sinz) =

o ©o © O O

ERTUG

0 < z < 7 arabgindaki ¢oziimleri aryoruz. Bu
aralikta sinz > 0 egitsizligi gegerlidir. O halde
denklemin sol tarafindaki iki terim de negatif ola-
maz. Bu yiizden denklem, agagidaki denklem sis-
temine denktir:

sinz(2cosz— 1) = 0
3(1-sinz) = 0

ikinci denklemden sinz = 1 bulunur. Fakat
bu durumda cosz = 0 ve dolayisiyla da
sinz(2cosz — 1)2 = 1 # 0 olacaktir. O halde
ikinci denklemin hig bir ¢oziimii birinci denklemi
saglamaz. Yani soz konusu denklemin, dolayisiy-
la da verilen denklemin verilen arahkta kokleri

yoktur.
Ugiincii Coziim. Denklemi

sinz —sin3z + 2sin2z =3

bigiminde yeniden yazahm ve siniislerin farki
formiiliini kullanarak

—92sinzcos2z + 2sin2z = 3

bigimine getirelim. Buna gore asagidaki egitsiz-
likleri yazabiliriz:

| - 2sin z cos 2z + 2sin 2z|

< |- 2sinzcos2z|+ |2sin 2z
= 2|sinz]|| cos2z| + 2|sin 2z|
< 2(]cos2z| + |sin 2z|)

Her z degeri igin, |cos2z| 4 |sin2z| < V2
egitsizligi gegerli oldugu igin, son denklemin sol
tarafi, mutlak deger olarak 2v/2’yi higbir zaman
agamaz ve dolayisiyla da 3’e esit olamaz. O halde
soz konusu denklemin koku yoktur.
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EVLILIGIN MANTIGI OLUR MU?

Asuman Given Aksoy *
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Avusturalya’nin yerlileri evlilik ve akra-
balik iligkilerine getirdikleri kurallarla meghurdur.
Bunlardan Warlpiri denen bir grup yerlinin
ozellikle karmagik bir akrabahk sitemi vardir.
Warlpiriler Avusturalya’min kuzeyindeki ¢ollik
bolgede yagiyorlar. Akrabalik iligkilerinde izledik-
leri kurallar dizgesi onlarm toplumsal, poli-
tik organizasyonlarini ve tavirlarim biitiiniiyle
tamimhyor, sosyal gevredeki herkesi igeriyor ve
felsefi diinyalarina kadar uzamyor.

Avusturalya yerlileri gogebedir ve avcilikla
gesinir. Yiyecek ve suyun kolayca bulunabilecegi
bolgelerde yasarlar, 10 ile 60 kigilik gruplar
halinde gezinirler ama bazi 6zel durumlarda
baglantili gruplarin hepsi bir araya gelir. Kigisel
varlik yoniinden yoksul olsalar da toplumsal ve
duygusal diinyalan zengin ve gizemlidir.

Warlpiri akrabalk sisteminin 8 boliimi
vardir. Her bolimde hem kadin hem erkek
vardir ve herkes bu sekiz bélimden birine
girmek zorundadir.  Evlenecek insanlar ayn
ayri boliimlerden gelmek zorundadir. Asagida
orneklerle agiklayacagimz gibi dogan ¢ocuklarn
anne ve babalarindan farkli, annenin belirleyecegi
bir boliime girmesi zorunludur. Basitge boliimleri
1,2,...,8 diye numaralayahm. Asagidaki gema
evlilik kurallarin1 gosteriyor.

o)

Esitlik (“=”) evlilik anlaminda; her ok
da annenin boliminden g¢ocugun bolimine

yonlendirilmis.  Ornegin, 1. béliimdeki erkek
5. boliimdeki bir kadinla evleniyor ve gocuklar
da 7. bolime giriyor (7. bolim 5. ile aym
situnda). Bir bagka ornegi ele alahm; diye-
lim ki 6. bolimdeki bir erkek 2. bélimden
bir kadinla evleniyor ve onlarin ¢ocuklan da
3. boliimde (3. boliim 2. ile aym sutunda). Sonug
cinsiyete gore degistiginden once bir kadindan
baglayip birkag kusak gerideki annelere bakalim.
1. béliimdeki bir kadinin annesi 3. bolimde, onun
annesi de (yani 1. boliimdeki kadinin anneannesi)
2. ve onun annesi de (biiyiikannesi) 4. bolumde.
4. boliimdeki kadinin annesi de tekrar 1.!bolimde
yer aliyor. Agagidaki gema bir kag kugak “anneler
devresi’ni (anne/kiz) gosteriyor:

B L

) )
(y1-m 33 -p2- -4

Aym model, nereden baslarsaniz baglayin
tekrarhyor kendini. Benzer bigimde asagida bir
bagka anneler devresinin gemasi var:

'--. = -—(—— = q--.'

9598 56--- 57 -

Devreler iist iiste gakigmadigindan her dev-
re 8'in yansi kadar bolim gosterecektir. Ant-
ropologlar bu 4 bolimden olugan gruba “yarim
hisse” diye isim bile vermiglerdir. Agagidaki gema
evlilik kurallarin1 ve anneler devresini bir kez
daha agiklamaktadir:

* Claremont McKenna College Matematik Boliimii 6gretim iiyesi
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6
evlilik anlaminda kullanilmig olup, oklar an-
nenin bélimiinden ¢ocuga yonlendirilmistir.

§imdi baba ve ofullara ne olduguna

bakahm. 1. béliimdeki bir erkek 5. boliimden bir
kadinla evleniyor, ogullar1 da 7. boliimde. Bu ogul
3. bolimden bir kadinla evleniyor, onlarin ogullan
da 1. bélimde. Goriiliiyor ki “babalar devresi”nin
(baba/ogul) uzunlugu 2:

“_»

-é—--\

1---97-

C

Benzer bigimde diger baba/ogul devreleri
(2,8), (3,6), ve (4,5). Miras haklan, toprak
paylagmalar, hatta dini torenler bile bu gruplara
gore yapiliyor.

Anne/kiz ve baba/ogul devreleri Warlpi-
riler’in akrabahk sisteminin temelini olusgturu-
yor ve Avustralya yerlilerinin diinya felsefeleri-

ni yansitiyor. Gegmis ve gelecegi yasadiklar: ana
guzelce baghyorlar.

AKSOY

Asagida cbek dilinde agiklayacagimiz gibi,
Warlpiriler'in  evliliklerinin  bir mantig var.
Bu sisteme matematik dilinde 8. mertebeden
tkidizlemli (dihedral) 6bek denebilir. 1. bolime
I (ozdeglik) diyelim. I’daki herkesin annesi
3. bolimde oldugundan, 3. bélimii a (anne)
ile isimlendirelim. 3. bolimdeki herkesin an-
nesi 2. bolimdedir. Bu nedenle 2. bolimii
aa (anneanne) ile isimlemdirelim. Bu durum-
da 4. bolim aaa (anneannenin annesi) oluyor.
Benzer bigimde b ile babalar1 ifade edersek,
7. boliimdekilerin babalari 7’da oldugundan 7’ye
b dersek, 5, 8 ve 6, sirayla ab, aab ve aaab oluyor.
Harflerin diizeni 6nemli burada. Mesela ab ile
I grubundaki babalarin annelerini kastediyoruz.
Bunlar annelerin babalarindan farkh.

Yazilanlan kisaltmak igin ornegin aaa yer-
ine a® kullanacagiz. Bu nedenle 8 boliimi

3 6 7 8

a a®b b a’b

1
1

2
2

4
3

5

a a® ab

ile gosterecegiz. Sozgelimi, ab boliimiindeki in-
sanlarin annelerinin béliimiinii ariyorsak, a(ab) =
a®b’ye geliyoruz. Gelgelelim, bazi durumlarda
bu pek kolay degil. Ornegin, ab’deki insan-
larin babalar1 a3’te yer aliyor; yani b(ab) =
a®. Asagdaki tabloda olabilecek biitiin egleg-
tirmeler gosterilmigtir. Siitiin baghklar1 ¢iftin
ilkini, siralar da uygulanan iligkiyi temsil ediyor.
Yukaridaki 6rneklere donersek, a®b, ab ile bas-
layan siitunla a ile temsil edilen siranin kesigtigi
yerdedir. Ote yandan a®, ab siitunu ve b’li sira-
nin kesistigi yerde oluyor.

| I a a? a® b ab a%b a3

I I a a2 4 b ab a?b a3
a a a* a® I ab a% a3 b
a? | a2 a® T a a* a® b ab

a® | a® I a a® &3 b ab a%
b b a% a% ab I @ a? a
ab | ab b a®b a% a I a® a?
a’b|a* ab b a® a® a I a
a%b | a® a% ab b @@ a2 ¢ I

Yukaridaki tablonun en onemli ozelligi,
olabilecek biitiin eglegtirmelerin bu ilk sekizli
bolimden birinde sonuglanmasidir. Bu durumu
agiklayan matematiksel bir terim vardir. Bu
ozellige kapalhk denir. I ile baglayan siitun ve
sirada her geyin kendini tekrar ettiginin farkinda
nmusiniz? Dolayisiyla I 6zdeglik elemani. Tablo-
nun bir bagka 6nemli ozelligi ise I’nin her siitun

ve sirada bir kere ortaya ¢ikmasi. Dolayisiyla
bir bagka ozellik, ters ¢fenin olmasi her boliimii
I’ya geri baglayan. Ornegin a3, a’nin ters 6gesi,
a3b kendisinin ters Ogesi. Simdiye kadar bu
boliimlerin ii¢ 6zelliginden bahsettik: kapalilik,
ozdeglik ve ters 6ge. Bunlardan bagka bir de
birlegme ozelliji varsa, matematikgilerin obek
dedigi yapiyr goriiyoruz. Birlesme ozelliginin



AKSOY

anlami ardarda uygulanan iligkilerde onceligin
birsey farkettirmeden aymi sonucu vermesi de-
mektir. Ornegin,

aab = a(ab) = (aa)b = a®b.

Yukarida sozii edilen bu belirleyici ozellik-
lerden dolay1 obekteki her oge yalmzca bir kez
her sutun ve sirada ortaya ¢ikmakta. Bu ne-
denle, Warlpirili her insan bu 8 bolimden birin-
dedir. Her bolumin, diger her bolumle bir akra-
balik iligkisi vardir. Asagidaki iig 6zellik bu 6begi
diger obeklerden ayirarak 8 diizenli ikidiizlemli
obek yapmaktadir. Bu ozellikler gsunlardir:
¥=1 ve (ab)(ba)=1.
Bunlardan ilki “anneler devresi,” ikincisi “ba-
balar devresi,” son ozellik ise “evlilik kurah.”
Matematiksel dilde, a ve b ikidiizlemli 6begin
uretegleri ve

at=1, =1 ve (ab)(ab)=1
obegin tammni veren ozellikler. Hangi boliimiin
I ile isimlendirilmesi ise bu mantiksal yapiy:
tanimlayan iligkileri hig degistirmiyor.

Ikidiizlemli 6bek kavrami aym mantig
iceren geometrik bir modelden gelmektedir.
Karenin simetrileri ile Warlpiriler’in akrabalik sis-
temleri biribirinin aynisi. So6yle ki, eger bir ka-
reyl, merkezi etrafinda 90 derece dondiiriirse-
niz, sonug yine bir karedir ama kogelerinin yer-
leri degigmigtir. Benzer bigimde 180 ve 270 de-
rece gevirmek kogelerin yerlerini degistirir ama
yine elinizde kare vardir. Karenin merkezinden
gegen yatay ve dikey dogrular veya karenin ko-
segenlerini diigiinin. Kareyi bu dogrulara gore
yansitirsaniz, yine kare elde edersiniz. Bu yansit-
ma ve dondirmeleri istediginiz sirada uygulayin;
agagidaki gemada goriilen 8 olasiiktan bagka
bir sonug¢ alamayacaksimiz. Koselerin degisik
sekilde igaretlenmesi her haraketten sonraki yer-
lerini gostermektedir. Herhangi bir pozisyonu
I ile igaretlersek, merkez etrafinda 90 derece
dondiirmeye a, merkezden gecen yatay dogruya
gore yansitmaya da b dersek, diger pozisyon-
lar a ile b’nin kombinasyonu bigiminde ortaya
cikacaktir. 4 kez 90 derece dondiirtirseniz ilk

pozisyona geri gelirsiniz, yani a* = I. iki kez

yatay dogruya gore yansitirsaniz yine ilk pozis-
yona gelirsiniz, yani % = I. lki kez kogegenden
gecen dogruya gore yansitirsaniz yine ilk duruma
gelirsiniz, bu da (ab)(ab) = I’ya kargihktir.

y/ 7
L ] [ ]

N /4

1 a a’
( 0
\ N\ 5

alb ab
Iste yine a* = I, b = I wve

(ab)(ab) = I’yr bulduk, yani ikidiizlemli cbegi
tanimlayan ozellikleri. Hig birbiriyle ilgili gibi
goziikmeyen, karenin 8 simetrisi ile Warlpiriler’in
akrabalik sisteminin 8 kismu, aym ozelliklerle
tanimlanmaktadir.

Dogal olarak, Warlpirili biri evliligin bu
analizini yapmaz, herkes hangi bolimde olacag-
n1, bolimiin getirdigi sorumluluklar bilip tavrim
ve kurallarim1 ona gore ayarlar. Bu toplulugun
gecmigteki, simdiki ve gelecekteki her iiyesi,
toplulugun diger bitiin tyeleri ile baglantihdir.
Bu sistemin mantig bizim bildigimiz akra-
balik iligkileri kapsaminda degerlendirilemez;
senin akraban, benim akrabam, yakin akraba,
uzak akraba kavramlar bu sistemde ¢aliymaz.
Warlpiriler’in yagadiklar zamandaki sorumluluk-
lar1 ve davramglan hem ge¢mige hem gelecege
uzanmaktadir.
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GEOMETRIK ESITSIZLIKLER (III)

Emre Alkan *

T N O S R e S g T e R e ]

Bu yazida yine problemler ile ugragacagiz

Problem. Bir ABC iiggeninin agirlik merkezi
G ve alan1 S olsun. Sunu gosteriniz:

3
5 < Y3(1GAIGBI + [GAIGC| + GBI IGC)).

Lemma. Aym dizlemde, dogrusal olmayan
A, B,C noktalar: verilsin. Dizlemde éyle bir tek
P noktasi vardir ki, |PA|? 4+ |PB|* + |PC|* min-
imum olur.

Kamit. Genelligi bozmadan A, B, C’nin koor-
dinatlan (0,0), (1,0) ve (a,b) olsun. Rasgele bir
(z,y) alahm. Boylece

|PAI* + |PB|* + |PC|?
=322+ 3y — 2a+ 1)z — 2by+ a® + b2 + 1

olur. Buifadeyi f(z,y) ile gosterelim. Z[a®+b%—
a+ 1] < f(z,y) oldugunu gorelim. Son esitsizlik

kolayca
0<(s=52) + (-3)

seklinde yazilabilir. Esitlik ancak z = (a + 1)/3
ve y = b/3 halinde olur. Bu noktanin ABC ’nin
agirhk merkezi oldugu gozlenebilir.

Cozum. Iki ayri duruma bakacagiz: (1)
ABC’nin, 27/3’ten buyiik veya esit bir agis1 yok-
tur; (2) (1)’in tam tersi.

(1) Bu durumda ABC'nin iginde oyle bir P
noktasi bulunabilir ki, (i) <APB = «BPC =
4CPA = % olur; (ii) diizlemdeki herhangi bir
P’ igin

|PA|+ |PB|+ |PC| < |P'A| + |P'B| + |P'C]
gerceklenir. (Ispat igin [3]’ye bakulabilir.)
A,B,C noktalarinin P’ye olan uzakhklarina

sirasiyla p,q,7, G’ye olan uzakliklarina da s,t, u
diyelim. G agirhik merkezi ise Lemma ve bu

* Bogazigi Universitesi Matematik Béliimii 5¥rencisi

sonug kullanilarak, s? + ¢2 + u? < p? + ¢ + r?
ile p+ ¢+ r < s+t + u esitsizlikleri elde edilir.
Birinci egitsizlikten

(s +t+u)? —2(st + su+tu)
<(p+g+7)*—2pg+pr+ar)

gikar. Simdi ikinci esitsizlik kullamlarak, pg +
pr + qr < st + su + tu elde edilir.

3
—(pg +pr+gqr)

=2

olacagindan istenen esitsizlik bu halde elde edilir.

(2) Genelligi bozmadan <BAC > 27/3 kabul
edelim. Su sonucu kullanacagiz: Dizlemdeki her
P igin

|AB| + |AC| < |PA| + |PB| + | PC|

olur. (Ispat igin [3]’ye bakilabilir.) Lemma ve
bu sonug kullamlarak s2 + t2 4+ u? < ¢ + b2 ile
c+b < s+t + u esitsizlikleri elde edilir. Bun-
lardan (1)’e benzer sekilde cb < st + su+tu elde
edilir. Ote yandan,

S= %cbsin(dBAC) < ?cb
olacagindan istenen esitsizlik bu durumda da elde
edilir.

Problem. Bir ABC ii¢geninin i¢inde alinan bir
O noktasi igin, OA,OB,OC dogrular kenarlar:
sirayla A', B',C' ’nde kessin.

= z Ise,

IAA" ‘ l
(") 0OA’ - I OB’ y ve ocC’ —_—

ryz minimum olacak gekilde O noktalarin

bulunuz.

e OA ocC

(”)]IO_A'I[ IJO—B,‘[_yvello—C,l[zzlse
z* + y* + 2* minimum olacak sekildeki O
noktalarini bulunuz.

[ce’
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Cozum. (i) O’dan kenarlara indirilen dikme
uzunluklan hj, hj, h. olsun. h,,hy,h, de iiggenin
yukseklikleri olsun. =z = oy = %!- ve
B = %z yazilabilir. S, S;,S,,S;3 sirayla ABC,
OAB, OBC, OCA tggenlerinin alanlar1 olsun.
Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi’nden,
S > 3(515253)"/3 ve boylece de abchghyh, > 27
abchy hih! elde edilir ki bu zyz > 27 demektir.
zyz'nin minimum olmasi igin Sy = S; = S, yani
O noktass ABC nin agirhk merkezi olmahdur.

(ii) Menelaus Teoremi’yle,

|[A'C| |IC'B| |OA|] _

[A'B[+ |A'C| |C'A] j0A"] — ©
ve boylece
_loal_jc'a| 45| o4, lcalias
|OA'| |C"B|| " |A'C|]”|C'B| " |C'B||A'C]

IC'A||A'B| _ |B'A|

|C'B|1A'C| ~ |B'C| ol

olur. Ceva Teoremi’yle

i’ ’
dugundan, z = :g—,g-ll- Ig’g: ve benzer sekilde
_ Bl |C'Bl _lAC] B8Ol
YTlac T oA ~ 4B T B4

elde edilir. a,b € R* igin § + 2 > 2 oldugu
icin z 4+ y+ 2z > 6 elde edilir. Ote yandan
zyz = 2+ y + z + 2 oldugu gosterilebilir (bunu
okuyucuya birakiyoruz). Boylece zyz > 8 olur.
Bilinen egitsizlikler yardimiyla,

Pyttt > 2422t 42
> zyz(z+y+2z)>48

elde edilir. z* + y* + 2* minimum ise z = y =
2 = 2 olmal ve yine O agirhk merkezi olmahdir.

(ii) i¢in bir genellegtirme olan gunu goste-
recegiz: Her n > 1 tamsayisi igin, 22 +y? +2?
minimum ise O agirhk merkezi olmaldir.

z,y,z >0 ve zyz = z+y+2+42 oldugunu
biliyoruz.

Lemma. a,b,c > 0 ve a + b + ¢ sabit ise
ab+ac+bc toplam: a = b = ¢ iken maksimumdur.

Kamit.  a’y1 sabit tutahm. b + ¢ sabit ola-
cagindan a(b + ¢) = ab + ac sabit olur. Ifadeyi
buyiutmek i¢in bc en biiyik yapilmahdir. b + ¢
sabit oldugundan bu & = ¢ iken olur. a,b,c
simetrik oldugundan Lemma elde edilir.

Timevarim yapacagiz. n = 1 igin z2+y*+
nin minimumunu anyahm. zyz = t koyup,
Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi’yle ¢ —
2 > 3t1/3 ve boylece zyz = t > 8 elde edilir.
Ayni anda z 4+ y+ z > 6 olur.

2

32+y2+22=(I+y+2)2-—2(zy+zz+yz)

yazip £ + y + z = k dersek, Lemma’y1 kulla-
narak k? — 3—;-1 = % "lin minimumunu arariz; bu
ise agkga z+y+z=k=6vez=y=1z
halinde olur. Dolayisiyla O agirhk merkezidir.
Simdi de iddia z?" + y*" + z?" icin dogru ol-
sun ve z2"1 +y2“+1 +22™ icin dogru oldugunu
gosterelim.

n+tl
z2

= ($2‘+y2‘+z2")2_2(x2"y2‘+32‘22"+y2"z2')

a4l n41
4 y2 22

ve 22" +¢y2" 422" > 3-27 olur. 22" +y¥ 4+

2 287 _

z¥" = k = sabit denirse, Lemma ile k? — 2~ =

2,. & 2 n4l
%’un minimumu aramr. Kolayca % >898

olacagindan tiimevarim tamamlanir.

Problem. a,b,c bir tggenin kenarlar1 olsun.
2(a%b? +a%c?+b%c?) = abe(a+b+c)+a + b+t
ise, t¢genin egkenar oldugunu gosteriniz.

Lemma. Her ABC iiggeni igin u yarigevre, r
ve R i¢ ve gevrel yarigaplar ise,

acos A+bcos B+ ccosC = 2%
olur. (Kanit okuyucuya birakilmustir.)

Lemma ve R > 2r oldugu kullambrsa,
acosA +bcosB + ccosC < u elde edilir. Bu
ise kenarlar cinsinden

2(a’b? +a%e? +5%c?) < abe(a+b+c)+a* + b+ ¢
verir. Esitlik ancak ii¢gen egkenarken vardir.

Problem. Bir ABC iicgeninde ig ve gevrel
yarigaplar r ve R ise,
A. B A.C B.C _ 5 r

B O AL e B D
smgsm2+sm25m2+sm25m2_8+4R

oldugunu gosteriniz.
Cozum. sin% =z, sin-lz2 =y ve sin% =
alinirsa 3 = zyz olur. Su halde

5
.r.y+::z+yz—zyzs§



oldugu gorilmelidir. z + y + z sabit iken,
ry+zz+yz—zyz=z(z+y)+ zy(l —z).

z’yi sabit tutalim. Boylece z(z +y) sabit olur ve
zy(1 — z) ifadesi maksimum yapilmahdir. 1 -z
pozitif olacagindan, ifade z = y halinde maksi-
mum olur. z,y, z simetrik oldugundan, ifade z =
y = z halinde maksimum olur. z +y+ 2z < 3/2
olacagimi okuyucu gosterebilir. §imdi, z+y+z €
(0,3/2] iken zy + zz + yz — zyz ifadesinin mak-
simumuna bakahm. z = y = z = k alarak
k € (0,1/2] iken f(k) = 3k? — k3 in maksimu-
munu arayallm. f’(k) bu arahkta pozitif oldugu
i¢in, f(k) bu arahkta artandir. Dolayisiyla mak-
simumlarin maksimumu z = y = z = k = 1/2
halinde olur.

Problem. (i) Cevreleri sabit kalmak tlizere, ke-
nar sayilar1 artan bir dizgiin gokgenler
dizisinin alanlarmin artan bir dizi olugtur-
dugunu gésteriniz.

(ii) Alanlar1 sabit kalmak iizere, kenar sayilari
artan bir dizgin ¢okgenler dizisinin cev-
relerinin azalan bir dizi olusturdugunu
gosteriniz.

Cozim. (i) m > n > 3 olmak lizere, m ve n
kenar bulunan diizgiin ¢okgenleri alahm. a ve b
sirayla kenar uzunluklar olsun. Cevreler esit ise
ma = nb yazilabilir. Alanlar i¢in

1
A = —ma®cot z ve A, = =nb?cot il
4 m 4 n
dogrudur. A, < A,, oldugunu gormek yeterli

olacaktir.

nb®cot L < ma®cot = esitsizligi, a? =
n?b?/m? oldugunundan, mtanZ < ntanZX
esitsizligine esdegerdir. Bunu gorebilmek igin
f(z) = =ztanZI’in azalan oldugunu gorelim.

file) = tan z— coT;(%x_) < 0 oldugunu gormek

icin, sin 2% < 2" oldugu goriilmelidir ki bu bili-
nen sin a < a e§1t51zllg1d1r (0 < & igin).

(1) Okuyucuya birakilmigtir.

Problem. R yaricapli bir g¢emberin igine iki
eskenar liggen ¢iziliyor. Egkenar tiggenlerin ortak
alan1 S olsun. 28 > R?\/3 oldugunu gésteriniz.

Coziim. Sekil cizilirse eskenar iiggenlerin kesi-
simlerinden olusan alt1 tiggenin e olduklar goz-
lenebilir. Bunun sonucu olarak bu ii¢genlerin
gevreleri sabittir ve egkenar tiggenin bir kenarina
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yani Rv/3’e esittir. Cevreleri sabit iiggenler
arasinda maksimum alanli egkenar tggendir.
Bunu gormek igin kenarlarin birini sabit tu-
tariz; diger koge bir elips iizerinde hareket eder
ve alan diger iki kenar egitken en biyik olur.
Kenarlar simetrik oldugundan iddia dogrulanir.
Uggenlerden birinin alam T ise, 3T < R%\/3/4
yazilabilir. S = 3v3R?/4 — 3T oldugundan iste-
nen esitsizlik elde edilir.

Diizeltmeler. [1]’deki Problem 2’nin yayim-
lanan ¢oziimiinden daha kisa bir ¢ozum soyle
verilebilir: Sozii gegen uzunluklarin en az bi-
ri r’den kiigik veya egit olmahdir. Su halde
r < 1273/4(2k)1/2 oldugunu gormek yeter. Bu
ise 24/3r® < abe demektir. r sabit tutulurken,
liggen eskenarsa abc minimum olmaktadir. Son
egitsizligin dogrulugu agiktir. Boylece problemi
iyi kuramamg oldugumuzu anhyoruz. Yaptigim
¢6ziimiin gidigine uygun problem gu olmahdr:

Problem 2’. a,b,c bir tggenin kenarlar1 olmak
iizere, |BsC1||B1C2||B2Cs| < ¥2abe oldugunu
gosteriniz.

Cozum. Sunlari gostermigtik:

|B3C1||B1C2| |B2C3| = |B3C2| |B1Cs| | B2C |,

| B1C3| |B2C3| | B2Cy| | BaCy| |BaCa| | By Cy|
(abc)?
= 3343 °

Istenen bunlardan elde edilir.

[2]’deki Problem 5 iyi kurulmams bir
problem. Cozimde 2 1 ’nin 1raksakhigini kullan-
mak gereksiz. Onun yerme su problem daha uy-
gun olabilir:

n

|
Problem 5’. q, = E p— dizisini ele alalim.
k
k=1

Bir € > 0 sayisi verilsin. Yeterince biyik her m
tamsayisi igin [m — €, m) araliinda a, dizisinin
en az bir terimi vardir.

Coziim. n yeterince biiyiik ise Any1 — 8n < €
olacag gozlenebilir. Su halde m yeterince biiyiik
bir tamsay1 ise, {a,} iraksak oldugundan, a, <
m —¢’dur an41 > m gibi bir durum olamaz. Ote
yandan, a, dizisinin hig bir teriminin tamsayi ol-
madigin1 gormek kolaydir. Boylece [m — e, m)
araligina dizinin bir terimi diiger.



Gene [2]’deki Problem 7 ise goyle ifade
edilse daha iyi olurdu:

Problem 7'. 2z* — y* = 1 olacak gekilde her
(z,y) pozitif tamsay: ikilisine kargiik, (m? —
2mn — n?)? = 1 olacak gekilde (m,n) pozitif iki-
lisi oldugunu gésteriniz.
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ay/z+b/y+cy/z=d SEKLINDEKI DIOFANT DENKLEMI

Selma Atabey *

V2 sayismn irrasyonel oldugu oldugu ¢ok
eskiden beri biliniyor. Bu sonucu degisik yonlerde
genisletebiliriz. Bunlardan biri a\/p+b,/g+ cy/r
seklindeki sayilarin ne zaman rasyonel sayilar
olduklaridir. Bu sorunun cevabi da yazinin
baghgindaki denklemin tamsay: ¢oziimleri ile bu-
lunur. Tamsayilarda ¢6ziimi aranan bir denk-
leme, eski Yunanh bir matematikginin adindan
Diofant denklemt ad1 verilir.

1. Aritmetigin Temel Teoremi

Teorem. Her n > 1 dogal sayisi, py < --- < px
asal sayilar ve ai,...,ap dogal sayilar olmak
tzere, n = p{'p3?---py* bigiminde tek tiirli
gosterilir.

Lemma 1. n bir pozitif tamsayr olsun. /n
sayisi rasyonel say1 ise, n sayisi tam karedir.

Kanit. p ve ¢ tamsayi ve /n = 5‘ olsun.
(p,g) = 1 oldugunu diigiinebiliriz. Aritmetigin
Temel Teoremi’nden ve ng? = p? esitliginden
dolay1, n sayisinin yukaridaki bigimde yazihginda
her asal ¢arpanmin kuvveti cifttir, yani n tam
karedir.

Lemma 2. k > 1 olsun. ay,as,...,a pozitif
tamsayilari, herhangi ikisinin ¢arpimu bir sayinin
karesi olacak bigimde verilsin. O zaman a; = b?c
(1 <1 < k) seklindedir. Burada b; ve ¢ pozitif
tamsayilardir.

* Ankara Atatiirk Anadolu Lisesi matematik 6gretmeni

Kanit. a bir pozitif tamsayis1 ve a =
py'ps? - pdr olsun. @),y -, a, sayllannn
2 ile boliimiinden kalanlari incelenerek a = b2c
yazilabilir. Burada ¢, asal sayilarin ¢arpimdir.
a; = b,?c.- olsun. Her a; igin farkl olan
¢; sayisimin ashnda aym oldugunu gosterecegiz.

a;a; = (bibj)%cic; sayisinin tam kare oldugu
biliniyor.  (b;b;)%cic; = afj olsun. O za-
aiy

man (/Ci¢; = g sayisl rasyoneldir ve Lemma
I’den dolay1 cic; tam karedir. ¢; sayilarin asal
sayllarin ¢arpimi olarak yazarsak, c;c; tam kare
oldugundan, c¢;’nin her asal garpani ¢; 'nin de
asal ¢arpani olmak zorundadir. Aym sgey, c;
ile ¢;’nin yerini degigtirdigimizde de dogrudur.
Bagka sozlerle, ¢,5 = 1,...,k i¢in ¢; = ¢; 'dir.

2. a\/z+b,/y+c\/z = d Diofant Denkleminin
Cozimu

Bu denklemin ¢oziminiin 1. dereceden
i¢ bilinmeyenli Diofant denkleminin ¢6ziimiine
doniigtiigini gosterecegiz [1].

Once d = 0 durumunu gozéniine alahm.
Teorem 1. p,q,r sayilarl, ap+bg+cr = 0 den-
klemini saglayan tamsayilar ve s keyfi bir dogal

say1 olsun. a\/T + b\/y + ¢\/z = 0 denkleminin
tamsayilar kimesinde tium ¢ozumleri

formuiilleri ile verilir.



Kamit. z,y,z sayilan (1) geklinde ise, veri-
len denklemi saglarlar. Bunun tersine, a./zo +
b/yo + ¢/zo = 0 olsun. O zaman, a/Z¢ +
b/yo = —c\/Zo'dir. Son denklemin her iki

tarafinin karesini alirsak,

c?zg — a’zy — b?yo

VvToYo = 2ab

olur, yani /Toyo sayisi rasyoneldir. Lemma
I’den dolay1 zoye tam karedir. Benzer gekilde
Tozg ve Yozo sayllarimin da tam kare olduklan
gosterilir. Boylece Lemma 2’den dolay: zg, o, 20
sayilar1 (1) seklindedir.

Teorem 2. p,q,r saylari ap + bg +cr = d
denklemini saglayan tamsayilar olsun. d # 0,
ay/z + b\/y + ¢o/z = d denkleminin tamsayilar
kimesinde tim ¢oziimleri z = p*, y = ¢%, z = r?
formiilleri ile verilir.

Kanit. a\/zo + b\/y_o + ¢\/zp = d olsun.
a\/To + b\/yo = d — ¢\/zp denkleminin her iki

tarafinin karesimi alirsak,

2ab\/zoyo + 2¢d\/zo
+ v/ (a2zo + b%yo — c?z0 — d?)? = 0

olur. Bu esitlikten, Teorem 1 ve Lemma 1’den
dolayr z; tam karedir. Benzer sekilde zo ve yo
da tam karedir.

Sonug. a,b,c,p,q,r tamsayillar olmak uzere,

a\/p+ b\/q + c¢\/T sayisinin rasyonel olmasi igin
gerek ve yeter sart p,q,r sayilarinin tam kareler
olmalaridir.

(")rnegin, V24345 saysi irrasyoneldir.

Soru 1. 71; + ﬁ — 7]; denkleminin tamsayilar
kimesinde ¢oziiminu bulunuz.

Cozim. (z,y,z) bu denklemin bir ¢éziimii ol-

sun. O zaman, \/yz + /zz — \/zy = 0 olur. Teo-

rem 1’den dolay1 zz, yz ve zy sayilan agagidaki
turdendir:

rz=p’s, yz=gq’s, sy=(p+0)s
Tyz .
Bu denklemlerden /s = ———— oldugu bu-
pa(p + q)s

lunur. Yani /s rasyonel sayidir. Lemma 1’den
dolayi, s tam karedir. O zaman zz = p’s?,
yz = q?sy, zy = (p + ¢)%s% dir. Buradan

q(p+4q _ M

=——)s, g= 51

" plp+a)
zT=—"51,
q 2
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olur. (p,g) = | oldugunu disinebiliriz. Bu
durumda (p+ ¢,p) = 1 ve (p+ ¢,9) = 1'dir.
Yukaridaki egitliklerden dolay1 pg(p+ q) sayisi s;
sayisin1 boler. s; = pg(p + ¢)r olsun. O zaman

z = pzqzr
. (2)
olur. Ote yandan, bu sekilde verilen sayilar
verilen denklemi saghyor ve denklemin tiim
¢oziimleri (2) formillerinden bulunur.

z=pp+9)’r, y=d(p+q)’r,

Ornek. % + ﬁ = ﬁ c?enkl.er.n.inin.tam
sayilar kiimesinde tim ¢oziimleri su ikililerdir:

z = 2%5%55 z = 7°55
y = 3%5%55 y = 627255
z=14-1980 z = 322°55
y=4-1980 y = 2°55
z = 3455
y = 223155

Ciinkii 1980 = 223255 'tir.

Soru 2. n > 1 bir dogal say1 olsun. /z+ /y =
/i denkleminin tam sayilar kiimeside kag tane
¢oziimii vardir?

Coziim. Lemma 2'nin kamtinda oldugu gibi
n = r?s oldugu gosterilebilir. (Burada s ile
farkli olan asal sayilarin ¢arpim gosterilmistir).
Teorem 1’den dolayi1 z = p?s ve y = ¢%s’dir.
Bu degerleri verilen denkleme alirsak, iglemlerden
sonra p+ ¢ = r bulunur. Bu denklemin pozitif
tamsayilar kiimesinde r + 1 tane ¢ozumu vardir:
dolayisiyla soruda verilen denklemin de pozitif
tamsayilarda r + 1 tane ¢ozuimu vardir.

Ornek. /7 + VU = 1980 denkleminin tam-
sayllar kumesinde 56 tane ¢ozumu vardir, gunku

1980 = 6255 tir.

Alhstirma Sorulari. 1. a,b,c,d tamsayilar ol-
sun. Asagidaki denklemlerin tamsayilar kiimesin-
deki ¢ozumlerini bulunuz.
a_ b _ ¢
@) Z+#=%
(b) avz+b/y+cy/z+dVi=0
2. Asagidaki denklemlerin kagar tane ¢ozimu
vardir?

(a) vz +2/¥+3v/z=V1980
PR
(b) 2+ V¥ ~ V1980
3. Her dogal say1 n igin, /n + Vn+1+

Vi + 2 sayisinin irrasyonel oldugunu ka-
nitlaymiz.



Diizeltme. [1]'deki son ornegin ¢oziimiinde
yanlig ¢ikmig bazi sayilarin dogrularim veriyoruz.
v sayisl —% <v< % arahginda olmahdir. O
zaman z = 3 bulunur ve dogum giini 3 Subat’tir.
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OGRENCILERDE MATEMATIK KORKUSU UZERINE

*

Metin Yaman
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Matematik yetenegi, zamanimzin ileri
teknoloji toplumunda prestij ifade eden iglerde
bagarinin anahtaridir. Matematik olmadan
teknik uzmanhk gerektiren iglerin gogunda —
hesaplama, miihendislik, bilim ve tipta— bagarili
olmak miumkin degildir. Ayrica matematik
giniimuzde spor ve miizik gibi dallarda da uygu-
lama alam bulmaktadir.

Hayatin her kademesinde matematik bu
kadar oneme sahipken maalesef pek ¢ok insan
matematik denince goyle bir ¢ekinir, sayilardan
ve sayisal iglemlerden olabildigince uzaklagir.
Matematik korkusu, iyi egitilmis bireylerin ge-
lismesinde onemli bir engel olarak ortaya gikar.
Matematik korkusu olanlarla yapilan roportajlar-
da su gekilde duygusal tepkilerle kargilagilmigtir:
kalp atiginda artig, terleme, kafanmn allak bullak
olmasi. Matematik korkusu, okul odevlerini yap-
mamakta kullanilan bir taktik degildir. Bu ko-
rku, matematikle ugrasmamak ugruna ortaya ko-
nan bir psikolojik tepkidir. Bu korkuya sahip
insanlar son derece sinirli olurlar ve buna se-
bep olan ortamdan olabildigince uzaklagirlar. Bu
korku, insanlarin matematik yetenegini kullan-
masini 6nlemede nemli bir rol oynar. Bugiin
bir ¢ok Sgrenci bundan izdirap ¢ekiyor. Iddia
edebiliriz ki bugiin toplumlarda teknoloji kargit1
baskilarin yayilmasinda, artmasinda matematik
korkusu biiyiik rol oynar. Okullu olmanin ilk
yillarindan itibaren lizerinde durulmasi gereken

bir konudur.

Matematik Korkusunun Kaynaklar

ABD’de yapilan bir aragtirma bir gok
ogrencinin aslinda matematigi sevdigini, mate-
matigin onemli bir konu oldugunu bildigini ve

*SAU Matematik Boliimii aragtirma gorevlisi

bunu basarmak istedigini, ve ogrencilerin % 15—
95 arasinda bir oraninda matematigin en sevilen
konular arasinda oldugunu gostermigtir. ~ Bu
sonuglarin 15151 altinda, nigin matematik korkusu
bir ¢ok 6grenci iizerinde dramatik etki yapan bir
ortak olgudur?

Matematik korkusu bir fobidir. Fobi, ozel
durumlar ve olaylar kargisinda tepki olarak olugan
sebepsiz bir korkudur. Biitiin fobiler gibi mate-
matik korkusu da ogrencilikte kazanilir.

Fobiler, ya diggi korkusunda oldugu gibi
ozel olay veya durumla ilgili olaylardan, ya da
bir biiyiigiin fareden, oriimcekten korkmasinin
ardindan ¢ocugunun da bundan korkmasi gibi
duygusal sekilde ogrenilir. Matematik korkusu
bunlarin her ikisinin katkisi ile kazanihir.

Matematik korkusu ile diger bilinen fo-
biler arasindaki fark, korkulan seyin kendi fizik-
sel durumundan ziyade kigisel kavramlarina karsi
duyulan bir korku olmasidir. Matematigin kor-
kulmasi gereken bir gey oldugu fikri okulun ilk
yillarinda baslar. Ogretmenler ve diger insan-
lar, ogrencilere ileriki hayatlarinda matematik
yetenegin onemini vurgularlarken aym zamanda
da zor oldugunu ve korkulmasi, ¢ekinilmesi
gereken bir gey oldugunu soylerler. Sebepler-
den biri de Ogretmen ile Ogrenci arasindaki
kopukluktur. Ogrenci, anlatilan konuyu anlaya-
mamakta, Ogretmen Ogrencinin anlayabilecegi
gekilde konuyu anlatamamaktadir.  Problem
¢ozmede ogrenciler somuttan soyuta gegigte zor-
lukla kargilagirlar. Ogretmenin burada devreye
girmesi gerekir. Yine ogrenciler arasindaki sebep-
sonug iligkisini kurabilmekteki farklihk, ¢abuk
déniigebilmedeki farklihk da dnemlidir. Bir bagka
sebep ise toplumda matematigin sadece gok zeki-
lerin basarabilecegi bir ey olarak lanse edilme-



sidir. Zaman baskisi altinda 6grencilerin problem
¢ozmeye, matematiksel sonug ¢ikarmaya zorlan-
mas1 basgarisizhk igin birebirdir. Bu sebeplerin
sonucunda oOgrenci kendini bagarisiz gormekte
veya bu konuda yeteneginin olmadigina inanmaya
baglamaktadir.

Matematik Korkusunu Asma

Bunun istesinden gelinmesi igin 6gretme-
ne, ogrenciye ve bunun digindaki kigilere degi-
sik gorevler diigmektedir. Ben burada bir 6gret-
menin, ogreticinin ne yapmasi gerektigi lizerinde
durmak istiyorum. Bunun igin bir formiil olma-
masina ragmen sunlari onerebiliriz:

e Konuyu basit bir gekilde, karmagik hale
getirmeden ve zevkli bir gekilde dgrenciye sun-
mah. Ogretmen konuyu iglerken gok rahat ol-
mali. Konuya hakim olmali. Diger bir deyisle
cambazhk yapabilmelidir.

e Ogretmen, Ggrenciler arasinda agiri reka-
bete mani olmali. Ogrencilere kiigiik gruplar
halinde gahgmalan igin olanaklar saglamah ki
problem ¢dzme tekniklerini kendi aralarinda tar-
tigsinlar ve sonug cikarabilsinler. Yavag 6grenen-
lere daha fazla sans tanimali. Rekabetci simiflarda
basanisizlik, ya yetenek eksikligi ya da bagan i¢in
gerekli gayret sarfedilmediginden ortaya gikar.

. Ogrencinin hizim Glgen testlerden kagimil-
mali. Zaman telag:1 6grencide tedirginlik yapmak-
tadir.

. (")érencinin gayreti odiillendirilmeli. Og-
retmen, sadece cevabin sonucuna degil, ¢oziimiin
nasil yapildigina da bakmah. Cevaptaki biitiin
iglemler degerlendirilmeli.

o Ogrenci asla azarlanmamah. Matema-
tik korkusu olan dgrencilerin aklindan gegen en
onemli gey de simf kargisinda 6gretmen tarafindan
hakarete ugramaktir. Ogrenciyi rencide eden bu
hareket g tiirli kargimiza gikar; ya duyarsiz olan
bir 6gretmen tarafindan sozli hakarete ugrama,
veya simiftan bir arkadaginin probleme karigmasi,
yorum getirmesi, ya da tahtada problem ile
saatlerce uzun siire bagbaga kalmas geklinde olur.
Degerlendirmeyi, 6grencinin yil i¢indeki durumu
ile yapmak gerekir.

e Ogretmen dersi monoton bir sekilde an-
latmamali. Ogretmenin belli araliklarda espriye
yer veren mizahi bir iislup gelistirmesi gerekir.
Ogrencinin sikilmasma zemin hazirlamamali.

e Matematigi bir ceza olarak asla kullanma-
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mali. “50 tane aligtirma yap” tipinden cezalar
ogrencide ters tepki olugturur.

° 6§renciye, matematigi nasil anlamasi ve

'''' Matematik, bir
roman gibi okunmaz; yani okumakla 6grenilmez.
(")f;renciye yazarak ¢ahigmasi tavsiye edilebilir.
Yine yazdiklan tizerinde kendince bir yorum ge-
tirmesi onerilebilir.

e Erkek ve kiz ogrencilere egit firsat saglan-
mali. Kesinlikle ayrim yapilmamali. |

o Ogretmen, konuyu anlatirken giinliik olay-
larla baglanti kurmali; matematigin kullanilabile-
cegi alanlar1 6grencilerle tartigmali.

» Oirenciq_in zorlanaca@ noktalar agiklikla
ifade etmeli. Ogrencinin kafasinda soru kalma-
masina 6zen gostermeli.

o Dersi matematik tarihi ile zenginlegtirme-
li. égretmenin, matematik tizerine ¢aligan bilim
insanlarinin hayatlarini anlatmasi gerekir. Biyog-
rafik bilgiler vermeli.

Sonug

Matematik korkusu, kolay ¢oziimleri bu-
lunamayan ciddi bir problemdir. Matematikle
ilgili giiphe ve ¢ekinceden dolay1 veya bu kor-
kuyu atmak igin gelistirmeleri gereken strateji-
leri geligtiremeyen Ogrenciler, istenen seviyenin
¢ok altinda matematik bilgisine sahip oluyor-
lar. Ne 6grendilerse, anlamadan, ezberleyerek
ogreniyorlar. Fakat kisa bir siire sonra unutu-
yorlar. Simfta negatif tavir sergileyen bir tek
ogrenci, diger Ggrencilerin olumlu tavir geligtir-
mesine engel olabiliyor, onlarn rahatsiz edebili-
yor. Bu tip ogrencilere asla firsat verilmemeli-
dir. Ogretmen i¢in matematiksel siipheyi en aza
indirmek biiyik bir avantajdir. égrenciye okula
baglamasinin ilk yillarinda matematik sevgisinin
kazandirilmasi, ileriki donemlerde olumlu sonug-
lar ortaya gikaracaktir. Yani ilk yilardaki mate-
matik egitimi ¢ok onemlidir. Bu konuda en biyuk
sorumluluk yine 6gretmenlere diigmektedir.

KAYNAKCA

(1] R.F. Biehle & J. Snowman, Psychology Applied
to Teaching, Boston, 1986.

[2] L. Boxton, Do You Panic About Math?, Heine-
man, London, 1982.

[22]



PROBLEMLERLE EGLENELIM (MI?) (II)

Safak Alpay *

Fy = Fpb =1ven > 3 iin F, =
Fn_1+F,_2 ile tammlanan diziye Fibonacci dizisi
denir [1]. Bir kag elemam

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233,377, ...
dir.

Fg: 2, F5 = 5, F7 = 13, F11 = 89 hep
asal sayilar olduklarindan, asal n > 2 sayisina
kargilik gelen her F, Fibonacci sayisinin asal
oldugunu disiinebiliriz. Ancak Fyq = 4118 =
37 - 113 oldugundan bu dogru degildir. Ancak
asal Fibonacci sayilarini iiretecek bir yontem de
bilinmiyor. Esasinda asal Fibonacci sayilarinin
sonsuz saylda olup olmadiklarim bile bilmiyoruz.

Ama hemen gorebilecegimiz gey birbirini
izleyen Fy, ve F,4; Fibonacci sayilarinin ara-
larinda asal oldugudur. F, ve Fp4;’in bir-
den biiyiikk d gibi bir boleni olsun. Fp4; ve
Fy’nin farki olan Frpyy — F, = F,_y de d ile
boliinecektir. F,, — F,_y = F,_5 oldugundan
F,_2 de d ile boliinecektir. Bu sgekilde geriye
dogru ¢aligarak F,_3, Fh,_4, ve sonugta da
varacagimiz  Fy’in de d ile boliinebilecegini
goriiriiz ki, bu bir geligkidir.

Her asal p sayis1 igin p ile bolunebilen son-
suz tane Fibonacci sayisi vardir; daha da ilginci
Fibonacci dizisinde bunlar egit uzakhktadirlar.
Ornegin 3 sayisi dizide dordiin katlarinda oturan
sayilar1, 5 sayisi begin katlarinda oturan sayilar
boler.

Fibonacci sayilarin bilinen birgok ozelligi
vardir. Bunlarin bir kismini agagida soracagiz.
Simdi bazilarim gorelim.

i = F5-F

F2 = F4 = F3
Fn—] = Fn+1 - F,

Fo = Fay2—Fop

yazip, taraf tarafa toplayarak
A+FP+ -+ F = Fn+2'_F2= Fn+2—1 (1)

*ODTU Matematik Boliimii 5¢retim iiyesi

elde ederiz. Diger bir ozellikleri ise n > 2 igin
F}—Fy yFopy = (-1)"""
oldugudur. Bunu gérmek igin sol tarafa E deyip

E = Fn(Fn-l + F, -2)_Fn—an+1
= (Fn—Fn+l)Fn—-1 +FnFn—2

yazahm. F,,1 = F, + F,_, oldugundan paran-
tez igindeki ifade —F,_, dir ve E = (=1)(FZ_,—
F, F,_3) olur. Benzer yontem ile

Fr? 1— F,-.Fn_g = (—1)(F,3_2 - n—an—-S)

elde ederiz; yukanida yerine koyarsak E =
(-1)%(F2_, — F._1F,_3) haline gelir. n —2
adimdan sonra, varacagimiz egitlik

E = (-1)""%F} - F3F)
=(-1)"?(12-2-1) = (-1)"!

olacaktir. Bu bilgiler ile agagidaki sorular1 yanmt-
layabilirsiniz.

1. Her pozitif tamsay1 Fibonacci sayilarimin
toplamu olarak yazilabilir. Ornegin, 5 =
F3+Fy, 6=F+F+F,7=F"+
Fo+ F3+ F4. 50, 75, 100 ve 125’i Fibonacci
sayllarinin toplam olarak yaziniz.

2. (a) Tek indeksli ilk n Fibonacci sayisinin
toplaminin Fy+ F3+ Fs+- -+ Fan-1 = Fan
oldugunu gosteriniz. (Ipucu: F, = F3,
F3 = Fq . Fz, Fs = Fs - Fq, sy taraf
tarafa toplayin.)

(b) Fo+ Fs+ Fs+---+ Fan = Fany1 — 1
esitligini (a)’y1 ve (1)’i kullanarak gosteri-
niz.

(c) Fy = Fy+ F3 = Fy+ -+ (-1 F, =
(=1)"*1F,_; + 1 esitligini gosteriniz.



. Asagidaki onermeleri kamtlayiniz.

. 2 ve 5’ten farkh her asal p says1 igin

Fo_y veya Fpy, sayisi p ile bolinir. Bu
onermeyi 7, 11, 13 ve 17 igin saglayinz.

Foy1Fazy — F2 = (=1)" esitligini kullana-
rak, birbirini izleyen Fibonacci sayilarinin
aralarinda asal oldugunu gosteriniz.

(a) Iki Fibonacci sayismin en biiyiik or-
tak boleni de Fibonacci sayisidir: d =
EBOB(n,m) ise EBOB(F,, Fi,) = Fy'dir.
Bu onermeyi (Fy, F12) ve (Fis, Fao) ciftleri
i¢in saglaymsz.

(b) Yukaridaki onermeyi kullanarak 2 <
n ise F,|F,, olmas: i¢in gerekli ve yeterli
kogulun n|m oldugunu gosteriniz.

sinde bir onceki problem gerekli olabililr{!ep
(a) 2|Fp, < 3|n
(b) 3|Fn <= 4|n
(c) 4|F, <= 6|n
(d) 5|F, < 5|n
F4+FZ+F2+-- -+ F2 = FoFpy, esitligini
gosteriniz.  (Ipucu: F? = Fu(Foy1 —

Fa-1) = FoFay1 — FyFy_y iginize yaraya-
bilir.)

Asagidaki sorular Diophantus’un tinli ki-

tab1 Arithmetica’dan: yani yaklasik 1800 yasinda.

8. 16 sayisim iki karenin toplam olarak

10.

11.

12.

13.

14.

15.

yaziniz.

. Karesi alinip, degerine eklendiginde yine bir

kare elde edilen iki say1 bulunuz.

6 ve 7 sayilan kendisinden ¢ikartildiginda
yine kare elde edilen sayiy1 bulunuz.

Carpimlan toplamlarina veya kendilerine
eklendiginde kare elde edilen iki say1 bu-
lunuz.

Alani kenarlarina eklendiginde kare olan ve
cevresi de kiip olan dik iiggeni bulunuz.

20, 30 ve 40 sayilar1 verilsin. Oyle iig say1
bulunuz ki herhangi ikisinin toplam verilen
sayllardan birisi olsun.

Toplamlar1 ve garpimlari verilen bir sayi
olan iki sayiyr bulunuz.

Toplamlar1 ve karelerinin toplami verilen
sayilar olan iki say1 bulunuz.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

ALPAY

Farklar verilen bir say:1 olan iki kare bu-
lunuz.

Verilen iki sayidan gikartildiginda farklarin
kare oldugu sayiy: bulunuz.

Kareleri toplamlarina eklendiginde kare
elde edilen iki say1 bulunuz.

Ikisi carpilip iigiinciisiine eklendiginde kare
elde edilen tig say1 bulunuz.

Ikisi garpilp tgiinciisiiniin karesine ek-
lendiginde kare elde edilen ug sayiyl bu-
lunuz.

Farklar ve kiiplerinin farklar verilen sayilar
olan iki sayiy1 bulunuz.

Carpimlan ile toplandiklarinda bir kip
veren iki sayiy1 bulunuz.

Hipoteniisinden kenarlarindan biri cikartil-
diinda bir kiip elde edilen dik li¢ geni bu-
lunuz.

Simdi de degisik donemlerden birkag soru.

(Bu problem 1202’de Fibonacci tarafindan
sorulmug [1].) 2,3,4,5,6 ile bolindigunde
1,2,3,4,5 kalanim1 veren ve 7’nin kati olan
sayly1 bulunuz.

(Bu problem Regiomontanus (1436-1476)
tarafindan sorulmus.) 10, 13 ve 17 ile
boliindiigiinde 3, 11 ve 15 kalamm veren
say1y1 bulunuz.

(Bu problemi 1770’te Euler sormus.) 100
sayisinl oyle iki pargaya bolinuz ki bini 7,
digeri 11 ile bolunebilsin.

(Son sorumuz 1114-1185 yillar arasinda ya-
gamig 12. yuzyihn onde gelen Hint matema-
tikgisi Bhaskara’dan.) Hangi say1 6 ile bo-
lindigiinde 5 kalanini, 5 ile bolindiginde
4 kalanini, 4 ile bolindiginde 3 kalanim ve
3 ile boliindiiglinde 2 kalanin verir?

KAYNAKCA

(1] S. Alpay, Karanlik Cagin Aydinhig: Fibonacci,

Bilim ve Utopya, Ocak, 1995.



PROBLEMLER VE COZUMLERI
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ALISTIRMA PROBLEMLERI

1 1
A106.
cos(0° cos 1° ¥ cos 1° cos 2° toot
1 cos1° .
05 889 cos 80° oldugunu kamtlayimz.

sin? 1°
(Turgay Ugkun)
A107. Kosegenleri K noktasinda kesigen

ABCD kirigler dortgeninde AKB, BKC, CKD
ve DK A flggenlerinin gevrel ¢gember yarigaplan

sirayla Ry, Ry, R., R4 ise, -‘*—“ﬁ”g, = :_;-L;

oldugunu gosteriniz. (Dinger Akay)

A108. Baglangigta A noktasinda bulu-
nan bir kurbaga, her adimda egit olasihkla ya
dogu ya da bat1 istikametinde sigramaktadir. Ilk
sigrayisi 64 metre, bundan sonraki her sigrayis: bir
oncekinin yaris1 kadar olmaktadir. 400 sigrama
sonunda kurbaganin A noktasina 20 metreden
daha yakinda bulunmasi olasihgim hesaplayiniz.
(Akin Bayazit)

A109. {F,} dizisi, Ffp = 0, F, = 1,
Frt2 = Fag1+ Fn (n 2 0) seklinde tanimlanan
Fibonacci dizisini gosterirse, her @ ve b pozitif
tamsayilar igin, F; = a (mod 3) geklinde bir &
tamsayisi bulunabilecegini gosteriniz.

A110. 1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,..
dizisinin n’yinci elemanm belirleyiniz. (Dizide
her m sayisi, m kez tekrarlanmaktadir.) (Ya-
man Duruman)

YARISMA PROBLEMLERI

Y106. Bir ABC iggeninde A agisinin
icagiortayr [BC] kenanm L, ABC lii¢geninin
cevrel ¢emberini A ve N noktalarinda kesiyor.
L'den AB ve AC dogrularmma inilen dikme
ayaklari sirayla K ve M ise, alan(ABC) =

alan(AKNM) oldugunu gosteriniz.  (Turgay
Ugkun)
Y107. ABC ve PQR iggenleri veril-

diginde herhangi bir X noktas: igin PX, QX,
RX dogrularmmn DC, CA, AB dogrularim
kestigi noktalar sirayla A;, B;, C; olsun.
B:C; || QR, C;A; || RP ve A;B; || PQ
olacak gekilde X noktasinmn varhgm gosteriniz.
(Huseyin Demir)

Y108. ABC ii¢geninde ABC = 60°,

D € [AC) igin AD = BC'dir. BDC = 30° ise,
BAC 'yi hesaplaymiz. (Ergin Yaraneri)

Y109. ABC tiggeninde igmerkez I, ig-
teget cember yarigapi r, gevrel cember yarigap1 R
ve A aqsi kargisindaki digteget cemberin yarigap:
ro'dir. BIC iiggeninin gevrel ¢ember yarigap:
R, ise, R% = R(rs — r) oldugunu gosteriniz.
(Ergin Yaraneri)

Y110. n ne kadar biiyiik olursa olsun,

1 1 1 1 1 1
ititetet  Teoprte S
esitsizliginin dogru oldugunu ve her n igin
toplamin 2 — 325 sayisindan kiigiik oldugunu

gosteriniz.

COZUMLER

A96. Efer 7 = (FEIHIHICH 400
ise (n bir dogal say1), |Z|’yi hesaplayimz. (Hasan
Kullap)

Coziim. (1+i)3=21i-1), (1-i3 =
=20+1), i-12%= -2, (i+1)? = 2i ve
i?® = (=1)" oldugunu gozoniinde bulundurarak

_ RE=DI'+RG=DP + -+ [26 - DI*°
(=20 + D)) +[-20: + D)2+ -+[=2(i + 1))

VA

yazalim. Buradan

R e o I T s =
~20i+ D[R] T+ EEEE
1-d342i 1 [4(-2i))"
T14+4i3-2i 1-[4(2)]2n
1—i342i 142 (-1 1 i3+ 2
T14i3-2i 142 (=1)" 1+4i3-2i

elde edilir. Her hangi bir {( kompleks sayisi igin
I€] = |¢| oldugundan |Z| = 1 bulunur.

(Cozenler: Atasajan Baykal, Bogaghan
(Celen, Hasan Denker, Aycan Dinler, Mehmet
Ekmekgi, Erol Gedikli, Namik Gok, Ali Ekber
Girel, Muanner Keles, Mustafa Kesal, Ulku
énag, Ruhi Tabur, Ak Tombak, Nazzm Ulku,
Ergiin Yaraneri.)



A97. Bir ABC iiggeninde ABC = 18° ve
ACB = 54° ise, E—g} oramini hesaplaymiz. (Al
Akn)

Cozum. ABXYZ diuzgin beggeninde
ABZ nin aglortayl [AZ]’yi C’de kessin. ABC

tiggeninde ABC = 18° ve ACB = 54° olur.

ABZ 1ggeninde, aglortay teoreminden, :g =

Fg‘—ﬂ yazilir. Her iki tarafi |CZ| ile ¢arpip |AB]|
ile toplayarak

|AB| |AB|
BZ|+ |AB| = CcZ AB| = AZ
bulunur. |AB| = |AZ| ve ¢ = &8 Y5 jgin

|BZ| = ¢|AB] oldugu hatirlanarak |:—gHAB| =
$|AB|+|AB| ve (58 = 6+1 = 358 clde edilir.

(Cozenler: Sevket Emrah Aydin, Ata-
sagun Baykal, Alper Cay, Hasan Denker, Mehmel
Ekmek¢i, Erol Gedikli, Namik Gok, Ali Ekber
Gurel, Muammer Keleg, Mustafa Kesal, Seyhun
Kesim, Levent Kogoglu, Ulki Oztas, Ruhi Tabur,

Ali Tombak, Turgay Ugkun, Nazim Utku, Ergin
Yaraner:.)

A98. Bir ABC icgeninin igmerkezi O, A
agis1 kargisinda olustan teget cemberin merkezi
O’ olsun. |00'| = ‘AFH‘—“@ |AO| oldugunu
gosteriniz. (Ergin Yaraner:)

Coziim. [BO], [CO] dogrulan ig
aglortaylardir ve |AQ| = |AO’|’dur [BO’] ve
[CO'] dis agrortaylardir. BAC = 2a ve BC’A =
2z olsun. BAO’ = OAC = a ve AO'B =
A,C:'\B/2 =0CA==z oldugundan, ABO ve AOC

benzerdir. Buradan H—g* = II};%’II — lelllz-g]JO'l
ve nihayet istenen sonug elde edilir.
(Cozenler: Al Akin, Emrah Aydin,

Atasagun Baykal, Hasan Denker, Yaman Du-
ruman, Mehmet Ekmekgi, Namik Gok, Ali Ek-
ber Gurel, Muammer Keles, Mustafa Kesal, Ulki

éziag, Gultekin Pulat, Selami Rizgar, Ruhi
Tabur, Turgay Ugkun, Nazzm Utku.)
A99.  Bir ABCD karesinin iginde

DAK = DCK = 10° olacak sekilde bir K nok-
tasi ve BC kenan iizerinde BAL = 35° ola-
cak gsekilde L noktas igaretleniyor. AK L agisim
hesaplayimz. (Alaattin Aktag)

Cozim. [AK]N [CD] = {P} ve [CI&] n
[AD] = {Q} dlyellm DP]& = DQK =
80° oldugundan, AKC = PKQ = 110° bu-
lunur. Simetriden K € [DB] oldugu anlagihr.

Dolayisiyla BKC = AKB = 55°dir. Ote yan-
dan, BLA = 55° olduﬁundgg\, ABLK bir kinigler
dortgenidir. Buradan da AKL = 90° bulunur.
(Cozenler: Ali Akin, Sevket Emrah
Aydm, Murat Aygen, Atasajun Baykal Alper
(Cay, Hasan Denker, Aycan Dinler, Mehmel Ek-
mekgt, Erol Gedikli, Namik Gok, Ali Ekber Giirel,
Muammer Keles, Mustafa Kesal, Levent Kogoglu,
Ulki Oztas, Ruhi Tabur, Ali Tombak, Turgay
Ugkun, Nazim Utku, Erol Unal, Ergin Yaraneri.)

A100. n basamakli bir sayimn, birler
basamag ve i’yinci basamagindaki rakamlarinin
yeri degistirilerek bulunan sayi ile ilk sayimn
farkinin mutlak degerinin rakamlar toplamm z;
ile gosterelim. x5 + z3 + --- + z, toplamini
hesaplayimiz. (Cem Gizel)

Cozim. Verilen n basamakh sayiyr
a, 10" ! 4 ... 4+ a310 + a, seklinde yazarsak, bir-
ler basamagindaki rakamin i’yinci basamaktaki
rakamla yer degistirilmesi ile elde edilen sayinin
farki mutlak degerce

|(ax—a1)10F~ 4+ (ay—ag)|=|ar—a1 |10~ =|ay—a;
olur. |ax — ay| =t dersek, bu farki

t0.--0—t=(-1)9. -9
\,_/
k=1 k~2

.9(10 — 1)

seklinde yazabiliriz. Bu farkin rakamlar toplam
zy =(k—2)94+t—14+10—t = (k—1)9’dur. Bu
durumda

n

doae=[1+42+--

+ (=19 = 2nn—1)
k=2 2

bulunur.

(Cozenler: Sevket Emrah Aydin, Ata-
sagun Baykal, Hasan Denker, Aycan Dinler,
Yaman Duruman, Mehmet Ekmek¢i, Ali Ekber
Gurel, Namik Gok, Muammer Keles, Musiafa
Kesal, Ulki Ozia§, Nazim Utku, Ergin Yaraneri.)

Y96. Bir liggenin a,b, ¢ kenar uzunluklan
ve 1 i¢teget cember yarigapi igin a+albjf+-c > 4r?
esitsizliginin gegerli oldugunu gosteriniz. Esitligin
hangi hallerde saglanacagimi bulunuz. (Tamer

Adanar)

Coziim. Uggenin cevrel gember yarigapimi
R ve alanim da S ile gosterelim. S = 2% —

4R =
"—"‘%‘Er den a:gic = 2Rr bulunur. R > 2r




oldugundan, 2Rr > 4r? elde edilir. R = 2r ol-
masi igin ti¢genin egkenar olmasi gerek ve yeter-
lidir [1].

(Cozenler:  Ali Akin, Sevket Emrah
Aydin, Murat Aygen, Atasajun Baykal, Alper
Cay, Hasan Denker, Mehmet Ekmek¢i, Erol
Gedikli, Namik Gok, Ali Ekber Gurel, Mustafa
Kesal, Levent Kogoglu, Ruhi Tabur, Turgay
Ugkun, Nazim Utku, Ergin Yaraneri.)

Y97. Bir li¢genin S alani ve r igteget
cember yarigap: igin S > 3/3p2 esitsizliginin
geserli oldugunu gosteriniz. Esitligin  hangi
hallerde saglanacagin bulunuz. (Dinger Akay)

Coziim. Uggenin kenar uzunluklan a,b,c
ve yarigevresi de u olsun. Aritmetik-Geometrik
Ortalama Esitsizligi’nden "—'%E > Vabe veya
(2u)® > 27abc elde edilir. abc = 4uRr
oldugundan, (2u)® > 108Rur veya 2u? > 27Rr
bulunur. R > 2r esitsizligini kullanarak 2u?R >
54Rr?, buradan da u > 3v3r ve dolayisiyla
S = ur > 3v3r? elde edilir. Esitlik ancak
tiggenin eskenar olmasi halinde gegerli olur.

(Cozenler: Tamer Adanir, Ali Akin, Mu-
ral Aygen, Atasajun Baykal, Alper Cay, Hasan
Denker, Mehmet Ekmekgi, Namik Gok, Mustafa
Kesal, Leveni Kogoglu, Murat Kurtoglu, Ruhi
Tabur, Turgay Ugkun, Nazim Utku.)

Y98. z,y,a,b,c dogal sayilar olmak iizere
2 4+ad =yt
2 4 a® 4% = g
+a®+83 43 =yt
denklemlerinin herbirinin sonsuz sayida tamsay:
¢oziimii oldugunu gosteriniz. (Almas Rimov)
Cozim. @ = m? denkleminin dogal
sayllar kiimesinde bir ¢ozimu (kj,m;) olsun.
k' = 4ky(ky + 1) alahm.

/ /
M = %y (ks + D)[dka(ky + 1) + 1]
= 4m?}(2k; + 1)? = (2m,(2k, + 1))?

oldugundan, (4ky(k; + 1),2m;(2k, + 1)) de bir
¢oziim olur. 4ky(k; + 1) > k; oldugu igin,
E@l = m? denkleminin dogal sayilar i¢inde bir
¢ozimii (8,6) oldugundan, bu denkleme sonsuz
¢ozum yazilabilecegi anlagilir.

B+24+...4n% = (1%"111)2 oldugu
hatirlanirsa,

(n(n; 1))2=n3 + ("(L{H)z

2 2

(n(n2+ 1)

(n(n + l))2=1|3+(n—l)3+ ((n—l)(n—z))’

2
) =n’+(n - 1+ (n-2)3

+((n—2)2(n —3))2

esitlikleri yazilabilir. ﬂl‘;’—ll = m? denkleminin

dogal sayilar iinde sonsuz tane ¢6ziimii oldugunu

bildigimizden, istenilen gosterilmig olur.
(Cozenler:  Atasajun Baykal, Hasan

Denker, Yaman Duruman, Muammer Keles,
Mehmet Kurtoglu, Sahin Polat, Giltekin Pulat.)

Y99. iqteget cember yarigapt r olan
bir ABC iggeninin igmerkezinin A, B, C ko-
gelerine uzakliklan sirasiyla X4, Xg, X¢ olsun.
ABC fggeninin A, B,C aglan kargisindaki dig-
tan teget cemberlerin merkezlerinin igmerkeze
uzakhklar: sirasiyla Y4,Yg,Ye olsun. r(Yy +
Y +Yc)= XaXp+ X4Xc + XpXc oldugunu
gosteriniz. (Ergin Yaraneri)

Coziim. Igteget cember merkezi I, A
agisinin kargisindaki digtan teget ¢emberin mer-
kezi I' ve igteget cemberin AB ve AC kenar-
larina degdigi noktalar U ve T ile gosterilsin.
AIT lggeninden X4 = —% 3y, CIT ligge-
ninden X¢ = m ve IBU iggeninden de

Xp = gxpysy Yazhr. Ote yandan, 11'C iigge-
ninden |II'| = Y, = ;me elde edilir. Benzer

gekilde Yg = ﬁé‘ﬁf ve Yo = :F)éfrﬁ yazilir.

Bunlar istene sonucu verir,

(Cozenler: Tamer Adamir, Ali Ak,
Jevkel Emrah Aydin, Alasajun Baykal, Hasan
Denker, Mehmet Ekmek¢i, Namik Gok, Muam-
mer Keles, Mustafa Kesal, Turgay Ugkun.)

Y100. Bir ABC dik iiggeninde (A =
90°), hipoteniise inilen dikme AD olsun. ABD
ve ACD iiggenlerinin igmerkezlerini birlestiren
dogru AB ve AC kenarlarim sirasiyla K ve L
noktalarinda kessin. ABC ve AK L tiggenlerinin
alanlari sirasiyla S ve S’ ise, S > 25’ oldugunu
gosteriniz. (Turgay Ugkun)

Coziim. ABD ve ACD iiggenlerinin
igmerkezleri sirayla I; ve I3 olsun. [, ve Iy,
ilgili iiggenlerin agiortaylarin kesim noktasidir.
ALB = 135° ve I, Al; = 45° oldugundan, ABD
ve CAD iiggenelrinin benzerligini gozoniine

[27]



alarak, I} BD ve I3 AD tggenleri benzerdir diye-
biliriz. Buradan 1%‘[ {%} H;—D-i ve
|adl = {aB elde edilir. ;DI = BAC = 90°
oldugundan, I DI; ve BAC benzerdir. ILBD =
0 dersek, IgIlD — CBA = 20°’dir. Boylece
KLB= 45" 8 ve LKA = 45° olup, AK L’nin

bir ikizkenar dik tiggen oldugu anlagihr. DAI; ve
LAI,; tggenleri AAA bagntisiyla benzer olduk-

larindan, bu iiggenler eg olup, |AD| = |AL| =
|AK| elde edilir. O halde
o _ AKIIAL _ |ADP _ |BD]|BC]
2 2 2 ’
< _ (BDI+1DC)IAD)
2

PROBLEM SEMINERLERI

_ (1BD|+1DC) /IBDIIBT]
2

it = = !

S’ ~ /IBD||DC]

yet Aritmetik-Geometrik Ortalama Egitsizligi'n-
den S > 2S5’ sonucu elde edilir.

(Cozenler: Tamer Adamir, Jevket Em-
rah Aydin, Ayhan Aziz, Atasajun Baykal, Hasan
Denker, Mustafa Kesal, Ergin Yaraner:.)

olur ve niha-
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TUBITAK Bilim Adam Yetistirme Gru-
bu’'nca Mart 1995 tarihinden itibaren matema-
tik problem seminerlerine baglanmgtir. Ayda iki
kez Cargamba giinleri 15:00-17:00 saatleri ara-
sinda, gimdilik sadece Ankara’da yapilacak olan
seminerlere yaz aylarinda ara verilecek ve Ekim
1995’ten itibaren yeniden devam edilecektir.

Seminerlerde ele alinacak problemler Ma-
tematik Dinyas: ile Bilim ve Tekntk dergi-
lerinde yayimlanacaktir. Seminerlere, liseli geng-
ligin yanisira lise matematik 6gretmenlerinin ve
matematige ilgi duyan herkesin katilmasi beklen-
mektedir. Bu seminerlere mektupla katilmak da
miimkindir.

Ali Doganaksoy (ODTU) ve Semih Ko-
ray (Bilkent Universitesi) gozetiminde, gegmis
yillarda matematik olimpiyatlarina katilms olan
Selcuk Ategkan, Oytun Eskiyenenturk, Tolga
Etgii, Barig Fidan, Ozcan Oztiirk ve Cetin
Urtig tarafindan yiriitilen problem seminer-
leri, TUBITAK Bilim Adam Yetigtirme Grubu,
Atatiirk Bulvar, No: 221, Kavakhdere, Ankara
(Telefon: (312) 468 53 00 / 2201) adresinde ya-
pimaktadir. Mektupla katilmak isteyenler aym
adrese bagvurabilirler.

Problem Semineri 95/1, 18 Mart 1995

1. iki kisilik bir oyunda baglangigta n > 2

kibritten olugan bir obek bulunmaktadir. Bi-
rinci oyuncu bu Gbegi bos olmayan iki obege
ayirir. Ikinci oyuncu, bu iki 6bekten birini seger
ve bu obegi (miimkiinse) yine bos olmayan iki
obege ayirir. Sira yeniden kendisine gelen bir-
inci oyuncu, aym seceneklerle karsi kargiyadir.
Oyun, oyunculardan biri tek kibritten olugan bir
obegi secene kadar devam eder. Oyunu tek kib-
ritlik obegi secen oyuncu kazamir. Bu oyunu,
n’nin hangi degerleri i¢in mutlaka birinci, hangi
degerleri iginse mutlaka ikinci oyuncunun kazana-
bilecegini bulunuz.

2. Tek kigilik bir oyuna sirayla n;, ny ve
ng kibritten olugan ii¢ 6bek kibritle baglanir.
Oyuncu, her seferinde kibrit obeklerinden ikisi-
ni segerek (miimkiinse) birinden digerine, ikin-
ci obekteki kibrit sayisim eskisinin iki katina
¢ikartacak kadar kibrit aktarir. Hangi (ny, ny, n3)
dagilmlan igin, yukaridaki iglemi sonlu sayida
yineleyerek, kibritleri iki obekte toplamanin
miimkiin oldugunu saptaymniz.

3. 1ki kigi tarafindan oynanan bir oyuna,
sirayla nj,...,n, kibritten olusan p obek kib-
ritle baglamir.  Birinci oyuncu bu p obekten
birini seger ve bu obekten en az bir olmak lizere
istedigi sayida kibriti alarak oyundan gikartir.
Ikinci oyuncu oyundan heniiz gikartilmams kib-
ritlerle aymi iglemi yapar. Sira tekrar birinci
oyuncuya gelir ve oyun kibritlerin hepsi oyun-



dan gikartilana kadar siirer. Son kibrit grubunu
oyundan ¢ikartan oyuncu oyunu kazanir. Her
p > 1 tamsayisl igin, oyunu mutlaka birinci (ikin-
ci) oyuncunun kazanmasim1 miimkin kilan tim
(n1,...,np) dagilimlarim bulunuz.

4. Yine iki kigilik bir oyunda, baslangigta
sirayla n; ve np kibritten olusan iki obek bu-
lunmaktadir. Oyuncular sirayla bu 6beklerden
kibrit alarak oyundan cikartirlar. Sirasi gelen
oyuncu, ya obeklerden birini secerek bu obekten
en az bir olmak iizere istedigi sayida kibriti alir,
ya da her iki obekten de esit ve pozitif sayida
kibriti oyundan gikartir. Son kibriti oyundan
gikartan oyuncu oyunu kazamr. ¢t = 1(1+ /5)
olmasi durumunda (ny,n;) = ([kt],[kt?]) ya
da (ny,nz) = ([kt?],[kt]) olmasim saglayacak
bir k£ tamsayisinin bulunmasi durumunda, oyuna
ikinci sirada baglayan oyuncunun oyunu mutlaka
kazanabilecegini, bunun digindaki tim durum-
larda ise, oyuna ilk sirada baglayan oyuncunun
oyunu mutlaka kazanmasinin mimkiin oldugunu
kanitlaymiz.

Problem Semineri 95/2, 22 Mart 1995

1. Verilen ii¢ ¢gemberi dik kesen bir ¢ember
¢iziniz.

2. Kenarlar verilen t¢ noktadan gegen ve
kosgeleri verilen bir ¢cember iizerinde bulunan bir
iggen ¢iziniz.

3. Esit kenarlan verilen bir ¢emberin iginde
verilmig iki noktadan gecen ve kogeleri ¢emberin
tizerinde bulunan bir ikizkenar ti¢gen ¢iziniz.

4. Verilen bir iiggenin igine, her biri liggenin
iki kenarina ve diger iki gembere teget tig cember
¢iziniz.

Problem Semineri 95/3, 5 Nisan 1995

1. 20 liras1 olan bir kumarbazin 40 liraya
ihtiyac1 vardir. Rulette tek-cift oynamaya karar
verir. Buna gore, her seferinde ya teklere ya
da giftlere para yatiracak, sonucun para yatirdig
secenekle gakigmasi durumunda yatirdigi paranin
iki mislini geri alacak, aksi halde ise yatirdigx
paray1 yitirecektir. Ruletin her dontsiinde
gift gelme olasithg 18/37’dir. Kumarbaz, su
iki yoldan birini izlemeyi diigiinmektedir: Bir-
incisi, parasinin tamamm tek seferde giftlere
yatirmaktir; ikincisi ise her seferinde ciftlere bir
lira yatinp, bu sekilde ya toplam parasimi 40 li-
raya gikana ya da tim parasim1 kaybedene kadar
devam etmektir. Bu yollardan hangisini izledigi

takdirde kumarbazin amacina ulagma olasihg
daha yiiksektir?

2. A ve B tarafindan oynanan bir oyunda,
0 < p < 1/2 olmak iizere, A’mn kazanma olasih1
p, B’ninki ise 1 — p’dir. Bir parti, ¢ift sayida
oyundan olugmaktadir. Oyuncular kazandiklan
her oyun igin bir puan almakta, toplam puam
daha yiiksek olan partiyi kazanmaktadir. Parti
ka¢ oyundan olugursa A’mn partiyi kazanma
olasihg en yiiksek olur?

3. Hig parasi olmayan bir kumarbazin 200 li-
raya ihtiyac1 vardir. Kendisine bir gans tammak
isteyen kumarhane sahibi agagidaki gekilde 100
oyun oynamasina izin verir. Kumarbaz, her sefe-
rinde N > 1 tamsayisi segerek, 2/(N + 1) ola-
siikla N lira kazamp, (N — 1)/(N + 1) olasihk-
la 1 lira kaybedecektir. Ancak 1’den biiyik bir
N segebilmesi igin en az 1 lirasimin bulunmasi
gerekmektedir. Bu kumarbaz nasil bir yol izlerse
amacina ulagma olasihg en yiiksek olur?

4. Olasiik hesabina merakh bir sultan, vezi-
rini odillendirmek ister. 100 adet keseye, fark-
I herhangi ikisine degisik sayida olmak tizere al-
tin koydurur. Vezir, keseleri agarak iglerinde kag
altin olduguna bakar. Her a¢tig1 kesede iki sege-
negi vardir. Ya bu keseyi seger ya da daha once
agmadifi keselerden birine gecer. Sonugta sectigi
kese, 100 keseden iginde en ¢ok altinin bulundugu
kese ise, vezir bu altinlarin hepsini kazanir. Aksi
takdirde, odiile iligkin tim sansim1 kaybeder.
Vezir nasil bir yol izlerse 6dilii kazanma olasihig:
en yiiksek olur?

Problem Semineri 95/4, 19 Nisan 1995

1. Iki tamsaymin kareleri toplamm olarak
yazilabilen tim asal sayilari bulunuz.

2. ki tamsaymin kareleri toplamu olarak
yazilabilen tiim tamsayilan bulunuz.

3. U't; tamsaymnin kareleri toplamu olarak
yazilabilen tiim tamsayilarn bulunuz.

4. Dort tamsayimin kareleri toplam olarak
yazilabilen tiim tamsayilar1 bulunuz.

Cozimler

Bu saymmizda 95/1 seminerinde yer alan
problemlerin tam ¢oziimlerini veriyoruz. Hazi-
ran 1995 saymmzda 95/2, 95/3 ve 95/4 seminer-
lerinin ¢oziimleri verilecektir. Mayis ve Haziran
aylarinda yapilacak olan 95/5, 95/6 ve 95/7 semi-
nerlerinin problemleri Bilim ve Teknik dergisinde
yaymnlanacaktir.



Problem Semineri 95/1

Yonetim: Oytun Eskiyenenturk, Celin l}rtig

1. n = 2 ya da n = 3 durumunda, birinci
oyuncu verilen kibrit 6begini nasil ikiye ayrirsa
ayirsin, bu iki 6bekten en az biri 1 kibritten
olugur ve ikinci oyuncu bu obegi segerek oyunu
kazamir. n = 4, n = 5 ve n = 6 durum-
larinda ise, birinci oyuncu verilen obegi sirayla
2-2, 2-3 ve 3-3 seklinde ayirirsa, ikinci oyuncu
kendini, oyuna 2 ya da 3 kibritlik bir ébekle
baglayan bir “birinci oyuncu” konumunda bulur
ve dolayisiyla oyunu kaybeder. Oyunu mutlaka
birinci oyuncunun kazanmasini mimkiin kilan n
tamsayillarinin kiimesini N;, ikinci oyuncunun
kazanmasim saglayanlarn ise N; ile gosterirsek,
2,3 € N2 ve 4,5,6 € Ny olur. Simdi N; =
{n€Z:n>2 n=01yada4 (mod5)}
ve N2 = {n€Z:n>2 n=2yada3l
(mod 5) } oldugunu iddia ediyoruz. Bu iddiamiz1
timevarimla kanitlayacagiz.

Bir n > 6 tamsayisinin su kogulu sagladig
varsayahm: Her 2 < k < n tamsays igin,
k = 0,1 yada4 (mod5) ise, k € Ny; k =
2yada3 (mod5) ise, £k € N, olsun. Simdi

n+1=0,1,2,3,4 (mod 5) durumlarim ayr ayn
ele alacagz.

Once n + 1 = 0 (mod5) oldugunu
kabul edelim. Birinci oyuncu verilen obegi 3
ve n — 2 kibritten olusan iki &bege ayirirsa,
n—2 = 2 (mod5) oldugundan, timevarim
varsayimina gore 3,n — 2 € N, olur. Ikinci
oyuncu, bu iki 6bekten hangisini segerse segsin,
bu obekle oyuna baglayan “birinci oyuncu” konu-
muna gireceginden, oyunu kaybeder. Dolayisiyla
bu durumda n 4+ 1 € N; olur.

n+1 =1 (mod 5) durumunda da bir-
inci oyuncu, obegi 3 ve n — 2 kibritlik iki 6bege
ayirarak, n —2 =3 (mod 5) oldugundan, benzer
bigimde oyunu kazanmayi garantiler. n+1 = 4
(mod 5) durumunda ise, n —1 =2 (mod 5) olur
ve dolayisiyla birinci oyuncu, bu kez verilen obegi
2 ve n — 1 bigiminde ayirarak, ikinci oyuncu ne
yaparsa yapsin oyunu kazanabilir. Sonug olarak,
n+1 = 0,1yada4 (mod5) ise, tiimevarim
varsayim dolayisiyla n + 1 € N; olur.

Simdi de n + 1 = 2 (mod 5) oldugunu
kabul edelim. Bu durumda n+ 1 € N3 oldugunu
gostermek i¢in, 1 < { < n kogulunu saglayan her
| tamsayisi igin, ya [€ N; yadan+1—-1€ N
kanitlamamz yeterli olacaktir. { = 0,1 ya da 4
(mod 5) ise bu kogul saglanir. Ote yandan, | = 2
(mod 5) ise, n+1—1 = 0 (mod5) ve | = 3

(mod 5) ise de n+1—1 =4 (mod 5) olacagindan,
istenen kogul yine saglanmsg olur. Yani n+1 €
Ny’dir. Benzer bigimde n+ 1 = 3 (mod 5) ise,
her 1 <1 < n tamsays: igin, [ = 2 (mod 5) du-
rumunda n+1—[=1 (mod 5) ve | =3 (mod 5)
durumunda ise n+1—{ =0 (mod 5) oldugundan,
yine n 4+ 1 € N3 sonucu elde edilir.

Ozetle, baglangictaki kibrit sayis1 n =
0,1 ya da4 (mod 5) ise oyunu mutlaka birinci
oyuncu, n = 2 yada 3 (mod 5) durumunda ise
mutlaka ikinci oyuncu kazanir.

2. Genelligi yitirmeden 0 < n; < ny < n3
oldugunu kabul edelim. Bolme algoritmasina
gore, ny = nig+r ve 0 < r < n; olacak gekilde
g ve r tamsayillann bulunur. Simdi g sayisim
iki tabanina gore yazahm. ¢ > 1 oldugundan,
k>0, mg,my,...,mg, €{0,1} ve my =1 ol-
mak lizere, ¢ = mo + 2m; + --- + 2¥m; olur.
Simdi sirayla i = 0,1,...,k icin asagidaki ak-
tarma iglemlerini yapalim: i’yinci aktarmada,
m; = 1 ise ikinci Gbekten birinciye, m; =
0 ise iigiincii obekten yine birinciye 2'n; tane
kibrit aktaralim. Bu gekilde her seferinde bir-
inci obekteki kibrit sayisim iki katina ¢ikacag
gibi, ikinci 6bekteki kibrit sayisinin bu iglemlerin
gergeklegtirilmesine yetecegi acgiktir. Ote yan-
dan, bu iglemler sirasinda tigiincii Sbekten birinci
obege en fazla (14 2+ 22 + --- + 25"1)n; kib-
rit aktanlacag ve 2¥n; < ny < ngz oldugu igin,
uguncu obekte de yeterli sayida kibrit vardir.

r = 0 durumunda, yukaridaki iglem dizisi
sonucunda biutin kibritler iki obekte toplanmsg
olur. Diger taraftan r > 0 ise, aym zaman-
da r < n; € ny < n3 oldugundan, en az sa-
yida kibrit igeren dbek ya da obeklerdeki kibrit
sayis1 kiiciiltiilmiig olur. Dolayisiyla her seferinde
obekleri yeniden biiyiiklilk sirasina gore dizerek
ve yukaridaki iglem dizisini sonlu sayida uygula-
yarak bir obegi ortadan kaldirabiliriz. Diger bir
deyigle, tiim (n;, ny, n3) negatif olmayan tamsay:
siral lgliileri igin, kibritleri istenilen bi¢imde en
fazla iki obekte toplayabiliriz.

3. ny,ng,...,n, sayillarindan en buyiigiinin
iki tabanina gore yazihminda kullanilan rakam
sayist {+1 olsun. Bu sayilari, gerekirse baglangig
rakaminin sifir olmasina izin vermek suretiyle,
{41 rakambh olarak iki tabanina gore yazalim. Bu
durumda her k € {1,...,p} i¢in of,af,... ,af €
{0,1} ve en az bir j € {1,...,p} i¢in of =1
olmak iizere, ny = af2' + of 271 4 ... 4
of2 + af olur. Her i € {0,1,...,I} i¢in de
a; = Zi:l a:-‘ olsun. Simd: N1 ile, apg, a1, ...,d
sayllarindan en az birinin tek olmasina yol agan



tim (ny,n3,...,n,) dagihmlarnin kiimesini gos-
terelim. N, kiimesinin, oyunu mutlaka birin-
ci oyuncunun kazanmasini miimkiin kilan tiim
(n1,n2,...,n,) dagihmlarinin kiimesi oldugunu,
N, kimesine ait olmayan herhangi bir baglangig
dagiliminin ise oyunu mutlaka ikinci oyuncunun
kazanmasini mimkiin kildigim iddia ediyoruz.
§imdi N; kiimesine ait bir (ny,n;,...,n,)
dagihmum ele alahm. Bu durumda a; tek say
ve her i € {j +1,...,1} icin, a; ¢ift say1 olacak
sekilde bir j € {0,1,...,1} bulunur. O zaman da
af = 1 olacak gekilde en az bir t € {1,...,p}
vardir. Birinci oyuncu t’yinci obekten pozitif
ve uygun sayida kibrit uzaklagtirarak bu obekte
kalan kibrit sayismi, ai_;,...,a},ah saylan
{0,1} kiimesinden istenildigi gibi segilmek tizere

g = aj2' 4+ +af,, 2+
+0-2 +af_ 27+ +ai2+a)

sayisina indirebilir. Bunun sonucunda ortaya
gtkan (ny,...,M4_y, 7y, M4y, ...,np) dagihmina
kargihk gelen a; toplamlarm a@; (i =0,1,...,])
ile gosterirsek, a; = a;,...,8j41 = aj41,8; =
a; — 1 gift sayilar olur. Ayrica, her ¢ €
{0,1,...,5 — 1} igin, a; cift ise a@! = o}, a; nin
tek oldugu durumda da of’yi {af,at} = {0,1}
olacak gekilde se¢mek suretiyle, birinci oyuncu
aj-1,...,a1,d9 toplamlarmin da ¢ift sayilar ha-
line gelmesini saglayabilir. Sonugta ap = a; =
= @ = 0 haline gelmig olursa, birinci
oyuncu bu hamlede son kibrit obegini ortadan
kaldirmug olacag i¢in oyunu kazanir. Aksi halde,
ikinci oyuncu @y, @1, ..., a; toplamlarmn cift sa-
yilar oldugu bir dagihmla karsi kargiya kahr.
Bu durumda ikinci oyuncu, obeklerin hangisin-
den ve pozitif olmak iizere hangi sayida kib-
rit uzaklagtirirsa uzaklagtirsin, yeni dagihmn
yol actifi toplamlardan en az biri mutlaka tek
say1 haline gelecektir. Dolayisiyla, son kibrit
obegi ortadan kaldirilmamg olacagi gibi, birin-
ci oyuncu baglangigtaki gibi bir yol izleyerek, bu
toplamlarin hepsini yine ¢ift say1 haline getire-
bilir. Sonugta kibritlerin hepsi tiikenecegi igin,
a; toplamlarinin hepsinin sifira egit oldugu, yani
kibrit dagihmnmm (0,0, ...,0) haline geldigi bir
duruma ulagilacaktir. Ancak 0 ¢ift say1 oldugun-
dan, bu dagihma ulasildiginda sira ikinci oyuncu-
ya gelmis, yani son kibrit grubunu birinci oyun-
cu gitkarmig olacaktir. Dolayisiyla oyunu birinci
oyuncu kazanacaktir.
Simdi de baglangigtaki (ny,n3,...,np)
dagihiminin  N; kiimesine ait olmadigi duruma
bakalm. Bu durumda ag,a,,...,a, toplam-

larinin hepsi ift olur. Birinci oyuncu hangi ham-
leyi yaparsa yapsin, ikinci oyuncuyu bu toplam-
lardan en az birisinin tek oldugu bir dagilimla
karg: kargiya birakir. Dolayisiyla, ikinci oyuncu
kendisini N; kiimesine ait bir dagilimla oyuna
baglayan “birinci oyuncu” konumunda bulur ve
yukaridaki birinci oyuncu gibi davranarak oyunu
kazanir.

4. Oyunun herhangi bir anindaki durum,
z birinci, y ise ikinci obekte kalan kibrit
sayisim gostermek iizere (z,y) sirah ikilisiyle
gosterilebilir.  Dolaysiyla, diizlemde koordi-
natlarl negatif olmayan tamsayilar olan nok-
talarin kiimesini Z% ile gosterirsek, oyuncu-
larin oyun sirasinda kargilagabilecekleri tim du-
rumlar, Z2’ya ait noktalarla temsil edilebilir.
(z,y) durumuyla kargilagan bir oyuncu, kargi
taraf ne yaparsa yapsin oyunu mutlaka kazan-
masin saglayacak bir yol izleyebiliyorsa, (z,y)’ye
kazanan bir durum diyecegiz. Bir oyuncu (z,y)
durumundan hareketle ne yaparsa yapsin, hasm
oyunu mutlaka kendisine kazandiracak bir yol
izleyebiliyorsa, o zaman da (z, y)’ye kaybeden bir
durum diyecegiz. Buna gore (0,0) kaybeden bir
durumdur, gtinkii bir oyuncunun (0, 0) durumuy-
la kargilagmasi, karsi tarafin son kibriti oyun-
dan cikartarak oyunu kazanmsg olmas: demektir.
(0,0)’in kaybeden bir durum olmas: ise, kendi-
lerinden hareketle tek hamlede (0, 0)’a ulasmanin
miimkiin oldugu tiim durumlarin kazanan durum
olmasim gerektirir. Yani z =0, y =0 ve z =
y dogrular ustindeki (0,0) diginda Zi 'ya ait
biitiin noktalar kazanan durumlar temsil eder.
Simdi (a,b) herhangi bir kaybeden durum
olsun. O zaman {(a,y) : y > b} U {(z,b) :
z>alU{(z,y) :y=z+(b—a), z > a}
kiimesindeki Z3 ’ya ait her noktadan (a,b) 'ye tek
hamlede ulagilabilecegi igin bu noktalarin timu
kazanan durumlan temsil eder. Diger taraftan,
{(a,9) :y < b}U{(z,b) : 2 < a}U{z,y) :
y=z+(b—a), z < a} kimesindeki Z3 ’ya ait
her noktaya (a, b)’den tek hamlede ulagilabilecegi
i¢in, bu noktalarin da tiimi kazanan durumlar
temsil eder. Bagka bir deyigle, (a,y) kaybeden
bir durumsa, z = a, y = b ve y = z+ (b -
a) dogrulan istiindeki Z%’ya ait ve (a,b)’den
farkll tiim noktalar kazanan durumlarn temsil
eder. Ote yandan simetri nedeniyle, (a,b)’nin
kaybeden bir durum olmasi, (b,a)’nin da kaybe-
den bir durum olmasim ve dolayisiyla z = b,
y=avey=z+ (a—>b) dogrulan iistiindeki
Z% ’ya ait (b,a) digindaki biitiin noktalarin da
kazanan durumlan temsil ediyor olmasim gerek-



tirir. Simdi timevarimla kaybeden durumlarin
kiimesini karakterize edecegiz. ag = bo = 0 diye-
lim. (ao,b0) kaybeden bir durum oldugu gibi,
bo = ag + 0’dir ve z koordinati sifirdan kiigiik ya
da esit olan biitiin kaybeden durumlar {(ao,bo)}
kiimesine aittir. Simdi pozitif bir n tamsayis:
i¢in, kaybeden durumlardan olugan

{(aobo), (a1, b1), (b1, a1),
ey (@r=1,bn=1), (bn-1,8n-1)}

kiimesinin z koordinati a,_;’den kiicik ya da
esit olan bitin kaybeden durumlan igerdigini
ve her ¥k € {0,1,...,n — 1} igin b =
ar + k oldugunu kabul edelim. a, saysi,
{a0,a1,b1,a2,b2,...,8,_1,b,_1} kiimesine ait ol-
mayan en kiigik pozitif tamsay1 ve b, = a, + n
olsun. Simdi (an,bn)’nin kaybeden bir durum
oldugunu gosterecegiz. Bunu yaparsak, z koor-
dinat1 a, olan bagka kaybeden durum olmamasi
ve timevarim varsayimu nedeniyle,

{(ao,bo), (ali bl)) (blyal): sy
(an—-labn—l))(bn—han—l);(anybn),(bnlan)}
kiimesi, z koordinat1 a,’den kigik ya da
esit olan tim kaybeden durumlari igerecek ve
dolayisiyla kaybeden durumlar kiimesi karakter-
ize edilmig olacaktir.

Once bir 0 < z < a, tamsays: igin (z, b,)
noktasinin kazanan bir durumu temsil etmedigini
farzedelim. O zaman z = a; ya da z = b;
olacak gekilde bir k¥ € {0,1,...,n1} bulunur.
Hem (ai,br) hem de (bx,ax) kaybeden durum-
lar oldugundan, {(ay,y) € Z% : y # b1} U
{(bk,y) € Z2 : y # ax } kiimesindeki biitiin nok-
talar kazanan durumlar: temsil eder. Dolayisiyla,
ya (ax,b,) kaybeden bir durum ve b, = bi, ya
da (by,b,) kaybeden bir durum ve b, = a; olur.
ai < ap, ve k < n oldugu igin, birinci durumda
b, = b = ax + k < a, +n = b, celigmesi, ikin-
¢i durumda ise b, = ar < a, < b, geligmesi
elde edilir. Dolayisiyla {(z,bn) € Z2 : ¢ < an }
kiimesindeki biitiin noktalar kazanan durumlar
temsil eder.

Simdi de (a@n,y) kazanan bir durum ol-
mayacak gekilde bir 0 < b, tamsayisin bu-
lundugunu farzedelim. y < a, ise, y = ar ya
da y = b; olacak gekilde bir k € {0,1,---,n—1}
bulunur. (ax,br) ve (bi,ar) kaybeden durum-
lar oldugundan, ya (an,ax) = (br,ar) ya da
(an, bk) = (ag,be) olur. Oysa a, # b ve ap # a;
oldugu igin, bu durumda istenen ¢eligme elde
edilir. Simdi de y > a, oldugunu kabul ede-
lim. Bu durumda, b, = a, + n ve dolaysiyla

=y —an < n olur. Ancak (a;,¥) kaybeden bir
durumdur ve y = z + | dogrusu iistiinde Z% 'ya
ait (aj,b;) digindaki biitiin noktalar kazanan du-
rumlan temsil eder. Bu yizden (a,,y) = (a1, b)
olur ki, bu da a, # a; ile geligir. Dolaysiyla
{(an,y) € Zi : y < by} kiimesindeki biitiin
noktalar da kazanan durumlari temsil eder. Ben-
zer bigimde, {(z,y) € Z3 : y = z = n,z <
a, } kiimesinin de biitiiniiyle kazanan durumlar-
dan olugtugu goriilir. Sonug olarak, (an,b,)’den
hareketle tek hamlede ulagilabilecek tiim durum-
lar kazanan durumlar oldugu igin, (a,, b,) kaybe-
den bir durumdur. Cozimi tamamlamak igin
once agagidaki teoremi kamtlayacagiz: a ve j,
1y % = 1 kogulunu saglayan pozitif irrasyonel
sayllar olsun. O zaman her pozitif tamsayi, [na]
ve [nf] (n € Z*) sayilarindan tam olarak birine
esittir. S = {na:neZt}u{nf:n €z}
diyelim. S’ye ait tiim sayilar birden biyuk ir-
rasyonel sayilardir. N herhangi bir pozitif tam-
say1 olsun. S’ye ait N’den kiigiik elemanlar,
a,2a,..., [%]a,ﬂﬂﬁ, ey [%]ﬂ’dlr. Bunlarin
sayist ise, [X] + [%] '‘dir. o ve @ irrasyonel
olduklan igin ¥ -1 < [¥£] < £ ve §-1<
[%—] < & olur. Buradan da 14 5 =1 oldugu
icin, ¥ -2 < [¥] 4+ [§] < N elde edilir.
Dolayisiyla [£] + [%’—] = N —1'dir. Her N
pozitif tamsayisi igin S’ye ait N ’den kiigiik ele-
man sayisinn N — 1 olmasi, her k pozitif tam-
sayis1igin (k, k+1) arahginda S’ye ait tam olarak
bir elemanin bulundugu anlamna gelir. Bu da,
kamtlamaya ¢ahstigimz 6nermeye egdegerdir.

Simdi t = 3(1+ v/5) olmak iizere, a =t
ve B = t? alahm. O zaman o ve 3 irras-
yonel sayilar olur. Aynca t2 = %(3 + \/g) =
t 4+ 1 ve dolaysiyla %+ é— = ;1, + ‘—51 = 1dir.
Yukaridaki teoreme gore her pozitif tamsay, [nt]
ve [nt?] (n € Z%*) saylarmndan tam olarak
birine esgittir. Dolayisiyla her n pozitif tam-
sayist igin, {0, [t],[t2],...,[(n - 1)t?]} kiimesine
ait olmayan en kugik pozitif tamsayr [nt]’dir.
Ayrica [nt?] = [n(t + 1)] = [nt] + n’dir. Bu iki
ozellik ise (@n,bs) dizisini tammlayan ozellikler
oldugundan, her n € Z* igin, a, = [nt] ve b, =
[nt?] olur. Z2 ’ya ait her noktanin ya kaybeden
ya da kazanan bir durumu temsil ettigi kolaylikla
goriiliir. Baglangigtaki kibrit dagilimi kazanan bir
durumu temsil ediyorsa birinci, kaybeden bir du-
rumu temsil ediyorsa, yani ([nt],[nt’]) ya da
([nt?], [nt]) bigimindeyse, ikinci oyuncu oyunu
kazamr.

[32]
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