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HUSEYIN DEMIR: HAYATI VE ESERLERI

Cem Tezer *

Matematik Dinyast okuyucularinin yazi ve problemlerini zevkle takip ettigi biiyuk geometri
ustasi Hiiseyin Demir, birkag yildir giriftlegerek seyreden kalp ve damar rahatsizliklar1 neticesinde 4
Nisan 1995 Sali giinii saat 15:00 civarinda vefat etti.

Matematigin ileri usullere hemen hemen hi¢ miiracaat edilmeksizin yiiriitiilen, bu yiizden de
bilhassa akademik “silsile-i meratip” digindaki matematikgilere cazip gelen bir sahasi vardir ki bu
mecradaki orijinal aragtirmalar 100 yila yakin bir zamandir American Mathematical Monthly, Math-
esis, Mathematics Magazine, Delta, Elemente der Mathematik, Cruz Mathematicorum, Mathematical
Gazette gibi son derece yiiksek vasifli dergilerde nesredilmektedir. T. Motzkin, J. F. Rigby, P. Erdés.
T. Otsuki gibi esasen “ileri” matematikle ugragmakla beraber bu yénde de kalem denemeleri yapanlar
oldugu gibi, mesaisinin tamammn bu sahaya hasrederek devlesen R. Goormaghtigh. V. Thébault, R.
Deaux, J. Dou, L. Carlitz, L. Bankoff gibi biitiin matematik camiasinin alaka ve hayranhgmi toplamig
isimler de vardir. Hiiseyin Demir 1943’ten beri yukarda zikredilen dergilerden ilk dordiinde ve ayrica
bir “ileri” matematik dergisi olan Geomelriae Dedicata’da basilan 100’den fazla problemi ve 7 zarif
makalesiyle bu genrein diinya ¢apinda simalarindan birisi olmustur.

Tiirkiye’de ilk iki cumhuriyet nesline Talebe Mecmuasi ve Fizik- Kimya-Matematik dergilerindeki
yazilariyla kendini tanitan Hiseyin Demir, émriiniin son yillarinda Matemalik Dunyasi’na yaptig
katkilarla bu derginin hayat kaynagimn tegkil etmigtir.

Terciime ve telif ettigi eserler bilhassa geometri sahasinda Tiirk dilinde yazilmis en seckin
kaynaklar olmak vasfin1 hala muhafaza etmektedirler. Hiiseyin Demir’in kaleminden ¢ikmig metinler.
Tiirk¢e’nin matematik dili olarak ne kadar dakik ve miiessir olabileceginin en giizel delilleridir.

Sessiz ve i¢ine kapanik tabiati onu asla benmerkezlilige siiriiklememigtir. “Sevmek yetmez,
sevdirmek gerekir! Bilmek yetmez, 6gretmek gerekir!” soziinii kendine rehber edinmug, hayatina sekil

* ODTU( Matematik Béliimii 6Fretim iiyesi



TEZER

veren tecessiisiinii, matematik faaliyetini ilimden ziyade sanata yakin kilan bedii hassasiyetini daima
agilamaya, yaymaya ¢ahgmugtir.

Bana onunla hayatinin son yillarinda meslektagi, ogrencisi ve mesai arkadag olarak yakin
miinasebet icinde bulunmak, beraberce problemler tanzim etmek, makaleler yazmak zevki ve gerefi
nasib oldu. Bu zaman zarfinda hayatim incelemeye ve bilhassa yurt diginda basilmig eserlerinin
mimkiin oldugu kadar eksiksiz bir derlemesim viicuda getirmeye galigtim. ! Merhumun hayat hi-
kayesini, kigiligi ve eserleri hakkindaki miigahedelerimi, yurt diginda basilmg eserlerinin bildigim
kadariyla eksiksiz bir siralamasiyla beraber Matematik Dinyas: okuyucularina sunarak, omriini ilim
adamlgina has faziletlerin seckin bir miimessili olarak tevazu ve mahfiyyet iginde gegirmig bu biiyik
insanin hatirasina kiigiik bir hizmette bulunabildigimi iimid ederim.

Hiiseyin Demir, giiniimiizde Bolu'nun Mengen ilgesine bagh bir bucak merkezi olan Pazarkoy'de
annesi Serife ve babasi Demirciogullari’ndan Ibrahim oglu Mustafa’nin, ikincisi kiigiik yasta olen
dért ¢ocugundan iigiinciisii olarak 1916 yilinda diinyaya geldi. Pazarkdy o giinlerde, 70 kiisur haneli
niifusu hanebagina birkag doniim toprag ekip bigerek en zaruri ihtiyaglarini kargilayan ve erkeklerini
“gurbet¢i” gikararak ancak gecinebilen fakir bir koydir. 2

1882 dogumlu Demircioglu Mustafa da askerligini bitirdikten sonra bir siire Istanbul’da aggihk
yapar. Koyiine doniip, evlenip yerlestikten uzun zaman sonra tekrar silah altina alinarak 1917°de
Pazarkdy’den ayrlir; donmez, kendisinden haber ahnamaz. Bu yash askerin bir muharebede mi gehit
digtigi, bakimsizhktan, hastahktan m 6ldigii, yoksa koyiine birkag saatlik yolda eskiyaya, azinlik
cetelerine kelle vererek binlerce bahtsiz Tiirk askerinin kaderini mi paylagtii bilinmiyor. Yillarca
kocasmnin cepheden donmesini bekleyen Serife, nihayet 1925'te adetlere uyularak Mustafa’nin kardesi
Mehmet'le evlendirilir; dokuz yagindaki Hiiseyin'i kardesleriyle beraber akrabalara emanet ederek yeni
kocasiyla birlikte Istanbul’a gider.

Bu arada Hiiseyin, ilkokulda olaganiistii kabiliyetiyle dikkat geken bir ogrencidir. Ikinci simiftan
dordinci sinifa gegirilmistir. Ogretmenleri Mustafa ve N afiz Beyler onu “leyli meccani” yazilmak
{izere Istanbul’a gitmeye tegvik ederler. Pazarkoy’den Devrek’e yiiriiyerek, Devrek’ten Zonguldaga
katir sirtinda, Zonguldak’tan sabik bagkente de tiknefes bir vapur marifetiyle vanbr. Hiiseyin denizi,
treni, vapuru ilk defa gormektedir. Annesi ve iivey babasiyla giizel birkag hafta gegirir. Ilkokulu
bitirmeden parasiz yatih yazilamayacag anlagihnca koyiine doner.

Koyiinde, gelecek vaadeden bir gocuk olarak sevecen bir dikkatin merkezidir. Siikunet ve saade-
tini zehirleyen tek aci anne hasretidir. Pazar kurulan her giin pazar yerine inerek annesinden haber
bekler. Nihayet elinde iki gocukla kdye donen annesini gene pazar yerinde gozyaslanyla kargiladigi am
émriiniin sonuna kadar biitiin canhhgiyla hatirlamgtir.

{lkokulu bitirince tekrar Istanbul’a gonderilir. Gerede’ye kadar at sirtinda, Gerede’den Ada-
pazari’'na bir kamyonunun kasasinda, Adapazar’ndan Istanbul’a da trenle ulagir. Hiseyin, hala
[stanbul’da galgan iivey babasinin yaninda kalr; o sirada “Harf Inkilab1” ile ortaya atilan yeni Turk
Alfabesi’ni birka¢ giinde ogrenir. Dariigsafaka giris imtihanlarinda yeni harfleri kullamir. Imtiham
ve miiteakip kurayr 3 kazanarak, Dariiggafaka’ya kabul edilir. O yillarda Dariiggafaka’daki Fransizca
agirhkl 6gretim, ilkokul dort ve bege tekabiil eden iki hazirhk yihyla baglamaktadir. Hiiseyin ayrica
bir imtihan kazanarak sadece bir yil hazirhk ogretimine tabi tutulacak ogrenciler arasina katilir.

Dariiggafaka’da gegirdigi yedi yl boyunca daha ziyade fen derslerini sever. Ortaokul ikinci simfta
Salih Zeki’nin Kamus-1 Riyaziyatinmn birinci cildini okur. Pisagor teoremiyle bu kitap vasitasiyla
tamisir. Derhal teoremin yepyeni ve gok zarif bir ispatim verir [3]. O giinden itibaren geometri

! Hiiseyin Demir'in yurtdigi yaymnlariun tipkibasimlan yerli ve yabanci matematikgilerin istifade edebilecegi bir
derleme olarak yayina hazirlanmaktadir.

2 By fakir muhitteki hayat sartlarmu tasavvur etmek bugiin pek kolay degil. Hiiseyin Demir de iig yaginda agir bir
hastabk gegirmis, bu yizden koku alma hassasnu tamamen kaybetmis. Bu kiigiik 5ziir bazen tuhafliklara sebep olur,
cevresindekileri eglendirirdi. Bir soguk alginh sirasinda thlamur igmeye yanagmayinca eline gay diye bir bardak thlamur
verilmis; farki anlayamadan i¢gmig. Bir defasinda da esinin kzartmak iizere dilimleyip suya yatirdif1 patatesleri elma
hosafi zannederek yemis.

3imtiham kazanan 100 3grenci arasinda kura gekilerek 50 tanesi kabul ediliyor. Bu garip, garipten de ote sapik
uygulamadan Aziz Nesin de Boyle Gelmiy, B Gyle Gitmez adl otobiyografik eserinde bahseder. Ortalama her dort yllda‘
bir eldeki 100 dgrencinin en iyisini geri gevirip, en kétiisiinii alan bu berbathg hangi beyinsiz sapigin ibda ettigini
bilmek isterdim!
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hayatinin merkezidir. Pisagor Teoremi’ni 9-nokta cemberi, Simson dogrusu, Ceva ve MP'nf‘l‘allS. Teo-
remleri ve geometrinin daha yiizlerce incisi takip eder. Lisede devrin miimtaz matemat.lk(;llermden
olan dgretmenleri Hasan Fehmi ve Liitfii Atahik Beylerin hayranhgim kazanir. Hasan Fehmi ve M~ehn'wt,
Izzet Beyler tarafindan cikarilan o giinlerin gozde dergisi Talebe Mecmuasi’nda artik sik sik ismine
rastlanmaktadir. 1935 yihnda Dariiggafaka’dan mezun olur, giris imtihanlarinda biiyik bagari kaza-
narak Yiiksek Miihendis Mektebi’ne kabul edilir. 4 Birkag ay sonra Almanya’da gemi miihendislig ve
Fransa’da maden miihendisligi tahsili icin devlet burs imtihanlarim kazanir; Fransa’ya gitmeye karar
verir. ° Bu arada cikan Soyadi Kanunu onu Demirciogullar’'ndan Mustafa oglu Hiiseyin olmaktan
¢ikarip Hiiseyin Demir yapmugtir. )

Hiiseyin Demir 31 Mart 1936’da Fransa'ya ayak basar. St. Etienne’e yerlesir. Fransizca iyi
okuyup yazmakla beraber konusamamaktadir. Fransizca’sini geligtirmek i¢in dénemin sonuna kadar
bir liseye devam eder. Fransa’da miihendislik tahsili i¢in mutad bir haznrllk olan :‘mathématiques
spéciales” derslerine katilir. 1938’te girig imtahanlarini kazanarak St. Etienne’deki Ecole Superieure
de Mine’e kaydolur. Bu yillarda Hiiseyin Demir’in rahat ve mes‘ut oldugunu tahmin etmek gig degil.
iktisadi buhran igindeki Fransa'da Tiirk Lirasi degerli ve burslar tatmin edicidir. Basariyla devam
ettigi tahsilinin yanisira goforliik ehliyeti ahr, piyano 6grenmeye galisir, seyahat eder. 5 Paris’te Palai;
de la Découverte’i bir ziyaretinde 7 sayisinin silindir geklinde bir duvara hakkedilmig ilk 701 hanesini
defterine gegirir, 300 hanesini ezberler.

Bugiin Ikinci Diinya Savagi olarak bildigimiz facianmn ilk giinii sayilabilecek 1 Eyliil 1939 tar-
ihinde 7 Hiiseyin Demir Bordeaux’da tatildedir. Kargasa igindeki Fransa’da yolc,uluk aniden adeta
imkansiz hale gelir. Hiiseyin Demir biiyiik zorluklarla Paris’e ulagir, oradan da St. Etienne’e geger. Bu
arada Tirkiye Cumhuriyeti Fransa’daki Tiirk 6grencilerine, tahsillerine Amerika’da devam etmeleri,
aksi takdirde memlekete donmeleri talimatim verir. Hiiseyin Demir Amerika’ya gitmeyi tercih eder.
Uzun ve mesakkatli bir bekleyisten sonra Marsilya’da vapura biner. Son anda gikan resmi bir ak-
saklik yiiziinden vapuru terketmeye mecbur edilir. Karayoluyla Italya’ya gider. Genova'dan baska bir
vapurla Amerika’ya dogru yola ¢ikar.

Fransa’daki bu zahmetli son birkag hafta iginde Hiiseyin Demir talihsiz Rumen matematikgisi
Lalesco’nun ® La Géométrie du Triangle adh kitabina tesadif eder ve biitiin karnigikliklar iginde giinde
8-10 saatlik gahgmayla bu gergekten latif kitabi adeta yutar. Bu kiigiik eser ustamuzin hayatinda tam
bir doniim noktasi olmustur; o giinden sonra 6mriiniin sonuna kadar Nagel, Gergonne, Feuerbach,
Lemoine, Brocard, Spieker noktalarina, a1 ve parga esleniklerine ® jonglorlerin yer¢ekimine meydan
okuyan maharetiyle hitkmedecektir.

15 Nisan 1940 giinii New York’a ayak basan Hiiseyin Demir, orada tamgtigy bir Turk
ogrencisinin yardimiyla kuzey eyaletlerinin birinde yabanci ogrencilere evinde oda kiralayan ve ki-
racilarina hususi ingilizce dersleri veren bir Amerikall kadinin evine yerlegir. Boylece biraz Ingilizce
ogrendikten sonra aymi yiin Eylil ayinda New York’a doner ve Columbia Universitesi'nde derslere
baglar. Eski Diinya’nin, beylik bir tabirle kan ve atese boguldugu gunlerde, Huseyin Demir sakin
ve verimli bir ¢aligma i¢indedir. 1944 yilinda seref kiitigine girerek maden miihendisligi ve matem-
atik dallarindan birer “Master’s Degree”’yle mezun olur. Bu yilin geref kiitiiginde onunla birlikte
ingaat mithendisligi ve matematik dallarinda yer alan diger bir Tiirk 0grencisi de sonradan ileri gelen

10

4 Sonradan ismi Istanbul Teknik Universitesi olarak degistirilen ilim ve Sgretim diinyanuzin bu giizide kurulugu 1970
lere kadar aym bir girig imtihanina sahipti. Bu girig imtihani sonradan hig goriilemeyen seviyedeki zarif ve agir sorulanyla
matematik, fizik, kimya dallarinda iddiali her gencin agmaktan gurur duyacag gizel ve kokli bir engeldi. Tabii ki bu
imtihan onyillarca Tiirkiye icin yiiz aki olan insanlar segti. Bugiin besten bir gekimek kurnazhgndan baska birsey
ogrenme firsat1 veremedigimiz gengleriiiz ne kadar liziilse azdir!

5 Bu sirada Hiiseyin Demir, 20 Ekim 1935 niifus saymunda vazifelidir. Saynmm yaptiklar arasida biiyiik sairimiz
Nazim Hikmet de vardir.

S Hatta yolu Monte Carlo'ya diigmiis, yesil quha iizerinde dikkatli birkag oyun da oynamuis.

" Wehrmacht'm Polonya’ya girdigi mesum giin.

8 Trajan Lalesco, integral denklemler sahasinn biiyiik miitehassislanndan oldugu gibi gogunlugu 19. yiizyil Alman ve
Fransiz dstadlar tarafindan yaratilnug ileri iiggen dokusunu da en iyi bilenlerden birisiydi. Ne yazik ki geng yasta oldii.

9 Conjugué isogonal, conjugué isotomique.

1Yagh bir insamn hafizasi ne kaprislidir! Merhum, bir taraftan hayat hikayesi igin en ehemmiyetli noktalar
hatirlayamaz, diger taraftan da Amerika'ya inerken ilk gérdiigii seyin ucakla gokyiiziine yazilnug bir Pepsi-Cola reklanu
oldugunu séyleyerek beni sagirtirdi.
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matematikcilerimizden olan Cengiz Ulugay’dir.

Hiiseyin Demir’in tahsiline matematik dalinda devam edecegi, iyi bir doktora yapacag ve gok
basanh olacagindan kimse siiphe etmemektedir. J. F. Ritt, E. Kasner, E. R. Lorfh. P A. Srplt.h
gibi hocalari onu bu yonde cogkunlukla tesvik etmektedirler. Ertesi donemde Kasner’in yonetecegi bir
seminerde Riemann-Roch Teoremi hakkindaki son ve en miihim konugmanin onun tarafindan yapilmasi
kararlagtinlmigtir. American Mathematical Monthly’de problemleri basilmaktadir. O glinlere ait en
giizel hatirast biiyiik (ve eksantrik!) matematikgi P. Erds’le tanigip ondan sonralar1 “Erd6s-Mordell
Esitsizligi” olarak sohret kazanan teoremi 6grenmesidir. i

Tam her seyin yolunda gider gibi gérindigi bu gu et
trajediyi hazirlamaktadir. Hiseyin Demir bursunun uzatilmas i¢in muracaat ettigi ogrenci mufet-
tigliginden “mecburi hizmet”ini yapmak tizere memlekete dénmek talimatim ahr. Bu buiokratik
dar kafaliligin Hiiseyin Demir’in sadece kendisine degil, Tiirkiye'ye verdigi tamiri imkansiz zarar
okuyucularin takdirine birakiyorum.

Hiseyin Demir, 1945 yazinda hala Alman denizaltilarinin tehdidi altindaki okyanusu dev bir

miittefik konvoyunu koruyan bir savag gemisiyle gecerek Tiirkiye’ye doner. Zonguldak’in Gelik ilgesi
komiur ocaklarina ocak miihendisi olarak tayin edilir. ' Alt1 ay sonra Kandilli’deki ocaklara alnir.
Matematik ¢aligmalarina devam etmektedir. ic;gokgen]er [izerine Bir Etiid adli miihim gahgmasi Fizik-
Kimya-Matematik dergisinde basiir. 1946 yilinda askere gider. Ankara Yedeksubay Okulu’nda alt:
ayhk temel egitimden sonra, kitada sadece alt1 ay gegirerek terhis edilir. Annesini yanina alarak
Kandilli’ye doner. Emniyet miihendisligine terfi eder. 1950 yihnda uzun yillar hasretiyle yagadig
annesini kaybeder. 1951 de Miinevver Cakir’la evlenir. 1954 yihnda Alman sinir yakinlarindaki
maden ocaklarinda '3 “sulu dolgu” 4 usuliinii incelemek iizere teknik bir heyetle bir ayhgina Fransa’ya
gonderilir. ,
Cocuklan Nafiz (1952), Nefise (1953) ve Nazmi (1955)'nin de dogumlariyla beraber Hiseyin
Demir, lojmanlardaki meslektag aileleriyle ziyaretlesmeler, kiiciik potlarla poker ve sakin aile hayat:
etrafinda olagan bir miireffeh tagra miihendisi hayatina tamamen intibak etmig gibidir. Halbuki
goriinilg aldaticidir. Biitiin bos vaktini matematige hasretmektedir.

Orta Dogu Teknik Universitesi'nde Fen-Edebiyat Fakiiltesi dekani olan Cengiz Ulugay, 1961
yilinda Hiiseyin Demir’e Matematik Boliimii’nde yardimer profesorliik teklif eder. Akademik bir
ilerlermne iimidi bulunmamasina ve biiyiik maddi fedakarliklar gerektirmesine ragmen, en nihayet sadece
matematikle ugrasmasina firsat veren bu teklifi Hiiseyin Demir seve seve kabul eder. Ankara’ya tagimr;
Bahgelievler’de bir ev satin alarak yerlegir. Kurulah heniiz birkag yil olan ve gliniimizdeki itibarh
mevkiinden daha ¢ok uzak bulunan bu geng iniversitenin, kiigiik fakat kendisinden biiyiik hizmetler
beklenen bu béliimiinde Hiiseyin Demir temel analiz ve geometri dersleri verir, ders notlari ve ders
kitaplar1 yazar, problem ve makale iiretimine devam eder. 1968 yilinda sadece bir sekil meselesinin
halli olmak iizere Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Bolimii mensuplarindan Prof. Dr. Esat
Egesoy’un damsmanhg altinda Simplekslere Dair adl bir tez yazarak matematik doktoru olur. '®
Matematik Béliimii’ne sonradan katilan biiyiik matematik¢imiz Cahit Arf, onun geometrici olarak
vasiflarina hayranhk duymus, hig olmazsa dogent iinvani almasi igin biiyiik gayret gostermig, ne yazik
ki bir netice alamarmstir. Hiiseyin Demir ¢eyrek asirhk hizmetten sonra 1985 yihnda yardimer dogent

iinvaniyla emekli olacaktir.

nler ashnda onun hayatindaki merkezi

11y llar sonra Hiiseyin Demir bu teoremin bir genellemesini American Mathematical Monthly'ye ¢bziimiiyle birlikte
problem olarak sunar. Problem basilir; biiyiik ilgi goriir. Ne yazmk ki dergiye gonderilen gok sayida ¢6ziimiin hepsi
hatalidir. Bu arada Hiiseyin Demir'in goziimii de kaybolur. Bu suretle muallakta kalan teorem ancak uzun siire sonra
C. W. Dodge tarafindan ispatlamr [2].

12 A, evvel ac bir dille tenkid ettifimiz resmi makamlara bir noktay: teslim etmemiz gerekli. Geng cumhuriyet,
imparatorluk Tirkiyesi'nin Avrupall kan emiciler elinde diistiigi hale diigmemek igin biiyiik gayret gosteriyor, bu
miicadelede bilhassa teknik adam agifimiza parmak basiyordu. Gergekten de ihtiyag biiyiiktii. Gelik havzasinda Fransiz
imtiyazlari 1940'ta hitam bulmus olmakla beraber, Hiseyin Demir Tiirkiye'ye geldigi zaman bu havzanmn sefi M. Viroux
adli bir Fransiz miihendistir. Olmak istediklerimizi Avrupa'nm bir eyaleti haline gelmeden olamayacagimiz: iddia eden
“yeni mandacilar” Avrupa’nm bizim igin ne oldugunu hatirlamalidirlar.

13 Tahminimce Molsheim civan.
14 Remblais hydrolique. Metindeki Tiirkce tabir resmi terciimedir. Benim bir dahlim yoktur.

15 Pek fazla ilmi degeri olamayan bu tezin bir niishasi elindedir. Tez muhtevas: ayrica Ingilizce bir makale olarak
basilnugtr []

[4]
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Emeklilik Hiseyin Demir'in hayatinda giizel bir safhaydi. Ders verme mesuliyetinden kur-
tulmug, bu satirlarin yazariyla genglestirici bir arkadaghk ve verimli bir ilmi ortakhk kurmugtu. Ken-
dini tamamen yapmaktan zevk aldig iglere vermigti. Matematik Dunyas: da onun igin ayri bir gevk
kaynagiydi. Bu yillarda, yani yag1 70’in tizerindeyken, ii¢ makale yazdi ve diizinelerle problem tanzim
etti, Tanminmig matematikgilerin, dergi editorlerinin sik stk mektup yazarak fikrine miiracaat ettigi
bir insandi. '® Tarih, edebiyat, felsefe gibi mevzular onu az ilgilendirmekle beraber '” din hakkinda
bir kitapgik da yazdi. '® Gogsiinde biiyiik sikintilar ve bacaklarinda asin giigsiizliik belirtileriyle son
safhasina giren kalp hastaligi onu yataktan ¢ikamaz hale getirene kadar ¢aligti. Son anina kadar zihni
berrak ve suuru agikti. Hayat ve olimle barig i¢inde ararmzdan aynldi.
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tenkidleri biiyiik zarafetle dinlemis, bunlarin dostlufumuzu rahnedar etmesine asla miisaade etmemisti.
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USTAYA NAZIRE
Fikri Gokdal

4.4.1995 gini 79 yasindayken aramizdan ayrlan biiyiik geometri ustas Hiiseyin Demir
“alfametik” bulmacalar gok severdi. Bu tarzda yayimladig birkag caligmasi da vardi. Asagidaki

bulmacay: onun aziz hatirasina ithaf ediyorum.
Her harf sifir ile dokuz arasindaki bir rakami temsil etmek iizere onluk tamsay1 yazihiminda

H x DEMIR = 4 x 4 x 1995

ise, .
HxDxE+M+IR

sayisinl hesaplayiniz.




KOLAY YOLDAN LOGARITMA

Yusuf Avcl, Kamil Almagik & Nurettin Ergun *
T a3 PSRBT, o T T S e e

Lise ogrencilerine logaritma ve onun ters
fonksiyonu olan iistel fonksiyonun saghkl ve
eksiksiz ingasim1 vermek dogrusu pek olanaklh
degildir. Sozgelimi bir lise dgrencisi 2V2 saylsinin
nasi tamimlandigim pek bilemez. Hemen hemen
tum lise kitaplarinda bu konudaki temel bilgiler
1spatsiz verilir ya da daha yerinde bir deyimle ve-
rilmek zorunda kahmir. Biz bu yazida lise 5grenci
ve ogretmenlerine logaritmanin bazi temel bilgi-
lerini kolay ve saghkh bir yoldan vermek istiy-
oruz. En azindan In(ab) = Ina + Inb esitliginin
kanitlamasim kavramak igin

(1) gergel (reel) sayilarin Argimet ozelligi,
yani her pozitif z gercel sayis1 igin z < n
gergeklenecek bigimde bir n dogal sayisimn
varhigi bilgisi ile

n
(ii) Z(ak—ak—l) = (ﬂl—ao)+ =% '+(“n_an—l)
k=1
= a, —ag gergeklendigini sGyleyen teleskopik top-
lam ozelligi ve benzeri basit ve temel esitsizlik
bilgileri yeterli olacaktir.

Y
1
X

In a = Alan ABCD

|+

\

—_—

Cl

Ao

.Bo A
0 ']

—

_——

Ina* = Alan B*ADC*

* [stanbul Universitesi Matematik Béliumii Sgretim tyeleri

Dogal Logaritma Fonksiyonu

Bu fonksiyon, f(z) = 1 hiperbcliniin,

diizlemin sag iist dordiniindeki kolu yardimiyla
yukarnidaki gibi tammlanir. Dikkat: yalmzca 0 <
a gercekleyen gergel sayilarin Ina dogal logar-
itma degerleri tamimhdir ve 1 < a yada a” < 1
olusuna gore bu tamimlama farkli yapilir.
O halde bu tanimlamadan kolayca In1 =0
elde edilir. Simdi sirasiyla sunlari gozleyelim:
L 0<a<bise 32 <Inb—Ina <
olur. I"Jt; ayri durum tek tek irdelenmelidir. Eger
1 < a < b gegerliyse birinci gekil yardimiyla

b—a

Inb—Ina = Alan(AEF D) — Alan(ABCD)
= Alan(BEFC)
—a

b

b—a

b
> Alan(BEFF') =

< Alan(BEC'C) =

bulunur., ¢ < 1 < bve 0 < a < b <1
halleri benzer bigimde kolaylikla yapilir. Dikkat
edilirse Ina < Inb olabilmesi icin 0 < a < b
gerceklenmesi gerek ve yeterdir.
II. 0 < a < bolsun. Her n € N dogal sayis1
igin
2
Ines — {6 —Ta] = =L
a nab
gecerlidir.

Once k=0,1,...,n igin a; =a+k—(-%:—al
gergel sayilarm tammlayalim. Kolaylkla a =
g < ap < -~ < ap =bve ap —ap_, = b_T“
elde edilir. I. 6zelligi kullanilirsa

(1) mb—Ina =) (Inax —lnax,)
k=1
n

a ap—ag_ _b—a |
<k21 gy,  n Z

= Q-1
n
ap—ag_,; b—a
> Z =
n
k=1 Bk

F

1
1
k=1 ak
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bulunur. §imdi de b = %& gergel sayilari tamm-
lanarak, once bg = 1 < b; < by < - < b, = ai'
be — be_y = 2=2 sonra

na '

b b .
In==ln-~Inl= Y “(Inbe — Inbe_,)

k=1

n

be — b1
gl T
k'=llb b";‘
E— k-1
>3 b
k=1 bk
ve dolaysiyla

b=age 1 b—a 1 b
2 — = il -
(2) n za na Zlb,,<lna

elde edilir. (1) ve (2) numaral esitsizlikler yar-
dimiyla

b—a 1 1
< il

n ;g;ﬁk—l ak)

b—a~, 1 1
> n Z(;—ak—l)

k=1

b
ln;—(lnb—lna)

elde edilir. Sag yandaki teleskopik toplamlar ko-
layca hesaplanarak sonugta

_ )2 _ )2
=g <1n£—(lnb—lna)<(b )
a nab

nab
bulunur ki, bu istenenden baska birgey degildir.
III. 0 < a ve 0 < b, ne olursa olsun
]n;:lnb—lna ve Inab=Ina+Inb
eitlikleri gecerlidir. Ikincisi birincinin ¢ok kolay
bir sonucu oldugundan (neden?) yalnmzca bir-
inci esitligi gostermek yeterli olacaktir. Kisahk
amaciyla Agp = 1n %— (Inb—Ina) yazahm. Once

0 < a < b durumunu irdeleyelim. Eger A, # 0
olsaydi, Argimet 6zelligi nedeniyle

'An”ab °

gergekleyen bir ng dogal sayisi var olmak zorunda
kalirdi, bu II. nedeniyle olanaksizdir. Demek ki
0 <a#biken Int = Inb—Ina gecerlidir.
Ustelik

lna+lnl=0

(3) 0<a
a

icin

gerceginl de kolayca gozleyebiliriz. Gergekten
a = 1 icin apagik olan bu iddia, 0 < a < 1 igin
son gosterilen egitlik kullanilarak

1
lna+ln; =Ina+(Inl-1Ina)=0;
1 < a oldugunda ise 1 < 1 igin bu son bilgi
kullanilarak

InaE L = T ol st = bl e = 0
a a 1/a a a

nedeniyle gegerlidir. O halde b < a i¢in (3) kul-
lanilarak
b 1 a
r=—lh—=—-In-
In ” In b/a ny
= —(lna—Inb)=Inb—Ina

bulunur. Bitti!

Dogal Logaritmamn Tabam

Ina = 1 gergekleyen biricik a pozitif gergel
sayisina dogal logaritmanin tabam denir. Boyle
bir gergel sayimin var oldugunu, dogal logarit-
ma fonksiyonunun tamiminda, birinci sekildeki
[BC] dogrusunu oynatarak kolaylkla “sezinleye-
biliriz,” ama bunu kesin ve saghkl bir bigimde
“kanitlamak” ciddi bir istir, ¢iinki ciddi ve de-
rin bilgiler kullanmay:1 gerektirir. Biz bu gergel
sayly1 ustelik “kegfetmek,” daha yerinde bir de-
yimle Isvigreli usta matematik¢i Leonhard Eu-
ler’in 250 yilhk yontemini burada yinelemek is-
tiyoruz.

IV. Her n dogal sayisi igin

1) <
< (1 % n_-lﬁ)"+2 <(1+ %)"H <4

esitsizlikleri gergeklenir. Bagka bir yazsla ise,
an = (1+1)" ve b, = (1+ 1) =a, (14 1)
seklindeki rasyonel say1 dizileri

2=0a1<<ap<ap41<bpp1 <bp<---<by =4

gercekler. Gergekten tinli Bernoulli esitsizligini
(1], yani ‘

l+nz<(l14+2)" (neN, —l<z, z#0)



kullanirsak, n(n +2) < (n + 1)? yardumyla

1
l+ —— <14+ (n+1)

n+1 n(n+2)

1 n+1
(l * n(n+ ‘2))

n+1
YT
l+n]T Cln.H‘

ve sonugta bnyy = (1+ =L5)an41 < b, bulunur.

A

= n+l
Benzer bigimde
1 1 1

= 1= P R T i Rl N,

1+an n+2 n(n+1)2
n 1 \n
<(1—-——1 =______(l+m)
(n+ 1)2 an 1

ve sonugta a, < (1 + ;1;-]')(1 + Fl_l)n I
bulunur. a,y; < bpyy esitsizlign ise apagik-
tir. Yukardaki esitsizlikleri elde etmenin giig-
lik neresinde diye sorabilirsiniz. Hayir, bunlar
gercekten gii¢ degildir. Gliglik bundan sonra bas-
lar. Gergel sayilara iligkin ve ashinda birbirlerine
egdeger olan bazi temel bilgiler gunlar: soyler (an
ve b, rasyonel sayilar1 yukarda tamimlananlar ol-
mak uzere):

(iii) Tim bu [an,b,] araliklarina ait olabilen
tek bir gercel say1 vardir (Cantor i¢ ige azalan
araliklar ozelligi), ¢inku bu arahklarin uzunluk-
lari olan 6, = b, — a, sayllan a < é, = 2 < %
nedeniyle lim, .o 8n = 0 gergekler.

(iv) Ya da A = {aj,az,...} sonsuz elemanh
istten sirh kiimesi ile B = {bj,bs,...} alt-
tan sinirh kiimesi igin sup A = inf B gerceklenir
(supremum ozelligi), ¢iinkii sup A < inf B gegerli
olup, supA < infB gergeklenemez. Bunu
gostermege galismaniz1 oneririz!

(v) Ya da distten smrh ve monoton ar-
tan {a,}5L, dizisi ile alttan simrh ve mono-
ton azalan {b,}3%, dizileri yakinsaktir ve
My — oo @n = limp_oo by gergeklenir (monoton
ve smarl dizilerin yakinsakligi ozelligi). Neden
bu iki limit esittir?

00

Iste, [)[an,ba] kesisim kiimesinin biri-
n=1

cik elemani olan ya da supA (= infB =
limp o @n = lim, oo by ) esitliklerini gergekle-
yen biricik gercel say1, matematikte onu ilk ta-
nimlayan Euler'in amsina saygi olarak e isa-
reti ile gosterilir. Matematigin bu ikinci en
unli irrasyonel sayisinin, rasyonel katsayil hig
bir polinomun kékii olamadig gergegini ilk kez
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1874 yialinda Fransiz matematikg¢i Charles Her-
mite kanitlarmsgtir. Bu irrasyonel sayinin ondahk
agihmindaki ilk basamaklan

e=2,71828182859045 - - -

seklindedir. !

V. Simdi Ine = | gergeklendigini artik goste-
rebiliriz. Inab = Ina + Inb 6zelliginin bir sonucu
olan Ina™ = nlna esitligi, timevanimla kolayca
gosterilebilir. I. 6zelligi nedeniyle

1

n+1

<lﬂ(l+%)=ln(l+%)—lnl<%

kullanilarak kolayca

n 1
(4) ——l<lnan:nln(l+;)<l

n+4

elde edilir. Ustelik a, < € < b, nedeniyle

n+1

n

(9) Ina, <lne<Inb, = In a,
gecerlidir. Burada bir bagka bilgi, limitlerdeki
unli stkigtirma  bilgisi kullamilip (4) ve (5)
bagintilarinda limit alinarak kolayca

I = lim Ina, <lne< mn((r+%)maﬂ)=1.

n—o00 n—oo

yani Ine = 1 sonucu elde edilir.
-

Sasirtica Limit

Herhangi bir X gergel sayisinin bir loga-
ritmik deger oldugunu, yani tek bir pozitif =
gergel sayisi sayesinde X = Inz gerceklendigini;
limp~eo™n = X gergekleyen herhangi bir
{rn}5%, rasyonel sayilar dizisi sayesinde

JEL(L+%)"= mn(1+%)m"

n=—o00

sagirtici limit igleminin gergeklendigini ve igte
bu limit degerinin yukaridaki esitligi gercekleyen
pozitif = gergel sayisi oldugunu kamtlamadan
yalnizca soylemekle yetinelim. Bu z pozitif
sayisimn varhgini kanitlamanin daha bagka yol-
lar1 da vardir. Biitin bunlan Analiz kitaplarina
birakiyoruz.
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! {an}22, dizisinin yiiz milyonuncu terimini bilgisayar yardinuyla hesaplaym! Ne buldunuz?



AYIRMAK YA DA AYIRMAMAK—ISTE BUTUN SORUN

Dogan Donmez *

Pek ¢ogumuz camimuz sikildiginda, elimiz-
de bir kalem, onumuzde de bir kagit varsa, bu
kagida egriler cizeriz. Gelin bu egriler lizerine bi-
raz dusunelim. Bu yazida el kaldirilmadan ¢izilen
ve baglangic noktasina geri donen (yani kapal)
egrilerle ilgilenecegiz. Ornegin bir ¢ember, kare
veya daha karmagik bir sey, sonsuz sembolii gibi
olabilir bu egri.

Biz bu egrinin kendisiyle degil de, diizle-
min egri uzerinde olmayan noktalarinin kiimesiyle
(yani egrinin noktalarinin diizlemdeki tiimleyeni
ile) ilgilenecegiz. Bu kiimelerin pek fazla ortak
yonu yok gibi goriinse de asagidaki iki ozelligin
her ornekte var oldugunu gorebilirsiniz. (Burada,
egrimizin bir pargasi iizerinde birden fazla defa
gecilmedigini de varsayiyoruz.)

1. Bu kume tek parca degildir; iki veya daha
fazla par¢adan olugur.

2. Bu pargalardan yalnizca bir tanesi simirsiz,
digerleri smirhdir.

Kisacasi, kapal bir egri diizlemi pargalara
aymnr. bu parcalardan biri simrsiz digerleri
simirhdir.  Burada parga, sinairh, sinirsiz soz-
cuklerinin tam matematiksel tanimini okuyanlara
birakalim. Dikkatli bir okuyucu yukaridaki kapah
egri taniminin yetersiz oldugunu (giinki kalem,
elimizi kaldirmadan gibi kavramlara dayamyor)
farkedecektir, matematiksel bir tanim, sureklilik
kavram kullanilarak yapilabilir.

Bu sonucu daha basitlegtirmek ve baska
yuzeylere de genellegtirebilmek 1cin, kapal egri-
muzi uzerine bir kosul daha ekleyerek biraz daha
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ozel segecegiz. Kalemimizin, ayni nokta tzerin-
den tekrar gegmemesi kogulu egrimizi, basit kapah
egri diye adlandirilan egri yapar. Basit kapal bir
egri i¢in yukaridaki iki gozlem Sekil 1’deki sekle
donugtir.

Basit kapah bir egri, dizlemi, biri siirh
(egrinin 1¢i), digeri simrsiz (egrinin dis1) iki
parcaya ayinir. (Diizlemin bu ozelligi sayesinde,
kiimeleri Venn semalari ile gosterebiliyoruz!)

Yukaridaki gozlem apagik goriinse bile
(en azindan matematikgiler igin) kamtlanmasi
gerekir. Bu da (ve biraz daha fazlasi) iinli Jordan
Egri Teoremi ile kamtlanmigtir:

Jordan Egri Teoremi 1. Basit kapal bir egri,
diizlemi, biri simirh, digeri sirsiz iki parcaya
ayirir ve egrinin her noktasina her iki par¢adan
da istenildigi kadar yaklagilabilir.

Biz bu teoremin yalmzca ilk kismu ile il-
gilenecegiz. Bu neredeyse agikar goriinen teo-
remin kamti hi¢ de kolay degildir; ornegin [2]’de
verilen kanmit tam dokuz sayfa uzunlugundadir.

Bagka ylizeyler igin aym sorunun cevabim
aramadan once ayirma konusuna bagka bir agidan
da bakabilecegimizi belirtelim. Diizlemi ayirma-
nin onemi, belli kogullar1 saglayan egrilerin kesi-
secegi sonucunu vermesindedir. Ornegin teorem-
deki bu iki par¢amin birinden baglayip digerinde
sona eren (el kaldirmadan cizilen!) bir egri ilk
¢izdigimiz egriyi kesmek zorunda kalir (parcala-
ra ayirmanin matematiksel tanim bu olacaktir).
Kesigmeyle ilgili su problemi dusiinelim:




Bir dikdortgenin kargilikh kogelerini birles-
tiren egrilerin (egriler el kaldinlmadan gizilmek
ve dikdortgenin iginde kalmak koguluyla) mut-
laka kesistigini gosterin (Sekil 2). Bu “apaqk”
gergek de, kamtlanmasi pek de kolay olmayan bir
onermedir ve “elemanter” bir kamt1, Jordan egri
teoremi yardimiyla yapilabilir.

([1]’deki 6diilli bulmaca da bunun géste-
rilmesine doniigiir, fakat oradaki egriler daha 6zel
(fonksiyon grafigi) olduklarindan gok daha basit
bir kanmit da vardar.)

Simdi basit kapal bir egrinin (dikkat edi-
lirse bu tanim noktalar bir yiizey iizerinde ol-
dugunda da anlamhdir) bagka yiizeyleri de ayirip
ayirmadigi sorusu uizerinde biraz diigiinelim.

Yizey olarak kiireyi gz 6niine aldigimizda
da (Sekil 3) aym sonuca variyoruz, yani

Jordan Egri Teoremi 2. Kiire tizerindeki basit
kapali bir egri kiireyi iki pargaya ayirir.

Bu teoremlerin ikisine de Jordan Egri
Teoremi adi verilir, bunun nedeni, bunlardan
birinden digerinin kamtinin kolayca yapilabil-
mesidir. Bunun igin de, kiirenin bir noktasi
gikarilinca kalan kiimenin diizlemle “ayni” oldugu
gozlemi kullamlir.  Yani duzlemdeki ayirma
ozelligi kire igin de gegerli; fakat bunun bagka
yuzeylerde dogru olmadigini birazdan gorecegiz.

Simdi uzaydaki bagka bir yiizeyi gozoniine
alalim. Torus (veya lor) denen yuzey bir otomo-
bil i¢ lastigi seklindedir (sekil 4).

Bu yiizeyde Jordan Egri Teoremi (biraz
once yazdigimiz gekliyle) yanhstir. Sekil 4’teki

DONMEZ

A egrisi basit kapali bir egri oldugu halde torusu
ayirmaz; ayni sey B egrisi igin de gegerlidir:
fakat (' egrisi, aynen diizlem ve kiirede oldugu
yuzeyi aywrir.  Yani bazi basit kapal egriler
torusu ayiriyor, bazilar1 ayirmiyor. Simdi matem-
atik¢inin aklina dogal olarak gsu soru gelecektir:
"Hangi basit kapali egriler torus yiizeyini ayirr?”
Yanit1 pek kolay olmayan bir soru bu. Yanitim
vermeden once yeni bir kavram tanimlayacagz:
(bir noktaya) biazilebilme. Matematiksel agidan
tam olmayan ama temel fikri veren tanim goyle
yapilabilir: Basit kapali bir egri, eger yavag
yavag, fakat iizerinde bulundugu yizeyin digina
¢ikmadan ve egriyi koparmadan, bir noktaya
biiziilebiliyorsa ona (o yiizeyde) buzulebilen egri
denir.  (Dikkat: biiziilebilir olup olmamak,
egrinin iginde bulundugu yiizeye bagh!). Bun-
larin 6rneklerini kolayca bulabiliriz: diizlemdeki
ve kiiredeki her kapali egri biiziilebilirdir ve torus
tizerindeki C' egrisi biiziilebilir egrilerdir ama
A ve B egrileri (torus tizerinde!) biiziilemez
egrilerdir.  Bu orneklerle Jordan Egri Teo-
remi’'ni kargilagtirdigimizda, Jordan Egri Teo-
remi’nin hem diizlem hem kiire hem de torus igin
nasil genellegtirilecegini tahmin edebilirsiniz.

Jordan Egri Teoremi 3. Dizlem, kire veya
torus tzerindeki basit kapali bir egrinin, o yuzey1
iki parcaya ayirabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
o egrinin (o yuzey uzerinde) buzilebilir olmasidir.

(Dikkat: bu sonug uzaydaki her yiizey igin
gecerli degildir; ornegin silindir lizerinde ¢izili
olan ¢ember biiziilemez fakat silindiri ayirir.)

Jordan Egri Teoremi’ni bagka yiizeylere de,
biiziilebilirlikten biraz daha karmasik bir kavram
kullanarak genigletilebiliriz.  Diizlem, kire ve
torus i¢in bu iki kavramin ¢akigmasi nedeniyle bu
yuzeylerde Jordan Egri Teoremi’nin ifadesi daha
basittir.

Jordan Egri Teoremi’nin ifadesi ve kaniti
pek ¢ok kitapta bulundugu ve bu kitaplar
torus igin olanin kamtinda gereken her teknigi
icermesine ragmen ben bu sekilde ifadesini ve
kamtini heniiz bir yerde gormedim.

Bu gibi sonuglar, matematigin Cebirsel
Topoloji olarak adlandirilan dalinda kullanilan
tekniklerle kamitlanir.  19. yiizy1l sonlarinda
sekilenip c¢ok hizhi bir gekilde geligen ve geo-
metri ve analizde pek ¢ok problemin ¢dziimiinde
onemli rol oynayan, ayni zamanda matematigin
diger dallarimi da etkileyen Cebirsel Topoloji’nin
matematikle ilgilenenlere zevk ve heyecan vere-
ceginden eminim.
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MUKEMMEL SAYILAR UZERINE

Sedat Ilhan *

#

Tammm 1. Bir M pozitif tamsayisinin biitun
pozitif bélenlerinin toplamini G(M) ile ifade ede-
lim. M hari¢ ve 1 dahil olmak iizere, M ’nin
pozitif bolenlerinin toplami M ’ye egit oluyorsa,
M sayisina mukemmel (yetkin) say: denir.

Bir bagka degisle, M pozitif tamsayisinin
biitiin pozitif bolenlerinin (M dahil) toplam,
M ’nin iki kat1 oluyorsa M ’ye miikemmel say1 de-
riz. Buna, 6,28,496,8128, ... gibi sayilarn 6rnek
olarak verebiliriz.

Simdi de bir sayinin miikemmel olmasi igin
hangi kogullar1 tasimas: gerektigini aragtiralm.

(1) M bir asal say1 ise M miikemmel olamaz:
GM)=M+1#2M dir.

(2) M = p? (p asal) ise M miikemmel ola-
maz: G(M)=1+4p+p® # 2p*.

Daha genel olarak, M = p® (p asal ve a
bir dogal say1) ise, M miikemmel olamaz. M ’nin
biitiin pozitif bolenlerinin (M harig) toplam

l4p+pi+ - +p"7 = ";_—11 # p*
seklindedir.

(3) M=p°¢* (pvegqasal, g#pveabeN)
sayist da her zaman miikemmel olmaz, ¢iinki
M "nin pozitif bolenlerinin (M 'nin kendisi dahil)
toplam

GM)=(1+p+p*+p°+---+1°)
(A+g+¢°++ - +d)#2M

olacaktir. Ancak a =1, ¢g=2 ve p=2+1 -1
ozel halinde G(M) = 2M olup bu hal diginda
M miikemmel olmaz. Sonugta M = 2"(2°+! —
1) sayisi, 2**! — 1 asal oldugu zaman daima
miitkemmeldir diyebiliriz:

GIM) = GEMGE-1)

*Dicle Universitesi Matematik Béliimii aragtirma gorevlisi

ntl ]
= =—3 (1+2n+1_1)

= 22"t -1)) =2M.

Hemen su soru aklimiza gelebilir. “Hangi
n’ler igin 2"t! — 1 sayis1 asaldir?” Bu soruya
verecegimiz ilk yamt, “n + 1 asal ise gl |
sayisi asal olur” diye olursa bir yanilgiya varnrz.
Ciinkii bu say1 her zaman asal olmaz. Ornegin,
n tamsayisin 22 olarak alrrsak n + 1 saysi asal
oldugu halde 22%— 1 = 8388607 = 47-178481 asal
olmaz. Boylece de 22%(2% — 1) sayisi miikemmel
olmaz.

S5z konusu olan bu soru, giiniimiize kadar
¢6ziimii yapilamayan agik sorulardan biridir.
Ustelik miikemmel sayilarin sonsuz sayida olup
olmadigi bile agik bir sorudur.

Mersenne sayilar dedigimiz, p asal olmak
iizere, M, = 2P — 1 geklinde yazihp asal olan
sayilar ile miikemmel sayilar arasinda bir iligkinin
var oldugunu soylememiz yanhg olmaz. Ciinki
p = 2,3,5,7,13,...,216091,... degerleri igin
M, 'nin asal, dolayisiyla M = M,p(2P~1) sayinm
miikemmel oldugu bilinmekte, ama p < 216091
digindaki p asal sayilarn igin M, 'nin asal olup
olmadigxs bilinmemektedir. Buradaki Ma216091
sayist 65050 basamakh bir sayidir [6].

Biitiin bunlardan miikemmel sayilarin bir
cogunun ¢ift olduklarimi soyleyebiliriz.  “Tek
miikemmel sayilar var mdir?” sorusuna verecegi-
miz cevap “bilinmiyor” olmakla beraber, bu say1-
lar hakkinda gesitli yaklagimlarda bulunabiliriz.

Tamm 2. Ne 1, ne de M dahil, M sayisinn
biitiin pozitif bélenlerinin toplami M ’ye esit,
veya M ’nin biitiin pozitif bolenlerinin toplami
2M + | oluyorsa, M sayisma bir PMI say-
sidir deriz.  Eger M sayisuun biitin pozitif



bolenlerinin toplami 2M — | oluyorsa M sayisina
bir PP1 sayis1 denir.

Simdi, F(M) = 2M — G(M) ile M ’'nin
bolen farkini tanimlayahm. Bu tanim altinda

(a) F(M) =0 ise M sayis1 mikemmel olur;

(b) F(M)= -1 ise M sayis1 PM1 olur;

(c) F(M)=1 ise M sayis1 PP1 olur.

Yukarida yazdiklarimizdan agagidaki so-
nuglari gikarabiliriz:

1. Eger M bir PM1 sayls1 ise, M bir tek
karedir. Yani, p. ler asal ve p; # 2 olmak iizere,
M= pz"‘ 2ns . -p2™ olur [3].

Bunda.n sonra verecegimiz sonuglarda,
PM1 sayis1 M’yi boyle disiinecegiz.

2. F(L) £ 0ve M = kL (k € Z*) ise,
F(M) < F(L) olur. Ozellikle F(K) < 0 ise,
L’nin higbir kat1 PM1 olamaz [3].

3. Eger N bir PMI1 sayisi ise,

( P1 Ds )(p?-—l.”pg—l
n-1 p,—1 P P

52+_!__<( pl 3o Pa )
ps— 1

saglanir [bf2).
4. M = Np?™, pt N, p asal, ve M bir PM1

sayisl ise,
2N 1 s 2N
F(N) »p F(N)
saglamir. Ozellikle
N 1N
F(N) 3-— F(N)

gergeklenir. Bu sonug, M sayisinin PP1 olmasi
halinde de dogrudur [3].

5. (1,107) arabginda higbir PM1 sayis1 yok-
tur [2].

6. 2’nin her kuvveti PP1’dir, ¢inka M = 2"
ise G(M) = 2"+ — 1 olur ve

F(M)=2M -G(M)=2.2" — (2**!

-1)=1

saglanir.
7. N bir PPl sayis1 ve 2N — 1 asal olmak

lizere, M = N(2N - 1) ise, M mikemmeldir,
cinku
G(M)=G(N)G(2N-1)=G(N)2N=(2N-1)2N

olur ve F(M)=2M — G(M) = 0 saglanir.

ILHAN

Editorin Notu. Yazar, Mersenne sayilar ile
yetkin sayilar arasinda bir iligkinin oldugunu soy-
lemenin yanlis olmayacagim soyliyor. Gergek-
ten de oyle! Oklit ve Euler tarafindan kanitla-
nan ve Mersenne sayilar ile yetkin ¢ift sayilar
arasinda bire bir iligki kuran su teoremin kanita
ve agiklayic1 ornekler [4]’te var.

Teorem. n bir gift tamsayi olsun. n’nin yetkin
olmasi igin gerekli ve yeterli kogul, p ve 2P — 1
asal olmak tizere n’nin n = 2°P~1(2P — 1) seklinde
yazilabilmesidir.

Bilinen en biiyilk Mersenne sayis1 756839.
Sonsuz tane Mersenne sayisimin var oldugu ileri
stirilmesine kargin bu heniiz kamitlanmamg bir
sav. Yetkin say1 tamm M. O. 300 yillarinda OKlit
tarafindan verilmis. Oklit 23 yiizy:l once tiim
yetkin sayilarin ¢ift sayilar oldugunu ileri stirmiis,
ama bugiin hala bir tek saymn yetkin olup ola-
mayacagini bilemiyoruz. Ancak bir tek saymnin
yetkin olmasi igin gerekli kosullar kanmitlanms.
Ornegin, (eger varsa) tek ve yetkin bir sayinin
en az sekiz tane asal boleni olmasi ve en az yuz
basamakh olmasi gerekiyor. Ancak bu sayilar
hakkindaki en garpici sonug Euler’in su teoremi:

Teorem. n bir tek ve yetkin tamsay: ise, p,

q1,.-.,qr asalve p=a =1 (mod 4) olmak tizere
n=piq 2by 25’ .- g2 seklinde yazilabilir.
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FERMAT VE EULER TEOREMLERI UZERINE

UYGULAMALAR

Emre Alkan *
T T T T T T T S T e L A e

Fermat ve Euler teoremlerini daha once
kanitlariyla beraber vermistik [1]. Bu teorem-
lerin kullanihigini sergilemek amaciyla bu yazida
bir dizi uygulama yapacagiz. Bu yazida say1 ke-
limesi tamsay1 anlaminda kullamlacak.

Lemma. (a,m) = 1 olsun. a®* = 1 (mod m)
olacak sekildeki en kiigiik z sayis1 n olsun. a* =
1 (mod m) ise n | k olur.

Kanit. a* = 1 (mod m) olacak sekilde en
kuguk bir z sayisi vardir, ¢iinkii Euler teoremiyle
a®™) = 1 (mod m) oldugunu biliyoruz. Bu
en kiigik say1 n olsun. Bdlme algoritmasiyla

=gn+r (0 < r < n) yazlabilir. Boylece
a* = a®+" = 4" =1 (mod m) elde edilir. n en
kiigiik pozitif say1 oldugundan r = 0, dolayisiyla
n | k elde edilir.

Problem. p bir asal say1 ve (p,m) = 1 olmak
tizere n = p*m olsun. p| 2" —1 ise, p | 2™ — 1
oldugunu gosteriniz.

Coéziim. n = pt olsun.
2P 1= (2P —1)(20 P 4 207D g 2P ),
Fermat teoremiyle 2 = 2 (mod p) oldugundan
p, 2P — 1'i bolmez. Boylece

P i 2(‘—1)}’ + 2("2)P + - 427+ 1.

Kolayca
20-Vp 4 (-2 4 ... 4P 41
21 4224 ...4241=2"-1 (mod p)

oldugundan, p | 2! — 1 elde edilir. Bu sonucu
yineleyerek p | 2™ — 1 elde ederiz.

Problem. n > 1 ise n, 2" — 1’i bolmez.

Coziim. n > 1 ise n asal ¢arpanlarina
ayrilabilir. En kiigik asal ¢arpan p olsun. n =

ptptt .. pE yazalm. n | 2" — I kabul edelim.

* Bogazici Universitesi Matematik Béliimii Sgrencisi

Boylece 2" = | (mod p) ve Fermat teoremiyle
%=1 = ] (mod p) elde ederiz. Lemma ile 2* = 1
(mod p) olacak sekilde en kiigiik k& > 1 sayisi
vardir. k = 1 olamaz; k | n ve k| p—1 olur.
Fakat boyle bir k sayisinin olamiyacag agiktir.

Dolayisiyla n, 2" — 1’1 bolmez.

Problem. ny,ns,...,n; pozitif tamsayilar igin
ng |22 =1, np | 2™ =1, ..., M | 2™ — 1
veng |2 —1ise, my =ng = -+ =ng =1
oldugunu gosteriniz.

Coziim. n; > | olsun. n; asal garpanlarina
aynlabilir. n;’in en kiigiik asal garpanm p; ol-
sun. p; | 22 — 1, yani 22 = 1 (mod p); ve
21-1 = | (mod p); Fermat teoremi sayesinde
yazilabilir. Lemma ile 2¢ = 1 (mod p); olacak
sekilde en kiigiik bir d > 1 sayis1 bulabiliriz. Bu-
radan su elde edilir: byle bir p, asal sayis1 vardir
ki pp | na ve p | pp — 1. Bu akil yiritme
devam ettirilerek soyle bir asal sayilar dizisi bu-
lunur: p3s | n3 ve ps | pa—1, ..., pr | np ve
Pk | pe—1—1. Ve nihayet n; | 2" —1 oldugundan
pr | 2" — 1 olur ve bundan dolay: oyle bir asal
P | ny vardir ki p’ | pr — 1 olur. Boylece
p—1>pa, pp=1>pa, ..., pr—1>p; ve
pe—1 > p' elde edilir. Fakat p’ > p; oldugundan
bu durum mimkin degildir. Dolayisiyla n; = 1
boylece ny = ng = --- = np = 1 elde edilir.

Problem. Bir m pozitif sayis1 veriliyor. M,
28— 2™ — | (k = 1,2,...) seklindeki sayilarmn
kumesi olsun. M ’nin herhangi iki eleman:
arasinda asal bir sonsuz alt kimesi oldugunu
gosteriniz.

Coziim. Istenen alt kiimeyi tiimevarimla ku-
racagiz. Herhangi bir a; € M ile baghyahm.
Kabul edelim ki ilk n say1 ay,as,...,ap, € M
sartim1 saglasin.  apyy igin, (apyy,a;) = 1
(1=1,2,...,n) olmaldir. ay,as,,...,a, eleman-
larinin hepsinin asal ¢arpanlara ayrihginda gegen



asal sayilar py,pa....,p, olsun.

dyyy = 2P =D =) _gm
olarak segelim. Eger (an41,ai) > 1 1se
{1,2,...,7} iginde bir j igin p; | an4 olmahdir.
Kolayca

9(P1=1)(pa=1)(pr—1) = gm L | (mod p,')

elde edilir. Ote yandan 27>=! = 1 (mod p;)
Fermat teoremiyle yazilabilir. Bu iki denklik-
ten 2™ + 1 =1 (mod p;) ve p; = 2 elde edilir
ki bu mumkiin degildir. (ap41,a;) = 1 olur.
Dolayisiyla timevarimla M ’nin boyle bir sonsuz
alt kiimesinin varhg anlagilir.

Problem. (1990 Uluslararasi Matematik Olim-
piyadi) n? | 2" + 1 olacak sekildeki tiim n > 1
sayilarini bulunuz.

Coziim. n? | 2" +1ise n | 2" + 1 olur. n > p
ise 3 | n oldugunu gorelim. n’nin en kuguk asal
arpani p olsun. 22" =1 (mod p) ve 2~ =1
(mod p) Fermat teoremiyle yazilabilir. 29 1
(mod p) olacak gekilde en kiigiik bir d > 1 sayisi
vardir. d | 2n ve d | p — 1’den kolayca d = 2
elde edilir. Dolayisiyla p = 3 ve 3 | n olur.
n=3%d, (d,3)=1ve k> 1alahm. 3 |23k"+1
yazilabilir. Carpanlara ayirma ile

k-1
1= @ [ -2 +1)

t=0

yazilabilir. Sunlan gozleyelim:
93'2d _93'd 4 1 =934 _ 9 =0 (mod 3)

ve 23’4 =2 (mod 9) ise, (—1)¢ =2 (mod 9) olur
ki bu mimkiin degildir. Ote yandan (d,3) =
1 oldugundan 2% = —1 (mod 3) ve 2¢ # —1
(mod 9) olur. Boylece 23" + 1, tam olarak 3¢+!
ile boliiniir. Kolayca 2k < k+ 1 ve k > 1'den
k = 1 elde ederiz. n = 3d geklinde olmaldir.
d > 1 ise d’nin en kiugik asalgarpani p, ol-
sun. Kolayca 2234 = 1 (mod p;) ve »-l=1
(mod p;) Fermat teoremiyle yazilabilir. Ote yan-
dan p; > 5 olmahdir. 2% = 1 (mod p,) olacak
sekilde en kiigiik bir a > 1 sayis1 vardir. a | 6d
ve a | p— 1 oldugundan a = 2, 3 veya 6 olur.
a=2ise py =3 olur. a=3 veyabisede py =7
elde edilir. Fakat her s € Zt igin 71 2* + 1
oldugundan, d > 1 olamaz; d = 1 elde edilir.

n? | 2" + 1 olacak gekildeki tek say1 n = 3 olarak
bulunur.

ALKAN

Problem. a ve b pozitif sayilar igin, 2a — 1,
2b—1 ve a+b asal sayilar iseler, a+b’nin a®+b°
ve a® 4 b sayilarim bolmedigini gosteriniz.

Cozum. (a,a+b)=(b.a+b)=(abja+b)=1 ve
a+b | (a®+b¥)(a®+b°) = a0 +b*+P 4 (ab)® +(ab)®
olur. a > b ve Fermat teoremiyle

a4 =a+b=0 (mod a+b)

kabul edebiliriz. Kolayca (ab)*~* = —1 (mod a+
b), yani (ab)>*=2* = 1 (mod a + b) elde edilir.
Ote yandan yine Fermat teoremiyle (ab)e*s-1 =
I (mod a + b) olur. (ab)? = 1 (mod a + b)
saglayan en kiigiik bir d sayis1 vardir. d = 1 ise
ab=1 (mod a +b) ve (ab)*~" =1 (mod a +b)
olur ki bu miimkiin degildir. d | 2a — 2b ve
d | a+ b— 1'den kolayca d | 2(2a — 1) ve
d|2(26—1), 2a—1 ve 2b— 1 de asal oldugundan
d = 2 buluruz. (ab)2=1 (mod a+b) ve ab# 1
(mod a + b) oldugundan ab = —1 (mod a + b).
yani a + b | ab + 1 elde edilir. Ote yandan
a+b|a?+ab, a+b|(a—1)(a+1), ve a+b asal
oldugundan a+b|a—1 veya a+b|a+1 elde
edilir ki her iki durum da miimkiin degildir.

Problem. a,m pozitif sayilar icin o = 1 ve
T,41 = @™~ olacak gekilde bir z, dizisi tanim-
laniyor. Oyle bir N pozitif sayisinm varhgini
gosteriniz ki N < h <k igin ) = ) (mod m)
olsun [7).

Coziim. (a) = {a,a?,a3,...} kiimesi (mod m)
de periyodik olur. Periyot uzunlugu b olsun. Bu
kiimede periyodik olmayan terimler olabilir, ama
belli bir sinirdan sonra kiimenin kendisi periyodik
olmaldir. Belli bir a* 'den sonra

Zy =a" ve Ty = a®

oldugundan r, = z; (mod m) ancak ve ancak
Thoy = Tr—) (mod b) elde ederiz. (a,m) > 1
ise a® = |1 (mod m) olacak gekilde bir z pozitif
sayisi yoktur. Boylece b < m olur. Ote yan-
dan (a,m) = 1 ise, Euler teoremiyle a®™) = 1
(mod m) olur ki bundan yine b < ¢(m) < m
elde edilir. Dolayisiyla bu akil yiiriitme tekrar-
lanarak, elde edilen modiil tabanlan azalan bir
dizi olugtururlar. Sonlu sayida adimdan sonra
(diyelim ki t’yinci adim) zp_¢y = zx—¢ (mod 2)
egdeger kogulu elde edilir. Fakat (mod 2)’'de
dizinin tim terimlerinin, zo terimi harig, denk



ALKAN

olacag agiktir. Eger N sayisi, N > ( olacak
sekilde segilirse istenen N < h < k icin x) = 7
(mod m) elde edilir.

§imdi N < h <k ve z;, =z (mod m)
olacak gekilde bir N bulmak istiyoruz. Azalan
bir modiil dizisi bulduk. Boylece (mod 2)’ye
indirgeme en fazla m adimda biter. Fakat her
adimda bir sonraki modiile gecebilmek icin bazi
sartlar vardir. Th = z¢ (mod m) ise zp_y =
Ti—1 (mod b), @' =&’ (mod m) ve i < j olacak
sekilde en kiigiik say1 i ise, z3_; > i olmalidir ve
bu sart her adimda olmalidir. Elde edilen azalan
modiil c_lizisi b,by,bs, ..., b, olsun. Her defasinda
a' = a’ (mod b;) ve i < j olacak sekildeki en
kigik 7 sayisi igin i < b; < m olur. Simdi
baglangi¢ igin zp,’yi zp = a®*
a"' > m olacak gekilde bir z sayisi bulabiliriz.
Indlrgeme en fazla m adim surebllecegmden (her

olarak segebiliriz.

adimda bir a eksiliyor), z;’yi z; = a° = a"“v
olarak segeriz. h—1 = z 4+ m olacagindan
N =z +m+ 1 almak igimizi gorir.

Problem. a,b pozitif sayilar ve p asal olmak
uzere, a? = b? (mod p) ise, a? = b? (mod p?)
oldugunu gosteriniz.

Coziim. Fermat teoremiyle a? = a (mod p) ve
b? = b (mod p) oldugundan, a = b (mod p) ve
p|a—b elde ederiz.

a? — b’ = (a—b)(a”_1+a”'2b+---+ab”'2+bp‘1)

ve i = 1,2,...,p igin aP~ip"! = P! = |
(mod p) oldugundan,

af — b?

a—=b

Dolayisiyla a? = b (mod p?) olur.
Burada (a,p) = (b,p) = 1 oldugunu kabul ettik.

Eger p|a ve p|b ise p? | a? — b olur ki p > 2
oldugundan yine a? = b* (mod p?) elde ederiz.

D

elde edilir.

Simdi Euler teoreminin bir genellemesini
verecegiz. Once bir Lemma.

Lemma. n pozitif sayisinin pozitif bir béleni d
ise, n — ¢(n) > d — ¢(d olur.

Kanit. Sol taraf n ile ortak asal béleni olan
sayllarin sayisidir. Sag taraf da aymgekilde be-
lirtilebilir. d | n oldugundan d ile ortak asal
boleni olan bir sayinin, n ile de ortak asal boleni
olacaktir.

Teorem. Herhangi a ve m pozitif sayiari i¢in
a™ = a™ %™ (mod m) olur.

Kamt. m | a™=%™)(a®™) — 1) oldugunu gore-

cegiz. m = p* --p,‘_"q‘]a’ ---qf" olacak sekilde
carpanlara ayirahm. Burada p,,ps, ... ,Pr, a’nin
da asal bolenleri olsunlar t € {1,2,...,k} igin

Euler teoremiyle a®(9") — 1 | a®(™) _ | ve a" |
aal) _ oldugundan, qﬁ' | g™ #m)q#(m) . 1)
elde ederiz. Simdi bir p{* alalim. p{* | a™~¢(™)
oldugunu gosterecegiz. p; | a oldugundan a; <
m — ¢(m) oldugunu gormek yeter. Lemma ile
m — ¢(m) > pf — é(pf) = p™ ! elde ederiz.
pi > 2 oldugundan 2*~! > a; oldugunu gérmek
yeter. n > 1 i¢in 2"~! > n oldugu tiimevarimla
gosterilebilir.

Su sonucu daha once gostermistik [2].

Teorem. Tamsay: katsayili, sabit olmayan bir
p(n) polinomu, belli bir sinirdan sonraki her n
sayisi i¢in asal olamaz.

Bu sonucu benzer daha ilging bir teoremi
gosterecegiz.

Teorem. 1<a; <az<---< a,, tamsayilar ve
Qj(z) ler tamsay1 katsayili polinomlar olsun.

f(n) = Qi(n)al + Q2(n)ali + --- + Qm(n)al,

ise, f(n) sonsuz sayida tamsayr n igin asal
degerler almaz. (n — oo iken f(n) — oo oldugu
kabul ediliyor.)

Kamt. Tersine f(n)’nin belli bir sinirdan sonra
hep asal oldugunu kabul edelim. f(n) - oo
oldugundan dyle bir n bulunabilir ki p asal ol-
mak lizere, f(n) = p > a,, olsun. Her k tam-
sayist igin Q;(n+kp) = Q;(n) (mod p) oldugunu
biliyoruz. Ote yandan (a;,p) = 1 oldugundan,
Fermat teoremiyle a?™' = 1 (mod p) yazabili-
riz. Bu iki sonucu ayn1 anda kullanabilmek icin,
f(n+ kp(p— 1)) sayilarina bakilirsa,

f(n+kp(p~ 1) = f(n) (mod p)

oldugu goriiliir ki f hep asal kabul edildiginden,
f(n+ kp(p — 1)) = p elde edilir. Bu ise n — 0o
iken f(n) — oo olmasiyla celigir.

Simdi Fermat teoreminin tersinden bahse-
decegiz. a,m pozitif sayilan igin, a™~! =
(mod m) ise m asal olur mu? Bunun her zaman

dogru olmadigin gorelim.



Teorem. a pozitif bir sayi ise, a™~! = 1
(mod m) olacak sekilde asal olmayan sonsuz tane

m sayist bulunabilir.

Kamt. (a,p) = 1 olacaksekilde bir p > 3 asal
sayisi alalim.

a? — | (a”—l a? + 1
m = =
a? -1 a—1 a+1
olsun: m asal degildir. Kolayca, a? = 1
(mod m) olur. Eger 2p | m — 1, egdeger olarak

2p(a® = 1) | a®(aP~! = 1)(a®~ 1 + 1)

olmasmmi saglarsak teorem kanitlanmg olacak.
Fermat teoremiyle, p | a?~! — 1. Ote yandan
p— 1 ¢ift olacagindan a* —1 | a?~! =1, ve p
lizerine p{a? — 1 sart1 da getirilirse, p(a® — 1) |
a?~'—1 elde edilir. 2 | a®(aP~1+1 oldugu agiktir.
pt a(a® — 1) olacakgekilde sonsuz tane p se¢imi
bulunacagindan teorem elde edilir.

Tanim. a™~! =1 (mod m) ve m asal olmaya-
cak sekildeki m sayilarina yalanci asal denir.

Su sonug Fermat teoreminin tersi olarak
kabul edilebilir.

Teorem. a™~! = 1 (modm), z < m—1 ve
(

r|im—1 igin a® # 1 (mod m) ise, m asaldir.

Kamt. a® = 1 (mod m) olacak sekilde en
kiigiik bir d says1 vardir. d | m — 1 olacagindan
d = m — 1 olmahdir. Ote yandan (a,m) =
1 oldugundan, Euler teoremiyle a®™ = 1
(mod m) yazilabilir ve kolayca m—1 | ¢(m) olur.
Fakat ¢(m) < m — 1 oldugundan ¢(m)=m -1

olur ki bu m’in asal olmasi demektir.

Problem. n > 3 bir tek say1 olsun. p| 29" —1
ve p t n olacaksekilde bir p asal sayismun var
oldugunu gosteriniz [5].

Cozum. n = pll“;pg2 ...pkr ve p;’ler asal olsun.

pbi o= 1) (e = 1)

olur. 2(P1=1)(pr=1) _ | sayisini ele alahm. Bu
saymin pi,pz,...,pr sayllarindan farkh bir asal
boleni oldugunu gosterirsek,

o(n) = p*'py -

2(1’1—1)"'(pr"1) -1 2¢(") -1

olacagindan problem sonuglanmg olur. Eger her
i = 1,2,...,r igin p; > 5 saglanirsa, kolayca
3| 2pr=1(pr=1) _ | elde edilir. Bu halde igimiz
biter.

ALKAN

Oteki durumda genelligi bozmadan p; = 3
kabul edelim. Elimizdeki say: 22(p2=1)(p-=1) ]
olur; veya n sayisinda 3’ten bagka asal say1 yok-
tur, yani n = 3% *tiir.

22(P2—1)"‘(Pr—1) - 1=

(2(pz—l)---(Pr-l) — 1) (z(m—l)mlpr—l) + 1)

— - -
- - -

a b

ve (a,b) = 1 olur. Ote yandan Fermat teo-
remiyle paps---pr | a elde edilir. b =2 (mod 3)
oldugundan 3 { b. Ayrica i = 2,3,...,7 igin
pi | @ oldugundan, b sayisiin yeni bir asal bolene
ihtiyaci vardir: pr4; | b. Kolayca pry1 | 2¢(n) — 1
ve pr41 {0 olur.

n = 3* durumunda ise, k > | ise

g#(n) _ | =923 |

olur. k > 2ise 7|2%™) —1 ve T{n elde edilir.
k = 1 ise n = 3 olmak iizere problemin garti
saglanmaz. Dolayisiyla n > 3 olan her tek n
sayisi igin p | 2¢(") — 1 ve p{n olacak sekilde bir
p asal sayisi vardur.

Fermat ve Wilson teoremleri ayni teoremde
birlestirilebilirler [3]:

Teorem. (Leo & Moser) Her a pozitif sayisi ve
p asal sayisi igin p | (p— 1)!a? + a olur.

Kamt. (p— Da? +a = —a? +a =0 (mod p)
Fermat ve Wilson teoremleriyle elde edilir. Ter-
sine her a igin p | (p—1)!a” + a ise a = 1 alarak
p| (p—=1)!+1 Wilson teoremiyle elde edilir.
Boylece p | (p — 1)!a? + a? ve p | a? — a elde
edilir ki bu da Fermat teoremidir.

Not. [1]’de sondan bir 6nceki teoremde ¢(ab) =
#(a)p(b) oldugunu gosterirken nasil ¢(ab) <
d(a)p(b) elde ettigimizi belirgin bir gekilde soyle
gosterebiliriz: (z,ab) = 1 ise (z,a) = (z,b) = |
olur. Su halde £ = r; (mod a) ve ¢ = s;
(mod b) yazilabilir. (a,b) = 1 oldugundan Cinli
Kalan Teoremi’yle bu sistemin bir z ¢oziimii
vardir ve z, a ve b’nin lineer kombinasyonu
olarak yazilabilir. z = 1 (mod a) ve x 0
(mod b) denkliklerinden = = bt ve bt = 1
(mod a) olacak gekilde bir t bulunabilir, ¢iinku
(a,b) = Ddir. (t,a) = 1 oldugundan ¢t €
{ri,72,...,T¢(a)} - Benzer sekilde r = 0 (mod a)
ve z = | (mod b) denkliklerinden z = at’ ve
at’ = 1 (mod b) olacak sekilde bir ¢’ bulunabilir;
(¢',b) = 1 oldugundan t' € {51,521 84(8)}-



Simdi 8¢ = 1 (mod a), t' =0 (moda), t =0
(mod b) ve at’ =1 (mod b) denkliklerinden

at's; =0 (mod a)
(lllsj' =55 (mod b)

btr; = r; (mod a)
btr; =0 (mod b)

bulunur. Bunlar taraf tarafa toplanarak btr; +
at'sj = r; (mod a) ve btr; +at's; = s; (mod b)
elde edilir. Kolayca (tr;,a) = 1 ve (t's;,0) =1
oldugundan, r = as; + br; bigiminde yazilir ve

¢(ab) < é(a)g(b) olur.

Gene [1]’de Euler Teoremi’nin 3. kanitinda
M’nin bir grup oldugunu gozlemeye caligtik.
(a,m) =1 olan her a igin azo = 1 (mod m) ola-
cak gekilde bir zo bulup z¢ = zp (mod m) alarak
20 = a”' dedik. Burada (z9,m) = 1 oldugu be-
lirtilmelidir. (zo,m) = 1 oldugundan (zg,m) = 1
oldugu agiktir. Ters elemanin varhi yetmez, o el-
emanin ayrica M ’nin bir elemani olmasi gerekir.
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PROBLEMLERLE EGLENELIM (MI?) (III)
e e T e e e e e R e OF R e PR v e T e e e oy e

1. Bir saymnin 7, 11 veya 13 ile boliinebilmesi
igin gerekli ve yeterli kogulun sayinin ba-
samaklarin1 sagdan baglayarak ii¢lii grup-
lar halinde sirayla bir toplaywp, bir ¢-
kartarak elde edilen saymn 7, 11 veya
13 ile boliinebilmesi oldugunu kamtlayiniz.
Ornegin, N = 48286615 alalm; 48 — 286 +
615 = 377 ve 13| 377 oldugundan, 13 | N
dir. fakat 7f N ve 11{ N olur.

2. Bir saymin 10* + 1 ile bolinebilmesi igin
gerekli ve yeterli kogulun saymin basamak-
larini sagdan aglayarak k’lh gruplar halin-
de sirayla bir toplayip, bir gikartarak elde
edilen saymnin 10% + I ile boliinebilmesi
oldugunu kanitlaymz. Ornegin, 7 — 55 +
48 = 0 ve 101 | 0 oldugundan 101 | 75548.

3. (a,b) = 1 olmak iizere, bir saymmmn ab ile

boliinebilmesi igin @ ve b ile boliinebilmesi-
nin yeterli oldugunu gosteriniz.

4. M, su kosullar1 saglayan n x n matrislerin
kiimesi olsun:

(i) Birim matris [ € M.

(i) A, B € M 1se, ya AB € M veya
—AB € M; fakat aym anda AB ve —AB,
M ’de olamazlar.

(i) A,B € M ise, ya AB = BA ya da
AB = —-BA.

(ivy A€ M ve A# 1 ise, AB = —BA
kosulunu saglayan en az bir B € M vardir.
M kiimesinde n? tane matris oldugunu
kanitlayiniz.

5. Burhaniye’de hi¢ kimsenin 13.000’den faz-
la sag teli yoksa ve orada 13.000’den fazla
kigi yagiyorsa, orada en az iki kiginin sag
tellerinin aym sayida oldugunu kamtlayimz
[1].
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36. ULUSLARARASI MATEMATIK OLIMPIYADI

TAKIM SECME SINAVI

Derleyen: Ali Doganaksoy *

e o D e L R = e B A R = S e

3. Ulusal Matematik Olimpiyad: 1. Asama
Smavi 29 Nisan 1995 tarihinde yapildi. 799
lise ve ortackul ogrencisinin katildiga bu sinav
sonunda 40 ogrenci Arahk aymda yapilacak
olan 2. Asama Sinavi’na katilmaya hak kazandi.
Bunun yanisira, 41 6grenci ulusal ve uluslararasi
matematik olimpiyatlarina hazirlama kampina
katilma hakkini elde etti.

13-23 Temmuz 1995 tarihleri arasinda
Kanada’'da yapilacak olan 36. Uluslararasi Ma-
tematik Olimpiyadi’'nda tlkemizi temsil edecek
olan ulusal takim, 15-16 Nisan 1995 tarihlerin-
de yapilan sinav sonucu belirlendi. Bu olimpi-
yatta yarigacak takimmzi olugturan ogrenciler
Halil Bayrak, Ethem Canakoglu, Mehmet Ek-
mekg¢i, N. Aytek Erdil, Caner Kazanci ve Bayram
Yenikaya’dir.

Asagida takim se¢me siavinin sorular yer
almaktadir.

Birinci Gin, 15 Nisan 1995

1. b > a olmak uzere verilen a,b gergel
sayilar1 igin agagidaki sistemin tiim ¢oziimlerini
bulunuz.

£+ 2az, + 0% = 1y
rg +2azx, + b = 3
zl_ 42z, 1+b = z,
1,2, +2az, +b° = =

*ODTU Matematik Boliimii 6gretim iiyesi

2. n pozitif bir tamsayr olmak uzere,
o(j) > j kosulunu saglayan tam olarak iki j’nin
bulundugu ¢ : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}
permiitasyonlarinin sayisin1 bulunuz.

3. Bir ABC eskenar tggeni veriliyoﬂr.
Bu iiggenin O merkezli gevrel g¢emberinin AC
(kiigiik) yay: iizerinde A ve C’den farkh bir D
noktasi aliniyor. D’den BC ve AC dogrularina
indirilen dikmelerin ayaklari sirayla £ ve F ol-
mak tizere, EF ile OD nin kesim noktasinin ge-
ometrik yeri nedir?

Ikinci Giin, 16 Nisan 1995
4. ABCD digbiikey dortgeninde (EB =

40°, CAD = 30°. DBA = 75° ve DBC
25°’dir. BD(C’yi bulunuz.

5. Asagidaki onermeyi ispatlayimz:

Her a pozitif tamsayisi igin n | a” —n <= n’nin
her p asal béleni icin p?tn ve p—1|n—1.

6. {z,} gercel say1 dizisi
=1, Tny) = Ty +.’I:'ll/3 (n>1)

bigiminde tamimlaniyor.

. Tn
lim — = 1
n—oo an

olacak sekilde a ve b gergel sayilarimn varhgim
gosteriniz.



PROBLEMLER VE COZUMLERI

ALISTIRMA PROBLEMLERI

Al111. 999999999 sayisim1 hangi say: ile
carptigimizda, tiim rakamlari 1 olan bir say1 elde
ederiz?

Al112. a,b > 0 gergel sayilar igin

\/¥+\/¥2«/&+\/5

oldugunu ispatlayimz.
Al13. Bir ABCD dortgeninde |AB|

|AD|, CAB = 3C‘AD ABC = 2ACB ve
[BC| > |AD| ise, ACD’ yi bulunuz. (Ergin
Yaranert)

Al14.

1
—————= sayisim /a + b
V99 + 70v/2

gseklinde ifade ediniz. (Cuma Arslan)

A115. n > 2 bir dogal say ise,
1 1 1
2—2+§++ E <

oldugunu ispatlayiniz.

n—1

n

YARISMA PROBLEMLERI

Y111. ABC iig¢geninde 4\: 45° ve B =
75°’dir. AB kenan tlzerinde ACP = 15° ola-
cak gekilde bir P noktas1 alimyor. |PB| = 2|AP|
oldugunu ispatlayiniz.

Y112, (z+ 1)(z + 2)(z + 4)(z + 5) =
(z+1)24+(2+2)*+(2+4)*+(z+5)* denkleminin
gergel koklerini bulunuz.

Y113. a,b,c,d pozitif gergel sayilan ve-
riliyor. Kenar uzunluklar1 /a2 + b2 + d2 + 2ab,
Va? + ¢ + d? + 2cd, /b% + c? olan bir liggenin
alaninin, a,b,¢,d cinsinden rasyonel ifadesi bu-
lundugunu gosteriniz.

Y114. O merkezli ve r yarigaph ¢cemberin
tizerinde ve iginde kesl§meyecek gekilde [AB]
cap1 ve [C'M] kirisi giziliyor. ACM + BM("yl
hesaplayiniz.

Y115. ABC iiggeninin gevrel ¢ember
yarigapl R, icteget cember yarigapi r ve ortik
uggeninin i¢yarigapi p ise,

(1+r)?
<]1-
P 3

egitsizligini ispatlayiniz. (Turgay Ugkan)
(Bir tiggenin ortik uggeni, kogeleri kenarlar
izerindeki yukseklik ayaklar: olan uggendir.)

COZUMLER
A101. ABC iiggeninde [BR] ve [CS]

sirasiyla [AC) ve [AB] kenarlarina ait ytiksek-
liklerdir. f;—g'[ = cos A oldugunu gosteriniz. (C.
Alparslan Ertug)

- ie i BR sc y
Cozim. sinA = ,ﬁ-‘[ = hﬁ, cos A =

AR| _ |AS] .
AB‘I = iAC‘ ile

ISRI> = |AS]® + |AR|? — 2|AS||AR| cos A,
|AR]> = |AB|* —|BRJ?,
|AS]> = |ACP? - |CSP
bagintilarindan
|BR| = |AB]|sin A,
|AR| = |AB|cos A,
|CS| = |AC|sin A,
|AS| = |AC|cos A
yazilir. Bunlardan
|AR|*> = |AB|* - |AB|?sin® A = |AB|? cos® 4,
|AS|? = |AC)|?cos® A,

ve buradan da |AR||AS| = |AB||AC|cos* A bu-

lunur.

|AC|? cos? A + |AB|? cos® A

— 2|AB||AC| cos? A cos A
= cos’ A(|AC|*+|AB|*~2|AB||AC)| cos A)
= |BC|cos® A

ISR|? =

oldugundan, I%% = cos A elde edilir.
(Cozenler: Nuran Aysal, Atasajun
Baykal, Alper Cay, Hasan Denker, Zafer Dumlu,
Murat Ergunal, Erol Gedikli, Muammer Keles,
Seyhun Kesim, Levent Kogoglu, Batur Orkun,



Osman (jzkurt.
Ruhi Tabur,

Gultekin Polat, Melih Sertag.
Al Tombak, Turgay Uckun. Nazum

Utku, Ergin Yaraner. Ugur Yidiran. Recep
Zrthni)

_A102.  ABC iggeninde ABC = 30°
ve ACB = 40°'dir. [AC] kenan iizerinde

MBC = 20° olacak sekilde bir M noktasi ve
(BM] dogrusu iizerinde de OCB = 10° olacak
sekilde bir O noktasi alimyor. O’dan [BC]’ye
cizelen dikme [43} yi N noktasinda kestigine
gore NMO=NMB’ yi bulunuz. (Dinger Giler)

Coziim. M’den [OC)’ye cizilen dikme
[OCT'yi Q ve [ON]’yi P’de kessin. PQC ve
PRC aqlari [PC] kenarim aym aq1 gérdiikle-
rinden PQRC bir kirigler dortgenidir. Buradan
RPQ = 10° b_l_l_l_l\lnul'. @, OC’nin orta noktas:
oldugundan, QPC = 10°'dir. Ayrica BNP =
BMP = 60° oldugu igin, PBNM bir kirigler
dortgeni ve BPN = NMO olur. Ote yandan
PBOC" bir kirisler dortgenidir, cunku OPC =
()B( = 20°. Dolaywsi ile OPB = OCB = 10°
ve NMO = 10° bulunur.

(Gozenler:
Denker,
Yaraner:.)

Atasagun Baykal,
Erol Gedikli, Batur Orkun,

Hasan
Ergun

A103. Bir dikdortgenin paralel iki ke-
narinin her biri m esit pargaya boliiniip karsilikhi
noktalar birer dogru pargasi ile birlegtirilip m
tane dikdortgen elde ediliyor. Bu sekilde, ug
noktalar1 kogeler olan g¢izilimig biitin dogru
parcalarinin sayisini bulunuz. Bu saymin tam
kare olup olmadigini arastiriniz. (Hiseyin
Demar)

Coziim. Dikdortgenin  [AB] tabam
uzerinde n + 1 tane ’kose’ oldugundan, bunlar

ug kabul eden dogru pargalarinin sayisi (”;1) =

w olur. [C'D] tust taban i¢in de ayni say
bulunacagindan toplam (n + 1) elde edilir. Bu
saylya, tabana dik olan n+ 1 dogru ilave edilirse
nn+ D +n+1=(n+1)? bulunur.

(Cozenler: Atasagun Baykal, Alper Cay,
Erek Gokturk, Nazun Utku.)

A104. p(x) bir polinom ve q(z) =
p(z) + 1 olsun. [p(z)]*" + [¢(z)]" — | polinomu-
nun p(x)q(z) ile bolinebildigini gosteriniz. (M.
Sahin)

Coziim. = [P(z))*™ +[p(z)+ 1]" =1
diyelimm. A(z)’in p a:)q(.r) ile boliinebilmesi igin
p(z) ve q(z) ile boliindiigiinde kalan 0 olmaldir.

plr) = 0 yazahm; A(x)|, ;=0 = 0 olur, yam
A(r), p(x) ile bolimebilir.  g(r) = 0 (yam
p(r) = —1) alirsak. A(x)],r,—1 = 0 olur. yan

A(z), q(z) ile bolunir.

(Cozenler: Atasagun Baykal, Alper (ay.
Hasan Denker, Erol Gedikli, Namik GGok, Seyhun
Kesim, Levent Kogoglu, Batur Orkun, Osman

zkurt, Ruhi Tabur, Ali Tombak, Nazim Ulku,
Ergun Yaraner, Ugur Yildiran.)

A105. ABC iiggeni iginde bir P noktasi
alimyor. BPC, CPA, APB iiggenlerinin cevrel
cember yarigaplar sirasi ile R, Ry, R. ise,

3\/_\/RRz R, k.

oldugunu ve esitlik icin tiggenin egkenar olmasi
gerektigini gosteriniz. (Dinger Akay)
Cozium. ABC' iiggeninin alam S olsun.
BPC = = 0bs, CPA = ay, APB = a. diyelim.
Once sin Asin Bsin C < —;C oldugunu
gosterelim.

1
!>

Alan(ABC) <

cos A + cos B + cos

= Z(COS2 ; + cos? g + cos? %) =
A B c
% > cos? 7 + cos? 7 + cos? 3

yazihir. Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsiz-
ligi kullamlarak

N _ [/ LA , B . C\°
(Z) > (cos —2—+cos 7+cos E)
> 27 cos® %cosz l; cos® %,
3 r,A !
427 > cos” Ecoszgcoszi,
3\ﬁ > cosAco B(‘os o
8 - 2 2 2
ilB+(1 co B+(7+60<B_(')
= sin S 0
2 2 2 2
1 . B+C B+ C
= = S
2sm 5 co 5
+ls. B+(,'COQB—('
STy 8T
= sin(B + C)[sin B + sin (]
= sin Asin Bsin (!
ve v
sin A'sin Bsin (" < T (1)



elde edilir.

Simdi de sina;sinaysina, < 5‘8@ ol-
dugunu gosterelim.
Q =sina; +sinay +sina, =
o - Qgp Qg o + « 0, —
2sin — cos — + 2sin y. 2 cos L -
2 2 2 2

yazilir. 5‘% +

% = 180° oldugundan

. cos ¥ +
e T 2
o
snle o gyt
2 2
saglanir. Bu degerleri yerine yazinca
. O ay o, [P Oy —
Q=—-2sin — cos ¥ + 2sin — cos L—2=
2 2 2 2
.« Qy — v Oy, +
=2sin — ( cos -2 2 — cos 2 z
2 ( 2 2
.« « o
=2sin —=2sin —¥ sin —2
2 2 2
Qy |
2 2 2

elde edilir. %= + %% + %2 = 180° oldugundan
bu agilar bir 1 ucgenm ic ac;llarldnr Dolayisiyla (1)
geregince

ay 3V3.

[
sm—sm—sm—— < —

2 2 2 8
Bu esitsizlik son ifadeye monte edilirse

Q =

< T PR
4sm7sm—ysm—

2 2
V53
- 8 2
bulunur. Aritmetik-Geometrik Ortalama Egitsiz-
ligi’'nden

27Q)

(sin az + sin ay + sin v, )?
. (28)
- 8

3V3

sin ez SIn @y sin @, = = (2)

IN

ve

elde edilir.
Artik problemi ¢ozebiliriz. (1) ve (2)’den
2
. . 3v3IN°©
sin A sin Bsin C'sin a, sin ay sina,; < (T\/_) .
ve buradan

27 1
sin Asin Bsin (' < —
64 sin o sin ay sin a;

bulunur. sinA = 5%, sinB = Tbﬁ sinC' = 5%,
sinay = - Sinay = E'fr. sinqg = Q—Ck—:
x v
degerleri yerine yazilirsa,
abe & 27 1
B8R~ 643 a;cn ‘
zilylity
2p2.2
a‘béc 27
— < RR R
16R2 — h

elde edilir. S =

dbl' - . e ..
4k oldugu gozoniine alinirsa

S< M\/RR,R,_,R‘,

sonucuna varilir.
(Cozenler: Atasagun Baykal)

ret — for tet dt
Y101. L = Ilim
z—0 ¢eT ginx —fo etsint dt

limitini hesaplaymiz. (Hasan Kullap)
Co6ziam. % belirsizlik hali s6z konusudur.
L’Hospital kural uygulanarak

T + re® — xe®

L = lim - -
r—0e¥sinx +efcosz —efsine
I
T rz—0efcosz
bulunur.
Cozenler: Atasajun Baykal, Alper (ay.

Guler (Cavugoglu, Hasan Denker, Erol Gedikl,
Namik Gok, Kerem Gingor, Leveni Kogoglu,
Osman O:zkurt, Ruhi Tabur, Ali Tombak, Emre
Topaloglu, Nazm Utku, Naim Uygun, Ergin
Yaraner:, Ugur Yildiran.)

Y102. ABCD karesinin [BC] kenan
tuzerinde BAE = 7.5° olacak sekilde E noktasi
isaretleniyor. tan(ADFE)’yi hesaplaymz. (Cuma
Arslan)

Coziim.  Karenin kenar uzunlgunu I
alalim. |E(| = x olsun. ADE = DEC olup,
t,an(ADE) L olur.

. o
t.an(l.")o) = M
1 —tan?(7.5°)’
3-1
tan(15°) = tan(45° — 30°) = £+ l



oldugundan

V3-1_ 2l-x) _
3+l 1-(1-2)°

ve buradan (V3 - 1)z® - 432 +2(vV34+1)=0

denklemi elde edilir. Denklemin kokleri

/3B _ 2(V3£VR)
T2 = \/3-—1 = \/ﬁ—l

dir. z; > 1 ve 23 < | oldugundan, z =
yazilir. Buradan da

1. V3-1 _ (V3-1)(V3+2)
z AVI-V2) 2

elde edilir.

(Gozenler: Atasagun Baykal,Alper Cay,
Hasan Denker, Erol Gedikli Namik Gok, Erek
Goktirk, Seyhun Kesim, Levent Kogoglu, Balur
Orkun, Osman Ozkurt, Ruhi Tabur, Ali Tombak,
Turgay Ugkan, Nazim Utku, Naim Uygun, Ergun
Yaraner, Ugur Yildiran, Recep Zihni.)

_ 2l -7)
r(2-1z)’

2(V3-V2

3-1

Y103. ABC iiggeninde ig teget gember
[BC], [AC], [AB] kenarlanna sirasi ile K, M, L
noktalarinda degmektedir. Bu kenarlarin orta
noktalari da sira ile P, R,S’dir. [KP], [MR] ve
[LS] dogru pargalarinin orta noktalarida X,Y, 2

1se
Alan(XYZ) 3R+2r

Alan(ABC) _ 16R

oldugunu gosteriniz. (R, cevrel ¢emberin
yarigapl; r, igteget cemberin yarigapidir.) (Ergun
Yaranert)

Coziim. 2u = a+b+c ve S = Alan(ABC)
diyelim. |[MA| = |AL| = v —a, |BL| = |BK]| =
u—bve |[KC|=|CM|=u—c’dir.

. a_c—b
|RK| = u—b—a— 7
-b
IRX| = IXK|=——.
1BX| = 2a+c—b’
4
2a—c+b
XC| =
|XC| YR
a—=c¢
MR| =
| | 2 Al
IMY| = YR = ~—,
cY| = 2"+:‘“,

Wb—a+c

VAl = —
) a—2b
ISL] = 7
. _ a—0b
2c+a-0b
|BZ| = 2 )
2c—a+b
|ZA] = 3
olur.
|
S = Eacsm(B),
1(2 +—b)(2c+a-0b) . -
Alan(BXZ) = 5( "+4‘ ) (e - ) in(B)
esitliklerinden
y > —0)(2 -b) .
Ala(Bxz) = 2ot€ féfw”“ )s,
ve benzer gekilde ( (25 )
2a —c+ +a-—c) ,
= S,
Alan(CXY) T6ab
_ (2b—a+c)(2c—a+b)s
Alan(AY Z) = T6be
olur. Ayrnca XYZ, BXZ, AYZ, ve CXY

ticgenlerinin toplam alam S’dir.  Yukandaki
esitlikleri kullanarak ve gerekli sadelestirmelerle,

3abc(a + b+ c) + 1652

Alai(XYZ] = Hetdatbeo)
oo
e
bulunur.

= ﬂ_ (a+b4+0c)r
“ T 4R 2
oldugundan

Alan(XYZ) 3R+ 2r
Alan(ABC) ~  I6R

elde edilir.

Cozenler: Atasagun Baykal,
Denker, Erol Gedikli, Ruhi Tabur.

Hasan

Y104. ¢ : R — R tiirevlenebilir bir
fonksiyon olnak tizere, her x € R igin

4rh

2 - % s
p(x+h*+h)=p(x-h"=h)+ 2 4 1995



esitligi saglamyor. (0) =

0 1se (1) degerimi
hesaplayimz. (M. Sahin)

Cozim 1. » = § ve h = —14v3
alinirsa, h? = 2—_255 ve h2 + h = — oldugundan,
r+h?+h=1vezr—h?_}) =y olur Boylece

o) = p(0) + ADEPD) 43—
-+ 1995 7981
bulunur.

Cozim 2.

',o(.r-i-hz-i-h)-—cp(:c-—hz—h)_ 4z
h T x2 41995
ve buradan
2 —_—

. 1)(¢(r + 2+ h) = p(2)

h(h+1)
N w(z — h? — h) — 90(3:)) 4z

—h(h+1) © x4 1995
yazilir. h — 0 i¢in limit alinirsa
4z
24’ = ——
#lz) 22 + 1995
ve

e(z) = In(z?+1995) + C

elde edilir. ¢(0) = 0 sartindan C = —In(1995)

bulunur.
o(z) 1 1:2+1995)
i "\ T1995
ve sonugta
1996
wil) = “(1995)

olur.

Iki farkli yoldan elde edilen farkl iki sonu-
cun yorumlanmasini gelecek sayiya birakiyoruz.
(lpucu (oziim yollarin1 bir yana birakip ¢
fonksiyonunun tanimini incelemelidir. )

Y105.  ABC iggeninin [AC] kenan
uzerinde |AE| = |EF| = |FG| = 2 ve IGC| =
6 olacak sekilde E, F,(i noktalan isaretleniyor.
[AB] kenan tizerinde de |AD| = 3 ve lDB1 =5
olacak gekilde D noktas igaretleniyor. GDL =
EBF oldugunu gosteriniz. (Ergin Yaraneri)

Cozium. Kosiniis kuralindan

|IBE|> = 68—32cos A,
IBF|? = 80—64cos A,
IDG|? = 45— 36cos A,
IDC|* = 153 —72cos A

olur. Ote yandan,

4 = |BE|*+|BF|® - 2|BE||BF|cos(EBF),
36 = |DG|*+|DCJ - 2|DG iDC)

da sa.glanlr Buradan cos(EBF‘) = ('os(GD( ) ve
EBF = GDC elde edilir.

Cozenler: Murat
Baykal. Hasan Denker, Namik Gok, Erek
Goktirk, Batur Orkun, Osman Ozkurt. Ruhi
Tabur, Ali Tombak, Emre Topaloglu, Turgay
Uckan, Erol Unal, Ugur Yildiran.)

Aygen, Atasagun

Ali Nesin’den

Matematik ve Oyun, Matematik ve Korku

Onermeler Mantign

Diigiin yaytnevi tarafindan ¢ikartilan bu iic kitabin tatil aylarinda size
iyi arkadaglar olacagini disiiniiyoruz. lyi okumalar ve tatiller!




PROBLEM SEMINERLERI

—

Bu seminerlerle ilgili daha ayrmtili bilgi
Nisan 1995 saymmzda verilmigti. Simdi sadece,
TUBITAK, Bilim Adam Yetigtirme Grubu,
Atatirk Bulvari, No: 221, Kavakhdere, Ankara
adresinde saat 15:00’te yapildigim ve mektupla
ya da telefonla (Telefon: (312) 468 53 00 / 2201)
bagvurulabilecegini hatirlatalim.

Seminerlere Haziran ayindaki tek sem-
inerden sonra ara verilip Ekim ayinda yeniden
baglanacaktir.

Problem Semineri 95/5, 3 Mayis 1995

1. f : ZY¥ — Z% fonksiyonu, su gekilde
tanimlaniyor: f(1) =1 ve

(n)+2, f(f(n)—n+1)=nise
f(n+1) = {f(")+1 degilse. )

(a) f igin bir agik ifade bulunuz.
(b) f(f(n)—n+1)#nise, f(f(n)—n+1)=
n+ 1 oldugunu gosteriniz.
2. f:Zt — Z* fonksiyonu asagidaki sekilde
tanmumlaniyor:

fm=1, j@3)=3,
f(2n) = f(n),
f(dn +1) = 2f(2n + 1) — f(n),
fl@n+3) =3f(2n+ 1) - 2f(n).

f(n) = n ve n < 1995 kosullarim saglayan pozitif
tamsayilarin sayisimi bulunuz.

3. Sabit bir k pozitif tamsayisi alahm. f :
Z* — Z* su sekilde tammlamyor.

1, n< k41 ise;
.f(n)‘—’{ f(f(?l—l)Hf(Tl—f(71_l))! n>k+1 ise.

F,, dizisini ise su gekilde tammlayahm:

eger m < k ise;

F, = 1,
™7\ Fje1 + Fn—k, eger m >k ise.

Bu durumda m >
oldugunu kanitlaymz.

4. n € Z*% igin, R2’deki birim kareyi, her-
hangi bir yatay veya dikey dogru en fazla n

1 igin f(Fm+k) . Fm

dikdértgenin ig bolgesiyle kesisecek sekilde parga-
layabilecegimiz maksimum dikdortgen sayis1 f(n)
olsun.

(a) 327!
gosteriniz.

(b) f(n) =321 -2 olup olmadigini belir-
leyiniz.

-2 < f(n) € 3™ = 2 oldugunu

Problem Semineri 95/6, 24 Mayis 1995

Asagidaki toplamlari bulunuz:
1. r<nve 0<p<1igin

Zn: [(:)p"(l -p)"F - (i: :)P’(l - p)""']

k=r
= (%)
= g(k+l)4’=
n n+l
n\ /n+1
IR ()( k )
r=0 k=r+41
o /m+k\
4 Z( g )2
k=0

Problem Semineri 95/7, 7 Haziran 1995

1. U¢ boyutlu uzaydaki noktalari her rengi
en az bir kez kullanmak iizere beg degisik renge-
boyuyoruz. En az dort degisik renk igeren bir
diizlemin bulundugunu gosteriniz.

2. Diizlemdeki noktalar1 iki degisik renge
boyuyoruz. Biitin kogeleri aym renge boyanmsg
ve kenar uzunlugu ya 1 ya da V3 olan eskenar
bir tiggenin varhigin gosteriniz.

3. Diizlemde herhangi bir nokta segip, bu
noktaya olan uzakhg irrasyonel bir sayi olan tim
noktalari siyaha boyuyoruz. Bu yolla diizlemdeki
biitiin noktalan siyaha boyamak icin boyle en az
kag nokta seqmek gerekir?

4. Diizlemdeki noktalari n degisik renge
boyuyoruz. Bu boyama igleminin, hangi n
degerleri igin, aralarindaki uzaklik 1 olan aym
renge boyanms herhangi iki nokta bulunmaya-
cak bigimde yapilmasimin miimkiin oldugunu be-
lirleyiniz.



COZUMLER

Bu sayimizda 95/2, 95/3 ve 95/4 seminer-
lerinin kisa ¢oziimleri yer almaktadir.

Problem Semineri 95/2

Yonetun: Ali Doganaksoy, Selguk Ateskan, Barig
Fidan

1. Ik olarak, verilen iki ¢emberi dik ke-
sen ¢emberlerin merkezlerinin geometrik yerini
bulalim. Verilen ¢emberler C,(K;,k;) ve
Go(K2, k2) olsun. ¢, ve C,’nin bu gemberleri
dik kesen bir (' g¢emberinin X merkezindeki
kuvvetleri aymidir. Bu gozleme dayanarak, once
iki ¢embere gore kuvvetleri egit olan noktalarin
geometrik yerini bulalim. Pisagor Teoremi kul-
lanilarak X'ten K;K, dogrusuna indirilen dik-
menin ayaginin bu dogru iizerindeki sabit bir
F' noktasi oldugu gosterilebilir. Buna gore soz
konusu geometrik yer K, K,’yi sabit F nok-
tasinda dik kesen dogru tizerindedir. Yine Pisagor
Teoremi’ne gore bu dogru tizerindeki her noktanin
C1 ve Co'ye gore kuvvetleri aym olacagindan,
aranilan geometrik yer (ayni zamanda (; ve
C'yi dik kesen ¢emberlerin geometrik yeri) G,
ve , nin merkezlerini birlegtiren dogruyu dik ke-
sen sabit bir dogrudur. Bu dogruya (;; ve (,’nin
kuvvet eksen: adi verilir.

Kuvvet ekseni, ¢emberler kesigiyorsa, kesi-
sim noktalarim birlegtiren dogru olarak kolayca
bulunur. Cemberlerin kesigmemesi durumunda,
basit bir gekilde kanitlanabilen Monge Teoremi’ni
kullanmamiz gerekir.

Monge Teoremi. Ug cemberin tg¢ kuvvet ek-
seni, bu ti¢ ¢cemberin kuvvel merkezi adr verilen
bir noktadan geger.

Kesigmeyen (J; ve C,’nin kuvvet eksenini
bulmak i¢in 6nce bu iki g¢emberi kesen bir '
gemberi gizilir. (C,;,C’) ve (C,, (") ikililerinin
kuvvet eksenlerinin kesigim noktasi kullanilarak
¢, ve ¢,'nin kuvvet ekseni gizilir.

Bu agiklamalardan sonra, verilen lig ¢em-
berin kuvvet merkezini belirleyebiliriz. Bu mer-
kez butin cemberlerin disgindaysa, bu merkezi
merkez kabul eden ve yarigapt bu merkez-
den, gemberlerden herhangi birine cizilen tegetin
uzunluguna esit olan ¢ember, verilen ii¢ cemberi
de dik kesecektir. Kuvvet merkezinin ¢gemberlerin
birinin iginde kalmasi halinde ise problemin ¢ozii-
mi yoktur.

2. Problemin ¢ozilmig oldugunu kabul ede-
lim. Verilen ¢ember (; verilen noktalar A, B,(C';
istenen uggen XYZ olsun. XZ, ZX, XY
dogrulan sirasiyla A, B, (' noktalarindan gegsin.
(izim igin 4 yardimci noktadan yararlanacagz:

Ny: AB’ye paralel ve X ’ten gegen kirigin
cemberi kestigi ikinci nokta;

Nz: YN; ve AB dogrularimin kesigtigi
nokta,

N3: N,C’ye paralel ve X’den gegen
kirigin ¢cemberi kestigi ikinci nokta;

N4: CNy ve NyN3 dogrularinin kesistigi
nokta.

(i) Cember i¢i a¢1 bagintilarim ve kirigler
dortgeninin o6zellikleri kullamlarak (AN2)(AB)
carpiminin (; ¢emberinin A noktasindaki kuvve-
tine esit oldugu bulunur. A ve B nokta-
larinin yeriyle gemberin A noktasindaki kuvveti
bilindiginden, N, noktasmin yeri AN, = 5
esitliginden belirlenir.

(ii) Benzer gekilde (NaN4)(N2C') garpiminin
( cemberinin N, noktasindaki kuvvetine esit
oldugu bulunur. Buradan da N4 noktasinin yeri
belirlenir. -
(ii1) Cember igi ag1 bagintilarindan Ny X N3
agisimn bilinen A!V;Nz. = w agisina esit oldugu
bulunur.

(iv) Ng'ten gecen ve gordugu yayin agisi w
olan kirigin (; ¢emberini kestigi noktalar N; ve
N3 noktalarim verir.

(v) X noktasi N3'ten gecen ve NyNy4'e par-
alel olan dogrunun (; ¢emberini kestigi nokta.
Y noktass N;N; dogrusunun (' cemberini
kestigi nokta; ve Z noktasi AY dogrusunun C
¢emberini kestigi noktadir.

3. Verilen cember (};, ¢emberin merkez1 M ,
yarigapr r, verilen iki nokta P; ve P, olsun.
M noktasini merkez kabul eden dik koordinat
sisteminde P; ve P,’nin koordinatlan sirasiyla
(a1,b1) ve (az,b) olsun. Py ve P; noktalarindan
gegen OS; ve OS5, dogrulari aranan 05,95, ik-
izkenar tiggeninin kenarlariysa, bu esit kenarlarin
OM dogrusuyla yaptigs @, ve &, aqilar esittir.
O noktasinin koordinatlar (c,d) olmak tzere,
bu iki agyla ilgili trigonometrik bagintilar1 kulla-
narak, A =a+ay, B="b;+by, C = ayby+asb;,
ve ) = (ajaz — byby) olmak uzere

C(e? —d?) = 2Ded + (¢ + d*)(Ad— Be) = 0 (1)

esitligi elde edilir.  O(c,d) noktasi g¢emberin



tizerinde oldugundan
¢t + d"- = (2)
saglanir ve
C(c* — d*) = 2Dcd + r*(Ad— Bc) =0 (3)

olur.

O noktasimin yeri (2)’de denklemi ver-
ilen gemberle (3)’te denklemi verilen hiperbolin
kesistigi dort noktadan biridir.

P, ve P, noktalarinin ¢emberin M
merkezinden M; ve M, uzaklklarinin esgit
oldugu durumda (3) denklemi

2azrid — 2mied = 0 (4)

halini alir. Bu denklem de

(c,d) = (£r,0) ve

degerleri igin saglamr.

c = az,L:; igin O noktasinin yerini de
soyle bulabiliriz:2 M noktasindan gegen ve g¢api
MN = n = ';—11: r ekseni tuzerinde yer
alan (,2 cemberinin (; g¢emberiyle kesim nok-
tast L(k,1) olmak tizere M N L bir dik iiggendir
ve ML? = MNk, r2 = kn olur. Bu-
radan k = c elde edilir. (, ve C, nokta-
larinin  kesistigi nokta(lar) aradigimiz O nok-
tasinin yerini verir. (Iki gemberin kesigmesi i¢in
n > r veya m? > apr kosullarinin saglandigim
kabul ediyoruz). Bir ¢emberin iginde merkeze
es uzakhkta iki nokta verildiginde, ¢emberin
iizerinde ve bu iki noktaya uzakhklar toplami
minimum olan noktalarin, verilen ¢ember ile ver-
ilen noktalar ve verilen ilk ¢emberin merkezin-
den gecen ¢emberin kesistikleri noktalar oldugu
Batlamyus Teoremi’yle gosterilebilir. Boylece O
noktasinin yeri bulunabilir.

OP, ve OP, dogrularinin G, gemberini
kestigi ikinci noktalar istenen ikizkenar liggenin

diger iki kosesini, 51 ve Sz’yi verir.

4. Aranan ¢emberler (;,(,, (3 ve iiggenin

kenar uzunluklarnn a,b,c olsun. (1, Ca,Cs
cemberlerinin merkezleri ve yarigaplarn sirayla
P.Q,R ve p,q,r olsun. ABC iiggeninin 1C

teget ¢emberinin merkezi de J olsun. u,v,w
ile ¢;,C5,Cs cemberlerinin tiggene teget oldugu
noktalarin A, B, noktalarina olan uzakhgmni;
ap, by, e; ile, ABC iliggeninin igteget ¢emberinin

iiggene teget oldugu noktalarm A, 8, (* koselerine
olan uzakhklarim gosterelim. |PRI = 1. |[PQ| =
m ve |QR| = k olsun. s'yi 2s = a + b+ ¢ olacak
sekilde tammlayalin; s = 1 kabul edelim.

A
a a1
C
b ] :
p
B
b, c

P. a’nn AJ, Q. #’'nin BJ, R de v nin
CJ agiortayl uzerinde oldugundan, iiggen benz-
erlikleri kullanilarak p = a", g = f;i r = £

elde edilir. Pisagor Teoremi kullanilarak m =
2./pq,

= 2/P7: k = 2,/¢gr bulunur. p? =
ﬁ&ﬁ% esitligine dayanarak p,q,r’nin yukarida
buldugumuz degerlerini kullanirsak iig esitlik elde

ederiz:

a = v+w+ 2/avw
b = w4+ u+2VbhVwu
e = u+v+2/c;Vuv
s = 1 oldug undan dolay1 a,b,c,u,v,w uzun-

luklar 1’den kiiciiktiir ve bu uzunluklar 6 dar
aginin smus]enmn kareleri ('mqmden yaulahlllr
a = sin ,\ b = sin? ;t, e =sin‘v, u=sn’v,
v = sin‘p, w = sin? y olsun. cos? A,
b, = cos® . ¢; = cos® v oldugu kolayca gorulur.
Yukaridaki tic denklemi tekrar yazahm.

a =

sin? ¢ +sin? xy + 2sinpsin ycosA = sin? A
sin®y + sin® x + 2sin xsinypcosp = sin? ju
sin? 4+ sin’ ¢+ 2sinysinpcosv = sin? v

Bu denklemlere dayanarak A = ¢+x, p=Xx+V,



v = v+ eldeedilir. o= Ai!éi_" igin, p =0 —A,
p=0—pu, x=0—volur

Bu bilgilerin 1giginda, siniislerinin karesi
verilen iicgenin kenarlarina esit olarak A, pu, v
acilarim gizeriz. Bu agilann yadimiyla o, ¢, x
agllarm elde ederiz.  Bu aglann siniislerinin
karelerini ¢izerek. igteget cemberlere gizilen
tegetlerin uzunluklarini buluruz. Boylece i¢ teget
cemberleri ¢izebiliriz.

Problem Semineri 95/3
Yonetim: Ali Doganaksoy, Oytun Eskiyenentirk,
QOzcan Oztirk

1. m lirasi1 olan ve P > % olasilikla 1

lira kazanan bir adamin, tiim parasini kaybetme
olasihginin (1—;3)'“ oldugu, indirgeme denklem-
leri yazilarak goriilebilir. Eger bu adam m + n
liraya ulaginca kazanirsa, kaybetme olasihg @,

(9" -eva-a(l)™

denkleminden bulunur. p = % alirsak, @, ik-

inci yontemin verecegi kazanma olasiligi olur ve
@ = 0.25°tir. Ancak bu deger %’den kiiguktiir.
Dolayisiyla ilk yol daha iyidir.

2. P;,, A'nin 2n oyunda kazanma olasihif
olsun. O zaman,

2n
Pyp= Y p°¢""

r=n+41

olur. 2n oyunun en iyi olmas ig¢in, Ps,_p <
Py, < Pspyo olmahdir. Ancak Papyg ile Py,
arasindaki fark iki durumdan kaynaklanabilir.
(a) Ik 2n oyunda, A’nmn n+ 1 oyun kazamp,
sonraki iki oyunu kaybetmesi;
(b) Ilk 2n oyunda A’nmn n oyun kazanip, son
iki oyunu da kazanmasi.

Bu durumlarin olasiliklarindan,

2n 2n
P. —-P, = 2 nn_ 2 nt+l n-1
2n+1 2n =P (”)P 7 —q (n+l)p q

olur. Gerekli iglemleri yaparak,

1
— 1<
—2 _211_1_2P+1
elde ederiz.
3. Her oyunda beklenen kazang
2 N -1
N - -
N+1 N +1 !

lirachr. Dolayisiyla, 100 oyun sonunda 200 lira
kazanimna sansi en fazla 0.5 olur. Her tek siradaki
oyunda 1, her k’yinci gift oyunda 994k segip, bir
kere kazandiktan sonra hep 1 segilirse, sonugta
ya 200 ya da 0 lira kazamhr. Demek ki bu en
iyi yoldur. Ayrica, 101, 103, 109 sayilarini sirayla
100 oyun igine, 1 < k < 100 igin ilk k oyunda,
’lerin sayisi en az bunlarin sayisi kadar olacak
sekilde yerlestirirsek, yine 0.5 kazanma olasihg
elde ederiz. Bu tiir yollarin sayisi ise

1 100) =~ 1.58 x 10%7
51 \ 50

dir.

4. Onceki keselerden daha biiyiik bir kes-
eye aday diyelim. k’yinci siradaki bir aday,
ancak onu se¢mekle kazanma sansimz, de-
vam edip en iyi yolu izledigimiz takdirde elde
edecegimiz kazanma sansindan daha biyiik ise
secilmelidir. k’yinci siradaki bir adayla kazanma
sansl 1%’diir. k’den sonraki en iyi yolun gansi
ise, k arttik¢a azalir veya sabit kalir. Demek ki
bir noktadan sonra ilk olasilik ikinciyi geger. Bu
da en iyl yontemin, m tane keseyi pas gegip, on-
dan sonraki ilk aday1 segmemiz (m < k& < 100
igin, £Z5 olasilikla) oldugunu soyler. Bu olasihga
f(m) dersek,

100
m

1
=1 2 57
k=m+41

olur. f(m—1) < f(m) < f(m + 1) esitsizligi
coziliirse, m = 37 elde edilir.

Problem Semineri 95/4

Yonetim: Semih Koray, Tolga Etgu. Cetin Urtis

1. Bu gekildeki asal sayilar kiimesini A ile
gosterelim; yani

A={pasal:p=2*+y* z,y€Z)}

2 =12+ 12 geklinde yazilabildiginden 2 € A’dr.
Simdi p > 2 igin su teoremi kanitlayacagiz.



Teorem. p=4n+ 1, n € N igin gerek ve yeter
sart p=1z°+y?, z,y € Z olmasidir.

Kamit. p=4n+ 1, n € N oldugunu kabul ede-
lim. a = (3—;—1)' olsun. i(p —1) = 2n oldugu
151N

1

p—1
9 |
2. 5(p )

(=1(-2)- (-5
= (p-1(p-2) - (2

5 ) (mod p)
denkligini elde ederiz. Buradan

[(;)5—])!]251-2--‘2111"'(17‘”

Il

N
—_

=(p-1D'=-1 (mod p)

denkligini, yani p | a® 4+ 1'i elde ederiz. Bu ise
(p,a) = L't gerektirir. Burada su teoremi kul-
lanacagz:

Thue Teoremi. m € N ve a € Z olmak tizere,
(m,a) =1 ise, m | az+y veya m | az — y olacak
sekilde z,y < \/m dogal sayilari vardir.

Thue Teoremi'ni kullamirsak, (p,a) = 1
oldugundan p | ar + y veya plax — y olacak
sekilde z,y < p dogal sayilari vardir ve buradan
p=z2 4+ y? elde edilir.

Diger yoniin kamiti igin p = =22 + y?
oldugunu kabul edelim. Bir saymnn karesi (mod
4)'te 0, 1 veya 2’ye denktir. Bundan dolay:
22+ y?, (mod 4)’te 0, 1 veya 2’ye denktir. Bu ise
p > 2 igin sadece p = 4n + 1, n € N oldugu du-
rumda mumkindiir. Boylece kanit1 tamamlamig
oluruz.

Sonug olarak,
A={2}u{p>2asal:p=4n+1, neN}

bulunur.

2. Birinci sorudan, 4k +3 seklindeki asallarin
istenen gekilde yazilamayacagini biliyoruz. Simdi
ise asal ¢arpanlara ayiriminda tek kuvvete sahip
4k + 3 seklindeki asallar1 bulunan tamsayilarin
bu sekilde yazilamayacagini, diger pozitif tam-
sayllarin ise yazilabilecegini gosterecegiz. Bunun
i¢in su yardimci teoremi kullanacagiz:

Yardimer Teorem. Eger bir p tek asal sayisi
aralarinda asal iki tam sayinn kareleri toplamim
boliyorsa, p, 4k + 1 formunda olmaldir.

Bu yardimer teoremi modiiler aritmetik
yardim ile kanitladiktan sonra, yine modiiler ar-
itmetik ve ortak bolenleri kullanarak sartimizin

gerekliligini gosteririz. Daha sonra ise
(a® + b%)(c* + d?) = (ac + bd)* + (ad — be)?

egitligini, 2 ve 4k + | formundaki asallarin, 1ki
tam karenin toplami seklinde yazilabildigini de
kullanarak sartimizin yeterliligini de gosterir ve
kanit1 bitiririz.

3. Sorumuzun cevabi, k ve [ negatif ol-
mayan tamsayllar olmak iizere, 4'(8k + 7)
seklindeki sayillarin tg¢ tam karenin toplam
seklinde yazilamadigi, diger tiim pozitif tam-
sayllarin ise yazilabildigi seklindedir. Bu cevabin
ilk kismim (mod 4) ve (mod 8) igerisindeki
islemler ve olmayana ergi yontemleriyle kolayhkla
kanitlayabiliriz. Ancak diger kisim icin ilk olarak
GGauss tarafindan bulunan ¢6ziim, heniz tam
olarak elementer hale getirilememis, buna kargin
gerek Landau ve Dirichlet’nin, gerekse N. C. An-
heny’nin bu konuda birtakim gabalar1 olmustur.
Bu konuda Landau’nun Elementary Number The-
ory isimli kitabina bagvurulabilir.

4. Negatif olmayan tim tamsayilarin bu
sekilde yazilabildigini goésterecegiz. Bunun igin
agagidaki iki teoremi kullanacagiz.

Teorem 1. p > 2 asal sayisi, en az birisi p ile
béliinmeyen 4 karenin toplamini bolsiin. Bu du-
rumda p, 4 karenin toplamidir.

Teorem 2. Her asal say1 4 karenin toplamudir.

Burada Teorem 1, Teorem 2’nin kamtinda
kullanilmaktadir. Simdi Teorem 2’yi kullanarak
negatif olmayan tim tamsayilarin dort tamsay-
nin toplami olarak yazilabildigini gésterecegiz.

Euler esitligini ele alalim:

(a? + 02+ 2 +d*)(a? + b2+l +d?) =
(aay + bby + cc; + ddy)? + (aby — ba; + cdy —dey)?
+(acy —cay +dby —bd1)2+(ﬂd1 —da, +bcy —cby )2

Bu esitlikten dolayr 4 karenin toplam olan iki
tamsaymin c¢arpimi yine 4 karenin toplammdir.
Timevarimla bunu sonlu sayida g¢arpan igin
genigletebiliriz. Birden buyuk her tamsay: asal
sayllarin ¢arpim oldugundan, Teorem 2’den
dolayi kendisi de 4 karenin toplamidir. Ayrica
0=0%4+02+02+0% ve 1 =124 0%+02+0?
oldugundan ¢6ziim tamamlanmig olur.
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YAZARLARA

Dergimiz matematige lig! duyan herkesl yazar
kadrosunda kabul etmektedlr. Yaymnlanacak
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