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MATEMATIK DUNYASI’NDAN

Bu sayiyla Matematik Dinyas: altinc y1-
hna baghyor. Ulkemizdeki kendi tiiriinden der-
giler goz onune alindiginda bu azimsanmaya-
cak bir bagari. Bu bagarida en biliyik pay
kugkusuz zaman zaman olan aksakhiklarim-
21 hoggoruyle karsilayarak dergiyi izlemeleriyle,
problem ¢ozimleriyle, elegtirileriyle ve yazilanyla
bizi destekleyen okurlarimizin.

Altinai yilimiza bir nobet degigikligiyle
girdik. Uzun bir suredir Matematik Dinyasi’mn
editorluguni yapan ve ¢ogu kez derginin sorumlu-
lugunu tek bagina ustlenen Safak Alpay gorevini
Albert Erkip’e devretti. Sevgili Safak’a hem
tegekkiir ediyoruz, hem de onu sik sik meggul
edecegimizi tekrarhyoruz. Yayin Kurulu’muzda
yeni bir isim problem kdgemizi yliritmeye yardim
edecek olan Fikri Gokdal. Kendisi on yili agkin
bir suredir olimpiyat takimlarimizi hazirlayan ve
secen ekipte yer ahyor. Gazi Universitesi’nde
ogretim iyeligi yapti; emekliliginden sonra Betem
Dershanesi’nde ¢ahgiyor.

Gegtigimiz beg yila bir goz attigimizda
epey yol aldigimizi goriyoruz. Ilk sayilarda
neredeyse tumiuyle dar bir tniversite kesimin-
den yazilar yayimlarken, simdi yazarlarimiz ¢ok
genis bir yelpazeden geliyor. Ayni gey prob-
lemler i¢in de gegerli.  Yeri gelmigken soru-
larla karsilagtifimiz bir-iki noktaya deginelim.
Bize yollanan yazilar once Yayin Kurulu’nda in-
celeniyor.  Gerektiginde konunun uzmanlarina
bagvurularak yayimlanip yayimlanmamasmma ka-
rar veriliyor. Yayimlanacak yazilarda hem ma-
tematik hem de dizgi agisindan baz degisiklik ve
diizeltmeler yapabiliyoruz; bazan da bir yaziy: ki-
saltmak ya da birkag parcaya bolmek gerekebili-
yor. Yayimlamaya karar verdigimiz bir yaz yer
ve konu durumuna gore birkag say1 sonrasinda
¢itkabiliyor. Uzunca bir zaman alabilen bu siireg
iginde yazarlara hemen yanit verilemiyebiliyor;
bunun anlayigla kargilanacagim umuyoruz.

Altgirma ve Yarigma Problemleri kogemiz
igin problem onerileri, bir 6n elemeden sonra soru
bankasina katiliyor ve yeri geldikg¢e kullamiliyor.
Bize problem oneren okurlarimiza problemlerinin
ne zaman yayimlanacagim soyleyebilmemiz bu
nedenle zor. Bu arada problem onerilerinizin

mutlaka ¢oziimlerinin de yollanmasi gerektigini
tekrar hatirlatalim; ¢6ziimii verilmemis problem-
leri degerlendiremiyoruz.

Gonderdiginiz yazilarin Tirkge dilbilgisi
kurallarina kesinlikle uyularak, duzgiin, kisa ve
tam ciimlelerle, lizumsuz noktalama igaretle-
rinden kaginilarak yazilmasi gerektigini tekrar
hatirlatalim. Konumuzu oklarla, sembollerle,
kisaltmalarla degil, yaz ile anlatalim; V¥, 3, A,
V, =, &, .. gibi igaretleri hi¢ ama hig kullan-
mayalm. Her denklem bir tam ciimlenin iginde
yer almali; yani tist iste denklem yiginlarindan
kaginalim. n gibi harflerin Tiirkge okunugunun
ne oldugunu ve n’yinci denmesi gerektigini de
ekleyelim. Bu konuda dergimizin son birkag
sayisindaki yazilari incelemenizi oneririz.

Yazi ve problemleri bilgisayarda IWTpX (ya
da diger herhangi bir TgX tirevi) ile yazan
okurlarimiz onlar1 bize elektronik posta ile veya
disket olarak iletebilirler. Elektronik posta adre-
simiz dunya@rorqual.cc.metu.edu.tr . Yalniz
bagka bilgisayar dillerinde yazilmig olan yazilarin
kagit iizerinde iletilmesini tercih ediyoruz.

Bilim diinyasinda atif ¢ok 6nemli bir un-
sur. Bir makalede ilgili baska makalelere atif
yapilir; hatta yapilmahdir, ¢linki yapmamak
bagkasinin igini kendi isi gibi gostermek demek-
tir. Bir yazarin atif almasi yazisinin bagkalarinca
okundugunu, sonuglarinin degerlendirildigini gos-
terir. Emre Alkan’in Ekim 1995 sayimizdaki ya-
zs1 (1) saminz Matematik Dinyast’nin atif gam-
piyonu oldu. Bu sayimizda tam ii¢ yazi, atif ver-
mekten ote, o yazidan esinlenerek yazilmig. Emre
Alkan’1 kutlarken matematigin bu hog yoniinii de
hatirlatalim. Goziilen bir problem, kamitlanan bir
teorem ¢ogu kez bir son degil, bir baslangictir.
Matematikgi bir sonucu 6grenmek igin degil, an-
lamak igin okur ve onu nasil kullanabilecegini,
nasil geligtirebilecegini diiginir. Emre Alkan’in
yazisina nasil farklh yonlerden bakilabilecegini,
nasil gelistirilebilecegini bu sayida okuyacaksiniz.

KAYNAKCA

(1) E. Alkan, Bir Esitsizlik Uzerine, Matematik
Diinyass, 5, say1 4, 17-18 (1995).



PARALELLIK AKSIYOMU UZERINE

Safak Alpay -

Elemanlar adlh kitabin yazarn Oklit’in
(M.S. 3. yuzyill) matematik tarihinde ozel bir
yeri vardir. FElemanlar, o zamana kadar bilinen
matematigin buyuk bir kismini igermekte ve 13
kitaptan olugmakta idi. Oklit’in dehas1 aykiri ve
izole gibi gorunen sonuglar kisith sayida aksiyom-
dan yola ¢ikarak, mantiksal bir sistematikle bir
biitiin halinde elde etmis olmasidir.

Oklit, Elemanlar adh kitabim yazarken
sadece agagidaki beg aksiyomdan yola ¢ikmgti [1].
Bunlar,

1. herhangi iki noktay: birlegtiren dogru gizi-
lebilir;

2. duzlemde sonlu bir dogru parcasi siirekli
olarak devam ettirilebilir;

3. keyfi merkez ve yarigaph ¢ember gizilebilir;
4. tum dik agilar esittir;
aksiyomlari ile bu yazinmin konusu olan,

5. paralellik aksiyomu

olarak da amlan, belki de en iyi bir gekil yardim
ile anlagilan aksiyom.

Aksiyoma gore, a ve b agilarinin toplami
iki dik aqidan kiigiikse, £ ve £ dogrular, aglarin
oldugu tarafta bir noktada kesigirler. Para-
lellik aksiyomu, aksiyomlardan beklenen  dere-
cede besbelli degildir. Agilann segimine bagh
olarak kesigtikleri soylenen noktayr gormek de
olas degildir. Ustelik

* ODTU Matematik Boliimii dgretim iiyesi
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sekilde grafigi goriinen hiperbol 6rneginde oldugu
gibi kesisgmeyen ama paralel de olmayan egrilerin
varhg aksiyomun anlagilabilirligini biraz daha
zorlagtiniyor. z pozitif (veya negatif) sayilarda
biliyiirken %, y = 0 dogrusuna istenildigi
kadar yaklagir ama onu higbir zaman kesmez.
Asimtot olma olarak da betimlenen durumu,
z sifira sagdan (veya soldan) yaklasirken Lin
yine sergiledigi goriiliyor. Bazlari Oklit’in pa-
ralellik aksiyomunun kullanimini birinci kitabin
29. onermesine kadar ertelemig olmasim ken-
disinin de bu aksiyomdan pek memnun ol-

madiginin kanit1 olarak verirler.

Oklit geometrisini paralellik aksiyomundan
kurtarmak, onu daha kolay anlagilir bir bagkasi ile
degistirmek; daha da iyisi, onu diger aksiyom ve
onermelerden teorem olarak elde etmeye ¢aligmak
matematikgilerin ytizyillarca ugrastigy bir prob-
lem olmugtur. Bu g¢aligmalar sonugta paralel-
lik aksiyomuna denk oldugu anlasilan yeni aksi-
yomlar ortaya ¢ikarmiglarsa da, bu ugraglarin en
onemli katkisi paralellik aksiyomunun gegerli ol-
madig1 yepyeni bir geometrinin dogmasina neden
olmalaridir.

Okul kitaplarinda paralellik aksiyomunun
yukaridaki ifadesi yerine bir dogruya digindaki bir
noktadan sadece tek bir paralel gizilebilecegini
soyleyen aksiyom verilir.  Bu, Oklit’in pa-
ralellik aksiyomuna denk bir aksiyomdur ve
besinci ylizyilda Proclus tarafindan bulunmugtur,
ama ¢ok sonralari bunu yeniden kesfeden John
Playfair’in (1748-1819) amisina Playfair aksiyo-
mu olarak anilir. Iki aksiyomun denkligi ile
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soylenmek istenen, paralellik aksiyomunun Play-
fair aksiyomunu gerektirdigi ve tersine Play-
fair aksiyomunun paralellik aksiyomunun gerek-
tirdigidir. Playfair’in, Oklit’in ilk alt1 kitabim
yeniden ele aldigy Geometrinin Elemanlar: adh
yapiti, 1795-1846 yillar1 arasinda en az on kez
basilmig ve belki de bu popiilerligi nedeniyle
Playfair aksiyomu paralellik aksiyomunun yerini
almigtir. Esasinda Playfair aksiyomunun goreceli
bir istiinligi de vardir. Oklit’in aksiyomu
kesigen dogrular hakkinda iken Playfair aksiyomu
gercekten paralel dogrular hakkindadur.

Oklit’in paralellik aksiyomunu kamtlama
veya degistirme ugragilan paralellik aksiyomuna,
yukaridaki anlamda denk olan, bir¢ok 6nerme or-
taya gikarmigtir. Bunlar arasinda

1. paralel iki dogrudan birini kesen bir dogru
digerini de keser;

2. birbirlerinden uzakliklar her yerde esit olan
dogrular vardir;

3. bir uggenin ig agqilan toplam iki dik agiya
esittir;

4. herhangi bir liggene benzer ama egit ol-
mayan uggen vardir;

5. paralel iki dogrunun ikisine de dik dogru
vardir;

6. dogrudag olmayan li¢ noktadan bir ¢gember
Beger;

7. aym dogruya paralel dogrular paraleldirler;

onermelerini sayabiliriz.

Paralellik aksiyomu iizerine yazanlarin
onciisii Proclus’tur. Astronom Ptolemy’nin para-
lellik aksiyomu hakkindaki bir yazisindaki yanlg
lizerine yazan Proclus, daha sonra Playfair aksi-
yomunu kanitlar. Bu harikulade basit usavurugun
ustunden hep beraber gegelim:

\ P S v
4
R "
B
0 !

Kamt. P, £ dogrusu iizerinde olmasin. Q, P
noktasindan £ dogrusuna inilen dikmenin ayag

olsun. ¢, PQ dogrusuna P noktasinda dik

ise, £ ve ¢, PQ ile aym agiy1 yaptiklarindan
paraleldirler. P noktasindan gegen bagka
her dogrunun £ dogrusunu kestigini gostermek,
P’den gegen ve £ dogrusuna paralel tek dogrunun
2 oldugunu gostermek igin yeterlidir. £/ boylesi
bir dogru ve R, £’ luzerinde bir nokta ve ¢, £
arasinda olsun. S, R noktasindan ¢ dogrusuna
inilen dikmenin ayaf ise, RS uzakhg, R, ¢’
tizerinde P noktasindan uzaklagtikg¢a biyiir. So-
nunda £’ dogrusu £ dogrusunu kesmek zorunda
kalacaktir. o

Ancak Proclus’un kamitina dikkatlice ba-
karsak, paralel iki dogru arasindaki uzakhgn her
yerde aym ve sinirh oldugunun kabul edildigi-
ni goruruz. Oklit’in diger aksiyomlarinda boy-
lesi bir varsayimi hakh kilacak nedenler yok-
tur. Paralel dogrular arasindaki uzakhigin degis-
mez olmasimin paralellik aksiyomunun gerek-
tirdigi biliniyor. Yani, Proclus paralellik ak-
siyomunu kanithyacagim derken onu kullanarak
temel bir hata yapiyordu.

Paralellik aksiyomunu kanitlama cabala-
rinda aksiyomun kendisi bilingli veya bilingsiz,
acik veya kapali bir bigimde igin i¢ine giriyordu ve
sonucta paralellik aksiyomu kanitlanamadi. Ge-
ometrinin digman olarak da amlan paralellik ak-
siyomu konusunda ¢aligmalar tiimi ile de meyve-
siz olmamigtir. Kendileri farkinda olmasalar da
Saccheri, Lambert ve Legendre’in caligmalar yeni
bir geometrinin dogusunu mijdeliyordu. Acaba
paralellik aksiyomu olmadan nasil bir geometri
yapilabilirdi? Pavia Universitesi’nde ¢aligan bir
Cizvit papazi olan Gerolamo Saccheri (1667-
1733) boylesi bir ugrasiya ilk girenlerdendir.

Saccheri bu konudaki aragtirmalarinda A4
ve B aglarinin dik agllar ve AD = BC oldugu
ABCD dortgenini kullamyordu.

D c
A B

Saccheri paralellik aksiyomu ve ona bagh
bir sonug kullanmadan kenar-agi-kenar bagintisi
(Oklit, Elemanlar, Kitap 1, Onerme 4) ile
BAD ve ABC lggenlerinin esitliklerini, bu-
radan da BD = AC elde ediyordu. Bu-
radan kenar-kenar-kenar bagintis1 (Oklit, Ele-
manlar, Kitap 1, Onerme 8) ile ADC ve BCD



uggenlerinin egitligini elde edip, <C = 4D sonu-
cuna varyordu. Simdi <C ve <D igin iig olasihk
vardi:

1. <C = <D > 90° (genig a1 hipotezi);
2. 9C = <D < 90° (dar ag: hipotezi);

3. «C = aD =90° (dik ag1 hipotezi).

Paralellik aksiyomu 3. hipoteze denk oldugundan,
1. veya 2. hipotezler ile varilacak bir celigki
paralellik aksiyomunu kanitlayacakti. Genig ag
hipotezi ile bir celigkiye kolayca varan Saccheri,
aym basariy1 dar ag1 hipotezi ile elde edemedi.
Bu hipotez ile elde ettigi teoremler tutarlilik
ve giizellik agisindan Oklit geometrisindekiler-
den asag1 degildiler. Ancak bir geligski pesinde
olan Saccheri’nin yeni bir geometri buldugunun
farkina varamamg olmasi ile insanhk en az bir
yuzy1l kaybetmis oldu.

Saccheri’nin yapitlari ile Berlin Akade-
misi'nde Euler ve Lagrange’in ¢aligma arkada-
s1 olan Johann Heinrich Lambert’in (1728-1777)
caligmalar arasinda ¢ok benzerlik vardir. Lam-
bert, i agisinin dik ag1 oldugu bir dortgen alir ve
dordiincii aginin genis, dar veya dik ag1 olma du-
rumlarini diigiinir. Dérdiincd aginin genig ag1 ol-
mas1 durumunda paralellik aksiyomunu elde ede-
rek bir ¢eliskiye varan Lambert, dar ag1 hipotezi
altinda bir ¢eligkiye varamadiginin farkinda idi.
Lambert bu arada hi¢ kimsenin farkina vara-
madig bir gergegi de gordii. Paralellik aksiyomu-
nun eksikliginde bir ii¢genin i¢ agilarinin toplamu,
uggenin alaninin arttig1 oranda azahyordu!

Saccheri genig agl, dar ag1 veya dik aq
hipotezlerinin bir, i¢genin i¢ agillarin toplaminin
sirayla 2 dik agidan buyuk, 2 dik agidan kiigiik
veya 2 dik agiya egit olmasi gerektigini gosterdi.

Simdi, verilen ABC iliggenin igin

D ve E sirayla AC ve BC kenarlarinin orta
noktasi olsunlar. D ve E noktalarindan gecen
dogru parcasina A, B ve C-noktalarindan inilen
dikmelerin ayaklarimi F, G ve H ile gosterelim.
AFD ve CHD iiggenleri egit tiggenlerdir. BHE
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ve CHE tggenleri de kenar-agi-aq (Oklit, El-
emanlar, Kitap 1, Onerme 26) bagintisindan
dolay: esit tiggenlerdir. Buradan AF = CH =
BG elde ederiz. Buise ABGF dortgeninin F ve
G agilaninin dik agi oldugunu verir. Boylelikle

4FAB = qFAD+ 4«DAB = <HCD + <DAB
olacaktir. Ote yandan,
<GBA = <«GBE + 4EFBA=<HCE + 4EBA
egitliklerini toplayarak

4FAB + 4GBA = <DAB + («HCD
+ <HCE)+ <FEBA
=qA+aC+ 4B

Basgka bir deyigle, ABGF dortgenin taban agilar
ile ABC uggeninin ig agilarn toplami esittir. Bu
bilgilerden sonra eger genig a¢1 hipotezinin, bir
liggenin i¢ agilar toplaminin iki dik agidan (veya
dar aq1 hipotezinin i¢ agilar toplamum iki dik
acidan kiigiik) bilyiik demek oldugunu kolayhkla
goruruz.

Paralellik aksiyomuna en fazla emek veren-
lerin biri de unli Fransiz matematik¢i Adrien-
Marie Legendre (1752-1833) idi. 18. ylizyilda
geometrinin iniversite programlarina alinmas)
ile geometriye yeniden ilgi dogdu. Ornegm
Kuzey Amerika’nin en eski yiiksek Ogrenim
kurumlarindan olan Yale Universitesi’nde (ku-
rulusu 1701) 1733’te Oklit’in Elemanlar'inin
okutuldugunu ve bunun Elemanlar’in yiiksek
ogretimde ilk kullamm oldugunu biliyoruz.
Amerika’mn en eski yiiksek Ogrenim kirumu
olan Harvard Universitesi'nde (kurulusu 1636)
yine Oklit’in Elemanlarinin 1737°de okutuldugu
biliniyor. Bu gelismeler yeni geometri kitapla-
rina gereksinim yaratt: ve birgok kitap yazild:.
Britanya adalarinda Elemanlar’a sadik kalina-
rak, bu eser yiizyillar boyunca ugradig degisik-
liklerden ve yanliglardan arindinilmaya gahgilhr-
ken, Fransizlar Elemanlar’a elegtirel gozle baki-
yorlardi. Sonugta Legendre’in 1794’de yazdij
Eléments de Géométrie, yazmlan tiim kitaplarin
en lyisi olarak gorildi. Bu yapitta tamlik ve
titizlikte odiin vermeden kanitlar kolaylagtirihyor
ve Oklit’in geometrisinin onermeleri ¢ok daha
farkli bir sirada ele aliniyordu. Boylelikle hem
ogrencilerin hem de 6gretmenlerin vazgecemedigi
bir kitap ortaya gikmigti. Kanitlarimin agikhig
ve stilinin gekiciligi Legendre’in kitabimi tiim za-
manlarin en iyi ders kitabi yapmistir. Yazarn
olimiinden 6nce 20 kez basilmig ve 100.000’den
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fazla satilmigti. Ote yandan bagimsizlik sava-
simin etkisi ile olacak, A.B.D. ve Fransa’nin ya-
kinlagmasi sonug olarak, 1819 ve 1822’'de bagarihi
tercimeleri nedeni ile A.B.D.'de de Legendre’in
vapitimn Oklit’in Elemanlar’inin yerini almasini
saglhiyvor ve sadece bu ulkede 30 bask:i yapiliyor.
Boylesine degerli bu kitabin diger bir onemi de
Legendre in 40 yil boyunca siiren paralellik ak-
sivomu konusundaki aragtirmalarinin bu kitabin
gesitli baskilarinda ekler olarak yayinlanmig ol-
masidir. Legendre da paralellik aksiyomu
caligmalarinda bu aksiyoma denk aksiyomlar
bulmustur. Bunlar dogrudag olmayan ii¢ nok-
tadan bir cember ge¢mesi ve benzer fakat farkh
bir buyuklukte ucgenlerin varhigiidi. Legendre da
onceleri Saccheri ve Lambert gibi paralellik ak-
siyomu ile bir tiggenin i¢ agilar toplami arasinda
ihgkiyvi calismigti. Iste bunlardan biri:

Teorem. Bir uggenin ig agilarinin toplami 180°
ise. Oklit'in paralellik aksiyomu dogrudur.

Kamit. Playfair aksiyomunu gostermek yeterli
olacaktir.

P ¢ ( alahm. P den ¢ dogrusuna inilen dik-
menin ayagl Qg olsun ve ¢, P noktasinda £
dogrusuna gizilen paralel olsun. (¢, P nok-
tasinda PQo dogrusuna dik olarak elde edile-
bilir.) ¢ 'nun cizilebilecek tek paralel oldugunu
gormek igin sekilde goriildigi gibi Qo@ = PQ,
Q1Q2 = Q1P, Q2Q3 = Q2P, ..., Qn@ny1 =
Q. P saglamak uzere Qo = Q,Q1,Q2,...,Q@n
noktalarini alahm. @; noktalarimin secimi ile
hepsi de ikizkenar tiggenler olan QoPQ, @1 PQ3,
o QuPQny1, ... uggenler dizisini elde ederiz.
Isimizi kolaylagtirmak igin a, = <Qn-1PQn =
an—lQnP (Tl =1 2. ) dlyehm an—lQnP
ve QPQnQny41 birbirlerini timleyen agilar olduk-
larindan, her n = 1,2,... i¢in

an + <PQnQn41 = 180° (1)

elde edilir. Bir tliggenin i¢ agilarin toplaminin
180° oldugunu @, PQn41 Ugcgenlerine uygula-
yarak

<1'P()n(2n+l +QC¥n+1 = 180° (Tl = 1,2, S

buluruz. (1) ve (2) esitliklerinden
on = 1807 =dPQnQiiy = 2an31 (n=1,2,..)

bulunur. Buradan

g 3 ) Qp a)
—_— 08 = e— = — ..
2’ 2 22

elde ederiz.

az = ',an+1:—2“:2n

) \:2

¢, P’den gegen bagka bir dogru ve a da
¢" ile ¢ arasindaki agi ise, n yeteri kadar biyik
secilerek a1/2", a’dan kiigik yapilabilir. Yani,
ont1 < a olur. Bu esitsizlik £’ dogrusunun
PQ ve PQ, arasinda kalacagim ve bu nedenle
¢ dogrusunu kesecegini soyler. Bagka bir deyisle,
P noktasindan £ dogrusuna ¢izilebilecek tek pa-
ralel ¢ dogrusudur. o

Bu teoremden yola ¢ikan Legendre, bir
Uggenin ig¢ agilarinin toplaminin 180°’den buytk
veya 180° den kugiik olmasi durumunda paralel-
lik aksiyomuna bir celigki ¢ikacagini umuyordu.
Boylesi bir ¢eligki uggenin i¢ agilar toplamim 180°
olarak verecek ve buna denk olan paralellik aksi-
yomu kanitlanmisg olacaktir.

Asagidaki yardimer teorem bu amag igin
onemli bir adimdi:

Yardimec1 Teorem. <A, ABC uggeninin keyfi
bir agisi olsun. ABC' uggeni ile i¢ agilar1 toplami
ayni, ancak <A; < %QA kosulunu saglayan bir
Ay agisina sahip olan bir Ay B,C, uggeni vardir.

Kamt. D noktasi BC kenarinin orta noktasi ol-
sun ve AD dogru pargasim AD = DE olacak
sekilde uzatip bir E' noktasi alalim.




BD = DC, AD = DE ve 4BDA =
4<CDE (Oklit, Elemanlar, Kitap 1, Onerme
15) oldugundan BDA ve CDE ucgenleri kenar-
agi-kenar bagintisindan esittirler.  Uggenlerin
esitliginden <3 = <6, <4 = <5 bulunur.
Dolayisi ile ACE ile ABC uggenlerinin ig agilar
toplami esit olacaktir. <24+ <6 = 42+ <13 = <A
oldugundan ya «2 < %QA veya <3 < %<IA ol-
mahdir. Eger €2 < 144 ise, aranilan iicgen
ACFE uggeni, eger <3 < %<IA 1se, aranilan lggen
yine ACE uggeni, ag1 ise E agqsidir. o

Yukaridaki sonug¢ ile Legendre i¢ agilar
toplaminin  180° ’den biiyik olamiyacagim ko-
laylikla gosterebiliyordu. Saccheri bu teoremi
Legendre’den yiiz yil once gostermis olmasina
kargin, agagidaki teorem Legendre’nin ilk teoremi
olarak biliniyor:

Teorem. Bir tcgenin i¢ agtlar toplami 180° ’den
kiguk veya ona egittir.

Kamt. Bir celigki elde etmek umudu ile o > 0
olmak uzere i¢ agilarinin toplam 180° + a° olan
bir ABC iucgeninin var oldugunu kabul edelim.
Yardimci teoremi kullanarak, i¢ agilar toplami
180° + a° olan ve bir agis1i A;’in €A; < %<IA
oldugu bir A; B;C; uggeni bulabiliriz. Yardima
teoremi bu sefer A; B;C) luggenine uygulayarak,
i¢ acilar1 toplami 180° + a° olan ve As agisinin

1 1
< - < —<qgA
<Ay < 2<1A1_ 224

oldugu bir Ay B,C5 uggeni bulabiliriz. Tumeva-
rimla i¢ agilar toplamlari 180° 4 «° olan ve bir
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acilari, diyelim A, ,

1
qA, < —<A
271
kogulunu saglayan A, B,C, uggen dizisi bulabi-
liriz. n yeteri kadar biyik segilerek, zi,,dA < o
ve dolayisi ile <A, < a saglanabilir. $imdi

180°+a® = <A, +<aB,+<Cph < a+ 4B +<Cy

esitsizligi <B, +<C, > 180° verir ki bu aramilan
celiskidir.  Zira Oklit’in (Elemanlar, Kitap 1,
Onerme 17) bir 6nermesine gére bir iiggenin her-
hangi iki agisinin toplami 180°’den biiyiik ola-
maz.

Yukaridaki teorem ile tiggenin i¢ agilarinin
toplaminin 180°’den biiyik olamayacagini gos-
teren Legendre igin yapilacak ig, i¢ agilar topla-
minin 180°’den kiigiik olamiyacagini da goster-
mekti. Verdigi “kanit” gergekten i¢ acilar top-
laminin negatif oldugunu veren bir geligkiye yol
agiyordu, ama .... Amasi, tahmin edebileceginiz
gibi, kanit1, sonralar paralellik aksiyomuna denk
oldugu anlagilan bir sav kullamyordu. Bu sav,
bir a¢inin i¢indeki bir noktadan, a¢inin kollarim
kesecek bigimde dogrularin gizilebilecegi savi idi.

Paralellik aksiyomu hakkinda kimi baska
bilgileri Bilim ve Utopya dergisinin Subat 1995
sayisinda bulabilirsiniz.

KAYNAKCA

(1] §. Alpay, Oklit ve FElemanlar’y, Bilim ve
Utopya, Kasim (1994).

b? = a* + (b —a)(b+ a),
b3 = a®3ab(b— a) + (b — a)’,
1 ’
fa+ 1) =at+ 5[(2&-{— 1) + 2a + 1]
6zdesliklerini, dogal sayilarin karelerini, kiiple-

rini ve dordiincii kuvvetlerini kolayca hesapla-
mak i¢in kullanabiliriz. Ornegin,

287 = 25% + (28 — 25)(2% + 25)
=625+3-53 = 734,

21% = 20% + 320 - 21(21 — 20) + (21 — 20)®
8000 + 1260 + 1 = 9261,

1 ;
10% 4+ 5[(20 + 1)° +20 + 1]

1*

1
= 10000+ (9261 + 21]
10000 + 4641 = 14641.

Kivang Aml Celik
Cankaya Atatlirk Anadolu Lisesi
Orta Kisim lgtined simf 6grencisi




YINE GEOMETRIK ESITSIZLIKLER UZERINE

John Rigby ~
(eviren: Ahmet Delil

) 20 y2ah agkin bir zaman once Hacettepe
Universitesi’'nde (Ingilizce olarak) 12 ay ders
verdim. Matematigi Tirk¢e yazmay: hig de-
nemedim ve o zamanlar ogrendigim Tirkge’yi
de epey unuttum, ama bana Matematik Din-
yast'min 1ki sayisim1 6diing veren ve bu maka-
ley1 Turkge’ye ¢evirmeyi nazikge kabul eden aras-
tirmacilarimizdan Ahmet Delil’e ti¢ kelimeden
olusan ¢ok tesekkiir ederim demeyi biliyorum.

Emre Alkan’in makalesi [1] hogsuma git-
ti, ¢unki bana geometrik esitsizlikler uzerine
yaptigim ¢aligmalari amimsatt1 ve konu uzerinde
tekrar dusunmemi sagladi.  Hep guzel olur
sonuglarin yeni ispatlarini veren birilerinin ol-
masi. Asagida Emre Alkan’in makalesindeki bazi
problemler hakkinda diiglincelerim var. Kolay
izlenebilmesi i¢in [1]’deki numaralanmamig prob-
lemleri numaralandirdim.

[2] ve [3], geometrik esitsizlikler iizerine
vazilmg onemli iki kitaptir. [2] kolay anlagilabilir
ve 150 sayfadir. Bu kitap birgok yeni aragtirma
icin ilham kaynag: oldu ve 700 sayfalik ansiklo-
pedik birgok eski ve yeni galigmay igeren [3]’lin
yayinlanmasina yol agti.

Problem 1.

Sekil 1'deki gibi, alam1 S, agirhik merkezi G
olan bir ABC iiggenini ele alalim. Bu durumda

45 <V3(|GB||GC|+|GC||IGA|+|GA|IGB|) (1)

esitsizligini ispatlamak istiyoruz. Sekil 1’de H
noktasmi GD = DH (yani AG = Cﬁj) ola-
cak bicimde secelim. Bu durumda BHCG bir
paralelkenar ve  BHG tggeni, kenar uzunluk-
lart |GA|, |GB| ve |GC| olan bir ti¢gen olur.
Bu iicgenin kenarlarim a,b,¢ ve alanim A ile
gosterelim. Boylece A = S/3 olacaktir. (1)
esitsizligi simdi su gekilde yeniden yazilabilir:

be + ca + ab > 4V3A. (2)

* University of Wales, College of Wales 6gretim iiyesi

Bu esitsizlik BHG uggeninin kenarlar: ile alan
arasinda kurulmusg bir esitsizliktir. BHG iiggeni
ile baglayarak seklimizi tekrar olugturabiliriz.
Boylece (1) ve (2) egitsizliklerinin denk oldugunu,
yani birinin digerinden elde edilebildigini goriiriiz,
ancak (2) daha kolay ispatlanabilir.  Genel
olarak |GA|, |GB|, |GC]| ve S’yiiceren herhangi
bir egitsizlige karsihk a,b,c ve A’yi iceren bir
eitsizlik vardir ve bunun tersi de dogrudur.

Sekil 1
(2) esitsizligi 2, §4.5)te vardir. [2]’deki bir
bagka esitsizlik de

a® + 82 +¢? > 4/3A, (3)

esitsizligidir; bu da [2, §4.4]’tedir. Dahasi, [2]’de
olmayan bagka bir esitsizlik

2(bc + ca + ab) — (a® + 02 + %) > 4V/3A  (4)

esitsizligidir, ancak bunu [3, s. 179)’da buldum.
S be = betac+ab, ¥ a? = a?+b?+c?, vb. olarak
tanimlayacak ve

ZaQEZbCZQZbc—Zazztl\/?:A (5)

oldugunu ispatlayacagiz. O zaman (4) esitsiz-
liginin (3)’ten, (3) esitsizliginin de (2)’den daha
glicli oldugu ortaya gikacaktir. (4) esitsizligini
kendime su soruyu sorarak elde ettim: “P(a,b,c)



simetrik, homojen bir ikinci derece polinomu ol-
mak lizere, a = b = c iken egitligin saglandig
P(a,b,c) > 4V/3A geklindeki en uygun ya da
en giigli egitsizlik nedir?” En uygun esitsizlikler
igin okuyucuya [4] onerilir, ancak (5)’in ispat1 zor
degil.

(5)’in Ispati. z = (b+c—a)/2,y= (a+c-b)/3
ve z = (a + b —c)/3 pozitif sayilar kullanlarak,
bir iggenin a,b,c kenarlan a = y+ z, b =
z+z, ¢ = z + y bigiminde yazlabilir. Bunu
geometrik olarak Sekil 2’den gorebiliriz. Bu du-
rumda, (5)’teki ilk iki egitsizlik 3" 22— $yz > 0
olarak yazilabilir ve kolayca ispatlanabilir, ¢iinkii
(2) ile arpildiginda (y—z)2+(z—z)?+(z—y)? > 0
haline doniigiir. Ayrica,

2) bc-3a?2>0 (6)

oldufunu gormeliyiz. Bu da dogrudur, ciinkii
Z,y,2 cinsinden yazdifimizda 4y yz > 0 haline
donustir.

Sekil 2
(5)’teki son egitsizlik olan (4)’ui ispatlamak
igin, kenarlarn a,b,c olan bir licgenin alanina
iligkin Heron formiiliinii, yani s yar1 ¢evre olmak

iizere, A = (/s(s — a)(s — b)(s — ¢) formiiliini
kullanacagiz. z,y,z cinsinden yazilinca bu

formil A = |/zyz(z + y+ 2) haline donugiir.

Boylece (4)’tin her iki yaninin karesi alinarak

2
16(2 yz) > 48zyz(z+y+2), (7
veya buna denk olarak

8 =% (y-2)*20 (8)

egitsizligi bulunabilir. Bu son egitsizlik dogrudur,
gunki sol tarafi li¢ karenin toplamidir. Simdi
(7)'nin her iki yammn karekokiinii aldigimizda,
ki bunu yapabiliriz gunkii (6) dogrudur, elde
edecegimiz (4) esitsizligidir. Ayrica, ancak r =
y = z (egkenar iicgen) durumunda (8)’de esitlik
vardur. O

RIGBY

Iigi gekicidir ki (2), (3) ve (4) esitsizlikle-
rinden en gugli olani, kareler alip z,y,z cinsin-
den ifade ettigimizde en basit formdadir. ((2)
ve (3)’iin karesini alip ne elde ettiginizi goriin!)
Burada gorildigu gibi, bir sonucu ispatlamaya
cahgtigimizda daha genel, daha iyi ya da daha
giclii bir geyi ispatlamak ¢ogu kez daha kolaydir.

Problem 3.
Yoat =23 b%? + 3 a? — be ifadesi ()

sembolli evvelki anlaminda kullanilmak tzere)
daha 6nceki gibi z,y ve z cinsinden yazildiginda
pozitif olan

Yz (y-2)? + % Y yz(y - 2)°

haline déniiglir ve egitlik sadece z = y = z,
yani egkenar iggen halinde goriilir. ¢ = b = ¢
halinde egitlik veren biutin simetrik dordincu
dereceden polinom egitsizlikleri tizerine genel bir
inceleme [4]’te verilmigtir. Ancak [4]’te dikkat-
sizce yapilmig bir hata var: 198. sayfanin 11. satin

B=%[‘Za4+22a3(b+c>—zzbz 2~ ¥ ae
>0

seklinde olmal.

Problem 4.

Y~ sembolii yine evvelki anlaminda kul-
lanilmak tzere,

. B.C_§ ¢

Zsmismi < stk
esitsizligini [2] veya [3]’te bulamadim, ancak daha
zayif olan

> sin -g sin g < %
egitsizligi [2, §2.15]’te var. Daha zayif, ciinkii
7 < %’dir ve boylece -g- + 5 < % olur.
. B.C _ 1 r
— _—< - -

Y sin 5 sing < +4R 9)
esitsizliginin dogru oldugunu tahmin ettim ancak
ispatlayamadim. Eger dogruysa, (9)’un bu tipteki
esitsizliklerin en gigliisi oldugu soylenebilir,
¢inki B ve C aglan egit olan bir ikizkenar
uggende, B ve C’yi 90°’ye yaklagtirdigimizda
r/R — 0 olurken

Esingsing—vé



olur. (9)’u da [2] veya [3]'te bulamadim, ancak
(9)’un her iki tarafim

CSC — CS8C

272 g r

ile ¢arptigimizda

A _2R+r)

s RN |

e 2~ r

esitsizligini buluruz. Bunu da [2] veya [3]’te bula-
madim, ancak (10)’un her iki tarafini r ile garpar
ve AC B’nin igmerkezini I ile gosterirsek,

|AIl+ |BI|+ |CI| < |CI|<2(R+T)

buluruz. Bu esitsizlik [2, §12.2]’de bulunabilir.
Aynm yerden, H yiiksekliklerin kesim noktasi ol-
mak lzere, 2(R + r) = |AH| + |BH| + |CH|
oldugunu da ogreniyoruz. Orada verilen ispat ze-
kice, ama burada vermek igin biraz fazla uzun.

(10)

Bir alistirma olarak okuyucuya birakilmak
uzere degigik bir problemle bitireyim. Bu prob-
lem Sekil 1'i gizerken aklima geldi. Bu yaziy1
yazarken (d)’ye heniz bir yamit bulamadim, an-
cak iyi bilinen bir yamit1 da olabilir.

(a) Sekil 1’de ABC ve GH B iiggenlerinin ben-
zer ise, |BC|, |CA| ve |AB| kenar uzunluk-
lar arasinda hangi bagint1 vardir?

(b) GHB ve ABC \icgenleri benzer iken, ke-
narlari tamsayi olan tim ABC tggenlerini
bulunuz.

(c) GHB ve ABC yine benzer iken, her iki
liggenin birden kenar uzunluklarinin tam-
say1 olmasi mimkiin mudir?

(¢) Kenarlarimn ve kenarortaylarinin uzunluk-
larimmn timi tamsayr olan lggenler var
mudir?

KAYNAKCA

[1] E. Alkan, Geometrik Esitsizlikler 111, Matema-
tik Diinyass, 5, say1 2, 16-19 (1995).

[2] O. Bottema et al., Geometric Inequalities,
Wolters-Noordhof, Groningen, 1968.

[3] D. S. Mitrinovi¢ et al., Recent Advances in
Geometric Inequalities, Kluwer, Dordrecht/
Boston/London, 1989.

[4] J. F. Rigby, Quartic and Sextic Inequalities for
the Sides of Triangles, Univ. Beograd. Publ.
Elektrotehn. Fak. Ser. Mat. Fiz., 602 - 633,
195-202 (1978).

ALKAN’IN ESITSIZLIGINE EK

Yusuf Aver & Nurettin Ergun ~

[1)’de Emre Alkan’in gosteremedigini soy-
ledigi ilging bir egitsizligin daha genel bir bigimi
saninz kolayca gosterilebilir. Hepimiz

2 I i

% L o3
2ry<z+y ve 55;5+y—2
oldugunu biliriz. Ozellikle bu sayilar pozitif ise,

1 < 1 < ll 1 + l
(z+y)" = 2nVaryy® ~ 272\ "

bulunur. Bunun yardimiyla kolayca, pozitif z;

(1=1,2,...,n) gergel sayilar igin
1 4 1 x 1
(z1 + z2)" (Iz + z3)" (’.'1,-,.1 +zp,)"

+—1—<1(1+1+ o
(Zm+ )" — 2° \ 2! 23 r

elde edilir, ¢inki z; sayilan sol yanda ikiger
tanedir.

KAYNAKCA

[1] E. Alkan, Bir Esitsislik Uzerine, Matematik
Diinyasi, 5, say1 4, 17-18 (1995).

* istanbul Universitesi Matematik Béliimii fretim liyeleri
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EMRE ALKAN’IN ESITSIZLIGI UZERINE

Albert Erkip ~

e e b i R i T P R S e e A S A R i RO

Emre Alkan, [1]'de asagidaki esitsizligin
dogru oldugunu iddia etmisti.

Iddia. T,y,z ve n pozitif sayilar olmak tzere,

1 n 1 i 1 1 1 1 1
@) (eta)  ror S\ T T
gergeklenir. Esitlik yalmz ¢ = y = z iken vardir.

(1]'de Emre Alkan istenen esitsizligin,
ha,hy, he ve Ty, Ty, T, sirayla bir ABC uggeninin
yukseklikleri ve digteget cemberlerinin yaricaplari
olmak Uzere, hy + hy} + A7 < 't +1% $I?
egitsizligine denk oldugunu gostererek, iddiasini
n =1 ve n =2 durumlan igin kanitlamst..

Fonksiyonlarin digbiikeylik ozellikleri kul-
lanilarak iddiadaki ve benzeri esitsizlikler kolayca
kanitlanabilir. Agagidaki teoremin digbiikeylikle
ilgisi fonksiyonun grafiginin iizerinde kalan bolge-
ye bakilin:a goriilecektir.

Teorem. Bir [ agk araliginda f iki kere
turcvlenebilir ve her t € I igin f"(t) > 0 olsun.
Her a,b€ I igin

1

£(552) < 5(0(@) + 50)

gerceklenir. Egitlik yalniz a = b iken vardir.

Kamt. g(t) = 3(f(e) + f()) — f(“—:'.z'—') fonksiy-
onuna bakalim. ¢ € I i¢in

/0 =;lro-r(52)] =540 o

olacaktir. Ikinci esitlikte Ortalama Deger Teo-
remi kullandik ve bu esitlik ¢ ile ‘—‘%’- arasindaki
uygun bir ¢ igin saglamr. f”(c) > 0 oldugundan
(2)’den ¢ fonksiyonunun t < a i¢in azalan, ¢t > a
igin artan oldugu gikar; yani g¢’nin minimum
degeri t = a noktasindadir. b # a igin

1 b
3@+ £8) - £(23=) = 9(8) > g(a) = 0
Teorem 1’in kamtin1 tamamlar. a

*ODTU Matematik Béliimii ogretim liyesi

Iddiadaki esitsizlige gelince, f(t) = 1/t"
i¢in

1
n(n + )>

t"+2 0

f”(t) —
esitsizligi I = (0,00) arahiginda gegerlidir. z,y,z
pozitif sayilari igin Teorem 1’den ¢ikan

2" P 1( 1 + 1 )
(z4+y)» — 2\z" y"

ile z+ 2z ve y+ 2z igin benzer esitsizleri toplarsak
iddiadaki esitsizligi elde ederiz. Esitlik ancak ug
egitlikte de esitlik durumunda, yani z = y = 2
iken vardir.

Teorem 1l’de a ve b’nin orta noktasi
a_~|2-_b yerine aralarindaki herhangi bir noktay:

disiinebiliriz, bu bize ayni yolla kamtlanabilen su
teoremi verir.

Teorem 2. Bir I agik arahiginda f iki kere
turevlenebilir ve her t € I igin f"(t) > 0 olsun.
Her a,b € I ve her A € (0,1) igin

Fha+ (1= N)b) < Af(a) + (1 = N)f(b)

gerceklenir. Egitlik yalniz a = b iken vardir.
Teorem 2’yi kullanarak Emre Alkan’in

egitsizligini biraz genellestirebiliriz: z,y,z,«,8

ve n pozitif sayilar olmak tzere

1 1 1
(az + By)" * (ay + B2)" & (z + Bz)n

< 1 (1+1+1)
LR

gerceklenir. Esitlik yalmz z = y = z iken vardir.

KAYNAKCA

(1] E. Alkan, Bir Esitsizlik Uzerine, Matematik
Diinyas1, 5, say1 4, 17-18 (1995).



DISBUKEY FONKSIYONLAR

H. Turgay Kaptanoglu ~

A. Digsbiikey Kumeler

Geometri derslerinden (eger orta ogrenim-
de hala geometri dersi kalmigsa) dizlemdeki
digbiikey sekillerin nasil gseyler olduklar1 hakkinda
bir fikrimiz vardir. Uggen, kare, daire, yamuk,
duzgun beggen, altigen, vb. digbiikey sekillerdir,
fakat yildiz degildir, ¢inki yildizin digindaki
bolge yildiza dogru girintiler yapar. Bunun
matematige daha uygun ifadesi sudur: Yildizin
iginde (farkli kollarinda) dyle iki nokta bulabiliriz
ki bu noktalar birlestiren dogru pargasi mutlaka
yildizin digina tasar.

A, B duzlemde iki nokta ve t, 0 <t <1
saglayan gercel sayiise, (1—t)A+¢B noktalarinin
kimesi A ile B’yi birlestiren dogru pargasim
verir. t sifirdan bire dogru artarken, A’dan
B’ye gideriz; t = % iken A ile B’nin tam or-
tasindayizdir. ¢ > 1 veya ¢ < 0 olmas: nokta-
lardan birinin obir tarafina ge¢gmis oldugumuzu
gosterir. Koordinat kullanirsak, A = (a1, as2),
B = (b, b;) yazarz ve

(l - t)A+ tB = ((]. - t)a1 + tbl,(]. —-t)ag + bg)

olur. A ve B’nin n boyutlu gergel uzayda
(R™’de) noktalar olmasi durumunda da benzer
kavramlar ve iligkiler gecerlidir.

Tanim 1. D C R™ olsun. Eger her A,B € D
ve 0 <t < 1 saglayan her gergel ¢t igin

(1-t)A+tB €D

ise, D’ye digbtukey kume deriz.

R*’de A
uzaklig

lA- Bl = V(a1 —b1)2 + -

ve B noktalarnn arasindaki

vt (an - bn)2

ile gosteririz. Uzakhgin t¢ temel ozelligi

sunlardir.

(1) |A=A|=0’dirve A# B ise |[A-B| >0

olur.
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(2) t bir gergel say ise, |[tA —tB| = [[t(A -
B)|| = [t|||A — B|| saglanir. t = —1 halinde
ise bu ||A— B|| = ||B — A|| verir; bu simetri
ozelligidir.
(3) IA- Bl < ||1A-Cll+IC = Bll; bu iggen
esitsizligidir.
(1), farkh iki noktanin, birbirine ne kadar yakin
olurlarsa olsunlar, aralarindaki uzakhign sifir ola-
mayacagin soyler. (2), A’nin B’ye olan uzaklig,
B’nin A’ya olan uzakhgiyla aymdir demekle
egdegerdir. (3), bir licgende en uzun kenarin
uzunlugu diger iki kenarin uzunluklar toplamin-
dan kisadir demekten baska bir sey degildir. Aym
zamanda iki nokta arasindaki en kisa yolun bir
dogru olmasi anlamina da gelir.

Her dairenin digbiikey oldugunu gostere-
lim. Dairenin merkezi M ve yarigapr r > 0 1se,
bir X noktasinin dairede olmasi demek, dairenin
sinir1 olan ¢emberi igerip igermedigine gore, || X —
M|| < r veya || X — M|| < r esitsizliklerinden
birini saglamasi demektir. Diyelim ikincisidir.

Simdi dairede A ve B diye iki nokta alalim ve
0<t<1 alahm. C=(1-1)A+tB dersek,

IC—M|=[1-t)A+tB—-(1-t)M —tM||
< (1-9lA- M| +t|B - M|
<(l-Or+tr=r

egitsizlikleri saglamir; 1 — ¢t ve t, pozitif olduk-
larindan || - || digina oldugu gibi ¢ikarlar. Sonug
olarak C = (1 —t)A+tB’ninde 0 <t <1 iken

dairede oldugu anlagilir. Bu ise dairenin digbiikey
olmasi demektir.

B. Disgbiikey Fonksiyonlar

Tammm 2. A C R bir arabk ve f : A — R bir
fonksiyon olsun. Eger her a,b € A ve 0 <t <1
saglayan her gergel ¢ i¢in

f((1—t)a+1b) < (1—t)f(a) +1£(b)
saglaniyorsa, f’ye digbikey fonksiyon denir.



Ornegin f(z) = z? fonksiyonunun A =
(=00, 00) araliginda digbiikey oldugunu gorelim.
a,b € R ise once 2ab < a? + b? dogrudur, ginki
bu a? + b% — 2ab > 0’a, bu da (a — b)? > 0’a
denktir. ¢ = (1 —1)2a+1tb olsun. 0 <t <1 igin

¢? = (1 —t)%a® + 126 + a(1 - t)atb
< (1=1t)%a? +126% + (1 — t)t(a® + b?)
= ((1=1)%+ (1 =1t)t)a® + (12 + (1 = t)t)b?
= (1 —t)a? + tb?

buluruz ki bu Tanim 2’nin f igin ger¢eklenme-
sidirr 0 < ¢t < 1 oldugunu nerede kullandik?
Eger t > 1 veya t < 0 olsaydi, yukanda ilk
denklemdeki t(1 — t) negatif olurdu ve ikinci
satirdaki esitsizlik tersine donerdi. Aym yolla,
g9(z) = cr + d seklindeki her fonksiyonun, yani
dogrularin da digbiikey oldugunu goériiriiz.
r = (1—1t)a+th yazarsak,

b—=z r—a

t — ve 1—-t=

b—a

olur ve Tanim 2’deki esitsizlik

f() < 7= fa) + S22 506)
_ ) - f(@)
== (z—a)+ f(a)

halini alir.

y=L0T0 o4 fa),

f’nin grafiginde bulunan (a, f(a)) ile (b, f(b))
noktalarindan gegen dogrunun denklemidir. O
halde Tanim 2’deki esitsizlik, f fonksiyonunun
z = a ile z = b arasindaki grafiginin (a, f(a)) ile
(b, f(b)) noktalarini birlegtiren dogru pargasinin
altinda veya ona degiyor oldugunun ifadesidir.
Ve bu A arahgindaki her a,b nokta cifti
tarafindan saglanmahdir. Tamm 2’de esithgin
yalmz dogrular tarafindan saglandigim1 da bu-
radan goruruz.

Bu geometrik 6zellikten yararlanarak, is-
tel fonksiyon h(z) = e®’in biitin gergel sayilar
kiimesi tizerinde digbiikey oldugunu goririz; tabii
bu bir ispat degildir; ispat1 agagida verecegiz.
Gene aym yolla {(z) = Inz hicbir aralikta
disbiikey degildir; k(z) = z3 ise sadece [0,00)
aralif1 veya onun alt araliklarinda disbikeydir.

Iki cesit digbiikeylik tammladik. Ilk akla
gelen soru aralarinda bir iligki olup olmadig.
Var, hem de ¢ok yakindan. f, bir A arahginda
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digbiikey olan bir fonksiyon olsun. E; ile
f’nin A’daki grafiginin tzerinde kalan bolgeyi
gosterelim; yani

Ey={(z,y) €ER*:z€ A, y> f(z)}
olsun.

Teorem 3. f’nin A’da digbikey olmasi igin
gerek ve yeter sart E; ’nin digbiikey olmasidir.

Ispat. f digbiikey olsun ve (a,c),(b,d) € Ej

alalim. Bu iki noktay: birlestiren dogru parga-
simin denklemini

b=z

L —

r—a

c+ d (a<z<b)

b—a
seklinde yazabilecegimizi gordik. a,b € A ile
¢ > f(a) ve d > f(b) gergeklenir. Bunlar ve
f’nin digbiikeyligi sayesinde a < z < b igin

b—1=z r—a
(&) < T f(@) + T (D)
<b—:c :I:—ad_
St tp—atY

elde ederiz. Bu ise dogru par¢asinin tamaminin
E;’de kaldigini, yani Ej’nin digbiikey oldugunu
soyler.

Tersine f digbiikey degilse, oyle a,b € A
ve aralarinda bir zo € A vardir ki

b—zg To—a

fleo) > 7= f(a) + 2= 1(b)
gergeklenir. Bu egitsizligin sag tarafina s diyelim.
c= f(a) + —f(-ro2) —% ve d= f(b) + —_f(l'o?) .

tammlayalim. Agik¢a ¢ > f(a) ve d > f(b) dir;
yani (a,c) ve (b,d) noktalar1 E;’dedir. (a,c) ve
(b, d) noktalarindan gegen dogruyu g fonksiyonu
ile gosterelim. zo ne olursa olsun

b—a

b—1z Tg —
0, To—a _§

b—a  b-a b-a
saglandigindan, s’nin tanimini kullanarak
_ b—-.’!!o Xp—a
plen) = ety —rd
_b—x rg—a f(zo) —s
=3 J@)+ )+ —=——

Eo) o e te o pa)

buluruz. Bu ise (a,¢) ve (b,d) noktalarim
birlestiren dogru pargasimin z = zo’da, f’nin
grafiginde olan (zo, f(zo)) noktasinin altinda
oldugunu ve dolaysiyla bu dogru pargasinin
tamamnin  Ey’de kalmadigim soyler; yani Ej
digbiikey degildir. 0

:s-}.—f
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a,f > 0 ise ve f,g digbiikey fonksiyon-
larsa, af + fg de digbiikey olur. Dolayisiyla
digbukey 1iki fonksiyonun toplami ile digbiikey
bir fonksiyonun pozitif katlari da digbiikeydir.
Ama carpimlar ve negatif katlar igin aymi geyi
soyleyemeyiz.

Onerme 4. A C R bir arahk, f : A - R
digbukey bir fonksiyon ve a < ¢ < b, A’da nok-
talar olsun. O zaman

f(e) = (@) _ ()~ f(@)

c—a b—a

L 1) - 1@

- b—c

esitsizlikleri gergeklenir.

Bu onermenin geometrik anlami gudur:

= (a, f(a)), B = (b, f(%)), C = (¢, f(c)) der-

sek, [AC]’nin egimi [AB]’nin egiminden kiigiik

veya ona esit, 0 da [BC]’nin egiminden kiigiiktiir
veya ona egittir.

ispat. f digbukey ve
b—c

c—a
e T g
oldugundan,
bh— _
£(e) = f(a) < 3= T f()
b—c a
= mf(a) = af(a)
= 7= f(a) + =)
c—a

= 222(1() - f(@)

elde ederiz. Buradan ilk esitsizlik gikar. Ikincisi
de buna benzer. D

Simdi A agqik bir arahk, a < c < b, A’da
noktalar ve f: A — R digbiikey olsun.

f(=) = f(e)

rT—C

g(z)= (z €fa,c)U (c,b])

fonksiyonunu tanimlayalim. Onerme 4’ii £ < ¢ <
b vliisii ile kullanirsak, ¢ ’nin [a, c)’de

f(8) — f(c)
b—c

sayis ile Ustten sinirh oldugunu, Onerme 4’ bir
kez de z < y < c liglusi ile kullamrsak, ¢’nin

[a,c)’de artan oldugunu goriiriiz. Bu son iki
gozlem bize
lim g(z) = ekiis H=z) =10 _ fL(c)

z€[a,c) T—cC

r—c~

limitinin varhgini s6yler. Aym sgekilde

f(z) — f(c)

hm g(z) = ebas
T— Tr—=cC

z€(c,b) = f+(C)
limiti de vardir. Burada ekiis ve ebas sirayla en
kigik st sinir ve en biyik alt sinir demektir.

Yukandaki iki limit birbirine egit olmaya-
bilir.  Ornegin g(z) = |z| fonksiyonu A =
(—00,00)’da digbiikeydir, ama g/, (0) = +1 ve
g"(0) = =1 verir. Bu fonksiyon ayrica digbiikey
bir fonksiyonun tirrevli olmasinin gerekmedigine
de bir ornektir.

Simdi bir kez daha Onerme 4’ii c—h < ¢ <
¢+ h ugliisii ile kullanirsak

f) = fle=h) _ fle+h) = f(c=h)
h - 2h
¢ fle+h) - f(o)
= h
buluruz. Ortadaki ifadeyi gormezlikten gelir ve

h — 0 iken limit alirsak, f’(c) < fi(c) elde
ederiz. Tekrar Onerme 4’ten ve f}(a)’mn tan-
mindan

- b) —
PIRPR.CEI CPRIUES(C
yazariz. Simdi sag tarafin b — ct iken limi-

tini alirsak f! (c) buluruz ve esitsizlikler korunur;
yani a < c i¢in fi(a) < fi(c)’dir. fL igin de
aym gey gegcerlidir.

Sag ve sol tirevin elimizdeki ozelliklerin-
den gunlar1 da gikartiriz:

f(Cl—f(I <f’(C)<f+ (I<C)
D219 ¢ e) (>

birlikte € A ve z # ¢ igin

f(z) > f(c) + fi(e)(z - ¢)
verir ki bu z = ¢ igin de dogrudur. Benzer bir
sonug f’ (c) ile de vardir.

Simdi toparlayalim:

Teorem 5. A agik bir aralhk ve f : A — R
digbiikey olsun. O zaman f’nin A’nmn her nok-
tasinda sag ve sol tirevi vardir, bu tiirevler artan
fonksiyonlardir ve bir noktadaki sag tirev ayni

13]



noktadaki sol tirevden kigik degildir. Ayrica
ce A ve fl(c) <m< fi(c) ise,
f(z) 2 fle)+m(z—¢c) (z€A)

gecerlidir.

Son egitsizligin geometrik anlami sudur:
Agik bir arahktaki digbiikey bir f fonksiyonu-
nun grafigi, grafigin ir noktasindan gegen ve
egimi, fonksiyonun o noktadaki sag ya da sol
turevi olan dogrunun ust tarafinda kalir. Eger
araligin bir noktasinda f turevli ise, f’nin biitiin
arahktaki grafigi, f’nin tirevli oldugu noktada
f'nin grafigine gizilen tegetin iist tarafindadir.

Teorem 5’1 ispatlamaktaki amaglarimizdan
biri de suydu:

Teorem 6. A agik bir aralik ve f : A — R
digbiikey ise, f sureklidir.

Ispat. A’da a < z < y < b noktalarim
alahm.  Sag ve sol tiirevin tamimlarindan ve
ozelliklerinden

f@) < i) < T2 < oy < g1

elde ederiz. |f} (a)| ile |f”(b)|’nin biiyiigine M
diyelim. f o zaman [a,b] araligindan Lipschitz
sarti dedigimiz

If(y) = f(z)| < M|y — z|

esitsizligini saglar. Buradan y — z iken f(y) —
f(z) olur ve bu f’nin siirekliligi demektir. ]

Bu teoremin gegerliligi A’nin acgk ol-
masina baghdir. Ornegin, A = [0, 1] ise ve f’yi
f(0) = 1 ve z € (0,1] iken f(z) = 0 diye
tanimlarsak, f digbiikeydir fakat siirekli degildir.

Teorem 7. A aqik bir aralikk ve f : A — R
turevli olsun. f’nin A’da digbikey olmasi igin
gerek ve yeter sart f'’niin A’da artan olmasidir.

ispat. f digbliikey ise sag ve sol tiirevlerin artan
oldugunu Teorem 5’te soyledik. f’nin tiirevli ol-
masi halinde sag ve sol tiirevin ikisi birden tiireve
esittir,

Tersine f' artan olsun. f digbiikey olmasa
A’da oyle a < ¢ < b noktalar buluruz ki

16) > 122 fa) + S22 1ev)

saglanir. Bu esitsizlik ise Onerme 4’iin ispatinda
oldugu gibi

f(¢) — f(a)

>
c—a

S(6) = f(e)
b—c
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egitsizligine denktir. Her iki tarafa Ortalama
Deger Teoremi’ni [2] uygularsak, dyle a < z <
¢ < y < b bulutuz ki f'(z) > f'(y) olur. Bu
1se varsayimumizin aksine f’ azaliyor demektir.
Celigki f’yi digbiikey olmaya zorlar. a

Sonug 8. A agik bir aralik ve f : A — R iki kere
turevlenebilir olsun. f’nin A’da digblikey olmasi
igin gerek ve yeter sart A’da f"” > 0 olmasidir.

Ispat. f digbiikey ise, f' artandir; dolayisiyla
f" > 0’dir.

Tersine A’da f” > 0 olsun. a < b € ¥
ve t € (0,1) alahm ve ¢ = (1 — t)a + tb diyelim.
Ortalama Deger Teoremi’'nden a < z < c <y < b
olacak gekilde 6yle z,y € A ve ¢ < y oldugundan
ikisi arasinda oyle bir z vardir ki

f(e) = f(a) = f'(z)(c —a)
f(6) = f(c) = f'(y)(b )
F'(y) = f'(z) = f'(2)(y — =)

yazabiliriz. u = (1—1)f(a)—tf(b) diyelim. Bun-
lardan ve ¢’nin tanimindan gikan

fle)=u = (1=)(f(c) = £(a)) —t(f(b)~ f(c))
= (1=0)f'(z)(c—a)~tf'(y)(b—c)
= (1-t)t(b—a)f'(z) - (1-t)t(b—a) f' ()
= (I=t)t(b—a)f"(z)(z~y) <0

esitsizligi f’nin digbiikey oldugunu soyler. O

Teorem 7 ve Sonu¢ 8 yardimiyla bircok
tanidik fonksiyonun digbiikey olup olmadigini
gosterebiliriz. Ornegin h(z) = e® ise, her gercel
z igin h"(z) = €* > 0’dir ve dolayisiyla h,
R’de digbiikeydir. Buna karsit olarak f’nin tersi
olan ve (0,00) aralifinda tanimlanan I(z) = In z
fonksiyonu tanimlandigi higbir yerde digbiikey
degildir, clinkii z > 0 iken {"(z) = —1/z? <
0°dir. p > 1 iken f(z) = zP fonksiyonu A =
(0,00) arahginda disbiikeydir, ¢iinkii bu aralkta
f"(z) = p(p— 1)zP=2 > 0’dir. Benzer sekilde
polinomlar ve trigonometrik fonksiyonlar igin de
digbukeylik araliklar: bulabiliriz.

C. Orta Nokta Digbiikeyligi

Tanim 9. A bir arabk ve f : A — R bir
fonksiyon olsun. Eger her a,b € 4 icin

f(g;r_b) o $18) 42- f(b)

saglaniyorsa, f’ye orta noktade dishikey denir.
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Tamim 2’nin aksine ¢ sayisi burada sadece
1/2 degerini alabilmektedir; dolayisiyla orta
noktada digbiikeylik, digbiikeylikten daha zayif
bir kavramdir. Teorem 10’da gorecegimiz gibi
bu zayifik siireklilikle kapatilabilir. Geometrik
olarak anlami, fonksiyonun grafiginde alinan her-
hangi iki noktay: birlestiren dogru pargasinin
orta noktasinin, fonksiyonu grafiginin aym disey
dogrultudaki noktasindan asagida kalmamasidir.

Teorem 10. A bir aralik, f: A — R orta nok-
tada disbiikey ve surekli ise, f digbikeydir.

spat. {ax} (k=1,2,...), A’da bir dizi olsun.
b=a; +ay + az + a4 diyelim. Tanmim 9’dan

b 1 [a;+ay 1 [a3+ay
f(Z)fif( 2 )*5’( 2 )

< (@) + 1(@) + f(as) + 1(a))

cikar. Boylece tiimevarimla, 2* seklindeki her n
i¢in,

(Bt < L)+t (@)

n
oldugunu gosterebiliriz.

Simdi (#)’in dogru oldugu bir n = N
alalim.

anN = (a1 + - +an-1)

N -1

diye yeniden tanimlarsak, sirayla

1
ay = N(a1+---+aN)
Han) = f(E_NM)
< w(f@) -+ flaw-a)) + 3 flaw)

elde ederiz. Bunu f(ay) icin ¢ozerek

fan) < g (f(a) + -+ flaw))

buluruz. Bu ise (¥*)in n = N — 1 igin de dogru
oldugunu soyler. Dolayisiyla (), her pozitif tam-
sayl n i¢in gegerlidir.

Son olarak 0 < k < n tamsayilar ve
a,b € A olsun. (x)’dailk n—k noktay: a, kalan
k noktay: da b olarak alirsak,

n—k
F(PE0+ 5) < 2 b + k1)

n n

yazabiliriz. Bu ise 0 < s < 1 saglayan her rasyo-
nel say1 s igin

f((1 = s)a+ sb) < (1= s)f(a) + 5f(b)

olmasi demektir. 0 <t <1 bir gergel say1 ise, ona
yakinsayan {si} rasyonel say1 dizisini bulabiliriz,
ve son esitsizligin sag tarafi agikga (1 —t)f(a) +
tf(b)’ye yakinsar. f siirekli oldugundan,

Jim f((1-si)a+seb) = f(Jim ((1-sx)a+s¢8)))
= f((1 - t)a +tb)
< (1=t)f(a) +tf(b)

yazabiliriz. Bu ise Tamim 2’deki esitsizlikten
bagka bir gey degildir. m]

D. Jensen Esitsizligi

Matematikte ¢ok bilinen ve kullanilan
esitsizliklerin birgogu aslinda Jensen egitsiliganin
degigik digbiikey fonksiyonlarla kullanilmasindan
elde edilir. Bu, digbiikeylik kavraminin ne kadar
temel bir kavram olduguna igarettir. Asagida
sagirtici birkag ornek verecegiz. Oneminden do-
lay1 Jensen esitsizliginin iki ayri seklini veriyoruz.
Bu iki sekil aslinda birbirinden gikarilabilir.

Teorem 11. A agik bir arahk ve f : A — R
digbikey olsun. t, + ---+1t, = 1 olacak sekilde
pozitif sayllar ve £, < --- < z, € A alahm. O
zaman

f(kz:;tkl'k) < gtkf(-‘ﬂk)

saglanir. Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter
sart f'nin [z1,z,] aralifinda bir dogru olmasidir.

Ispat. p=tzy +tsz9+ - +t,z, dersek,

p2tiz,+tazn+ -+ lgz,
= (t1+"'+ln)1'n =TI

ve benzer gekilde p > =z, buluruz.
A’dir. Teorem 5’ten her z; igin

Yani p €

f(ze) > fi(p)(zk — p) + f(p)

oldugunu biliyoruz. Bu esitsizligin her iki tarafini
tr ile carpar ve sonra k£ = 1'den k£ = n’ye kadar



toplarsak,

St f(ze) < Filp) D temk — pfi(p) Dt
k=1 k=1 k=1

+ f(P)Ztk
k=1

= pfi(p) — pfi(p) + f(p)
=f trx
(Zo)

elde ederiz. n uzerinde tiumevarim kulla-
narak degigik bir ispat verebilirdik. Esitlik
hali ile ilgili iddiay1 da digbikeyligin tanimindan
sonra verdigimiz geometrik agiklamadan rahatca
goriiriiz. O

Teorem 12. g : [c,d] — (a,b) sirekli ve f :
(a,b) — R digbiikey olsun. O zaman

(g [ o) < 7 [ stotenas

saglanir.

Ispat. Teorem 11’in ispatina benzer gekilde

1 d
P:E/C g(z)dz

dersek, gene a < p < b olur. Teorem 5’ten
her y € (a,) icin f(y) 2 f(p) + f1(P)(y = P)
oldugunu biliyoruz. y = g(z) ahrsak f(g(z)) >

f(p) + fi(p)(g(z) — p) buluruz.  Simdi bu
esitsizligin her iki tarafinin ¢’den d’ye integralini

alirsak,

/cdf(y(x))dr > f(p)/cddz+f;(p)/cdg(z)dr

- pr(P)/cddr

= f(p)(d - ) + fi(p)p(d — )
- pfi(p)(d—c)

. (d—C)f(d—i;/Cdy(r)dx)

elde ederiz. Artik her iki tarafi d — ¢’ye bolmek
yetecektir. 0

Bu ve bundan sonraki integralle ilgili
sonuglarda aslinda integrali alinan fonksiyonun
surekli olmasi, tanim kiimesinin bir aralik, hatta
gercel sayilarin bir altkiimesi bile olmasi bile
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gerekmez.  Uzerinde integral alinabilecek bir
kume ve integrali tanimlanabilecek bir fonksiyon
yeter.

Simdi Teorem 12’de f(z) = ¢* = expzr
alirsak, [0,1] aradiginda tamimh surekli bir g
fonksiyonu igin

1 1
exp/ g(z)drS/ eI dz,
0 0

ya da h(z) = €9%) yazarsak g(z) =
olacagindan,

1
e)t:p/l In h(z) dz 5/ h(z)dz
a 0

buluruz.
fy=tg=--=t, =L alirve f(z)=e
Teorem 11’de kullanirsak

1
EXP(;(II o v +In)) <

Inh(x)

I’i

(e + - +€™),

1
n
ya da y, = e** yazarsak z; = Iny; olacagindan,

(1-va)"/™ = expln(y; - -yn)'/"

1
= exp(— In(y; - ‘yn))
n
1
= exp(-’;(ln yi+---+In yn))

<

| =

(yi +- -+ yn)

elde ederiz. Bu ise aritmetik-geometrik ortalama
egitsizligidir. n = 2 aldifimizda iyi bildigimiz

TR )1 ‘; Y2

gekline girer. Teorem 12’de butin ¢ ’'leri esit
almak yerine her birini pozitif ve toplamlar 1
olacak gekilde segersek, aritmetik-geometrik or-
talama esitsizliginin daha genel hali olan

WU Sty ottt

egitsizligini de buluruz [4].

Teorem 11’1 bu kez f(z) = e~* digbukey
fonksiyonu ile kullanacak olursak, yukaridakilere
benzer iglemlerden sonra

t tn
o a3 B
1 Yn

esitsizligini buluruz. Bu, n =2 ve esit t; ’ler ile

2
1 1 SvylyE
- 4 =
1 V2
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bigimine girer. Son iki esitsizligin sol tarafina har-
monik ortalama denir [4].

Harmonik, geometrik ve aritmetik ortala-
malarin arasindaki bagintilarda esitlik olmasi igin
Teorem 11°de soylendigi gibi f(z) = e ve f(z) =
e~* fonksiyonlarinn [z;,z,] arahginda dogru
vermesi sarttir. Bu da ancak z; =z, =-- =z,
iken mumkiindiir. Dolayisiyla verdigimiz ii¢ gesit
ortalamanin birbirine esitligi ancak biitiin sayilar
birbirine esitse olugur.

Bu dergide baska yazilardaki [1,3,6] baz
esitsizlikler de Jensen egitsizliginde uygun digbii-
key fonksiyonlar segilerek elde edilebilir.

E. Holder, Cauchy-Schwarz ve Minkovski
Esitsizlikleri

Digbiikey fonksiyonlardan soz ederken ¢ogu
kez toplamlar 1 olan iki pozitif say1 kullandik.
Bu iki sayiy1 biraz daha 6zel secebiliriz: p ve q,
toplamlar ve garpimlari ayni, yani p + ¢ = pq
olan pozitif iki gergel say1 olsun. Bu sart

1

-+
4

=1

|-

olmasi demektir. Boyle secilen p ve ¢’ya bir-
birinin eglenigi denir. p ve g eslenik iseler,
1 < p,g < oo olacag agiktir; obiir tirli birinin
negatif olmasi gerekirdi. Eslenik iki sayidan
birinin sinirsiz artmasi digerinin 1’e yaklagmasim
gerektirir. Fakat oo bir gercel say1 olmadigindan
dolay1 p = 1 ya da ¢ = 1 almayacagiz. Onemli
bir 6zel durum, p = ¢ = 2 simetrik halidir.

Asagidaki teoremlerde sececegimiz sayilar
ve fonksiyonlar gergel veya karmagik degerli ola-
bilir. Duruma goére |-|, mutlak deger veya modilu
gosterir. Pozitif sayilar veya fonksiyonlar igin
tabii ki | | kullanmaya gerek kalmaz.

Teorem 13. 1 < p < 00 ve ¢, p’nin eglenigi

olsun. ay,...,a, ve by,..., b, sayilar
n n 1/p s n 1/q
Y laxbi| < (Zlakl”) (Z Ibkl")
k=1 k=1 k=1

esitsizligini saglar. Buna Holder egitsizligi denir.

Ispat. Sayilardan sifir olanlan toplamlara katki-
lan olmadiklarindan atilmig kabul edelim. Goste-
recegimiz esitsizligin sagindaki iki ¢arpana sirayla
A ve B diyelim. Agik¢a 0 < A, B < co’dur. O
zaman ¢ = a;/A ve di = b;/B tamimlamamiz-
da sorun ¢itkmaz; c; ve dj ’ler de 0’dan farkhdir.

Ustelik

n n
D olexlP =" 1delr = 1
k=1 k=1

saglanir. Ustel fonksiyon (0,00) arahgindaki her
degeri aldigindan, her k’ye kargihk |ci| = e**/?
ve |di] = e™*/9 gercekleyen sx ve ti pozi-
tif sayilarin1 bulabiliriz. p ve ¢ eglenik olduk-
larindan istel fonksiyonun digbiikeyligi

t 1 1
exp(s—k + —k) < —e'* + —e'* (*%)
p q P q

verir. Bu ise
I
lek| |de| < =lex|” + =|dk]
P q

demektir. Bu iglemi her £k = 1,...,n igin yapip
toplarsak

n n

I 1
Y lerlldel < =) lerl? + =D 1del®
k=1 pk:l s k=1

P 9

elde ederiz. c¢r ve dj ’'nin tamimim hatirlarsak is-
pat biter. O

. Holder esitsizliginin de integral hali vardir.
Ispatini, Teorem 13’unkiine ¢ok benzer oldugun-
dan vermiyoruz.

Teorem 14. 1 < p < oo ve ¢, p’nin eglenigi
olsun. Bir [a,b] aralifinda tanimh f,g strekli
fonksiyonlari

|f(z)g(x)| dz,

<(/ @) dz)w ( : Jo(2)1e dx)”q

esitligini saglar.

2 halinde Holder esitsizligi
Mutlak

P =49 =
Cauchy-Schwarz egitsizligi adim alir.
degerin temel ozellikleri olan

n
<Y lawby|
k=1

b
< ] (2)e(z)) d

n

Zakbk

k=1

jﬂ ' He)o(e) e

egitsizlikleri ile birlegtirildiginde, iki vektorun ig
¢arpiminin mutlak degeri en fazla vektorlerin boy-
larinin ¢arpimi kadardir anlamina da gelir.



Ispatini incelersek, Teorem 13'te esitligin
saglanabilmesi igin (**)’da her k igin egitlik ol-
masi gerektigini goruriz. Ortalamalardaki egitlik
halleri ile ilgili agiklamalardan, bunun ancak her
k igin s = t; olmasi ile miumkin oldugu or-
taya gikar. Bu ise her k igin |cg[P = |di|? ol-
masi demektir. Sonug olarak Holder sitsizliginde
egitligin var olabilmesi igin gerek ve yeter sart
her k icin |ak[P/|be|* = C gergekleyen sifirdan
farkh bir C sayisimn varhgidir. Integralli du-
rumda ise esitlik icin gerek ve yeter sart her
z € [a,b] icin |f(z)|P/|g(z)|? = C gergekleyen ve
sifir olmayan bir C' sayisinin varligidir. Cauchy-
Schwarz egitsizliklerinde esitlik igin saglanmas
gerekenler [ai|/[be| = C veya |f(z)|/lg(z)| = C
seklinde yazilabilir.

Teorem 15. 1 < p < oo olsun. ay,...,a, ve
by,..., b, sayilar

n 1/p
(2ot )
k=1
n 1/p n 1/p
< (Clek) "+ (X mr)
k=1 k=1
esitsizligini saglar.
denir.

Buna Minkovski egitsizligi

Ispat. Gene énce 0’lan atmakla ige baglayalim.
O zaman biitiin toplamlar 0 ile oo arasindadir.

(lael + 165])" = la|(Jar| + [6])" "
+ (5| (Jax] + [Be])P

yazip toplar ve sagdaki terimlere ayr1 ayr1 Holder
esitsizligini uygularsak,

3 lael(jael + [be])™
k=1

< (z |aklp)w (Zn;uakl + b)) N

k=1
ve bunun a; ile b ’nin yeri degistirilmis halini
elde ederiz. Burada ¢, p’nin eglenigidir ve bu
yuzden (p—1)g = p olur. Elimizdekileri toplarsak

n n 1/q
> (lael+[be])” < (Z(lﬂkl % |bk|)p)

k=1 k=1

(LY

buluruz. §imdi her iki tarafi sagdaki ilk garpana
boler ve 1 — 1/q = 1/p oldugunu kullamirsak
istedigimizi elde ederiz. o

KAPTANOGLU

Teorem 16. 1 < p < co olsun. Bir [a,}b]
araliginda tanimli f, g siirekli fonksiyonlar

1/p

(/ (@) + le@)) dz )

<(/ 1P dz) " (f @ dz) UP

egitsizligini saglar.

Minkovski esitsizligi de mutlak degerin
temel ozellikleri olan

lag + bxlP < (lae| + [bel)”
1f(z) + g(2)PP < (If(z)] + lg(=)])"

esitsizlikleri ile birlegtirilebilir. p = ¢ = 2 halinde
uggen egitsizligini elde ederiz. Yazimin bagindaki
icgen egitsizligiyle iligkiyl kurmak icin, b; leri
—by.’ler ile degigtirmek yeter.

Minkovski esitsizliginde esitlik halini ince-
lemek igin, ispatinda kullanmilan Holder esitsiz-
liklerinde esitligin hangi durumlarda olacagina
bakariz. Buradan elde edilen gerek ve yeter sart
her k i¢in veya her z € [a,b] icin |ak|/|be] = C
veya |f(z)|/|g(z)| = C gergekleyen sifirdan farkh
bir C sayisinin varhigidir.

Yukaridaki esitsizliklerden bir kismi bu
dergide daha énce de yayimlanmigti [5]. Ama bu-
rada daha genel hallerini verdik ve dayandiklan
temel noktanin digbiikeylik oldugunu gosterdik.
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POLINOM KOKLERI iCIN BiR ALGORITMA

Yusuf Aver & Nurettin Ergun ~
e A o = R et a o o o St 0

Polinom koklerinin hesaplanmasi matema-  oldugunu kolayca gérebiliriz. Burada

tigin en eski ve en ¢ok ugrasilan sorunlarindan
biri olmustur. Bu konudaki kisa bir tarihce ve 1 V3 2r . 27
koklerin belirlenmesine iligkin ¢oziim yontemleri w=-3 + g =y +1an 3
icin [1]’e bagvurulabilir. Biz bu yazida az da
olsa farkh bir yaklagim 6nerecegiz. Polinomlara karmagik sayisinin w2+ w+1 = 0 ve w? =
iligkin bilgilerin geligim tarihcesindeki en dnemli 1 esitliklerini gercekledigi kolayca gozlenebilir.
iki sonug, hig kugskusuz Gauss ve Abel tarafindan Gergekten (2) gergekleniyorsa
sirastyla 1792 ve 1826 yillarinda kamtlanan su
sagirtic1 sonuglar olmustur: (a+b)3+p(a+b)+q — a3+b3+q+(3ab+p)(a+b)
1. Derecesi n olan gergel katsayili bir polino-

mun, bazilar karmagik say1 olabilen tam n  nedeniyle zq’in bir kék oldugu hemen goriilir.

tane koki vardir. Oysa wa ve w?b sayllan da (2) kosullarimi

gercekler ve sonugta z; sayisi da bir kok olur,

2. Derecesi dortten biiyiik olan gercel Kkat- ciinkii

sayih tim polinomlar igin, koklerin cebirsel
yontemler ve kok almalar yoluyla hesaplan- (wa)® + (Wb)° + g = a3+ 8° + ¢
masina iligkin bir algoritma yoktur. '
3(wa)(w?b) 4+ p = 3ab+p
Biz bu yazida igiincii ve dordiincii derece-

den gergel katsayilh polinomlarin kokleri igin bir  olmaktadir. Benzer bigimde z; son koktir. (2)
algoritma onerecegiz.  Okuyucunun karmagpik nedeniyle

sayllarla iglem yapabilmesi yaziy1 kavramak icin
yeterlidir. Tim polinomlar igin genelligi boz- e+ 63 =g - 27a3% = —p
maksizin bagat katsay1 1 olarak alinacaktir. '
. oldugundan, sonugta
I. Ugiinci Dereceden Denklemler

Oncelikle sunu gosterelim: 3

2

q
0= —

4+

I\Dl'ﬁ
-3

p(z) =2 +pz+9q (1)

bi¢cimindeki ozel uglinci derece polinomlarinin slirtect yapdmiyla.

koklerini bulmak neredeyse anahtar niteliginde-
dir. Burada ¢ # 0 varsayabiliriz, ¢inkii ¢ = 0 ise a=3l% + /3 Ve p=3{_9% _ 7
koklerin 0, i\/p ve —i,/p oldugu hemen goriiliir. 2 2
Simdi,
S o bulunur. Eger § > 0 ise, a ve b sayilan ile
a”+b°+q=0 ve 3ab+p=0 (2) z;=a+b kokiinin gergel, buna karsihk

esitliklerini gercekleyen a ve b gercel ya da

karmagik sayilarimi eger bulabilirsek, (1)’in gy = ol i(“ — b)\/ﬁ,
aranan tum ¢oziimlerinin 2 2

g o .(b- a)\/§

I0=C"'|'b, 1'1=wa+wb, Iz:u}za-}-wb Iz=—7+;-T.

* Istanbul Universitesi Matematik Béliimii Ofretim tliyeleri



koklerinin ise eglenik karmagik sayilar oldugu
goriilmektedir. Eger 6 < 0 ise, tim kokler gergel
sayidir. Gergekten

a* = -2 +iV[il
karmagik saysi igin

3 3

|a

arg a3 = —arctan (

oldugundan,

= w gOzoniine alinarak

Mcos la.rctan 2—\/m ;
3 [ 3 q

=2 li?;lcos L%(Q‘Jr—arctan(2 qlé]))J’
= 24/ — cos

oo (25

bulunur. Eger 6 = 0 ise, kokler

1‘0:—2{/g ve Il=12=—a=3%

olur. Dikkat edilirse ¢ok yalin p(z) = z3 +
z+ 1 polinomunun kokleri bile agagidaki getrefilli
sayilardir; burada 6 = % olup,

Jf‘3f' VAT +3V
63 0,

V31 -3V3
613

[~
(=23

T J
CO| =

Io

\/_
-I']:—?-{-l—?— ¥

V31 +3V3
63 ’

Iy =TI

koklerdir. p(a:) = 2% — 2z + 1 polinomunun ise

belirteci § = -m, kokleri ise £k =0,1,2 igin
T) = M cos [1 (2k7r — arctan ﬁ)]
3 3 3V3

AVCI & ERGUN

gergel sayilandir.
Artik iigiincii dereceden genel bir p(z) =
23 + az? + bz + ¢ polinomunun tim koklerinin,

3 b a® ab_l_ga_
) =2+ |- Jrre- gt

polinomunun kokleri zi,z2, z3 olmak uzere,

a a a

-y Ty WU

sayilani oldugunu gozlemek giig degildir, ¢inku
a

dikkat edilirse g(z) = p(z — %) Ozdesligi
gecerlidir.

II. Dordiincii Dereceden Denklemler
Simdi de
plz) =z +az® + bz’ +cx+d=0

dordiincii derece polinomunun kokleri z;, z2, =3
ve z4 igin bir algoritma belirlemege ¢aligahm. Bu
polinomun kokleriyle katsayilar: arasindaki unlu

Ty +T2+z3+2T4 = —0C
T1ZT3 + T2Z3 + T3Ta +
T4T1 + ToTq+ T3 = 5(3)
T1T9T3+Z223T4+T122T4+2123T4 = —C

T1T9T3T4 = d

bagintilarindan yararlamilirsa ¥, = z1z5 + 2324,
Y2 = T1T3 + ToT4, Y3 = T1T4 + Tox3 sayllarnmn,

g9(z) = «® — bz? + (ac — 4d)z + 4bd — a*d — ¢?

uguncu derece polinomuna ait kok-katsay: bagin-
tilarin gercekledigi, soz gelimi y, + yo + y3 =
—(—b) oldugu gorilecektir. Bu gergeklemeleri
okuyucuya birakiyoruz. O halde y;,y2,y3 sa-
yilant g(z) polinomunun kokleridir, ve bu sayi-
lar I’de anlatilan algoritma yardimiyla belirlene-
bilir. §imdi bn belirlenmis, yani bilinen sayilar
yardimiyla, p(z) polinomunun koklerini bulalim.
(3)’iin ilk bagintis1 yardimiyla

i+yz2=(z1+24)(z2+23) = —(21+24)(a+21+24)

olur ve y; + y» sayisinin

(g1t za)’ +a(zi+2z)++y2=0

20|



esitligini gercekledigi goriiliir. O halde kolaylikla

1

TitzT4 = 5(—0+\/02—4(y1+y2)),
1

r2+7T3 = 5(—0—\/a2—4(y1+y2)),

ve benzeri bigimde

a a?
-’L‘1+13=—§+ T—(y1+y3),
a a?
J?2+3~‘4=—'2-— T_(y1+y3)’
a a?
I1+1'2=-§+ T—(yz-*-ya),
a a?
Tatzs = g\~ ty)

i 2
1—'1+1'2=—§+ Z—b—i_yl'
a a?
11+$3=—§+\/T—b+yz,
a a?
z1-|'1?4=—§+ T—b+y3,
a a?
$3+I4=—§— T_b+y1'
a a?
1‘2+1?4——§— T—b+y2'
a a?
T2+ 23 =—5— T_b+y3

elde edilir. 1Ilk iki bagintiyla son bagint1 kul-
lamlarak, 2z, ve 2z; igin sirayla asagidaki
sonuglar bulunur:

a a? a? a?
—5 + \/T—b+y1 + \/T—bﬂn + \/-a——b+y3,

a a? a? \/a2
L | - Y L
2+\/4 +u \[4 b+ya 1 b+ys.

Benzer bigimde 2z3 ve 2z4 sirasiyla

a a? a? \/a2
_— = — —/==b
5 \/4 b+y1+\/4 b+y2 7 bt

a \/a2 ; \/a2 bt +\/a2 b
9 T +y — 1 Y2 ] Y3

olarak belirlenir. Bu kokli degerlerin bazilarinin
hesaplanmasinda gerekecegi igin, son olarak
bir karmasik sayinin kare kokiniin nasil belir-
lendigini animsatarak yaziy: bitirelim:

a+iﬁ:i%( a++a?+ f?

+ isgn(ﬁ)\/—a +Va?+ ﬂz).

sgn(B), B >0 iken +1, <0 iken —1 ve =0
iken 0 degerini alan fonksiyondur.
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PRATIK VE ILGINC ARITMETIK ISLEMLER

Hiseyin Kayadibi *

Teknoloji diinyasinda butin bilimlerin
temeli matematiksel sisteme dayanir. Bu sistemi
zihinsel pratiklerle gliglendirmek hem yorumlama
ve ¢ozimleme yetenegimizi kuvvetlendirir, hem
de zevkli bir ugrag haline getirir.

Matematik ile ugraganlar sayilar dizgesini

* Giilhane Askeri Tip Akademisi 6grencisi

bir gizem igerisinde olugtururlar. Bu gizemden
bazi ornekler verebiliriz.

1. Birler basamaklarindaki rakamlarin top-
lami 10, diger rakamlar1 ayni olan esit ba-
samakl iki sayimin ¢arpimi. Say:lar A ve



E, bunlarin birler basamaklarindaki rakamlar H
ve N, ve bu sayilarin birler basamaklarindaki
rakamlar atilinca kalan say1 K olsun. A ve F
sayllarinin ¢arpiminin son iki rakami H ve N
rakamlarinin ¢arpimidir.  Eger bu carpim tek
basamakliise A ve E sayilarinin ¢arpiminin onlar
basamagindaki rakami 0, birler basamagindaki
rakami ise H ve N rakamlarinin ¢arpimidir. A
ve E sayilarinin ¢arpiminin diger rakamlan ise
K(K+1)’dir. Son rakami beg olan sayilarin karesi
de bu yolla hesaplanabilir. Ornekler:

78 - 72 = 5616,
giinkii 56 = 7(T+1) ve 16 =8-2.
473 - 477 = 225621,
ciinkii 2256 = 47(47+1) ve 21 =3-7.
8842 - 8848 = 78234016,

giinkii 782340 = 884(884 + 1) ve 16 =2 8.

2. Birler basamaklarindaki rakamlar: ay-
n1, diger her bir basamaktaki rakamlar:
toplami 10 olan esit basamakh iki sayinin
carpimi. Sayilar H ve K, ortak birler basamak-
lar1 F, sayilardan birler basamaklarindaki rakam
atildiginda kalan sayilar N ve A, ve N ve A
sayillarinin basamak miktar: kadar £ rakaminin
yan yana yazilmasiyla olusan say1 Y olsun. H ve
K sayilarinin ¢arpiminin son iki rakam E?’dir.
Eger E? tek basamakh ise, H ve K sayilarimn
carpiminin onlar basamagindaki rakami 0 ve bir-
ler basamagindaki rakami E?’dir. H ve K
sayilarinin ¢arpiminin diger rakamlari ise N ve
A sayilarinin ¢arpiminin Y saysi ile toplamidir.
Ornekler:
78 - 38 = 2964,

¢iinkii 29 =73 +8 ve 64 = 82.
162 - 942 = 152604,
¢iinkii 1526 = 16 - 94 + 22 ve 04 = 22.
2473 - 8633 = 213494009,

cunki 213494 = 247 - 863 + 333 ve 09 = 32.

3. Biitiin rakamlan 3, 6 ve 9 olan sayilarin
karesi. H, biitlin rakamlar1 3 olan karesi bulu-
nacak say1 olsun. 32 olan 9 rakam 09 olarak
degerlendirilir. H 'nin basamak miktarinin bir
eksigi kadar 1 rakami 32 = 09°daki 0’in soluna,

KAYADIBI

aym miktardaki 8 rakami ise 0 ile 9’un arasina
yazilir. Ornekler:

32 =9,
332 = 1089,
3332 = 110889,
33332 = 11108889.

K, biitin rakamlarn 6 olan karesi bulu-
nacak say1 olsun. K ’nin basamak miktarinin bir
eksigi kadar 4 rakami 62 = 36’daki 3’iin soluna,
aym miktardaki 5 rakami ise 3 ile 6’nin arasina
yazilir. Ornekler:

62 = 36,
662 = 4356,
6662 = 443556,
66662 = 44435556.

E, biitiin rakamlarn 9 olan karesi bulu-
nacak say1 olsun. E’nin basamak miktarinin bir
eksigi kadar 9 rakami 92 = 81’deki 8’in soluna,
aym miktardaki 0 rakami ise 9 ile 1’in arasina
yazihr. Ornekler:

92 = 81,
99% = 9801,
9992 = 998001,
9999% = 99980001.

H, K ve E’nin karelerindeki rakamlarin
toplami 9’un katidir.

4. Biitiin rakamlar1 9 olan herhangi iki
saymin carpimi. Carpi lacak sayilardan biyuk
olan1 M, kii¢iik olanmi1 T', M ’nin basamak miktan
K ve T'’nin basamak miktar1 H olsun. M ve T
sayilarinin ¢arpiminda

(a) birler basamafi daima 1'dir ve sonugta
sadece bir tane 1 rakami vardir;

(b) H’nin bir eksigi kadar 0 rakami vardir ve
bunlar 1 rakaminin solundadur;

() K — H kadar 9 rakam 0’larin solundadir;

(¢) (c)’de bahsedilen 9’larin solunda bir tane
8 rakami vardir; bu 8 rakam 0’in hemen
solunda ise ¢arpilan iki say1 ayni sayilardir;
bagka da 8 yoktur;

(d) H—1 tane 9 rakam biitin sayilarin solun-
dadur;



KAYADIBI

(e) 1 rakaminin solundaki 0’larla, 8 rakaminin
solundaki 9’larin miktan esittir.

Ornekler:
9.9 = 81,
999 -9 = 8991,
99 -99 = 9801,

999 -99 = 98901,
9999 - 999 = 9989001,
999999 - 999 = 998999001.

5. Herhangi bir saymin 11 veya 9 ile
boliimiindeki devredenin bulunmasi. B’nin
I1 ile bolimiindeki devreden sayi, B’nin
(mod 11)’deki denginin 9 katidir. Ornekler:

1687 . 178 _
T =183 v  ——=16T,

gunki 1687 = 4 (mod 11) ve 4-9 = 36, ve
178 =2 (mod 11) ve 2.9 = 18.

C’nin 9 ile bolimiindeki devreden sayi,
C’nin  (mod 9)’daki denginin 11 katidir. Ornek-

ler:

3508

T = 389.77 ve ﬁ = 52.55

5 = 52.59,
cunki 3508 = 7 (mod 9) ve 7-11 =
473 =5 (mod 9) ve 511 = 55.

6. n = 3k seklindeki herhangi bir saymnin
rakamlarinin kupleri toplanir, sonra gikan
saymin da rakamlarinin kiipleri toplanir.
Bu iglem birka¢ defa yapilinca 153 sayisi
cikar. Ornekler: Sayimiz 729 ise, ii¢ adinda

73 + 2! + 9% = 1080,
13403+ 8% 402 =513,
53+ 13+ 3% = 153

77, ve

buluruz. Halbuki 162 igin dokuz adim gerekir:
13 + 6% + 23 = 225,
23 +23 453 = 141,
1°+4%+1° = 66,

6 + 6% = 432
43 + 33 4+ 23 = 99,
9% + 9% = 1458,

13 4 4% 4 52 + 8% = 702,
72 4+0% +2° = 351
334589412 = 153.

7. n = 3k —1 seklindeki herhangi bir sayinin
rakamlarinin kiipleri toplanir, sonra gikan
sayimin da rakamlarimin kiipleri toplamir.
Bu iglem birkag defa yapilinca 407 veya 371
say1s1 bulunur. Ornekler: 425 igin,

43 4+ 2% +53 = 197,
13 +9%4+ 78 = 1073,
P+03+7+3% =371

890 igin ise

83 + 9% +0 = 1241,
P+24+483419=14,
73 + 43 = 407

buluruz.

Simdi sizlere verecegim iglemlerle, onceden
ogrenmis oldugunuz yontemlerin ve benim oner-
digim yontemlerin bir kargilagtirmasini yapiniz:

1. 8311-8319=" 941.949 =7
2. 8842-2262 =7 178 938 =7
3. 333332 =7 666662 =" 999992 =7

4. 99999999 =7 99999 - 9999 =?
5. 2410, 11’e bolinduginde devreden sayi
nedir? 8450, 9’a bolindiginde devreden

say1 nedir?

6. 843’in rakamlarnnin kuplerini toplayin,
sonra ¢ikan saymin rakamlarinin kiplerini
toplayin ve boyle devam edin. Ne bul-
dunuz?

7. 473'un rakamlarimin  kiplerini toplayin,
sonra ¢ikan sayinin rakamlarinin kuplerini
toplayin ve boyle devam edin. Ne bul-
dunuz?

8. 8669’un rakamlarinin kuplerini toplayin,
sonra ¢ikan sayinin rakamlarinin kuiplerini
toplayin ve boyle devam edin. Ne bul-
dunuz?



3. ULUSAL MATEMATIK OLIMPIYADI

Albert Erkip ~

3. Ulusal Matematik Olimpiyadi’nin birinci
agama sinavi 29-30 Nisan 1995’te 799 6grencinin
katihmiyla 20 merkezde yapilmigti. Bu sinav
sonucunda 44 ogrencinin katilmaya hak kazandig
ikinci agama sinavi diger bilim olimpiyatlariyla
beraber 8-9 Aralik 1995’te Ankara’da yapildi. Bu
sinavin sorularin agagida bulacaksiniz.

Ikinci asama sinavi sonuglarina gore, 11
Aralik 1995 giini TUBITAK Feza Girsey Sa-
lonu’nda yapilan torende Mehmet Ekmekgi (Izmlr
Semra Yigitalp Lisesi) ve Yilmaz Koger (Izmlr
Fen Lisesi) altin, Ali Ekber Giirel (Izmlr Ozel Ya-
manlar Fen Llsesx) Ozgur Sumer (Izmir Fen Lise-

si), Suat Namli (Istanbul Ozel Fatih Erkek Fen Li-
sesi) ve Umut Akdemir (Antalya Ozel M. C. Unal
Fen Lisesi) giimis, Mustafa Giinseli (Ankara Ozel
Samanyolu Erkek Fen Lisesi), Fatih Sulak (Izmir
Ozel Yamanlar Fen Lisesi), Giilay Unel (Izmir Fen
Lisesi), Osman Toptan (Ankara Ozel Samanyolu
Erkek Fen Lisesi) ve Miijdat Tiryaki (Izmir Fen
Lisesi) bronz madalyalarini aldilar.

Birinci Giin, 8 Arahk 1995

Sure: 4% saat

1. my,my,...mg, 2 < m ve 2m; < miyy
(1 = 1,2,...,k — 1) kosullarini saglayan tam-
sayilar olsun. Bu durumda, a;,as,...,a; tam-
sayilar olmak tizere

r = a; (mod m;)

T

az (mod m;)

T = ag (mod mk)

bagintilarindan higbirini gerceklemeyen sonsuz
sayida ¢ tamsayisinin bulundugunu gosteriniz.
2. Dar agh bir ABC lggeni ile bu
uggenin duzleminde, iiggenin [BC], [CA),[AB]
kenarlarim sirayla ¢ap kabul eden ki, ks, k3
gemberleri giziliyor. Cemberlerin kuvvet merkezi
K, [AK]nk, = {D}, [BK]Nk, = {E} ve

*ODTU Matematik Béliimii ogretim uyesi

[CK]N ks = {F} olmak uzere, alan(AABC) =
u, alan(ADBC) = r, alan(AECA) = y ve
alan(AFAB) = z ise, u* = % +y?+:2 oldugunu
ispatlayaliniz.

3. N, pozitif tarnsayilar kuimesi olsun. Bir A
gercel sayisi ile a; = 1 ve her n € N igin

An 41
1<
Qan

<A

kogulunu saglayan, tustten simirh olmayan bir
(an)o%; gergel say dizisi veriliyor.
(a) Her n € N i¢in

Ak(n)
1<

<A
a,

egitsizliklerini saglayan tek bir & N — N
fonksiyonunun bulundugunu ve &’nin azalmayan
ve orten bir fonksiyon oldugunu gosteriniz.

(b) Yukaridaki k fonksiyonu her degeri en
fazla m kez aliyorsa, her n € N i¢in C" < Aaq,

olacak sekilde bir C > 1 gercel sayisimin var
oldugunu gosteriniz.

Ikinci Giin, 9 Aralik 1995

Sure: 4% saat

4. Bir ABC (|AB| # |AC|) tiggeninin A
agisinin i¢ ve dig aglortaylari BC dogrusunun
sirayla D ve E noktalaninda kesiyor. [DE] caph
(ve Uggenin diizleminde bulunan) cemberin her-
hangi bir F' noktasindan BC, CA, AB dogru-
larina indirilen dikmelerin ayaklar sirayla K, L,
M ise, [K L) = [KM] oldugunu ispatlayiniz.

5. A, bog olmayan sonlu bir tamsay: kiimesi
ise, A’ya ait elemanlann toplammnm t(A) ile
gosterelim ve t(¢) = 0 olarak tammlayalim. Po-
zitif tamsayilardan olugan Gyle bir X kiimesi bu-
lunuz ki, her k tamsayisi i¢in, Ay ve By, X ’in
sonlu altkiimeleri olmak tizere, Ay N By = ¢ ve
t(Ax) — t(Bx) = k kogullarim saglayan tek bir
(Ag, Bi) sirah ikilisi bulunsun.



6. N ile pozitif tamsayilar kiimesini gostere-
lim. Her m,n € N igin

m | n <= f(m) | f(n)

PROBLEM SEMINERLERI

kosulunu saglayan ve orten olan tim f: N — N
fonksiyonlarimi bulunuz.

e T e e o o S e Bl =B RSB T ot D e oA P 2 D £

28 Subat 1996’dan itibaren yapilacak olan
Matematik Problem Seminérleri’nde, problemlere
dogru ¢oziim sunan katilmecilara gesitli &diiller
verilecektir. Odiile hak kazanabilmek i¢in, yazih
ve tam ¢oziimlerin, ilgili problem seminerinin
baglamasindan once, postayla ya da elden Prob-
lem Semineri Grubu’na iletilmig olmasi gerek-
mektedir. Coziimlerin iletilecegi mektup adresi
goyledir: TUBITAK, Bilim Adam Yetigtirme
Grubu, Matematik Problem Seminerleri, Atatiirk
Bulvar, No. 221, 06100 Kavaklidere, ANKARA

Her seminerdeki dort problem sirayla 1,
2, 3 ve 5 puan degerinde olacaktir. Her
dogru ¢ozliim igin problemlerin zorluk dereceler-
ine gore degigik oduller verilecegi gibi, bir donem
boyunca yapilacak yedi problem seminerinde
aldiklari toplam puana gore ilk iig siray1 elde eden
katilimcilara, toplam puanlar1 30’un iistiinde ol-
mak kosuluyla, ayrica donem odiilleri verilecektir.

Odiile hak kazananlarn isimleri Bilim ve
Teknik dergisinde ilan edilecek, ilging ¢oziim
ve yaklagimlar her donem sonunda yayinlanacak
olan Problem Semineri Kitabi’na alinacaktir.

Problem Semineri 95/10, 8 Kasim 1995

1. a,b aralarinda asal pozitif tamsayilar ise,
a 2a e (b— l)a]
3T b
[b] [26] [(a - l)b]
= | =] 4+ | —
a a a

= sla=1)(b=1)

oldugunu gosteriniz. (z gergel sayisi igin, [z]
ile z’ten biyik olmayan en biiyik tamsayiy
gosteriyoruz.)

2. a ve b aralarinda asal pozitif tamsayilar
olsun. = ve y negatif olmayan tamsayilar olmak
izere, az + by bigiminde yazilamayan en biiyiik
pozitif tamsayiyl bulunuz.

3. Tek kisilik bir oyunda, a > b pozitif
tamsayilar olmak Uzere, oyuncu, oyunun her oy-
namimindan sonra, ya a ya da b puan almak-
tadir. Oyun istenildigi kadar yinelenebilmekte ve
toplam puan, oyunun her seferinde alinan puan-
larin toplami olarak hesap edilmektedir. Toplam
puan olarak elde edilemeyen tam olarak 35 pozi-
tif tamsayinin bulundugu ve bu sayilardan birinin
de 58 oldugu bilinmektedir. a ve 4’yi bulunuz.

4. a, b ve c, herhangi farkl ikisi aralarinda
asal olan pozitif tamsayilar olsun. z,y,z negatif
olmayan tamsayilar olmak tzere, zbc + yca +
zab bigiminde yazilamayan en buyuk tamsayinin
2abc — ab — be — ca oldugunu gosteriniz.

Problem Semineri 95/11, 22 Kasim 1995

1. Diizlemde herhangi iigi dogrudag ol-
mayan yedi nokta verilmis olsun. Bu nok-
talar1 birlestiren dogru parcalarindan bazilarini
kirmiziya, bazilarini maviye boyuyoruz. Boyan-
mamig hicbir dogru pargasi kalmadigi gibi, bu
yedi noktadan herhangi iigiinii birlestiren dogru
pargalarindan en az biri kirmiziya boyaniyor.
En az ka¢ dogru pargasinin kirmiziya boyanmasi
gerektigini bulunuz.

2. Duzlemde herhangi ii¢li dogrudas olmayan
n nokta verilmis olsun. Bu noktalar birlestiren
dogru pargalarindan bir bolimiinii kirmiziya,
bir bolimini de maviye boyuyoruz. Bu iglem
sonucunda, boyanmamug higbir dogru pargasi
kalmadig gibi, biitiin kogeleri baglangigtaki nokta
kiimesine ait ve biitin kenarlan kirmiziya bo-
yanmig higbir U¢gen de olusmuyor. En fazla kag
dogru parcasinin kirmiziya boyanmasi gerektigini
bulunuz.

3. Tavan ve taban yuzeyleri A;AyA3AqAs
ve By B3 B3 B4Bs besgenleri olan bir prizma veril-
mig olsun. Bu iki beggenin kenarlarimi ve [A;B;]
(1,7 = 1,2,3,4,5) dogru pargalarini ya kirmizi
ya da maviye boyuyoruz. Bu boyama sonucunda,
koseleri prizmanin koseleri olan ve tum kenarlarn



ayn1 renge boyanmig higbir tggen olugmuyorsa,
tavan ve taban beggenlerinin tiim kenarlarinin
ayni renge boyanmig oldugunu gosteriniz.

4. Ug boyutlu uzayda herhangi dordii ayni
dizlem tstinde bulunmayan dokuz nokta ver-
ilmig olsun.  Bu noktalar1 birlegtiren dogru
parcalarindan bazilarimi kirmiziya, bazilarim
maviye boyuyor, bazilarini ise boyanmadan
birakiyoruz. Mavi ya da kirmiziya boyanmig
dogru par¢alarimin sayisimi n ile gosterirsek,
n’'nin, bu boyama iglemi nasil yapilirsa yapilsin
mutlaka tim kenarlar1 ayni renkte ve biitiin
koseleri baglangigtaki nokta kiimesine ait bir
uggenin olugmasini zorunlu kilan en kigik
degerini bulunuz.

Problem Semineri 95/12, 6 Aralik 1995

Bir ABC iggeninin kenar uzunluklan
a,b,¢; [BC], [CA] ve [AB] kenarlarinin orta
noktalari sirayla MyN, P, BAC = a, AMC =
¢a, BNA = ¢, CPB = ¢.; S = alan(ABC);
ve n > 1 igin

a2n +b'2n +C2n
(45)"

olsun. Verilenlere gore agagidakileri ispatlayiniz:
1. a®=b2+c?—-4Scota.

2. cot? @, + cot? ¢y + cot? o= Ky—1.
1 1 1
3. — = + — =Ky +2.
sin? 6, sin? éy  sin? o =i
4. Her pozitif n tamsayis: igin her tiggende
K, > 31—/ 2r,

=K,

Problem Semineri 95/13, 20 Aralik 1995

Asagidaki sorularda R gergel sayilar, Rt
pozitif gercel sayilari, Q rasyonel sayilan, Q%
pozitif rasyonel sayilari, Z tamsayilarive N = Z+
pozitif tamsayilar1 gostermektedir.

1. Asagidaki kogullar saglayan tim f: N —
N fonksiyonlarini bulunuz:

(a) Eger z < y ise f(z) < f(y) dir.

(b) Her 2,y € N icn f(yf(z) =
2% f(zy) dir.

2. F iletum f : Z — R fonksiyonlarinin
kimesini gosterelim. A = {f € F: f(0) # 0 ve
her m,n € Z i¢in f(n)f(m) = f(n+m)+ f(n-
m) } olsun.

(a) f(1) = % olan tiim f € A fonksiyon-
larini bulunuz.

(b) f(1) = /3 olan tiim f € A fonksiyon-
larini bulunuz.

3. a ve [ gergel sayilar olmak tizere, her z,y
pozitif gergel sayilari igin

f(2)f(y) = y“f(g) + za,(g)

kogulunu saglayan tim f : R* — R fonksiyon-
larini bulunuz.

4. Her z,y € Q* icin f(zf(y)) = f(z)/y
kogulunu saglayan tim f : Q% — Q% fonksiyon-
lar1 bulunuz.

Problem Semineri 96/1, 10 Ocak 1996

1. Bir ABC uggeni ile aym diizlemli ve B,C
noktalarindan gecen O merkezli ¢ember verili-
yor. B ve C noktalarindan sira ile BA ve
C A dogrularina gizilen dikmelerin kesigtigi nokta
D olsun. D’den BC’ye gizilen dikmenin AO
dogrusunu kestigi nokta ile A noktasinin O nok-
tasina gore simetrik oldugunu kanitlaymiz.

2. Diizlemde bir S ¢emberi ve bir A noktasi
verilmig olsun. Merkezi S uzerinde bulunan ve
A noktasindan gecen ¢emberlerden birbirini dik
kesenlerin kesigim noktalarimin geometrik yerini
bulunuz.

3. Bir ¢ember itzerinde verilmig farkh alti
noktadan U¢ tanesini segerek, bunlarin olugtur-
dugu tggenin agirhk merkezi ile geri kalan iig
noktanin belirledigi ticgenin ortosantrindan gegen
dogruyu gizelim. Alt1 noktadan g 20 degisik
bigimde segilebilecegine gore, bu sekilde 20 dogru
elde edilecektir. Bu dogrularin ayni noktadan
gectigini gosteriniz.

4. Kenar uzunluklan a,b,c,d olan bir
ABCD tegetler dortgeni verilmig olsun. P ¢
[AB], Q€ [BC], Re[CD] ve S ¢ [DA] nokta-
larinin agagidaki kogullari saglayabilecek sekilde
secilebilecegini gosteriniz:

(i) P,Q, R, S noktalarindan bir § ¢cemberi
geger,

(ii) kenar uzunluklari yine a,b,c,d olan
herhangi bir A'B'C'D’ dortgeni aldigimizda,

[PA] _ |P'A'| (@B _ |Q'B'|
IPB| |P'BY|"|QC] Qe
|RC| _ |R'C'|  |SD| _|S'D/|
|[RD| 7 |R'D'|"  |SA] ~ [S'A]

esitliklerini saglayan P’ € [A'B'], Q' € [B'C'],
R €[C'D'] ve §' € [D' A'] noktalarindan da yine
yarigapt é’mmn yarigapiyla aym olan bir ¢ember
geger.



Problem Semineri 96/2, 28 Subat 1996

N pozitif tamsayilar kiimesini gostermek
uzere, (F,) Fibonacci dizisi, Fo =0, F; = 1 ve
her n € N i¢in F,4y = F, + F,_, olacak sekilde
tamimlanmaktadir.

1. (a) w = 1(V5+1) olmak iizere, her n € N
gin w" = Fow + F,,_; oldugunu gosteriniz.

(b) Her m,n € N igin,

Fm+n=Fan+FmF"_1+Fm_]Fn

oldugunu gosteriniz.
2. p bir asal say: olsun.

(a) p | Fr olacak sekilde bir ¥ € N
oldugunu gosteriniz. m(p) ile bu kogulu saglayan
en kigik pozitif tamsayiy1 gosterelim.

(b) n negatif olmayan bir tamsay1 olmak
uzere, p | F, olmasi igin gerek ve yeter sartin
m(p) | n oldugunu gosteriniz.

3. p bir asal say1 olsun. m(p) sayis: cift ise

(a) p # 13 (mod 20) veya p # 17
(mod 20) oldugunu ve

(b) p = 3 (mod20) yada p = 7
(mod 20) olmasimin Fipp)—y = —1 (mod p) ol-
masini gerektirdigini kanitlayiniz.

4. Fibonacci dizisinin Fp = 0, F; = 1 ve
Fi3 = 144 diginda tam kare olan bagka higbir ter-
iminin bulunmadigini kanitlayiniz.

Problem Semineri 96/3, 13 Mart 1996

1. Bir kiire, bu kiire iistiinde bir ¢ember
ve bu kiire istiinde bulunmayan bir P nok-
tasi veriliyor. P noktasi ile verilen ¢embere
ait noktalari birlestiren dogrularin, kureyle ve-
rilen gember diginda kesigtikleri noktalarin, yine
kiire uistiindeki bir ¢ember tzerinde bulunacagini
kanitlaymmz.

2. Bir déryiizliniin iki aykirn kenarinin
orta noktalarindan gecen herhangi bir diizlemin,
dortytlizliyi esit hacimli iki parcaya ayiracagini
kamtlayiniz.

3. Bitun ytizleri egskenar dortgen olan ve
kogelerinden yedi tanesi bir kiire ustiinde bulu-
nan bir altiyuzli veriliyor. Bu altiyuzlunun geri
kalan sekizinci kogesinin de ayni kiire ustinde bu-
lunmas: gerektigini gosteriniz.

4. Bir kiire ve bu kirenin ig¢inde yer alan
bir P noktas: veriliyor. P noktasindan ¢ikan
ve birbirlerine dik olan 1sin uglilerinin kure ile
kesistikleri noktalarin belirledigi duzlem ustiinde
P noktasinin dik izdusimlerinin olugturdugu ge-
ometrik yeri bulunuz.

Problem Semineri 96/4, 27 Mart 1996

1. 18 takiml bir futbol liginde her takim her
hafta tam olarak bir mag yapmaktadir. Sekiz haf-
talik bir donem boyunca herhangi iki takim en
fazla bir kez kargilagmigsa, bu donemin sonunda
herhangi ikisi aralarinda mag yapmamg en az iig
takimin bulundugunu gosteriniz.

2. 1024 tenisgi ustaliklarina gore iyiden
kotuye dogru 1,2,...,1024 sayilar ile dere-
celendiriliyor. Ustalik dereceleri arasindaki
fark ikiden buyuk olan herhangi iki tenisg
kargilagtiginda, derecesi kugik olan digerini mut-
laka yenmektedir.  Bunun digindaki durum-
larda ise, her iki tarafin da oyunu kazan-
masi mimkindir. Bu 1024 tenisgi arasinda
diizenlenen eleme usuli bir turnuvada, onuncu
turda oynanan final magi sonunda sampiyon belli
olmaktadir. Sampiyonun ustalik derecesinin en
fazla kag olabilecegini saptayimz.

3. k tanesi Avrupa’dan olmak iizere toplam

20 ilkenin katildigi tek devreli ve lig usulu
bir dinya futbol gampiyonasi yapilmaktadir.
Yalmizca Avrupa takimlarinin kendi aralarindaki
maglar dikkate alinarak Avrupa sampiyonu,
biitiin takimlar arasindaki karsilagmalara gore de
dinya sampiyonu belirlenmektedir. Her macta
galibiyet 2, beraberlik 1, maglubiyet ise 0 puan
getirmektedir. Sonugta Avrupa sampiyonu olan
takimin toplam puaminin bagka hi¢bir takimin
toplam puanina esit olmadig bilinmektedir. Bu
sampiyonada

(a) hi¢bir magin beraberlikle sonu¢lanma-
digy,

(b) bazi maglarin berabere bittigi

durumlar igin ayr ayri, Avrupa sampiyonu olan
takimin dinya sampiyonasinda sonuncu olmasi-
n1 mimkin kilan k& degerlerinden en biiyiigiini
bulunuz.

4. Tek devreli ve lig usulii yapilan bir hent-
bol turnuvasinda, her magta galibiyet 2, beraber-
lik 1, maglubiyet 0 puan getirmektedir. Turnu-
vanin sonunda, turnuvaya katilan takimlarin bog
olmayan her altkiimesi igin, bu altkiimeye dahil
takimlarla yaptigi maglarda tek sayida toplam
puan kazanmig en az bir takimin bulundugu go-
rilmugtir. (Bu takimin kendisinin verilen alt-
kiimeye dahil oldugu durumlarda, toplam puan
dogal olarak bu takimin kendi digindaki takim-
larla yaptig1 macglarda kazandig) toplam puan
olarak yorumlanmaktadir.) Bu turnuvaya katilan
takimlarin sayisinin gift oldugunu kamtlayiniz.



Problem Semineri 96/5, 10 Nisan 1996

Her n > 1 tamsayisim, py,...,p; farkh
asal sayilar ve ay,...,a; pozitif tamsayilar ol-
mak iizere, tek tirli n = p{*...p{* olarak yaz-
abiliriz. P(n) ile {p1,...,p:} kimesini, E(n)
ile de aj + -+ + ay sayisum gosterelim. Ayrica
P(1) = 0 ve E(1) = 0 olsun. Bir n pozitif
tamsayisina, agagidaki kogullari saglayan k& > 0,
a >0 10¥ > b > 0 tamsayilan varsa bir LB
sayis1 diyecegiz:

(i) n = 10%a + b;;

(i) P(n) = P(a) U P(b);

(iii) E(n) = E(a) + E(b).

1. n < 100 pozitif bir tamsayi ise, n’nin bir
LB sayis1 olmadigin gosteriniz.

2. 1000°den kii¢ik tim LB sayilarim bu-
lunuz.

3. Eger n bir LB sayisi ise ve n’nin tam
olarak d rakaml bir asal ¢arpani varsa, n’nin tam
olarak 2d + 1 rakaminin bulundugunu gosteriniz.

4. Bir LB sayisina bagka bir LB sayisinin
10 kat1 degilse ilkel diyecegiz. Sonsuz sayida ilkel
LB sayisinin bulundugunu gosteriniz.

COZUMLER

Problem Semineri 95/9

1. n asal degilse, 1 < n;,n; ve n = nny
olacak sekilde nj,n, tam sayilari bulunur. y =
™ alirsak,

1-2z"
11—z
= (z:"‘"1+4--+1)(y"°'1+---

n-1 _

plz)=14+z+ --+2" " =

+1)

olur.
Simdi de n’nin asal oldufu duruma

bakalim. p(z)’in indirgenebildigini farzedelim. O
zaman p(z + 1) de indirgenebilir. Ote yandan

(+1)r-1_< () o
z+l)=—F—7F= z
olur. nasal, n| (%) (k=1,...,n—1), n’{ (?)
ve nt () oldugundan, Eisenstein kriterine gore
p(z + 1), dolayisiyla da p(z) indirgenemez.

2. Polinomun tamsayilar iistinde indirgene-
bildigini farzedelim. O zaman p(z), 2 moduna
gore de indirgenebilir ve carpanlarindan birinin
birinci ya da ikinci dereceden olmasi gerekir. Bu
durumda p(z)’in 2 moduna gore ¢arpanlarindan

biri z, 2+ 1 ya da z2 4+ z 4 1 olur. Oysa

p(z) =z (z = 1)(z* +z+ 1) +1
=z¥(z+1)(z?+ 2+ 1)+ 1 (mod 2)

oldugundan, bu olanaksizdir.

3. p(x1) # 0 ve p(£3) # 0’dir. Dolayisiyla
p(z)’in katsayilar1 tamsayilar olan birinci derece-
den bir ¢arpan1 yoktur. §Simdi 2< k< n-2 ve

ag,...,ar ile b, ..., b,_ tamsayilar olmak uzere

p(z) = (aez* + -+ a1z + ag)(ba-kz" "

+ -+ bz +bo)

oldugunu farzedelim. O zaman agby = 3 olur.
Genelligi yitirmeden 3 | ap ve 3 1 bp oldugunu
kabul edelim. Ote yandan ay,...,a; sayilarinin
hepsi 3 ile bolinemeyeceginden, 3 | a; (1 =
0,...,t = 1) ve 3 { a; olacak gekilde bir ¢ €
{1,...,k} vardir. Ancak 1 <t <k <n-2
oldugundan, agbp + a¢—1b1 + -+ aob = 0 olur.
Burada 3 { a;bo ve 3| as—;b; (i =1,...,t) olmasi
bir ¢eligkl yaratir.

4. z5+mz+n = (z?+az+b)(z3+cz+dz+e)
oldugunu varsayahm. Katsayilari kargilagtirarak

n? + (4am — 11a%)n + a*(m + a*)(4m — a') =0
elde edilir. Dolayisiyla

n= %(1105 — 4am + 5¢®\/5a? —4m)

olur. n’ nin tamsay: olabilmesi igin, 5a% —4m =
22 olacak sekilde bir z tamsayisi bulunmahdir.
m = +1 olduguna gore, z2 — 5a* = +4 olur.
Burada ¢ = a?, y = %(z + z) donigiimlerini
yaparsak, y? — zy — 2 = %1 esitligini elde ede-
riz. Bu denklemi saglayan tamsayilar Fibonaccl
sayilaridir. Ote yandan, tam kare olan Fibonacci
sayilar 0, 1 ve 144’tir. Dolaysiyla 2 =0, z =1
yada z = 144’tiir. £ =01ise, m=—-1 ven=10
olur. Bu durumda z% + mz 4+ n = z° — z poli-
nomunun birinci dereceden ¢arpami vardir. Bu
nedenle z = 1 ya da z = 144, yani a = %1 ya
da a = £12’dir.

m = 1 durumunda, a = 1 ise, n = %I
ya da n = 6 olur; a = %12 ise, n igin tam-
sayl ¢ozim bulunmaz. m = -1 durumunda
ise, a = *1 igin, n = 0 ya da n = %15;
a = +12 icin de n = £22440 ya da +2759640
olur. Ote yandan, n = 0 digindaki tum du-
rumlar i¢in z° + mz + n polinomunun ikinci ve
liciincii dereceden garpanlarinin indirgenemedigi

kolaylikla gorulur.



PROBLEMLER VE COZUMLERI

RSB PR VSN S RN A £ S i T T e e S 5 SO SN T b N =

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A126. 32n— 7 = m? kosulunu saglayan

sonsuz ¢oklukta (m,n) tamsay: ¢ifti oldugunu’

gosteriniz.

A127. Cevresi bir birim olan ikizke-
nar uggenlerden alani en biiyiik olam bulunuz.
(Burhan Bursevi)

A128. ki merkezli bir ABCD dortge-
ninin alam S, kosegen uzunluklan e ve f ise,
ef > 2§ esitsizliginin saglandigim ve esitligin
ancak ABCD harmonik bir dortgen ise gegerli
oldugunu gosteriniz. (Dinger Akay)

A129. Her noktada tiirevli ve her z,y € R
in f(z +y) = f(z) + f(y) + zy ozdesligini
saglayan bitiun f : R — R fonksiyonlarim bu-
lunuz.

A130. Bir ABC uggeninin gevrel ¢ember
merkezi O, yarigap1 R, igteget ¢ember merkezi I
ve yarigapi r olsun. [OI]’nin ortasinin kenarlara
uzakliklarimn toplarm }(R+4r) dir; kamtlayniz.
(Ergin Yaraneri)

YARISMA PROBLEMLERI

Y126. Digbukey ve aldig1 degerler alttan
ve lstten sinirli olan biitiin f : R — R fonksiyon-
larini bulunuz. (Digbiikey fonksiyonlar igin [1]'e
bakiniz.)

Y127. A bir agk arahk, f : A - R
digbiikey ve ¢ € A olsun. f’nin ¢ noktasinda
tlirevli olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin

i e+ k) + fe—h) = 2£(c)

=0
h—0 h

oldugunu gosteriniz. (Digbiikey fonksiyonlar i¢in
[1]’e bakimz.)

Y128. a; = 2 ve her tamsay1 n > 1 igin
Gny1 = a2 — ap + 1 seklinde tammlanan (a,)

dizisi i¢in
00
>
a
n=1 "

toplamini hesaplayiniz.
Y129. Digblkey duzgin bir besgenin
alaninin, kosegenlerinin olugturdugu yildizin or-

tasindaki kigiik diizgiin beggenin alanina oraninm
hesaplayimz. (Huseyin Demir)

Y130. Bir ABC tuggeninin iginde ahnan
birbirine digtan teget eg iki g¢ember [BC]’ye,
cemberlerden biri [AB]’ye ve oteki [AC]’ye teget
olup, ortak ig teget [BC)’yi D’de kesiyor. Benzer
gizimler [CA] ve [AB] igin yapildiginda benzer
noktalar E ve F ise, [AD], [BE] ve [CF]’nin
noktadag oldugunu gosteriniz. (Hiseyin Demir)

COZUMLER

A116. Bir ABCD kirigler dortgeninde
[AC] captir ve |DC| < |CB| < |BA| < AD|
gecerlidir.  Cemberin gap1 7 olduguna gore,
alan(ABCD) < 2r? oldugunu gosteriniz. (Cuma
Arslan)

Cozum. ABC tlggeninde B kogesine ait
yiiksekligin alabilecegi en biiyiik deger, AC cap
oldugundan, r’ye esittii. Buradan

alan(ABC) = %|A0|h3 < % Or.r =2

cikar. Aym sekilde alan(ABD) < r? ve sonugta
alan(ABCD) < r? 4+ r? = 2¢? bulunur.
(Cozenler:  Atasagun Baykal, Levent
Kogoglu, Ali Isitan, Semih Q:zlem, Samanyolu
Problem Grubu, Fatih Selimefendigil, Ali Torun.)

0
Al117. Z 2¥k? toplamm hesaplayiniz.
k=—00
(Ergun Yaraner:)

Coziim. Istenen toplam
00 k n k
1 1
2( L) _ 1 22
20() = m2r(s)
k=0 k=0
limitine esittir. k2z* = z2(z*)" + z(z*)’ ozdes-
liginden

n n

okt =t (Yat) a(at)

k=0 k=0 k=0
elde edilir. z #1 igin



saglanir. Tirev alinarak

sy nz"t—(n4+1)z" +1
Tn(:c) - (I _ 1)2 '
(o) = ol = me!
—-2(n? = 1)z" 4+ (n? + n)z" ! - 2]

bulunur. = = % alinarak sadelestirmeler yapilirsa
n n 2
Sl oo
k=0

elde edilir.

2
lim n“+4n+6 =0
n—oo an
0

oldugundan, aranan toplam Z 26k2 = 6°dur.

k=—o0
(Cozenler: Murat Aygen, Atasagun Bay-
kal, Semih O:zlem, Samanyolu Problem Grubu,

Fatih Selimefendigil, Ali Torun. )

A118. Bir ¢emberin disindaki bir A nok-
tasindan, cembere B ve C noktalarinda degen
tegetler ile A’dan gegen ve ¢emberi birbirinden
farkh £ ve G noktalarinda kesen bir dogru
ciziliyor. AE ve BC dogrularinin kesim noktasi
F ise,

|AE| |EF|
[AG] ~ |FG]

oldugunu gosteriniz. (Recep Zihni)

Coziim. |AB|, |AC|, |AE|, |EF|, |FG],
|BF|, |FC| uzunluklan sirayla ¢, z, u, v,t,y, z ile
gosterilsin. ABC liggeninde Stewart bagintisin-
dan (u+v)? = 22— yz ve F noktasinin cembere
gore kuvvetinden yz = vt bulunur; dolaysiyla
(u+ v)? = z? — vt olur. A noktasimin gembe-
re gore kuvvetinden de z2 = u(u + v + 1) ya-
zilirsa, (u+ v)? = u(u+ v +t) — vt ve buradan

v/t = uf(u+v+t), yani |[AE|/|AG|= |EF|/|FG|
elde edilir.
(Cozenler:  Atasagun Baykal, Cemal

dzboﬁa, Samanyoly Problem Grubu.)

A119. ABC iiggeninde ABC = 30° ve
ACB = 45°'dir. [AB] iizerinde |AL| = |LB]
olacak gekilde bir L noktasi, [BC] lzerinde de
LKA = 30° olacak sekilde bir K’ noktasi aliniyor.
[AKIN[LC] = {M} ise, CM A)’y1 hesaplayimz.
(Alaattin Aktag)

Cozum. [BC) iizerinde |LA'| = |LB|
olacak bigimde alinan A’ noktasi igin, BA'A
iggeni bir dik uggen, ALA’ liggeni bir egkenar
liggen, AA'C iggeni bir ikizkenar _dik iiggen,
LA'C iiggeni bir ikizkenar iiggen, LCA’ = 15° ve
ACL = 30° olur. [AL], K ve C noktalarindan
eg agilarla goriildigiinden, ALKC_dortgeni bir
kirigler dortgeni ve dolayisiyla LAK = 15°'dir
Buradan CM A = 60° bulunur.

(Cozenler: Atasagun Baykal, Ali Isitan,
Semih Ozlem, Samanyolu Problem Grubu, Ali
Torun, Erol Unal, Adem Yekelek.)

A120. 1 ve 1000 dahil olmak iizere,
1’den 1000’e kadar tim dogal sayilarin rakam-
lar1 toplamini hesaplayiniz. (Cuma Arslan)

Co6zim. 000°’dan 999’a kadar olan
sayilarda toplam 3 - 1000 = 3000 rakam vardir.
Her rakam esit sayida tekrarlandigindan, 000’dan
999’a kadar olan sayilarda 0,1,2,...,9 rakam-
larinin her biri 3000/10 = 300 kere goriiniir. Bu
rakamlarin toplami

30000+ 1+2+---49)=2300-45 = 13500

tiir. 1000 sayis1 igin de 1+0+0+0 = 1 ekleyince
aranan toplam 13501 olarak bulunur.

i (Cozenler:  Atasagun Baykal, Cemal
Ozboga, Samanyolu Problem Grubu, Erol Unal.)

Y116. Dar agh bir ABC iiggeninde
A, B,C koselerinden gecen yikseklikler ¢evrel
gemben ikinci defa A’, B', C’ noktalarinda keser-
lerse ve A'B'C’ ﬁggeninin alam S ile gosterilirse,

|AA'|? sin 2A+|BB’|?sin 2B+|CC’|sin 2C > 6S

esitsizligini ispatlayimz. (Rauf Harput)

Cozim. Dar agh bir uggende yiikseklik-
ler, yiikseklik ayaklarini kdge kabul eden iiggenin
aglortaylandir. |A'B'| =z, |B'C'| =y, |A'C’| =
z olmak iizere 25 = zzsin2A’dir. B ve C igin
de benzer esitlikler yazilarak

6S = z2sin2A + zysin 2B + yzsin2C

elde edilir. [AA']N[B'C'] = {P}, |PC'| = u,
|PB'| = v, |AP| = m, |A’P| = n denirse,
A'B'C' liggeninde [A’'P] aglortayinin uzunlugu
|A’P|? = £z — uv ile hesaplanir. P’nin gembere
gore kuvvetinden uv = mn yazilarak n|AA'| =
rz bulunur. P, [AA’]’nlin bir i¢ noktasi
oldugundan |AA'| > |A'P| ve |AA'|? > n|AA/|,
yani |[AA’)? > zz'dir. Benzer bigimde digerleri de



yazilir. A, B, C dar agilar olduklarindan siniisleri
pozitiftir. Buradan IAA'lzsm 2A > zzsin24
ve |B'|?sin2B > rysin2B yazilip, taraf tarafa
toplama ile istenen esitsizlik elde edilir.

(Cozenler: Atasagun Baykal, Samanyolu
Problem Grubu.)

Y117.  Cevrel cemberinin yaricapi R
olan diizgin bir n-gende, bir kogenin digerle-
rinden uzakhklarinin toplaminin 2R cot 7/2n ve
¢arpimimn nR"~! oldugunu gosteriniz. (Ferit
Oktem)

Coziim. Diizgiin ¢okgenin kogeleri Ay,
Ay, Az, ..., Ap_; olsun. Bilinen

sin(n — 1)a sin na
Zsm 2ka = ( )
o] sin &

bagintis: kullamlarak,

n-—1

km
) AoAs| = z 2Rsin — = 2R cot 2—
k=1 k=1 n
bulunur.
Gene bilinen

n-—1
.k n
sin — = T

k=1

bagintis1 kullanilarak,

n—1

kn
IT 140As| = H?Rsm—-?" Rl
k=1 k=1

=nR"!

elde edilir.

Y118. Bir ABC igeninin alan1 S, gevrel
¢ember yaricapi R ve igteget cember yarigap: r
ise,

21Rr® ., r(4R+r)?
2 5 < 27
oldugunu gosteriniz. (Dinger Akay)

Coziim. ABC liggeninde besinA =
aha ve hg = csinB = bsinC’ oldugundan,

hasin A = asin Bsin C ve benzer yolla h,sin B =
bsinAsinc ile h.sinC = csin Asin B bulunur;
bu esitliklerden hghyh. = 252/R elde edilir.

Aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden ¢1-
kan

2TR

1 1 1 1)\
~ (h +h—b+hc) 3 S = e

bize egitsizliklerden soldakini verir.

ABC iggeninn digteget cember yarigaplar
Ta,Th, Tc igiN

54

_ Q2
w(u—a)(u—b)(u——c) o

TTaTpTe =

ve

ratrytre—r = S(

u—a u—-b u—c u

1111)
t—t—

abc
= —=4
5 R

saglanir.  Yine aritmetik-geometrik ortalama
esitsizliginden ¢ikan

2752
= (ra+ 15+ 1) > 2Trarpr = —

(4R+1)?
istenen esitsizliklerden sagdakini verir.
(Gozen: Atasagun Baykal.)

Y119. Eksen uzunluklari 2a ve 2b olan
bir elipsin herhangi bir noktasindan ¢izilen nor-
malinin elips i¢inde kalan kisminin uzunlugunun
alabilecegi en biiyik ve en kigik degerleri bu-
lunuz. (Sireyya Tevfik)

Cozum. Elipsin denklemi

dir. Simetriden dolayi b > a oldugunu kabul

edebiliriz.  Elipsin tzerinde bir (zo,y0) nok-
tasi alahm. Bu noktada tegetin egimi 1’;;‘1

oldugundan, normalin denklemi

2
a yo(r

!I—y0=m

- IO)J

ya da sadelegtirilmig haliyle

ayo a?
y= m$+ (l—b—z)yo
olarak bulunur. Normal velipsi (zo,y0) ve (z1,41)

noktalarinda kessin. y; = mz; + n (¢ =0,1)
oldugundan, kirisin uzunlugunun karesi

=mr+n

d* = (20— 21)* + (yo—y1)? = (14 m2)(zo — 21)?

olarak bulunur. zg,z; reel sayilan

L lmatal o
a b2
yani



1 m?\ 5, 2mn n?
(;3-%?,‘,-)1' +_—(,2_-x+(3_2.—1

denkleminin kokleridir. Buradan

m?n? 1 m?
o \a@tw

bulunur.

oldugunu kullanarak sadelestirmeleri yaparsak,

2 WO —azb+ P
GRS EE

bulunur. z2 = t dersek, |zo| < a oldugundan
t degeri [0,a%) arahgindadir. G = b2 — a? >
0 kisaltmasini da kullanirsak istenen uzunlugun

karesi
4b%(Gt + a*)?

t) =
Uo) [(a? + b20Gt + ab)?
ile ifade edilir. f'(t)’ye esit olan su ifade

4b2G(Gt + a*)?[5(a” + b%)Gt + 5a° + 2b%a’]
[(a® + b?)Gt + a®]3

ancak t negatifken 0 oldugundan, f’nin mini-
mum ve maksimum degerleri t = 0 ve t = a®’de
alinir. Yani en kii¢iik ve en biiyiik kirigler sirayla
£ = 0 ve ¢ = #a noktalanindadir. O halde

aranan en bilyiik ve en kiigiik degerler 2b ve

2a’dir.
(Gozen: Atasagun Baykal.)

Y120. [AB] ve [CD] kenarlan paralel
olan ABCD yamugunun A ve D kogelerinden
¢izilen igaglortaylar X, C ve B kogelerinden
¢izilen igagiortaylar Y noktasinda kesigiyor.
|XY|’yi yamugun kenar uzunluklan cinsinden
ifade ediniz. (Cogkun Ustin) )

Céziim. A ile D ve B ile C biitiinden
agilar olup agiortaylar birbirine diktir. A x D=
90° oldugundan, [DA]'nin orta noktasi E olmak
iizere, |[EX| = |EA| ve dolayisiyla EX || AB dir.
[BC] nin orta noktasi F olmak iizere FY ||
AB’dir. EF || AB oldugundan, E, XY, F aym
dogru iizerindedir. |EF| orta taban uzunlugu,
|EX| = 3|DA| ve |FY|= 11BC| oldugundan,

.1
| XY|= §(|AB| +|CD| - |AD| - |BC|)

bulunur.

(Gozenler: Atasagun Baykal, Ali Isitan,
Cemal Ozboda, Samanyolu Problem Grubu, Al
Térin, Erol Unal, Adem Yekelek.)
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06531 ANKARA adresine,

Céziimleri gonderirken liitfen gu noktalara dikkat ediniz :
1. Her sorunun ¢oziimiinii ayri bir kagida, okunakli ve anlagilir bir bigimde yaziniz.
2 Kagudin sag iist kogesine adinizi, soyadinize, adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve sinifinize

3. Coziimleri, ProfDr. Albert Erkip, Orta Dogu Teknik Universitesi, Matematik Béliimii,

15 Nisan 1996 tarihine kadar ulagacak gekilde gonderiniz.

Sayin Okurlarimiz,

Matematik Diinyasi'min ¢ ve dort
cildini kapsayan cilt kapaklan
hazirlanmustir.  Cilt kapaklari icin posta
ceki hesabina 350.000.-TL.
yatirdiklarinda, isteyen abonelerimize,
kapaklar dnumuzdeki sayi ile birlikte
postalanacaktir.

Matematik Diinyasi'min, 1996 yili abone
Ucreti 400.000.-TL., tane satis fiyati ise
100.000.-TL. olarak saptanmuistir.
Abone olmak isteyen okurlarin, banka
aracihgl ile Sdemeleri yapmalari halinde
dekont ve adreslerini Matematik
Diinyas1 adresine géndermelerini énemle
rica ederiz.

\ Saygilanmizla )

YAZARLARA

Dergimlz matematige lig! duyan herkesl yazar
kadrosunda kabul etmektedir. Yayinlanacak
yazilanin matematik lle Iiglll oimasi diginda
herhangl blr kisitlamarmiz yok. FIkir vermesl
acisindan su konulan sayablilriz:

Konu sunuslan.

* Matematiksel dustincenin deglsik
alanlardak! uygulamalarim vurgulayabllecek
yazlar.

* Yillardir ¢6ztim bekleyerek yeni ¢6zUimils
ya da hentlz ¢bzlllememis Unld
problemlerin tanitimi.

* Matematige llg! duyan &grencllerin
kendilerini asmasmna yardima olabllecek
problemler.

* Matematiksel kavramlar tarihl ve
matematikgilerle llgill yazilar.

* Daha saglikll blr muifredat programini
olusturmaya yé&nelik Inceleme, elestirl ve
alternatif &nerller.

* Matematik dinyasindan gtincel haberler.

Génderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi
glbl butdniUgl bozmayacak bazi
degislkilklerle de yayinlanablllr. $Imdilik
olanaklanmiz yazarlara tellf lcretli 6demeye
elverigll deglldir. Bu nedenle anlayisla
kargilanacagimizi umuyoruz. Gdnderllecek
vyazilarin okunakl el yazisi ya da tercthan
daktilo lle, dizgln ve tam cUmlelerle, TUrkge
dilbilgls! kurallanna uyularak, Ust Uste formdl
yiginlarindan kaginilarak yazilmasi, bes
sayfayr gececek yazilarda bélme noktasi
belirtilmesi rica olunur. Yazilar

Matematik Diinyast
ODTI Matematik B&1dmil
06531 Ankara

adresine gdnderllecektlr.
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