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Dirichlet ilkesinin en yaygin gekli goyledir:
n tane kafeste m tane tavgan varsa ve m > n ise,
en az bir kafeste en az iki tane tavgan vardir [1)].

Bu apagik diigiincenin sorularr ¢ozmek
i¢in nasil faydah olacagi bu durumda agikar
degildir. Gergekten belli bir soruda “tavgan”
ve “kafes”lerin ne oldugunu ve “tavgan”larin ne-
den fazla oldugunu anlamak kolay olmayabilir.
“Tavsan” ve “kafes”lerin segimi bir ok durumda
aglk degildir ve soruya gore Dirichlet ilkesini
nasil kullanmak gerektigini bulmak kolay olmaya-
bilir. En 6nemlisi bu metot yapici olmayan ispat
veriyor; biz tabii hangi kafeste en az iki tavganin
oldugunu sdyleyemeyiz, sadece bu kafesin varhg
soylenebilir.

Baz1 sorular Dirichlet ilkesine benzer
metotlarla ¢oziiliir. Uygun kurallan agiklayalim;
bunlar olmayana ergi yontemi ile kolayca ispat-
lanabilir.

(a) Uzunlugu 1 birim olan dogru par¢asinin
icinde uzunluklar1 toplam 1 birimden
buyiik olan birkag tane par¢a alirsak, bun-
lardan en az ikisinin ortak noktasi vardir.

(b) Yaricapr 1 birim olan gemberin iizerinde
uzunluklan toplami 27 birimden biiyiik
olan birkag tane yay alirsak, bunlardan en
az ikisinin ortak noktasi vardir.

(c) Alam 1 birim kare olan bolgenin i¢inde alan-
lar1 toplami 1 birim kareden biiyiik olan bir
kag tane bolge alirsak, bunlardan en az ik-
isinin ortak noktasi vardir.

Ornek 1. Diizlemin noktalar: iki renge boyan-
mugtir. Kesigim noktalari ayni renkte olan iki
yatay ve iki dikey dogrunun oldugunu ispat-
layiniz.

Coziim. Ug tane dikey ve dokuz tame yatay
dogruyu goz oniine alahm. Yalmz bu dogrularin
kesigim noktalarini ele alacagiz. Ug nokta 2 renk-
le 23 = 8 tiirli boyanabildiginden, dokuz yatay

* Dersane matematik Sgretmeni

dogrunun en az iki tanesi iizerindeki iiger nokta
dikey olarak aym tiir boyanacaklar. Iki renk-
le boyanmug ii¢ noktadan aym renkle boyanmg
iki nokta her zaman segilebilir. Bu iki noktadan
gecen iki dikey dogru, 6nceden segilmig iki yatay
dogru ile sorunun gartim saglayacaktir. n}

Ornek 2. Her dighiikey 2n-genin hig bir kenara
paralel olmayan késegeni oldugunu ispatlayiniz.

Coziim. 2n-genin kogegen sayis1 32n(2n—3) =
n(2n — 3) sayisina egittir. Secilen bir kenara
paralel olan kogegen sayisimn n — 2’den fazla
olmadifx kolayca ispatlanabilir. Bundan dolay:
kenarlara paralel olan tim kogegenlerin sayisi
2n(n — 2) sayisindan fazla degildir. 2n(n —3) <
n(2n — 3) oldugundan, hig bir kenara paralel ol-
mayan kogegen vardir. m]

Ornek 3. Uzunlugu 1 birim olan bir ¢ubuk
iginde birka¢ tane parga Oyle renklendirilmigtir
ki, iki tane renkli par¢a arasindaki uzakhk 0.1
sayisina egit degildir. Renklendirilmig pargalarin
uzunluklar: toplaminin 0.5 ’ten buyik olmadigini

ispatlayiniz.

Coziim. Cubugu uzunlugu 0.1 olan 10 esit kisa
gubuga bolelim. Bu kisa qubuklan ist iste
koyalm ve aym uzunluktaki' Bir kisa qubuga
bunlarin dik izdigiimlerini alahm. Renkli iki
parca arasindaki uzakhk 0.1 sayisina egit olma-
digindan, iki komgu par¢anin renkli noktalarinin
izdiigimleri farkhidir. Bundan dolayr bir nokta
5’den fazla renkli noktamin izdisimi  olamaz.
Demek ki, renkli pargalarin izdiigiimlerinin uzun-
luklan toplam 5(0.1) = 0.5 sayisindan biyiik
degildir. o

Ornek 4. Yarigcapt 16 olan bir daire igine
650 nokta yerlestirilmigtir. Dairenin iginde, ig
yarigapi 2 ve dig yarigap1 3 olan ve icinde en az
10 nokta bulunan bir halkanin oldugunu ispat-
layiniz.



Coziim. Once X noktas, merkezi O nok-
tasinda olan halkanin iginde ise, O noktasinin
da merkezi X noktasinda olan aym biuyiklukteki
halkanin iginde oldugunu kaydedelim. Bun-
dan dolay: dairenin noktalarindan bir tanesinin,
merkezleri verilmig noktalarda olan bu tip hal-
kalardan en az 10’u ile ortiildigiini ispatlamak
yeter. Ele aldigimz halkalar, yarigapr 16 +
3 = 19 olan 3617 alanh dairenin igindedirler.
Geriye 9(3617) = 32497 ve halkalarnin alanlar
toplamumin 650(57) = 32507 oldugunu gormek
kalir. o

Ornek 5. (Avusturya-Polonya 1978 yil 6grenci
yarigmasi.) Her biri 40 elemanl 1978 tane kiime
verilmigtir. Bu kiimelerden her ikisinin tam bir
tane ortak eleman: vardir. 1978 kiimenin ortak
elemani oldugunu ispatlayiniz.

Coziim. A kiimesi 1978 kiimeden herhangi biri
olsun. Bu kiimenin diger 1977 kiime ile kesigimi
bog degildir ve buna gore bu kiimelerden en az 50
tanesinin elemani olan a € A vardir. Gergekten,
A kiimesinin her elemam en fazla 49 kiimenin
ortak eleman: ise, toplam kiime sayis1 40 - 49 =
1960 sayisindan fazla degildir. a’nin ortak el-
emani bulundugu kiimeler A4, A;, Ay, ..., Asp ol-
sun. a elemaninin 1978 kiimeden geriye kalan her
B kimesinin de elemani oldugunu ispatlayalhm.
Gergekten A, Ay, As,. .., Aso kiimelerinin her-

Konumuza eski bir tamamlama sorusuyla
baglayalim. Yagh bir adam vasiyetinde li¢ ogluna
deve siiriisiinii goyle paylagtiniyor: En biiyiik
ogluna siriiniin yarisi, ortancasina ligte birini
ve en kiicigine de dokuzda birini ayiryor.
Yagh adam oliiyor ve geride 17 devesi kahyor.
Ogullan normal olarak taksime baghyorlar, fakat
17 sayisim 2, 3 ve 9’a tam boélemeyince ne ya-
pacaklarimi gasinyorlar. Sonra bir bilge kigiye
bagvuruyorlar. Bilge kisi yagli adamin vasiyetine
gore develeri taksim ediyor. Ama nasil?

Bu sagirtic1 bilmece ile beyninizi fazla zor-
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hangi ikisinin a’dan farkh ortak elemani yoktur,
glinkii her iki kiimenin tam bir tane ortak elemani
vardir. a ¢ B oldugunu varsayahm. O halde
B kiimesinin her A, A;, Az,---, Aso kumesi ile
a’dan farkh ortak elemani vardir ve bu eleman-
lar farkhidir. Bundan dolay1 B kiimesinin eleman
sayis1 en az 51’dir; bu ise olamaz. Demek ki a
her kiimenin elemamdir. O

Ornek 6. m ve n kendi aralarinda asal tam-
sayilar olsun. m¥ —1 sayis1 n sayisina tam olarak
bolinmesini saglayan bir k tamsayisinin varhgin

ispatlayiniz.

Coziim. n + 1 tane olan m,m? .. m"H
sayilan i¢inde n ile bolimlerinden kalanlan esit
olan iki say1 vardir ve onlarin farki n’nin katidir;

.diyelim bunlar m' ve m?*’dir. O halde m' —m' =

an veya m!(m'"* —1) = an. (m,n) = 1
oldugundan, (m*,n) = 1 ve demek ki m/'~* —1
sayisl n’nin katidir; yani k = ! —t sayis1 aranan
sayidir. O

KAYNAKCA

[1] A. Erkip, Cekmeceler, Coraplar ve Matematik
Problemleri, Matematik Dunyass, 2, say1 2, 22—
24 (1992).

lamaym. Bu sadece bir saka, ¢linkii bilge kisi
kendi devesini siriiye katiyor. Sonra vasiyet-
namedeki gibi dagitim yapiyor. Geriye (13 -9 —
6 — 2 =1) kendi devesi kaliyor.
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Bir de gekildeki ABCD paralelkenarim
diigiinelim ve buna CBKL yamugunu ekleye-

'lim. ' Yamugun' tabanlan olan [BK] ve [CL],

(AB] ve [DC]’nin uzantilan olup [KI] ile dik-
tirler. §imdi BKLC yamugunu [BC] ile [AD)
cakisana kadar sola kaydirahm. [KL]’nin yeni
yeri [NM] olur. Yamugu kesip gikarttigimizda
_geriye ABCD ile aym alana sahip KLMN
dikdérgeni kalir. Fakat bu alan (|NK|-|KL|) pa-
ralelkenarin alamnm aymsidir! (|N K| uzunlugu
paralelkenarin |AB| kenarinin uzunluguna ve
|KL de onun yiiksekligine egittir.)

Simdi tamamlamamn cebirdeki kullanim-
larin inceleyelim.

Tam Kareye Tamamlama

Ekleme ve gikarma teknigi cebir agilimla-
rinda 6nemli bir yer tutar. Carpanlara ayirmada
ekleyip ¢ikarmak suretiyle ‘toplamin veya farkin
parantez karesi elde edilir. Ornegin,

u? 4+ ¢? =u2+v2+2uv—2uv
= (u+v)? — 2uy,

ve aym gekilde u2+v%'= (u—v)?+2uv elde edilir.

Ikinci derece polinom denklemlerinin ¢ozii-
miini veren formill de tam kareye tamamlama
yoluyla elde edilir. z? 4 pz + ¢ = 0 ise, denkleme
p%/4 ekleyip gikartip kareye tamamlar ve sonra
carpanlara ayiririz:

2 2
P TPY JOS S s
0—z+22z+4+f1 3

2 2
_ P\ . (P—-%
- (s+5) +(557)
_ p_ [PP—44 P, [PP-4
_(z+§ 2 )(z+2+ ——4 "
Bu esitlikten kokler

_—pExVpi-4
- 2

T1,2
olarak bulunur.
Ornek. z*+uz —1=0 esitligini ¢oziiniz.

Coziim. ifadeye 2z7+1’i ekleyip gikartarak tam
kareye benzetelim:

4 - 1=z +2224+1-222 + 42 -2
= (22 +1)2-2z-1)%=0.

Buradan z?+1 = Fv/2(z —1) elde ederiz. Bu ise
2+V22+1-v2=0

22—V +14+V2=0

demektir. Bu esitlikleri ¢ozersek,

By g -2 F Vav2 -2
e = 2 )

veya

_V2FivVav2+2

L34 = )

¢ikar. Bilindigi gibi 1 = v/—1 demektir. 0

Ornek. n’nih hangi pozitif tamsay! degeri igin
n* 4+ 4" bir asal say1 olur?

Coziim. Sadece n = 1 igin. Eger n ift ise,
n* + 4" zaten cifttir. Eger n = 2k + 1 ise,
ifademiz 2"+!n? eklenip cikartilarak su sekilde
carpanlarina ayrilr:
n? 4227 = pt 4 29" 4 920 _ gntly?

= (n? +27)? — (2%+1n)?

= (n? + 2" — 2¥+1n)(n? 4 2" 4 2F+1p),
Ikinci carpan her zaman birinci ¢arpandan
biyiktir. Birincisi n > 1 i¢in her zaman poz-

itiftir, ginki n?% 2" > 2v/n227 > n2F+1 (i
a

n* + 4 sayisiin asallik kosullarini incele-
meyi okuyuculara birakiyoruz.

Ornek. z*+bz?+¢ polinomunu ikinci dereceden
carpanlarina ayiriniz.

Coziim. Eger A = b2 —4¢ > 0 ise,
4+ ba?+c= (:1:2 - yvl)(:c2 - ¥2)

yazilabilir. Buradaki y, ve y;’ler y? +by+c¢ =0
denkleminin kokleridir. Eger A < 0 ise, 2,/cz?
gikartip eklenerek,

g+ bz + ¢ = 2% 4 2y/ex? + ¢+ (b - 2V/0)x?
= (2% + ve)? — (2Vc — b)z?
= (2% + e — \/2Vc — bz)
(2 + e+ \/2Ve — bz)
bulunur. O

zt + a' ve z' — a%z? + a* ifadelerinin
carpanlara ayrilmig halleri 6zellikle basittir.



Ornek. r = q!% 4 g5 + 1 ifadesini tamsay: kat-
sayili iki polinomun garpimi seklinde yaziniz.

Cozum. Once a, sonra da a? gikartip eklenerek,

alo—a+a5+a+1

a(@® - 1)+a*—a®+a’ +a+1

- 1)(a® + a® + 1) + a*(a® - 1)
+a*+a+1

=a(a-1)(a®*+a+1)(a®+a®+1)

ta*(a-1)(®+a+1)+a’+a+1

(@®+a+1)

[(@® —a)(@® +a® + 1) + a*(a - 1) + 1]

=(az+a+1)(a8—a7+a5—a4+a3—a+1)

r

1]

= a(a

elde edilir. ]

Dikkat edilirse, a® + a 4+ 1 polinomunu
da arada carpanlarina ayinverdik. a® + a 4 1
polinomunu da aym yolla carpanlara ayirnsz.
Eklenip gikartilacak terimi bulmay: okuyuculara
birakiyoruz.

Carpma-Bolme

Simdiye kadar toplama ve ¢ikarma tizerine
iglem yaptik. Diger bir kullanigh ters iglem ikilisi
de ¢carpma ve bolmedir.

Ornek. S, = 1+ 11 4+ 111 4+ --- 4+ 11---11

toplamin: bulunuz. n tane

Coziim. Once 9 ile carpip, sonra 9 ile bolelim;
sonra da geometrik seri toplamim kullanalim:

95, =9+99+999+---4+99---9

n tane
= (10=1) 4 (102 = 1) 4 -4 (10" - 1)
= (10 + 1024 10° +--- +10")

-(1+1+--41)
n tane
_lort-10
T 10-1
Dolayisiyla
10"+ —9n — 10
O = 81
bulunur. o

Ornek. P, = (n+ 1)(n+2)-- -(2n) ¢arpimini
bolen 2’nin en biiyiik kuvveti kagtir?

Cozum. P, ifadesini n! ile bir garpip bir
bolelim:

. n!(n+1)---(2n) _ (2n)!

e n! ol
2(2-2)(2:3)---(2n)(2:3-5---(2n - 1))
B n!
_2"n!(1-3---(2n—1))
- n!
= 2"(2n — 1)

oldugundan, cevap 2"’dir. ((2n — 1)!! ifadesi
1’den 2n — 1’e kadar olan tek sayilarin ¢arpi-
mdur. ) ]

Ornek. Sn = z+2z2+3z3+- - -+nz" toplamin
bulunuz.

Cozum. g = g2 4+ 22% + ... 4 ng"t!
25y — Sp = —z + (22 — 222) + (223 - 329)
4+ (n—1-n)z" 4+ nz"t!
=-z(l+z+--+2z"7") +nz"*!

|
Sp{z—1) = —a:(xr_ 7 ) + nz"t!
—z"tl 4 2 4 (z — 1)nz"H!
et z—1
esitliklerinden
S _ r— mn+1 + nzn+2 _ '.'1.7:"+1
" (z-1)2
_nz"2 —(n4 1)z"t 42
(z—1)?
bulunur. ]
Ornek. S, = sinz + sin2z + --- + sinnz

toplamini bulunuz.

Coziim. sin Asin B = f[cos(A—B) — cos(A+B))
biliniyor. Eger sin(z/2) # 0 ise, bu esitlikten

. T N .
Sa Sm5 = sin §sm:c + sin Esm 2z

. T
+---+sm§smna:

'_1 i OS3—I)
——2- COS§ C D)



\ 1 2n—1x _ cos 2n+l1 z)
+---+§ cos 2 2

1( T 2n+l)
= 5 cos 5 —cos T

2 2
= sin (n+l)zsinﬁ
=8y )

elde edilir, Dolayisiyla

_ sin&F sin L—)—"El =
" sin £
bulunur. Eger sin(z/2) = 0 ise, S, = 0 oldugu
agiktir. 0O

Ornek. P = coszcos2z cosdz - --cos 2"z carpl-
minin sonucunu bulunuz.

Coziim. sinz # 0 kabul edelim ve P’yi sinz
ile bir garpip bir bélelim ve siniis igin cift ag1
bzdesligini defalarca kullanalim:

sinz coszcos2z - -cos2"z

P =

sinz
sin 2z cos 2z - - -cos 2"z

2sinz

sin 2"tz
ontlginz

olur. (Eger sinz = 0 ise, P = %1 'dir.) o

Yukaridaki esitlikte once z yerine 27"z
koyar, sonra sin 2z = 2sin z cos z ozdegligini kul-
lanirsak, ¢ok kullamgh

T T z sin
COS — COS — -+ +COS — = ——————
2 4 2n 2"sm5’5,;

esitligini elde ederiz. Bundan m sayisi icin Viete!
formiiliinii bulabiliriz. Bunun igin her iki tarafin
n — oo iken limitini alir ve

limitini kullaminz. n — oo iken, her z i¢in
2/2" — 0 saglamr. O zaman

olur ve
z z z sinz
COS—COS—-++CO8 — +++ = ——
2 4 2n z
gikar. z = m/2 koyarsak,
T T T 2
COS —COS — ++*COS — = "+ = —
4 8 gntl T

elde ederiz. —7 < z < iken

T _ /1+cosz'
COSE— 2

dir. Dolaysiyla n > 2 igin
T 1+1cos T
s = Vg2
1 1 1+1cos .
ataV2 Tz

1L +1\ﬁ
2 2 2V 2

n tane kok

Il

degerlerini kullanabiliriz. Boylece

2
™=
NS NN R N
s atsVz \ztazlztaye ™
bulunur.
KAYNAKCA

(1] N. Caliskan, Cebirsel Denklemlerin Kokleri,
Matematik Diinyass, 4, say1 3, 9-13 (1994).

! Fransiz matematikgi Frangois Viete (1540-1603) ligiincii derece denklemlerin ¢oziimiiniin trigonometrik halini de

bulmustur [1].



A. Tanim

Gama fonksiyonu, 0 < £ < oo degerleri
icin Euler integrali dedigimiz

00
I‘(a:):/ t*=le~tdt
0

integrali ile tammlanir. Once bu ifadenin ne de-
mek oldugunu anlamaya gahgalim. z—1 bir gergel
say1 oldugundan, t*~! ifadesi e(*~1)In? geklinde
tammlanir. Bunun igin de t’nin dogal logaritma-
nin tamm kiimesinde, yani ¢t > 0 olmas: gerekir.

Yani aslinda
=11

fonksiyonu ¢ = 0’da tamimsizdir. Fakat az sonra
bunun 6neminin olmadigim goérecegiz. Ayrica
t> 0 iken f(t) > 0°dir ve e~ < 1 gergeklenir.

Hemen akla gelen ikinci soru bu integralin
sonlu olup olmadi, iinkii iki sorun var: Hem
sonsuz uzunluktaki bir aralk tizerinde integral
ahyoruz, hem de 0 < z < 1 iken f(t) fonksiy-
onu t sifira (sagdan) yaklagirken simirsiz artiyor,
yani

lim t*~!e™! = 400
t—0+

oluyor. Gama fonksiyonunu tamimlayan integrali,
f fonksiyonunun grafiginin altinda kalan alan
olarak yorumlarsak, bu iki nedenden dolay: in-
tegralin sonsuz ¢ikma olasiligi var. Ama z’i poz-
itif bir say1 almamz biitiin bu sorunlan ortadan
kaldiriyor; bunu agiklayalim.

Yukaridaki integralle ne demek istedigimizi
daha agik yazahm. € ve M pozitif sayilar olsun.
Eger limitler varsa,

1 M
lim [ t*“le~'dt+ lim -l
e—0t ¢ —o0 Ji

> tl—loI(IJ1+ led }l}l—x~noo I

I'(z) =

demektir. Buradan f(¢)’nin ¢ = 0’da tammh ol-
masinin gerekmedigini hemen goriiriiz. Ashnda
z 2 1 iken, f(t) fonksiyonu (0,1] araliginda

* ODTU Matematik Bélimii 5¥retim tiyesi

siirekli ve simrh oldugundan, ilk integralde limit

almaya gerek kalmaz.
Simdi I'’nin tammindaki limitlerin varhg-

n1 gosterelim.

1 1 ;
L:/ t"‘e"dt</ t=~1 dt
£ £

1= t=1 1

P
I I

Tz

t=¢

esitsizlifinden, > 0 iken I, integralinin, € > 0
ne olursa olsun, 1/z ile tistten smirh oldugunu
goriiriiz. ¢ — 0% iken, pozitif bir fonksiyonun
gittikce biiyliyen bir arahiktaki integrali oldugu
i¢in I, artar. Ustten sinirhlik ve artanhk, z > 0

durumunda

Iim I,
e—0t

limitinin varhigin gosterir. Bu hesaptan anlasil-
masi gereken, 0 < z < 1 olsa bile, t — 0% iken
t°~Vin sinirsiz artti1, fakat yeteri kadar yavag
arttig i¢in, grafigiyle = ekseni arasindaki alanin
sonlu kalabildigidir.

Ju integralinin limiti igin su sonuca
ihtiyacimiz olacak:

Onerme 1. n negatif olmayan bir tamsay ve
t> 0 ise,

et>t°+t1+t2+ . £ i
ST T S
saglanir.

Ispat. Tiimevarim kullanacagiz. n = 0 iken
0! = 1 diye tammlanz. O zaman t > 0 iken
e! > 1 olacag agiktur. Esitsizligin n = k igin
dogru oldugunu kabul edelim ve ¢ > 0 i¢in

t? ot

M) =e'—1-t—z—- - TEw

tammlayalim. h(0) = 1’dir. Ote yandan

12 it
— b - —
h'(t)_c—l—t—-é-!----- kl,



t > 0 iken tiimevarim varsayim geregi pozitiftir;
yani h(t), t > 0 arahginda artandir. ¢ = 0’da
1 degerini alan ve pozitif sayilarda artan bir
fonksiyonun, orada negatif veya sifir olamayacagi
agiktir. Bu onermenin 6zel bir hali negatif ol-
mayan n tamsayilar igin

n

t
e > m (t > 0)
esitsizligidir. 0

Artik Jyy integraline bakabiliriz. n bir po-
zitif tamsay) olsun. Onerme 1’den

1 n!
_.t _
e = e—' < t_" (t > 0)
ve sonra da
z—-1_-t n!
t*7eTt < FTI=E (t>0)

¢ikar. Verilen bir z > 0 i¢in n > z saglayan bir
n pozitif tamsayis: segelim.

M M
Im =/ ==l dt</ nlt®~""1 g4
1 1

1Fn t=M %

= (M= )

T—nj_, z—n

_nl ] 1
T n-z Mn-z

esitsizligi, Jps integralinin, M > 0 ne olursa ol-
sun, -2 ile Ustten sinirh oldugunu soyler. M —

oo iken Jps aymi zamanda arttigindan,

= n!

lim Jp
M=

limiti vardir. Bu hesaptan da anlagilmasi gereken,
t — 0o olsa bile e~* ’nin sifira inig hizinin t*~!’in
simirsiz artig hizini, t°~le~*’nin grafigiyle z ek-
seni arasindaki alan sonlu yapacak kadar etkili
bir bigimde bastirdigidur.

Boylece z > 0 igin gama fonksiyonunun iyi
tanimlanmg eldugunu gostermis olduk.

B. Temel Ozellikler

Sunu biliyoruz: ¢t > 0 igin f(¢) pozitif
oldugundan, z > 0 i¢in I'(z) de pozitiftir.

r = 1 igin gama fonksiyonunun degerini
hesaplamak kolaydir:

M
lim e tdt
M=o 0

I(1) = Jim [—e~¢f

M) =1,

lim [1-e
M—o00

Ote yandan I'(z + 1) = [°t*e tdt olur. Bu

integrali z > 0 igin pargah integralleme yoluyla
hesaplamaya ¢ahigalim. u = t* ve dv = e-!dt
dersek, du = zt*~!dt ve v = —e~* olur. Boylece

M
Mz+1) = lim/ tTe~" dt
e=0t Jo

M — o0
t=M
= lim [—tze't]
e—0t t=¢
—00
M
+z lim t*=le=t gt
e—0t
M—o00
= lim e"e™* — lim M%e~™ 4 zI(z)
e—0t M—o00
olur. Birinci limit agk¢a 0’dir. Ikinci limit
de 0’dir; bunu gormenin bir yolu z’i sabit

tutup M’yi degigken olarak diigiinerek M?®/eM
uzerinde L’Hopital kuralim [5] uygulamaktir.
Elde ettigimiz

I(z + 1) = zI'(x)

egitligi gama fonksiyonunun fonksiyonel denkle-
midir.

Simdi z’i bir n pozitif tamsayisi olarak se-
ger, fonksiyonel denklemi kendisinin sag tarafin-
daki I'(n)ye uygularsak I'(n+1) = n(n—1)T(n—
1) buluruz; sonra bu iglemi sag tarafta I'(1) = 1
cikana kadar tekrarlarsak

F(_Tl+l): (n=0,1,2,..)
buluruz. Bu bize, yalmzca dogal sayilarda ta-
mmh olan faktdriyel igleminin gama fonksiyonu
aracihigiyla butin pozitif gercel sayilara genigle-
tildigini soyler.

Peki, gama fonksiyonunu pozitif olmayan
sayilarda da tanimh kilabilir miyiz? Evet, hem
de yukaridaki yolla. Bir n pozitif tamsayisi alr,
fonksiyonel denklemi I'(z + 1) yerine I'(z + n)
i¢in kullanir ve bu iglemi sag tarafta I'(z) kalana
kadar tekrarlarsak, her z >0 i¢in
(z+n-1)(z+n-2)--- (z+1)zl(z),

I(z+n)
I(z) = (z+n-1)(z+n-2)--

[(z+n)=

(z+ 1)z

elde ederiz. -n<z<-n+lisel0<z+n<1
olur ve I'(z+n) tammhdir. O halde son denklemi
gama fonksiyonunu —n < £ < —n + 1 arahginda



tammlamak i¢in kullanabiliriz. Kala kala sifir
ve negatif tamsayilar kaldi. Bunlar iin yapacak
bir sey yok, glinkii son denklemin sag tarafi bu-
ralarda anlamsiz, ve gama fonksiyonu buralarda
tanimsiz kalacak, ¢linki z sifira veya negatif tam-
saylya yaklagtiginda bu denklem |T'(z)|’in sinirsiz
arttigin da soyluyor.

Aslinda en bagta gama fonksiyonunu
yalmzca (0,1] arahinda tammlamak yeterdi.
I(z + n) i¢in yukanda verdigimiz denklem
sayesinde, tamim arahgm (n,n + 1] tipindeki
tum aralklara, yani biitin pozitif gergel sayilara
genigletebilirdik.

Sonug 2. Gama fonksiyonun tanmim kimesi T,
sifir ve negatif tamsayilar diginda kalan biitiin
gergel sayilardir.

~ee

.44."-}24-._.'1 "
L .
2
3
{ o)
"
y y=T@), ----,y=1/T@)

Diger bir onemli ozellik igin, bir 1 < p < oo
ve bunun eglenigi ¢ ile Holder esitsizligini [4]
gama fonksiyonunun tanmimindaki integrale uygu-
layahm. 0 < z,y < oo olsun ki I'(z) ve I'(y)
pozitif ¢iksin ve logaritmalarin alabilelim.

Gy

X ¥_1_1 ¢t
:/ trteTF 5T 0 dt
0

; /oo(t.r—le-t)l/p(ty—le—t)llq dt
0

oo 1/p
< (/ t"‘e—‘dt)
0
00 1/q
(f t"‘le_'dt)
0

= I(2)"/*L(y)"/*

cikar. Her iki tarafin logaritmasin aldigimizda,
logaritma artan bir fonksiyon oldugundan esitsiz-
lik korunur. Logaritmay: ¢arpma iizerinde top-
lama olarak dagitip a,b > 0 igin Ina® = blna
ozelligini kullanirsak,

1 1
1nr(f + 2) < ~InT(z) + = InT(y)
P q p q

elde ederiz. Bu ise InT fonksiyonunun digbiikey
(4] olmas: demektir.

C. Garpim Formiilleri ve Sonuclar:

Asil ilging olan, gama fonksiyonunun,
gimdiye kadar verdigimiz ii¢ temel o6zelliginden
kesin olarak belirlenmesidir [2]:

Teorem 3. g, tamm kiimesi (0,c0) araligini
igeren pozitif degerli bir fonksiyon olsun. Eger

(a) g(1) =1 ise,
(b) g(z + 1) = zg(z) saglaniyorsa, ve
(c) . Ing digbiikeyse,

o zaman ¢ 'nin tanimh oldugu her z igin g(z) =
I'(z) ’tir.

Ispat. Yukandaki ig ozelligi saglayan yalnizca
bir fonksiyon oldugunu gosterecegiz. Gama
fonksiyonu da bu iig 6zellige sahip oldugundan,
o bir fonksiyon gama fonksiyonu olacaktir. (b)
ozelligi sayesinde, g’yi bir kere (0,1] arahginda
belirlersek, tamimh oldugu her yerde g belir-
lenmig olacaktuir.

h = Ing olsun; o zaman h(1) = 0’dir
ve h digbikeydir; aynca 0 < t < oo icin
h(t + 1) = h(t) + Int saglamr. Bu esitlik ¢ = n
diye pozitif bir tamsay1 alnip tekrarlandiginda
h(n+1) = In(n!) verir. Bir kerede t = n+ 1+«
alinip tekrarlandiginda

h(n+1+z) = h(z) + Infz(z + 1) (x + n)]



verir. §imdi 0 < z < 1 alam. [4)’teki Onerme

Yia=n+1,b=n+1+z ve c=n+2 alp
h’ye uygularsak,

Mn+1+xy—mn+1)<hm+d)—mn+n
=In((n + 1):,':) — In(n!)
=In(n +1)

elde ederiz ki bu z = 1 halinde dt_a. = olarak
gegerlidir. 0 < z < 1 alp [4]'teki Onerme 4%ii

birdefadaa=n,c=n+1 ve b=n+1+4+zile
uygularsak,

h(n+14z) - h(n+1) S p(n+1) - p(n)
z = 1
= In(n!) — In((n - 1)!)
=Ilnn

elde ederiz. Son iki egitsizlik birlikte

Inn < h(n+142) - h(n+1)

z

<lIn(n+1)

verir. Daha 6nce h(n+ 1+ z) ve h(n + 1) igin
elde ettigimiz formiilleri burada yerine koyar ve
logaritmanin bir ézelligini kullamirsak

Inn < h(z)"'ln[”(?‘*l) -~ (z+n)/n!]

<lIn(n+1)

buluruz. §imdi z ile garpip, zlnn gkartip, gene
logaritmanin ozelliklerini kullanip sadelegtirirsek,

z(z+1r)ﬂ-'-l-z(x+n)] = “"(”?1?)

gikar. Logaritmanin siirekliliginden, sag tarafin
n — oo iken limiti 0’dir. Dolayisiyla ortadaki
ifadenin de n — oo iken limiti 0’dir; yani h
kesin olarak kosgeli parantez igindeki ifadenin li-
miti olarak belirlenir. Logaritmanin birebir fonk-
siyon olmasi g’nin de kesin olarak belirlendigini
gosterir. o

0< h(z)—In

Ispatin sonunda T icin elde ettigimiz
Gauss formilini yazalim:

. n!n®
Ple)= nliongo z(x+1) ¢ (z+n)

(0<z<1).

Bu formiiliin her z € T icin gegerli oldugunu
gormek igin,

nln®

:z:+1)--'~(:v+n)

Ln(z) = =

diyelim.
Ta(z+1) = g
( ) Po— zln(z)
z4+n+11
1‘,.(::) = —-n—— ; I‘,.(:c + 1)

olur. n — oo iken bir z # 0 igin bir tarafin
limiti varsa, diger tarafin da vardir, yani Gauss
formiiliindeki limit, z # 0 igin varsa, z + 1 igin
de vardir, ve de Z + 1 icin varsa ve z # 0 ise,
z igin de vardir. Ozetle, G(z) ile gosterecegimiz
limit her z € T igin vardir, G(z + 1) = zG(z)
saglanir, ve 0 < z < 1 icin G(z) = I(z)’tir. G
tek oldugundan, G ile I, T kiimesinde cakigirlar.

Ju onerme I'(z) igin degisik bir formiil elde
etmemizde yararh olacak:

6nerme4. lim (1+%+l+---+l—lnn)
n

n—oo 3
limiti vardir.

Bu limit v ile gosterilir ve y’ya Euler-
Mascheroni sabit: denir.
. 1 1
Ispat. C, = 1+%+§+---+;—lnn ve
Dn = Cp — 1/n dersek, her n=1,2,. .. igin

1 1
Cnt1 -Cp = n_—}-l—ln(1+;)’

1 1
Dﬂ+l —Dn = ;—ln(l+;)

oldugunu goriiriiz.

d 1
E(lnz) = (z>0)

oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin 1’den atloye
kadar integralini alirsak,

(n-{-l) f"_-:_l dz
In = —

buluruz. 1/z fonksiyonunun [1,2+!] araliginda
aldi en biiyiik deger 1, en kiiciik deger ise
737 dir. Bu degerleri arahin uzunlugu olan 1/n
ile carparsak, yukaridaki integral igin alt ve iist
sinirlar bulmug oluruz:

L < ln(l + —1-) < 5

n+1~ n/ " n
Bu egitsizlikleri {Cn,} ve {D,} dizilerinin fark
formiilinde kullanirsak, her n igin

1 1
Cn-H"CnS +1_ =0'

n
LR T
n n

'Dn+1 - Dn

v



cikar; yani {C,} azalan bir dizi, {D,} artan
bir dizidir. Tamimlanindan her n igin D, < Cj,
bir alt simir oldugunu goriiriiz. Azalan ve alttan
sinirh dizilerin ise limiti vardir (ve bu limit en
buyik alt sinirdir). o

Simdi I';(z)’i tammlayan ifadede n® yeri-
ne esiti e*™" yazalim. Sonra n! ifadesini 1/n!
olarak paydaya tagidiktan sonra, carpanlarini
sirayla (z+1)(z+2) - - - (z+n) ’nin paydasi olacak
sekilde dagitahm. Sonra da I'n(z)’i

1= e—:re—.r/Z . _6161/2 . _ea:/n

ile carparsak elimize

e%ln ne—zo—z/n e—=/n

— z,zf/2  _z/n
In(z) Iz+lz+2 z+n ¢ ;

1 2 g

gecer. Buradaki biiyiik kesirin payim tek bir tistel
fonksiyonda birlegtirebiliriz. Ayrica paydadaki
’—‘,‘;—’5 kesirlerini de 1+ z/k geklinde yazabilir ve
her birini e%/* ile beraber dustinebiliriz. O zaman
In(z) ifadesi

1 1 N\t e
= lnn—1--—...— =
xexp[:c(nn 1 5 H)JH1+JZ/k

halini alir. Burada [], ¢arpimu gosterir; exp(-)
ise e(") demekten bagka bir sey degildir. Onerme
4 sayesinde, n — oo iken, yuvarlak parantez
icindeki ifadenin limitinin —v, sol tarafin limi-
tinin ise T ’deki z’ler i¢in I'(z) oldugunu biliyo-
ruz. O zaman her z € T igin, n — oo iken
sagdaki ¢arpimin da limiti vardir; dolayisiyla

1 Tk
— =1 i z/k
I'z) =g Inlglgo x+lce
n—o00

=e—1$lﬁ k ez/k
¢, zt+k

olur. Bu esitlik Weierstrass ¢arpim formulidiir.

Yukarida {C,} dizisinin limiti olarak
tammladigimiz y’min ne biyiklikte bir say
oldugu hakkinda biraz fikir verelim. Her geyden
once {Dp} dizisinin de limiti vardir ve bu limit
7 dir, ¢linkd iki dizinin terimleri arasindaki fark

(zeT)

sadece 1/n’dir ve bu 0’a yakinsar. {D,} dizisi.

artan oldugundan, v onun en kiigiik iist siniridur.
Dolaywsiyla her n i¢in D, < v < C, saglanur.
Dy = 1-1n2 > 0’dir, giinkii 1 < 2 < e
ve Inl = 0 < In2 < 1 = Ine’dir. Aynca

Cz = 3 —In2 < 1'dir, giinkii In2 yaklagik olarak
0.7’dir. Boylece 0 < 4 < 1 oldugu ortaya gikar.
n’yi biiyuk secerek v igin daha dar araliklar bu-
labiliriz. 7 igin yaklagik bir deger 0.57722’dir.
Son bir not: y’nin rasyonel mi irrasyonel mi bir
say1 oldugu bilinmiyor.

D. Beta Fonksiyonu

Bir bagka FEuler integrali de iki degigkenli
br fonksiyon tamimlar. Beta fonksiyonu, z > 0
ve y > 0 degerleri i¢in

B(z, 1) =/:t"1(1—t)"‘1dt

integrali ile tammlanir. 0 < 2z < 1 ve 0 <
y < 1 iken, bu integral de gama fonksiyonunu
tanmimlayan integral gibi limitlerle verilir, ¢linki
t*~1’den dolay1 0’a yaklagirken, (1 — ¢)¥~!’den
dolay1 da 1’e yaklagirken sorunlar vardir. Bu
sorunlar gene gama fonksiyonunda yapildig: gibi
agilir.

integralin icindeki ifade pozitif oldugun-
dan beta fonksiyonu da pozitif degerlidir; o
zaman logaritmasini almamuzda sakinca yok-
tur. y’yl sabit tutup z’e degigken olarak bak-
tigimzda, tipki gama fonksiyonu igin kullan-
digimiz yolla, InB’nin da digbiikey oldugunu
goririz. B(1,y) = 1/y de kolayca hesaplanir.
Beta fonksiyonu i¢in de bir fonksiyonel denklem
cikartalim,

B(z +1,y) = fol (l—t_—t)z(l —t)"tv-lqe

yazar,

_t T

diyip, pargali integralleme yaparsak,

B(z,y)

b
x4ty

B(..":-{- l,y) —

elde ederiz. Biitin bunlarin ayrintilarim okuyu-
cuya birakiyoruz.

Simdi sabit bir y > 0 alp,

ofz) = 2t Y)

B(z, >0

iy S@¥ (>0
fonksiyonuna bakahm. g(z + 1) = zg(z) ve
9(1) = 1 oldugunu hemen goriiriiz. Logarit-

ma carpimi toplama cevirdiginden ve digbiikey



fonksiyonlarin toplami da digbiikey oldugundan
[4] (y’nin ve boylece T'(y)’nin pozitif bir sabit
oldugunu unutmayalim), lng’nin de digbiikey
oldugunu anlanz. Artik yapilacak en dogal gey
Teorem 3’ii uygulayip, her z > 0 igin g(z) = I'(z)
yazmaktir. Bu da bize su ilging formiilii verir:

L()D(g) = oo ™) gy ”
m_/ot a-t)v-tdt ( >0,y>0)_.

Bu formiilden daha bagka ilging formiiller
de turetebiliriz. Integralde 0 < ¢ < 1 oldugundan
sin§ = t saglayan bir @ vardir ve dt =
2sinfcosfdf olur. O zaman gene pozitif z,y
icin

I(z)I'(y)

1
. . 2z—1 2y—1
Tty) 0 2/0 (sin 0)**~*(cos ) df

gergeklenir. Simdi ¢ =y = 1 koyar, [(1) =1 ve
(%) > 0 oldugunu kulanirsak,

()
buluruz. (7 sayis1 yazida bir yerde gikmaliydi!)

Geri doniip gama fonksiyonunun ilk tamminda
t = 5% degisken degisimini yapmak

I(z) = 2/ s251e=2" ds (z€T)
0

verir. Simdi z = § koyarsak,

o2 2
=4 _ VT
/o e’ ds= 3

elde ederiz. y = e=*" fonksiyonunun grafigi y ek-
seni etrafinda simetriktir; dolayisiyla s > 0 iken
grfigin altinda kalan alanla s < 0 iken grafigin
altinda kalan alan birbirine esittir. Sonug olarak

= 2
/ e ds=+/1
—-00

S

cikar.

E. Turevlenebilme ve Digbukeylik

Biraz da gama fonksiyonunun tiirevinin
olup olmadigim aragtirahm. Fonksiyonel den-
klemden dolay: pozitif sayilara bakmak yetecek.
Pozitif sayilarda ise gama fonksiyonunun pozitif
degerli oldugunu biliyoruz, dolayisiyla logaritma-
sin1 alabiliriz. Logaritma stirekli bir fonksiyondur

ve bundan dolay) limitle yer degistirebilir. Loga-
ritmanin sonlu ¢arpimlan toplamlara ¢evirdigini
de biliyoruz. Diger bir bildigimiz, logaritmanin
ustel fonksiyonun ters fonksiyonu oldugu; yani
her gergel a iin Ine® = a ve her pozitif b igin
et = b saglandis. O zaman Weierstrass ¢arpim
formiiliinden

Tk
= —yz —1 i | | s/t
InT(z) vz —Inz + nlgrgo ]nk TTE

= —yz—Inz+ lim Z(%—ln(%))

k=1

[z k
= —7z—lnz+’§(z—ln(z+k))

elde ederiz. Simdi tiirev almaya gahigirsak sagdaki
sonsuz toplam sorun ¢ikartmaya aday. Sonlu
toplamlarin tiirevinin her bir terimin turevinin
toplami oldugu dogru, fakat bu sonsuz toplam-
larda da gegerli mi? Evet, eger tiirevi elde
edilecek olan sonsuz toplam burada pek bahset-
mek istemedigimiz duzgin yakinsaklik ozelligine
sahipse. Elimizdeki toplamlar igin bu ozelligin
oldugu biliniyor ve her terimin ayr ayn tiirevini
alip toplamamizda bir sakinca yok. Zincir ku-
ralmin birkag uygulamasindan sonra

d il ()

E]nI‘(z) = T
-l
Y a:+k2=;(k .‘l:-!-k)

1 = T
e "7‘E+k2=1k(z+k) (=>0)
buluruz. Diizgiin yakinsakhk ozelligi tekrar tek-
rar turev alsak da saglaniyor, dolayisiyla gama
fonksiyonu sonsuz kere tiirevli ve

dm! (T(@)) & (C)m(m = 1)

= >
vl L erpr (m22
formili her £ > 0 igin gegerli. Yukanda

yaptigimz gibi fonksiyonel denklemler sayesinde
bu formiili her # € T igin gecerli yapmak da
mumkin.

m = 2 hali biraz daha incelenmege deger,
¢unku

d (F’(z)) _ D@)I(z) - (M(z))*
dz \ I'(z) (I(z))*




her zaman pozitif. Buradan her z € T igin

I'(z)I"(z) — (['(z))* > 0
L(z)I"(z) > (M'())* 2 0

¢tkar. Bu ise her z € T igin, I'(z) ve I''(z)
sayllarimin ya her ikisinin birden pozitif ya da her
ikisinin birden negatif olmasi demektir. |I'(z)|
fonksiyonunu dugiiniirsek, ikinci tirevi hep po-
zitif olur.  [4]'teki Sonug 8'den dolayr |I'(z)|
fonksiyonu T iizerinde digbiikeydir. Dikkatli
bakarsak, I'(z + n)’yi veren formiilden, gama
fonksiyonunun isaretinin (—n, —n + 1) arahginda
(=1)"'nin igareti ile aym oldugunu goriiriiz; bu-

rada n bir pozitif tamsayidir. z > 0 iken
de TI'(z) pozitiftir. Dolayisiyla gama fonksi-
yonu (O,~oo),(—2,-l),(—4,—3),... araliklarinda

digbiikeydir; T"deki geri kalan araliklarda ise —T'
digbiikeydir.

F. Siniis Fonksiyonu i¢in Bir Bagint:

Baglangig olarak

1 o enfz 241
o(e) = 522 (P EY)
fonksiyonuna bakalim. Acgikca g en az (0,00)

arahinda tammh ve orada pozitif degerlidir.
Aynica I'(z + 1) = zT(z) 6zelliginden

g(x+1) = ;j;r(rzll)l‘(g 4 1)

- 23;;21‘ (%1) gr(g) = xglz)

saglanir.

Ing(z) = (ln2)z+ln[‘(§) _Hnr(:c;-l)

ozdesliginde sagdaki her terim digbiikey oldugun-
dan, Ing digbiikeydir. O zaman g, I'’dan bagka
bir sey degildir (Teorem 3); yani

r(;)r(” ; 1) = /721~ I(z)

ozdesligi, her iki taraf da taniml iken dogrudur;
buna da Gauss formiilii deniyor. Burada z yerine
1 — z koyarsak,

r(lgz)r(l— -;-) = VI2ZT(1 - z)

elde ederiz.

‘gama fonksiyonu 1'de siireklidir. Eger ¢(0)

§imdi ¢(z) = I'(z)I(1 - z)sinrz fonksi-
yonuna bakalim. Bu fonksiyon sadece tamsayi ol-

mayan gergel z’ler i¢in tamimlidir. z yerine 1—z
koyarsak

p(z +1) = ['(z + 1)[(~z) sin(rz + =)
= oT(z) 21 =2)
= [(z)I(1 — z)sin 7z = p(z)

(—sinnz)

buluruz; yani ¢ periyodiktir ve periyodu 1'dir.
Az once elde ettigimiz bagintilar kullanarak da

z z+1 T z\ . 7z
(B (7) =r(3)r(t-5) 3
.[‘(_3;1)[‘(—1;2) cos L;

- %\/1?2"'I‘(z)ﬁ2’f‘(1 ~z)

. mT T
-2sin — cos —
2 2

7['(z)['(1 - z)sinrz
= 1r(p($) (*)

elde ederiz. Bu 6zdeglik de tamsayi olmayan z’ler
i¢in gegerlidir.
Gama ve siniis fonksiyonlar sonsuz kere

tirevli olduklarindan, ¢ de oyledir, tabii z tam-
say1 degilse.

p(z) = 1‘(1_::_)

I(1-z)sinmz

=7l'(1+z)I(1 - :n:)sm —

yazahm. Bu esitligin sag tarafinin z — 0 iken
limitini alrsak #T(1)21 = 7 buluruz, ¢linki
7 diye tammlarsak, ¢ sifirda da surekli olur.
Diger tamsayilarda da aym limiti buluruz, ¢iinkii
@ periyodiktir. O halde ®’yi tamsayilarda
7 diye tammlarsak, ¢ biitiin gercel sayilarda
surekli olur. Yukandaki egitligin tiirevini alip
tekrar £ — 0 iken limitine bakabiliriz. Gama
fonksiyonu 1'de sonsuz kere tiirevli oldugundan
yalmz sinrz/xz ifadesinden gelen terimlerde li-
miti aragtirmak yeter. L’Hépital kuralindan (5]
onlarin da limiti kolayca bulunur. Sonra tekrar
%'(0)"1 limit yardimyla tammlar ve periyodiklikle
biitiin tamsayilara genigletiriz. (")zetle, % bitin
gergel sayilarda sonsuz kere tiirevlidir. Ayrica
tammindan 0 < z <1 jgin ¢(z) pozitiftir.
©(0) = 7 ve periyodiklik sayesinde bu her gercel

sayida da dogrulamir. Boylece %’nin logaritmas
alinabilir.



Inp’nin ikinci tirevine X diyelim. A da
periyodiktir ve periyodu 1’dir. A, [0, 1] arahgin-
da siirekli ve bunun sonucu olarak orada sinirhdir.
Periyodiklik geregi biutiin gergel sayilarda sinirh
olur; yani oyle bir M sayis1 vardir ki, her gergel
z igin |A(z)| € M saglanir. Ote yandan (*)'in
her iki tarafinin logaritmasini ve sonra iki kere
turevini alinca

i0() () e

elde ederiz. Buradan

M)l < 1‘;(5)

M M_M

4 4 2
gikar. Bu iglemi tekrarlarsak, |A|’min iist sinirim
istedigimiz kadar ufaltabilecegimizi goriiriiz. So-
nug olarak her gergel z igin A(z) = 0’dir. A’nin
tammindan bu In¢(z) = az + b olmasi demektir.
In¢’nin periyodikliginden a = 0 olmaldir; yani
i sabit bir fonksiyondur. ¢(0) = 7 oldugunu bili-
yoruz. Dolayisiyla her gergel z igin ¢(z) = = dir.

Simdi elimizde

T _ T
[(z)[(1-z) —zl(z)[(-=2)

var. Bu da T igin bir bagka fonksiyonel denklem-
dir. Weierstrass ¢arpim formiiliinii burada kul-

sinmTr =

Yunanistan’da lise mezunlarn universiteye
girmek istediklerinde, girmek istedikleri program-
lara gore, dort tiir sinava girmek zorundalar.
Ornegin, mihendislik veya temel bilimler oku-
mak isteyen ogrenciler, konulari matematik, fizik,
kimya ve kompozisyondan olugan yazil sinavlara
alimyorlar. Kagitlar iki farkh kisi tarafindan
degerlendiriliyor ve not farki ii¢ puandan fa-
zla oldugu zaman tugiinci bir hakem gerekiyor.
Almnan notlar siralaniyor ve kontenjan durumuna
gore Ogrenciler programlara giriyorlar.

Bu ilkedeki yedi matematik bolumtune
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lanirsak

sinwr:wzn(l—:—z) (—o0 < 2 < )

elde ederiz. Bu formiiliin degigik bir elde edi-
ligi [3)'te var. Ashinda bu formiil polinomlar
igin bildigimiz bir ozelligin sin 7z igin yazilmg.
Bilindigi gibi her polinom koklerine ait garpanla-
rin ¢arpimi olarak yazilabilir; tabii polinomlarin
sonlu tane koku vardir. Yukaridaki formil bize
sonsuz tane kokii olan sin 7z gibi bazi fonksiyon-
larin da koklerine ait ¢arpanlarin garpimi olarak
yazilabilecegini soyluyor.
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girebilmek igin ogrencilerin gegen yil yamitlamak
zorunda olduklan problemleri Matematik Dunya-
st okurlarina sunuyoruz. Tum sorularimin yanit-
lanmas: gereken sinavin siiresi ise 3 saat.

Soru 1
(A) n bir pozitif tamsay1, I ve O, sirasi ile,
n X n birim ve sifir matrisleri olsunlar. A ve B,
A = B? 4+ 1 ile B* = O egsitliklerini saglayan
matrisler ise,
(1) Her m pozitif tamsayisi igin, A™ =
I + mB? oldugunu kanitlayiniz;



(i) I 4+ A% — A® matrisinin tersinin
oldugunu gosteriniz;

(ii1) n bir tek say: ise, det(24 — 3I) < 0
oldugunu gosteriniz.

(B) (i) Herhangi iki 2y, z; karmagik sayis: igin
|z1|2 + |22|® = |21 — 22|? esitliginin dogru olmas:
igin gerekli ve yeterli kogulun 21Zz3 sayisinin gergel
kisminin sifir olmasi oldugunu gosteriniz.

(ii) f : [a,b] — R surekli olsun. ab # 0
olmak tzere z = a +if(a) ve w = f(b) + ib?
ile tammlanan karmagik sayilar diigiinelim. Eger
lw|? + |z|> = |w — z|? ise f(z) = 0 denklemi-
nin [a,b] aralig: i¢inde en az bir kokii oldugunu
gosteriniz.

Soru 2

2 2

| .
(A) 0<a<bolmakﬁzereClzx—2+y—=l
a b2

ve Cy :'a?z? + b%y? = 1 elipslerini digiinelim.
0 <z ve0<¢< % olmak iizere, y = (tang)z
dogrusunun C} elipsini P; = (z1,y;) noktasinda
ve Cy elipsini P, = (z3,y;) noktasinda kestigini
varsayalim.

(1) C; elipsine P; noktasinda gizilen
tegetin egimi Ay ve C, elipsine P, noktasinda
gizilen tegetin egimi Ay ise, AjAy = (tang¢)~?2
oldugunu gosteriniz.

@) f: (0,5) — R ve f(¢) = A
olarak tamimlanan fonksiyonun azalan ve ar-
tanhgin aragtirinz.

(B) n, (141" = 16 esitligini saglayan poz-
itif bir tamsay1 olsun. @ = {1,2,...,n} da esit
olasilik olaylarinin uzay1 olsun. €2 iginden keyfi
bir A secelim ve z € R i¢in f(z) = 222 — 4z + A
tanimlayalim. f(z) = 0 denkleminin gergel
kokiinlin olmamasi olasiligini bulunuz.

Soru 3
(A) a ve b, a < b saglayan gergcel sayilar ol-
sun. f(z) = (z —a)®(z — b)? ise,
(1) * # a ve £ # b igin

fi(z) _ 5 3

oldugunu gosteriniz.
(i) g(z) = In|f(z)| fonksiyonunun (a,b)
arahiginda igbiikey oldugunu gosteriniz.

(B) (i) [a,b] arahg iizerinde taniml, siirekli
f fonksiyonu (a,b)’deki her z igin f'(z) > 0
saghyorsa, f'nin [a,b]’de kesin artan bir fonk-
siyon oldugunu gosteriniz.

(i) f: R — R tirevlenebilir ve f'(z) > 0
olsun. Verilen a,b gergel sayilan i¢in

b
F(x):/a fz-t)dt (z€R)

ile tanimlanan F fonksiyonunun tirevlenebilir
oldugunu, ve bir zg € R igin F'(zg) = 0 ise,
her z € R i¢in F(z) = 0 oldugunu gosteriniz.

Soru 4
(A) 0< a< b saglayan iki gergel say1 ve

fab f(t)dt =0

kogulunu saglayan siirekli bir f : (0,00) — R
fonksiyonunu diiginelim. g : (0,00) — R fonk-
siyonu

g(z) =2+ % /r f(t)dt

ile tammlanmgsa, (o, g(zo)) noktasinda g’nin
tegetinin z eksenine paralel oldugunu ve g(z¢) =
2+ f(zo) esitligini saglayan en az bir zq € (a,b)
noktasinin varligin gosteriniz.

(B) f :(-%,3) — R olan, siirekli ikinci

tiireve sahip, ve f(0) = 1995, f'(0) =1 ve

1+/ f"(t)costdt:coszzt:—i-/ f'(t)sintdt
0 0

egikliklerini saglayan f fonksiyonunu bulunuz.



Baz1 geometrik problemlerde verilen bir
dogru pargasimin verilen bir noktasimin, bu
dogru pargasim ayirdifs pargalarin  uzunluk-
larinin oranim bulmamiz, ya da noktamn dogru
parcasin belli bir oranda boldiigiinii géstermemiz
gerekiyor. Asagidaki iki teoremi uygulayarak, bu
sorulann ¢Sziimii igin genel bir metot verecegiz.

Teorem 1. Bir ABC iicgeninde bir N nok-

tast bu i¢genin [BC) kenarm: m : n oraminda
boliiyorsa,
AB + mAC
el
m+n
saglanir.

Ispat. N noktas: [BC] kenan iizerinde ve
|IBN|: [NC| = m : n’dir. Bu son esitlik, nBN =
mNC oldugunu gosterir. Fakat BN = BA+AN
ve NC = NA+AC "dir. O zaman n(EZ-{-AW) =

m(m+m), nAN +mAN = mAC +nAB ve
dolayisiyla

m _ m,‘l_C" + nA_B'
m+4+n
bulunur. ]
C
P
N
A B M

Teorem 2. Bir ABC tiggeni verilsin ve AB,
BC' ve CB dogrulan uzerinde AM = am,
BN = ﬂm ve CP = 713_1)4 olacak bigimde

* Ankara Atatirk Anadolu Lisesi matematik 6gretmeni

sirayla M, N, P noktalar1 alinsin. P,M,N nok-
talarinin ayn1 dogru iizerinde olmasi igin gerek ve
yeter sart afy = —1 olmasidir.

ispat. afy = —1 olsun. P,M, N noktalarinin
ayn1 dogru iizerinde oldgunu gosterecegiz. PNC

ug¢geninden NP = NC + CPdir. Ayrica BC =
BN + I_V—C" ve BN = ﬂlva’"dir. O zaman

ﬁN_C’+1ﬁ= B_C",yaniﬁa:J—B? ve BN =

A+l
—%B_é 'dir. Benzer sekilde CP = #ﬁ’dlr.
olayisiyla

p— 1

NP =
B+1

—

BC +

—

-CA (1)

T
Y+

_olur. m%—ﬁ:xﬁve aﬁ+ﬁ=2§

esitliklerinden MB = %HE ve AM = QL_HA_B:

oldugu da agktir. Ote yandan MN = MB +
BN 'dir. O zaman

WM = 7B+ ;2 50
= 7AC+TH+ A Be
bulunur. Fakat & = — 7 oldugu kullamlrsa
MN= P giy PO+ Zz

By +1)

Gria-pmC

_ By +1)
T (B+1D(1-57)

g 4

BC




18(y +1)
T o+ =61 oA

_ B(y+)) B =
= Fra-m e i

—_—
= MN

_’ _’ .. . . .
Bu da NP ve MN vektorlerinin, yani
P,M,N noktalarimin, aym dogru iizerinde ol-
dugunu gosterir.

Simdi de M, N, P noktalarinin aym dogru

olur.

uzerinde oldugunu kabul edelim. aﬁ-y = -1
oldugunu gosterecegiz. CP = - L P’A ola-

cak bigimde AC dogrusu uzerinde bll‘ P’ noktasi
vardir. O zaman AM = aj, BN = ﬁ?,
CP' = —5P'A ve af(-2%) = —I'dir. 1l
kismin ispatindan dolayr N, M, P’ noktalan aym
dogru tzerindedir. O zaman P ve P’ noktalan
MN ve AC dogrularinin kesisim noktalar: ola-

caktir, yani P’ = P’dir. Dolaysiyla afy = —1
olur. 0

Soru 1. ABCD bir paralelkenar olsun. M ve
N, sirayla [CD] ve [DA] kenarlarinin orta nok-
talar1 ve [AM]N[BN] = {O} olsun. |ON|:|0B]|

oranint bulunuz.

Cozim. |[NO| = n ve |OB| = m diyelim. O
noktass ABN lggeninin [BN] kenarimi n : m
oraninda bolmektedir. O zaman Teorem 1’den

dolay1,
A—Orz m;ﬁ—knﬁ _ %E+nZ_B’
m+n m+n
m — n —
= AD AB
2(m+n) +m+n

olur. Ote yandan, AO ve AM vektorleri aym
dogru tizerindedir, yani

—_— —y —_— —_— k
A0 = kAM = k(AD + DM) = kAD + §ﬁ

olacak bicimde k sayis1 bulunabilir. Dolayisiyla

m AB = kAD + S4B
2(m+n) n - + 2
saglanir. Fakat AD ve AB vektorleri pdralel
degildir. O zaman TT k ve Hi_n = 5
olmalldir Son iki egitlikten

A(m+n) +n) m+n Ve
; bulunur. Dolayisiyla |ON] : |OB|=1:4
olur 0

Soru 2. CN = aCA, CM = GCB ve [AM] N
[BN] = {0} olacak bicimde ABC ii¢geninin
[AC] ve [BC] kenarlar iizerinde sirayla N ve M
noktalar1 alinsin. |AO| : |AM| ve |BO| : |BN|
oranlarini bulunuz.

Cozim. CN+NA=CA esitliginden aCA +

NA=CA yada NA= (1 —a)m cikar. Benzer
— — . . . .

gsekilde MB = (1 — f)CB’dir. AMC iiggeni ile

NB dogrusuna Menelaus teoremini uygularsak,

— 1 =32
=— MB=-——BM,
CB T -1
Y Ay G ietoy |
8 4 (83

ve m = z(TA) buluruz. O zaman
- ’ -1

-1\ « a—1
olur. Bu ise
IMO| _ |a(8 - 1)’
|OA]| a-1
demektir.

0<a<1lve0< B <1 oldugu
kolayca goriilebilir. O zaman

of -1 52

a—l

—

MO =

dir. Fakat MO + OA = M4 esitliginde MO
yerine az once elde ettigimizi kullansak,

af -1

0A=MA
a—1
elde ederiz. Dolayisiyla
a—1
|OA|: IMA| = T

dir. Benzer gekilde de |BO| : |BN| oram bulunur;
bunu okuyucuya birakiyoruz. O

Soru 3. n bir pozitif tamsay: olsun. Bir ABC
liggeninde AM = %A—C" ve BN = CB ola
cak bigimde M ve N noktalan verilsin. P =
[AB]N[M N] olsun. P noktasinin [AB] ve [M N)
dogru pargalarini boldigi oranlarini bulunuz.



N

Céziim. AM + MC = AC verilen bilgilerden
dolay: CN = —2_B_C" ve ATé = "T'lA_é ve
dolayisiyla AM = 'IITIATC" gergeklenir. BP =

zPA olsun. ABC uggeni ile MN dogrusuna
Menelaus teoremini uygulayalim. P, M, N nok-

talan aym dogru uzerindedir ve CN = -2 Ef,
—_— 1 2 o3 —_— .
AM = ——=MC, BC = zPA olur. Boylece

1
) v
(n—l)x 1

yada z = 25Ldir; yani |BP)| : |PA| = 23

. —_— —_
¢ikar. Benzer gekilde |M P| : |PN| orani bulunur;
bunu da okuyucuya birakiyoruz. o

Soru4.R=%zﬁ,ﬁ:é—ﬁveC_Mb=

%E;i olacak bicimde ABC 1iggeninin kenarlar
uzerinde K,L, M noktalari verilsin. [AL], [BM]
ve [CK)] dogru pargalarinin kesigtigi noktalar
PQR iggenini olugtursun. P,Q, R noktalarimn
sirayla [AQ], [BR] ve [CP] dogru pargalarinin
orta noktalari oldugunu ispatlayiniz.

A K B

Goziim. ALC iiggeni ile M B dogrusuna Me-
nelaus teoremini uygulayalim. CB = -3B_I:,
m = ﬁQj ve AM = IMC oldugu kolayca

goriilebiliyor. O zaman -2(8)3 = -1, yani
A= %’dlr. Dolayisiyla L_Cj = %m’dlr. Ben-
zer gekilde, MR = %ﬁ ve KP = éP_C' oldugu
gosterilir. |‘E"| =n ve |ml = m diyelim. O
zaman |LQ| = 48 ’dir. Teorem 1’den dolay

o - 0% = (24P - iz 1 2o

olur. Ote yandan

CP =

I
=3
o

Tm+n — 4n CE
7(m + n) T(m+n)~

dir. AC ve CB vektérleri paralel olmadigindan,

bunlarin CP i¢in elde ettigimiz iki ifadedeki kat-
sayilarim egitleriz ve

4 Tm+n 2_ 4n
7 T(m+n) 7 T7(m+n)

elde ederiz. Buradan m = n qkar. Bu da P
noktasinin [AQ] dogru pargasinin orta noktas
oldugunu gosterir. Benzer gekilde, Q@ ile R’nin
sirayla [BR] ve [CP] dogru parcalarinin orta
noktalan oldugu gosterilir. 0

Agagidaki sorulan okuyucuya birakiyoruz.

Soru 5. Bir ABCD paralelkenarinin [AD] ke-
nan iizerinde AM = éA_Db olacak bi¢cimde M
noktasi ve [AC) késegeni tizerinde de AR = %A_é

olacak bigimde K noktasi alinstn. MK ve KB
vektorlerinin ayni dogru uizerinde oldugunu ispat-

layiniz ve |W| : |R—f3| oranin! bulunuz.

Soru 6. Bir AMNO paralelkenarinin [ON] ke-
nar1 uzerinde OB = rl—‘ON olacak bigimde
B noktasi ve [OM] kosegeni itizerinde oC =

;‘I—IW olacak bigimde C noktasi alinsin.
A,B,C noktalarimin ayni dogru uzerinde ol-
dugunu ispatlayiniz.



Editorin Notu. Bu yazida sozi gegen cal-
culus dersi, teknik dallardaki hemen hemen
tum universite ogrencilerinin birinci sinifta al-
mak zorunda olduklar: ve lise tiglincii sinifta da
konularindan bir kismi iglenmeye ¢aligilan mate-
matik dersidir. Tirkge’de analiz veya turevsel
ve integral hesap adiyla da gegmektedir. Yalniz
bu iki terim calculus’un tam kargiig: degildir;
analiz biitiin ispatlariyla calculus’un teorisidir;
ote yandan calculus dersinde genellikle tiirev ve
integralden daha fazla konu vardir, analitik ge-
ometri, vektorler, seriler gibi. Bu nedenle Ttirkge
olmamasina ragmen, yazinin ashndaki calculus
sozunu degigtirmedik.

Tim diinyada iniversite ogrencileri calcu-
lus dersi igin caba sarfetmektedirler. Bu g¢a-
baya ragmen pek ¢ogu basarasiz olmaktadirlar.
Basanisiz olduklarinda, harcanan zaman bosa
gitmig ve birgok diig de yikilmig olur. Ogretim
elemanlarn da, basansiz ogrencilere pek ¢ok seyi
tekrar ogretmek zorunda kalirlar. Ogrencilerin
mithendis veya temel bilimci olma hedefleri de
kaybolur. Buradaki amacim, Tiirkiye’de ve bagka
yerlerdeki bu durum hakkinda ve bunun nasil
onlenebilecegi konusunda bir geyler soylemektir.

ABD’nin c¢egitli tiniversitelerinde ve Har-
vard’da bircok defa calculus Ogretmis olmam
ve Orta Dogu Teknik Universitesi'ne 1981-
1982 yillarinda misafir 6gretim gorevlisi olarak
gelmem bana kiyaslamam igin iyi bir imkan
sagladi. ODTU’de olmaktan o kadar memnun
kaldim ki 1984’te bir donemligine tekrar geri
geldim. Yiizlerce ogrenciye calculus 6grettim ve
ogrencilerin calculus 6grenmekte neden gugluk
cektikleriyle ilgilenmeye bagladim.

Beni ilk sagirtan, ogrencilerin universiteye
girig sinavlan sonuglanyla, celculus dersinde ba-
sanh olmalan arasinda ¢ok az bir iligkinin ol-
masiydi.  Ancak, oOgrencilerin yaptigy hatalar
beni daha az gagirtt1. Birgok hata Harvard’daki
ogrencilerin yaptigy hatalara ¢ok fazla benzi-
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yordu. 1ki iiniversitede de yaptigim goézlemler
sonucu, ¢aligmasina ragmen basarih olamayan
ogrencilerin bagarisizhiklarinin nedeninin calcu-
lus’taki fikirleri zor bulmalarindan degil de, cal-
culus oncesi bilgileriuin yetersiz olmasindan kay-
naklandigim gordum.

Ornegin, ODTU’de denklem ¢6zemeyen,
iki dereceli polinomun koklerini bulamayan, ke-
sirli sayilan toplayamayan (esasinda birgogu ke-
sirli bir ifade gordiiklerinde otomatik olarak
béleniyle carpiyorlardi), polinomlan garpanlara
ayiramayan veya ustel fonksiyonlarla rahathkla
ugragamayan birgok ogrenciyle karsilagtim. Bir-
coklar1 da foksiyonlarla ilgili notasyonu, logarit-
mayi, trigonometriyi bilmiyorlardi. Fakat sunu
da soylemem gerekir: Harvard’da ve ABD’nin
diger universitelerinde aym altyapiya sahip olan
ogrenciler var. Ancak aradaki fark sudur: Bu gibi
ogrenciler calculus siniflarinda degil, ¢ogunlukla
calculus oncesi siniflarda bulunurlardi.  Buna
ragmen ODTU’dekibu gibi ogrencilere calculus
ogretmeye ¢aligtim, ustelik de daha zor bir calcu-
lus dersini ... (ODTU’nin calculus dersleri Har-
vard’dakine gore daha fazla konu igeriyordu.)

Calculus dersini, calculus oOncesi konu-
lar1 anlamayan ogrencilere 6gretmek durumunda
kalanlar, bunun heves kiran bir ¢aba oldugunu
bilirler. Ogretici igin bu gibi ogrencilere konu-
lardan anlam ¢ikarmak olanaksizdir ve iki taraf
da anlamanin getirecegi zevkten mahrum kalirlar.
Sonugta ogrenciler konulan ezberlemekten bagka
care bulamazlar.  Cinki konulardan anlam
cikarabilecek araglam yoktur. Ezberleme, unut-
may1 ve gelecek yillarda daha da fazla sikintiy:
getirir.

Birkag 6rnek vereyim: Oprencilerimin bir-
¢ok defalar,

—(zlnz—z)=Inz -1

dz



yazdiklarinda ilk once tirev almayi anlamadik-
larim diigtindim. Daha dikkatli baktifimda ise
problemin bu olmadigini anladim. Sonuca

d 1
E(zlnr—r)-l-lnz-}-ﬁ:-z—l

yazarak, ortadaki z’lerin gotiirmesi ve “higbir
seyin kalmamasi” bi¢giminde ulagmalariydi sorun.
Diger bir deyigle, calculus hatasi gibi goriinen,
esasinda calculus oncesinden gelen bir hatayd.
Bir bagka ogrencim,

-16
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yazarak, carpmanin arpma tustiinde dagilim
konusunda kati bir inang sergilemigti.

Gugluk cektikleri alanlan daraltmak is-
tersek, Tirk oOfrencilerin en biiyiik iki prob-
lemi grafik ¢izimi ve cebirsel sadelegtirme diye-
biliriz. Ne ABD’deki ne de Tiirkiye'deki
ogrenciler grafik cizmeyi seviyor, fakat kargi-
lagtinlirsa, Tirkiye’deki ogrenciler Atlantik’in
obur tarafindakilere nazaran daha kotiiydiiler.
ODTU’deki birgok ogrencim, ¢ok basit grafik-
leri dogru olarak ¢izemiyordu. Bir fonksiyonun
r ve y eksenini kestigi noktalari &grettikten
sonra ozenerek cizdikleri grafikte bulduklar: nok-
talardan gegmedigini gormek beni hayal kirikh-
gima ugratmistl. Agikcasi, ne yaptiklarim anla-
mamiglardi.

Buradaki problem, grafik ¢izmenin bir in-
sanin dusunmesinde onemli bir yardimeci, yani
ilham almak i¢in veya sonucu kontrol etmek
igin istenilerek kullanillan bir ara¢ olmasidir.
Ancak bircok Tirk ogrenci igin grafik ¢izimi
bir “yardimeci”dan ¢ok bas agrisidir.  Bunun
sonucu olarak, bircok ogrenci calculus’un, belki
de matematigin, en onemli araglarindan biri olan
“vaptigim sekilsel olarak canlandirmayr” kul-
lanamiyordu.

ikinci olarak, okyanusun iki tarafindaki
ogrenciler de sadelestirme konusunda buyuk
gucluk c¢ekmektedirler.  Cogu zaman terim-
ler1 sadelestiremiyorlar, yapabilecekleri zaman
da sadelegtirme yapmiyorlar.  Sadelestirmeyi
problemi kolaylagtirmak olarak goreceklerine,
ogreticileri tarafindan hazirlanan tuzaklar olarak
dusunuyorlar. Fakat basitlestirmemek calculus’ta
problemleri daha fazla ig gerektiren problem-
ler haline getirir. Ornek olarak bir 6grencimin

tirevini almak istedigi ifadeye bakalim:

z sinz
PN
T COST
2 2

Sadelestirmeden emin olamadigindan 2’lerin ifa-
dede kalmasini seger, ayrica buna ilave her kiigik
kesrin tiirevini bolim tirevi alma kuralina gore
alir. Aslinda soylemeye gerek yok ama problemin
sonunda ifade o kadar iginden ¢ikilmaz hale gelir
ki imitsizce problemi birakir.

Bundan nasil bir sonug qkartabiliriz?
Tiirkiye'de de ABD’de oldugu gibi ogrencilere
¢ok fazla konu ¢ok ¢abuk Ogretiliyor. Sonug
olarak da, ¢ok azimi anhyorlar ve hatirhyorlar.
Buna ek olarak, yeni bir ortamda ogrendiklerinin
kullanilmasi istenildiginde, bunu bagaramuyorlar.
Bir onceki bilgilerin parga parga olmasi, yarim ya-
malak anlagilmasi yeni galigmalara bir temel ola-
maz. Sonugta da, Ogrenciler calculus’tan kalir.
Basarih olamadikga gogunlukla matematige sevgi
azalr.

Ogrencilerin lisede daha az konuyu calis-
malarinin, fakat daha iyi ve tamamen ogrenme-
lerinin iyi olacagina inaniyorum. Bu durumda
ogrenciler hem calculus hem de calculus oncesi
derslerini aliyorlar, fakat her ikisini de tam olarak
ogrenemiyorlar. Calculus’u hi¢ gormemis ama,
bunun yerine calculus oncesi derslerinde tam
olarak ustalagmig olmalar ¢ok daha iyi olacaktir.

Harvard’da yaptifim aragtirmaya gore,
lisede calculus dersini az ya da ¢ok gormiig olan-
lar, hi¢ gormemis olanlara nazaran genellikle
daha basansizdi. Bunun nedeni, calculus dersi-
ni lisede alanlarin tam anlamiyla 6grenememeleri
ve almayanlara gore calculus oncesi konulan da
tam olarak bilememeleridir. Ote yandan, calculus
dersini lisede almayanlar, calculus oncesi konu-
lar1 tam olarak anlamadan tiniversitede calculus
dersini almamaktalar. Saglam bir alt yap: calcu-
lus’taki bagari igin en onemli etken oldugundan
ikinci gruptakiler bu dersi daha iyl yapmak-
tadirlar.

Bana gore, bunun ifade ettigi sey ¢ok agik-
tir. Calculus’u, daha onceki bilgiler tam anla-
miyla ogrenilmeden basariyla 6gretemeyiz; daha
ileri konulari agmak onceki konulari pekistire-
mez. Eger lise mifredati daha az konuyu i¢ermesi
ve daha iyl ogretilmesi igin degistirilirse, bunun
ogrencilerimizin matematiksel saghg agisindan
¢ok yarar olur.



Esgevre problemi belirli bir gevreye sahip
sekiller arasinda alam en fazla olamm bulmaktir.
[1)’de bu konunun degisik kosullardaki sorunlar
iizerine bir¢ok ispat bulabilirsiniz. 1836 yilinda
Jakob Steiner’in gelistirdigi diigiince gok giizel bir
ispat sayilabilir

B seklinin en ¢ok alana sahip oldugunu
varsayalim. Seklin ¢evresine C diyelim. B ig-
biikey olamaz. Eger igbiikey olsaydi, C' iistiinde
oyle R ve S noktalari bulabilirdik ki [RS] dogru
pargas: geklin diginda kalirdi. Sonra [RS] ve gekil
arasim [RS] etrafinda diga yansitir ve boylece
ayni cevreye ve daha fazla alana sahip bir gekil
elde ederdik. '

Simdi C luzerinde oyle P ve @ nokta-

lan secelim ki P ve @, C’yi iki egit parcaya
bolsiin. [PQ] dogru pargasi B’nin alamm iki
esit pargaya boler. Eger bolmeseydi, biiyiik olan
tarafi (B") [PQ)]’ya gore yansitir ve boylece B
ile aymi gevreye ve B’den daha bilyiik alana sahip
bir gekil elde ederdik.

P Q

B’nin bir daire oldugunu ispatlamak igin
[PQ)] arasindaki egrilerin yarim ¢ember oldugunu
gostermemiz yeter. C’nin ist ve alt yansina
sirayla C’ ve C" diyelim ve C’’niin yarim gember
olmadifim varsayahm. C' istiinde bir A nok-
tast alahm. o ags1 90° degildir. Seklin A’da
mentegeli oldugunu varsayalim; yani tarah alan-
lar1 aym tutarak onlan bir makas gibi agqip ka-
payalim.

a = 90° olacak bi¢cimde ayarlarsak, yeni
olugacak D seklinde tarah alanlar B’’dekinin
aynidir, ama PAQ tggeni diktir ve alam en
biiyiik degerini alir; yani alan(D) > alan(B’) dir.
alan(B’) = alan(B"”) olduguna goére D’nin

* Ozel Istanbul Amerikan Robert Lisesi figiincii siif Sgrencisi

t Matematik hocam Selim Tezel'e tegekkiir ederim.



[PQ]’ye gore simetrisi alininca olugan geklin alan
B’ninkinden biytktir. Yani B’ bir yarim daire
olmahdir. (Cevrelenen her agisi 90° olan bir
seklin yarim daire oldugu kolayca ispatlanir.) B"
de benzer bir yolla yanm dairedir. Buradan B
daire olur.

Akdeniz Universitesi ogrencilerinin 1994
yihnda olugturduklarn Matematik Kuliibii, bu
yil Antalya ili ve ilgelerindeki lise ve dengi
okullarin 9. ve 10. simflarindaki Ggrencilerinin
katildigi, 6diilli bir Matematik Olimpiyad: di-
zenlemigtir. ki agamada gergeklestirilecek olan
olimpiyadin birinci agama sinavi, 3 Mart 1996
Cumartesi giinii Akdeniz Universitesi merkezi
dersliklerinde yapilmigtir.  Sinava 153 Ogrenci
katilmigtir. Universitemizin Matematik Bolimi
ogretim lyelerinden Prof. Dr. Halil I. Karakag
ve Do¢. Dr. Ilham Aliev tarafindan hazirlanip
uygulanan ¢oktan se¢meli 20 sorudan olugan
sinavin degerlendirilmesi sonucu 50 ogrencinin
ikinci agamaya ¢agirilmas: uygun gorulmugtur.

Antalya’dailk kez diizenlenen bu olimpiyat
kamuoyundan biiyiik ilgi gormuis, ¢esitli kurum ve
kuruluglar baganh 6grencilerin 6diillendirilmesine
katkida bulunmak istediklerini bildirmiglerdir.

Geleneksellegtirilerek ve geligtirilerek sir-
diiriilmesi diigiiniilen Antalya Matematik Olimpi-
yadi’mn ikinci agamasi 13 Nisan 1996 Cumartesi
giinii gerceklestirilecek ve Mayis 1996 baglarinda
bir 6diil toreni diizenlenerek basarih 6grencilere
odiilleri verilecektir.

1996 Antalya Matematik Olimpiyad birin-
ci asama sinavinin birkag sorusunu Matematik

* Akdeniz Universitesi Matematik Béliimii

KAYNAKGCA

[1] N.D. Kazarinoff, Geometrik Egitsiziikler, Tiirk
Matematik Dernegi, Istanbul.

Diinyas: okurlan ile paylasarak yazimizi bitiri-
yoruz.

Soru 8. z < y < z asal sayilari

z+y+z=068
zy+yz+ 2z =121

denklem sisteminin bir ¢ézumi ise, yz carpimi
agagidakilerden hangisidir?

A) 1003 B)989 C)957 D)919 E) 893

Soru 10. Ayse, Bilge, Canan ve Deniz adl dort
kiz bir konser verdiler. Konserde her garkiy1 3 kiz
birlikte okudular. En ¢ok sarkiyr Ayse okudu: 8
gark:. En az sarkiy1 Bilge okudu: 5 sarki. Kon-
serde toplam kag¢ sark: okunmustur? '

A)9 B)10 C)11 D)12 E)13

Soru 19. Bir ABC ikizkenar iicgeninde |AB| =
|AC| ve CAB agsi 20°’dir. [AB] kenan

uzerinde BCD agis1 50° olacak bigimde bir D
noktas ve [AC] kenar tizerinde CBE agis1 60°

olacak bigimde bir E noktasi almyor. DEB
agisi kag derecedir?
A) 20° B)25° C)30° D)35° E)40°



ODTU Matematik Toplulugu 1988 yilinda
bir grup Matematik Bolimii ogrencisi tarafindan
kurulmusgtur. Topluluk 6grencilerden olugan sekiz
kigilik bir yonetim kuruluyla, ODTU Kiiltiir
Isleri Miidiirligi’ne bagh olarak yedi yildir
¢ahsmalarim bagariyla siirdiirmektedir.

Ulkemizde temel bilimlerin yeteri kadar
desteklenmedigi bir ortamda, matematigi sevdir-
mek ve geligmesi igin matematigi seven insan-
lan bir araya getirerek ortak calismalar yapa-
bilmelerini saglamay1 amaglayan toplulugumuz,
bilimsel disiinceyi geligtirici yonde calsimalar
yapmaktadir. Bu amagla sene iginde diizenli
araliklarla matematigin gegitli konularinda bilgi-
lendirici seminerler hazirlanmaktadir. Konugma-
alar ODTU Matematik Boliimii ya da yurt igi
ve dig1 liniversitelerden gelen, konusunda uzman
matematikgiler olmaktadir.

Cagimzin vazgegilmez iletigim araci olan
bilgisayar1 en iyi sekilde kullanmaya ¢ahgan
toplulugumuz, faaliyetlerimizden olugan bir say-
fayla internet iletigim aginda yerini almugtar.
Bu sayfa ile diinyamin doért bir yaminda ODTU
Matematik Toplulugu taninmaktadir. Bu sayfaya
http://www/metu.edu.tr.80/~wwwmathc/jwz/
adresiyle ulasabilirsiniz.

Bir diger onemli faaliyetimiz ise gelenek-
sel ODTU Bahar Senligi icinde diizenledigimiz
Matematik Haftasi’dir. Bu hafta iginde gegitli
egitici seminer ve paneller diizenlenmektedir.
Diger iniversitelerden gelen ogretim iiyesi ve
ogrenci misafirlerimizle tamigma ve kaynagmayi
saglayic1 konser, saydam gosterili sdylesiier gibi
'sosyal faaliyetler de bu hafta iginde yer almak-
tadir.

Bunlarin yani sira iki senedir Ankara’da

diizenledigimiz Zeka Oyunlar yarigmasim bu
sene Tirkiye gapinda diizenliyoruz. Aynca bu
sene liselerden gelen talep iizerine yedi yildir
Ankara capinda tiim liselere agik olan yarigmay:
da Tiirkiye ¢apinda yapiyoruz.

) 21 Nisan’da dokuz ilde (Istanbul, Ankara,
Izmir, Adana, Bursa, Trabzon, Erzurum, An-
talya, Samsun) gergeklestirilecek olan yarigma
hakkindaki bilgiler, il Milli Egitim Miidiirlikleri
aracihgiyla iilke gapindaki tim liselere duyu-
rulmugtur.  Yukanda adi gegen dokuz ilin
digindan bagvuran liseler kendilerine en yakin
ilde yarigmaya girebilmektedir. Her liseden iiger
kigilik bir takim yarigmaya katilacaktir. Sinav,
illerdeki iiniversitelerde yapilacaktir.  Mesela
Istanbul’da Bogazi¢i Universitesi, [zmir’de Ege
I"Jniversitwi, VS.

Yan finale katilmaya hak kazanan takim-
lar Ankara’ya gelecek ve masraflan bizim tarafi-
mizdan kargilanacaktir. Kamil Kog firmas: yan
finale katilacak Sgrencilerin gelig-gidis biletlerini
lcretsiz olarak vermeyi kabul etmistir.

Yan final programi ise goyledir: 1. giin
takimlar kargilanacak ve ODTU yurtlarimin mi-
safirhanelerine yerlegtirilecek. Aym giin Sgleden
sonra yar final yapilacak. Aksam kokteyl verile-
cek. 2. giin sonuglar agiklanacak ve finale kalan
takimlara ODTU ve Ankara gezdirilecek. 3. giin
final yapilacak ve odiil toreni gergeklestirilecek.
Final ve odiil toreni TRT’de yayinlanacaktur.

Toplulugumuzun posta adresi Matematik
Toplulugu, Matematik Bolimiu, ODTU, 06531
Ankara, telefon numaras: (312) 210 36 23, faks
numarasi (312) 210 12 82 ve elektronik posta
adresi ise wwwmathsQwww.metu. edu. tr’dir.



1996 matematik olimpiyad: takimimz 23—
24 Mart 1996 giinleri Ankara’da yapilan segme
sinavl sonucunda belirlendi. Mehmet Ekmekgi,
Ali Ekber Giirel, Yilmaz Koger, Suat Naml ve
M. Ali Yildinm’dan olugan takim, Mays ayinda
Romanya’da Balkan, Temmuz ayinda ise Hindis-
tan’da 37. Uluslararasi Matematik Olimpiyadi’na
katilacak.  Takimimiza iyl sanslar dileyerek,
Se¢me sinavinin sorularina yer verelim.

Birinci Giin, 23 Mart 1996

Stire: 4% saat
1996
1. H(l + nz®*) carpiminin, a1,03,...,Gm

n=
sifirdan falrkll ve ky < ky < -+ < ky, olacak
sekilde agihmimi 1+ a;z%1 + apz*2 ... + apzrm
ile gosterelim. aj99¢ katsayisim hesaplayimz.

2. Bir ABCD paralelkenarinda A ags: dar
aql olup, [AC] kosegeni cap alinarak cizilen
¢ember CB ve CD dogrularimi E ve F nok-
talarinda kesmektedir. Bu ¢emberin A nok-
tasindaki tegeti BD dogrusunu P noktasinda ke-
siyorsa, P, F, E' noktalarimin aym dogru iizerinde
oldugunu kamtlaymz.

3. 0=.’51<1:2<"'<:L'2"<2:2n+1=1
olacak gekilde z; gergel sayilan veriliyor. Her
i€{1,2,...,2n} i¢in z;4; — z; < h ise,

n
Z 372:‘(1'2;'+1 = _1:21'—1)
i=1

*ODTU Matematik B5liimii 5§retim iiyesi

toplaminin
1-h 1+h
2 ' 2
araliginda oldugunu kamtlayimsz.
Birinci Giin, 24 Mart 1996

Siire: 41 saat

4. Bir ABCD digbikey dortgeninde
alan(ABC) = alan(ADC) olup, [AC] ve [BD]
kogegenlerinin kesim noktasi E’dir. E nok-
tasindan [AD), [DC], [BC], [AB] kenarlarnna
gizilen paralel dogrular [AB], (BC], [CD],

[DA] kenarlarm sira ile K, L, M, N noktalarinda
kestigine gore,

alan(K LM N)
alan(ABCD)

oramim hesaplayinz.

5. Her a,b€Zigin S, = {n®+an+b:nc
Z} bigiminde tammlanan kiimelerin en ¢ok kag
tanesinin ikiger ikiger ayrik oldugunu belirleyiniz.

6. Hangi a,b pozitif gergel sayilan i¢in,

nllr{.lo(atn+1 = bzn) =0

esitligini saglayan her {z,} dizisinin limiti 0
olur?



Problem Semineri 96/6, 24 Nisan 1996

1. A, 13 farkh gercel sayidan olugan bir kiime
ise, "
1+ab <2-V3
esitsizligini saglayan a,b € A sayilanimin bulun-
dugunu gosteriniz.
2. n ve k pozitif tamsayilar, a;,as, ...
de gergel sayilar ise,

0<

) On

0< max |z;| <k
1<i<n
ve

|.’L‘0+C¥1$1+---+anl‘"| < kln
kosullarim saglayan zg, z,,...,Z, tamsayilarinin
bulundugunu gosteriniz.

3. n > 2 olmak lizere, diizlemde n farkh
nokta verilmis olsun. Bu noktalann ikiger ikiser
birbirlerinden olan uzakhklarinin en biyugune
D, en kiigiigiine ise d diyelim. Bu durumda

D> ?(\/ﬁ— 1)d

oldugunu gosteriniz.

4. n pozitif bir tamsay: olsun. Diizlemde
sonlu sayida noktadan olusan ve kendisine ait her
P noktas: icin yine kendisine ait ve her birinin
P’ye olan uzakhg 1 olan en az n nokta bulunacak
sekilde bir kiimenin var oldugunu gosteriniz.

Problem Semineri 96/7, 15 Mayis 1996

Asagidaki problemlerdeki arag, deposuna
en fazla 1 birim benzin alabilmekte, ancak istedigi
yere daha sonra kullanmak iizere istedigi kadar
benzin birakabilmektedir. Aracin gittigi mesafe
yaktig1 benzinle dogru orantihdir ve bir birim
benzinle katettigi yol, mesafe birimi olarak kabul
edilmektedir.

1. n > 0 bir tamsayi1 ve 0 < f < 1 olmak
iizere, baglangig noktasinda n + f birim benzin

*ODTU ve Bilkent Universitesi lisans dgrencileri

vardir. Aracin bu noktadan hareketle gidebilecegi
azami mesafenin
1 1 f

1
Igtgtta1t o

oldugunu gosteriniz.

2. m,k > 0 tamsayillar, 0 < f,g < 1 ve
m+g > k+ f olsun. Baglangig noktasinda m+g
birim benzin vardir. Aracin gorevi, bir F' nok-
tasina k + f birim benzin birakarak baglangic
noktasina geri donmektir. Bu gorevin yerine
getirilebilmesi igin F noktasinin baslangig nok-
tasindan en fazla ne kadar uzakta olabilecegini
bulunuz.

3. m>0 ve k>0 tamsayllar, 0< f,g <1
ve m+ g < k+ f olsun. S noktasinda m + ¢
birim, F noktasinda ise k£ + f birim benzin bu-
lunmaktadir. Arag, S noktasindan hareketle F'
noktasina gidip S’ye geri donecektir. Bunun
bagarilabimesi igin S ile F arasindaki uzakhgn
en fazla ne kadar olabilecegini bulunuz.

4. Elimizde toplam z > 2 birim benzin
bulunmaktadir. Bu kez S ile F noktalarim
kendimiz secip, elimizdeki benzini bu iki nokta
arasinda istedigimiz gibi bolustiruyoruz. Arag,
yine S noktasindan hareketle F'’ye gidip, oradan
S’ye geri donecektir. Bunun bagarilabilmesi i¢in
S ile F arasindaki uzakhgin en fazla ne kadar
olabilecegini bulunuz.

COZUMLER

Problem Semineri 95/10

1. =zy koordinat diizlemindeki y = 3z
dogrusunu ele alalim. Kése koordinatlar
(0,0),@,(1),(6,0),(1),@ olan dikdétgenin icinde
kalan tamsay: koordinath noktalardan kosegenin
altinda kalanlarin sayisi

o l(b l)aj’

5+ 3]+~ 1%




kogegenin iistiinde kalanlarin sayisi da

ERCREN

olup bu iki say1 birbirine esittir. (a,0)=m#1
durumu ayrica incelenebilir.

2. Bulunmas istenen tamsaylya m diyelim.
(a,b) = 1 oldugundan, m = au + bv yapacak
u,v tamsayilan vardir. Ote yandan, her tam-
sayl k i¢in m = a(u — kb) + b(v + ka)’dur.
ko = max{k : u — kb > 0} diye tammlarsak,
0 < u—kob < bsaglanr. o' = u— kob ve
u' = v+ koa diyelim. O zaman m = au’ + b
olur. §imdi m ¢ {az+by: z,y € No } olmasiile
0<u <bverv <0 olmasinmn egdeger oldugu
agiktir. Boyle u'’lerin en bilyiigi u' = b—1 ve
v"’lerin en biiyiigii de v' = —1’dir. O zaman da
m=a(b—1)+b(~1)=ab—-a—b olur.

3. Elde edilen toplam puanlarin kiimesini E
ile, E’nin eleman sayisin1 da |E| ile gosterelim.
Negatif olmayan tamsayilar kiimesine No dersek,
o zaman E = {az + by : z,y € Ny} olur.
[No\ E| < 0o oldugundan, (a,b) = 1 gikar. Simdi
INo \ E| = 3(a — 1)(b — 1) oldugunu gosterelim.

Birinci dordiildeki tamsayr koordinath
noktalara T diyelim. m € F ise, az + by = m
dogrusu iistiinde T'’ye ait bir nokta bulunacaktir.
Eger (a1,v1),(z2,¥2) € T, azy, +by; = m ve
azy + by, = m ise, o zaman z; = zy + bt
(t € Z) olur. az + by = m ustiinde T’ye ait
ardigik iki nokta arasindaki yatay mesafe de b
olur. Dolayisiyla m > ab ise, b < 2 oldugundan
m € F bulunur. Eger 0 < m < ab ise,
% < b olacagindan, az + by = m lstinde T"ye
ait en fazla bir nokta bulunabilir. Dolayisiyla
{(z,y) €T :0<az+by <ab} ile ENJ0,ad)
kiumeleri arasinda birebir egleme vardir. Simdi
{(z,y) : 0 <z <b 0<y< a} bolgesinde
T’ye ait (a+1)(b+1) nokta vardir. O halde elde
edilemeyen toplam puanlarin sayisi,

(a+1)(6+1)-2 1
. 5 = §(a—-1)(b—l)

ab

dir.

Verilen bilgiye gore 70 = (a—1)(b— 1) dir.
70=1-70=2-35=5-14 = 7-10 seklinde
yazilabilir. a > b ve (a,b) = 1 oldugundan, ya
a=Tl veb=2 yadaa=11 ve b = 8 ola-
caktir. Ancak 58 = 71-0+4 29 -2 ve 58 ¢ E
oldugundan a = 71 ve b = 2 olamaz. Ote yan-
dan llz + 8y = 58 dogrusu ustinde T’ye ait

eleman yoktur. Sonug olarak, oyunda alinabilen
puanlar a = 11 ve b = 8dir.

4. E = {zbctyca+zab:z,y,z € Ny } olsun.
Farzedelim ki 2abc—ab—bc—ca = zbc+ yca+ zab
olacak bigimde z,y,z € Ny bulunsun. O zaman
2abc = (z + 1)be + (y + 1)ca + (z + 1)ab qikar.
Ancak (a,b) = (a,c) = d oldugundan, a | z + 1
elde edilir. Benzer bigimde b |y+1 ve ¢ |z +1
olur. O zaman da

2abe = (z 4 1)be + (y + 1)ca + (z + 1)ab > 3abe

olur. Dolayisiyla farzedigimiz yanhstir.

Simdi n > 2abc — ab — bc — ca ise, n €
E oldugunu gosterelim. a,b pozitif tamsay1 ve
(a,b) =1 ise,

max(Z\ {az+by:z,y €Ng}) =ab—a—b

dir. b =1 veya c =1 ise n € E oldugu kolaylikla
gorilir. 5>1 ve ¢ > 1 olsun. b(c—1)>c—1,
yani bc — b — ¢ > —1’dir. a > 0 oldugundan
abc — ab —ac > —a olur. Ama (a,bc) = 1
oldugundan, z,w € N olmak uzere, n = zbc+wa
geklinde yazilabilir ve 0 < z <a—1lilew > 0
saglanir. Buradan

wa=n-—zbc>n—(a—1)bec
=n—abc+ bc > abc — ab — ca
w>bc—b—c

elde edilir. O zaman y,z € Ny igin w = ye + zb
seklinde yazilabilir. Boylece z,y,z € N olmak
lizere n = zbc + yca + zba olur.

Problem Semineri 95/11

1. A1,A2,A3,A4 ve Bl,Bz,Ba nokta-
larmiz olsun.  Biitiin [AiAj] ve [BiBj]’leri
(i # j) kirmiziya, [A;B;]’leri ise maviye boy-
ayahm. Toplam 9 kirmizi dogru parg¢as: vardir
ve istenen sart saglanir.  Simdi de 9’dan
az dogru pargasini boyamakla istenen sartin
saglanamayacagin gosterelim.

Kirmizi dogru parcalarinin sayisinin 9’dan
az oldugunu farzedelim. O zaman oyle bir
nokta vardir ki bu noktadan en az dort mavi
dogru parcasi gikar. Bu noktaya X diyelim.
Bu dogru pargalarindan dordiinii ele aldigimizda
bunlarin diger uglarindaki X, X2, X3, X4 nok-
talarim ikiger ikiger birlegtiren 6 dogru pargasi
kirmizi olmak zorundadir; yani [XX;] (i =
1,2,3,4) mavi ve [X;X;] (i #J, 4,7 =1,2,3,4)
kirmizidir.  Kalan noktalara A ve B diyelim.



[AX] ya da [AX;] kirmizi, [BX] ya da [BX|]
kirmizi, [AX;], [BX32] ya da [AB] kirmiz ol-
mak zorundadir. O zaman da kirmizi dogru
pargalarinin sayisi sekizi geger.

2. Herhangi ii¢ noktayr aldigimizda bun-
lar1 birlegtiren dogru pargalarindan en az biri

mavi olacak. n tekse, noktalan "Tfl ve “—2,’—1
elemanhi iki kiimeye; n ¢iftse, noktalan 2

2
ve % elemanh iki kiimeye ayirahm. Her iki

kiimenin noktalarini kendi iginde mavi dogru
pargalaniyla birlegtirip kalan dogru pargalarim
kirmiziya boyayalim. O zaman kirmizi dogru
parcalarinin sayisi |n? /4] tiir. Bunun maksimum
say1 oldugunu tiimevarim ile gosterelim.

Ifadenin k = 3 igin dogru oldugu
agiktir. Ifadenin 3 < k < n igin de dogru
oldugunu varsayallm. n 4+ 1 noktadan en az
bir kirmiz1 dogru pargasi giktigim varsayabiliriz.
(Yoksa kirmizi dogru pargalarinin sayis1 |(n +
1)2/4] ten kiigiik olurdu.) Bu dogru pargasinin
iki ucundaki noktalar digindaki n — 1 noktamn
birlestirilmesiyle elde edilen dogru parcalarinin en
fazla |(n — 1)?/4] tanesi kirmizidir. Bu iki nok-
tayr diger n — 1 noktaya birlestirirken en fazla
n — 1 kirmiz1 dogru pargasi kullanabiliriz. (Her
ikisini de aym noktaya kirmiz1 dogru pargasiyla
birlegtiremeyiz). O zaman maksimum say1

l("—rl)—zj+n—1+1=l("il)2j

4
olur.

3. Beggenlerden birinin kenarlarimin hepsinin
ayni olmadigim varsayalim. B; noktasinda iki
farkli renkteki kenar bulugsun. B;’den gikan
dogru pargalarindan iigii aym renktir ve bu
glintn ikisi ardigtk A;’lere gidecektir. [B;Ba]
mavi, [ByBs] kirmuzi, [B1A;] ve [ByAz] mavi
olsun. [A;A3], [A1Bs] ve [A2Bs] kirmz ol-
mak zorundadir. Bu durumda da biitiin kenarlar
kirmiziya boyanmug bir iiggen olugmug olur. De-
mek ki her iki beggenin de kenarlar1 kendi iginde
ayni renkli olmak zorundalar.

Taban ve tavan beggenlerinin farkh renk-
lerde olduklarim varsayahm. B;’i ele alahm.
B;’1 A;’lere birlestiren dogru pargalarinin en az
¢l ayn renktedir. Bu ii¢ dogru pargasindan ikisi
ardigik kenarlara gider. [A3As] kirmizi, [ByA)]
ve [B1A3] maviolsun. [A2Bs)] ve [A3B;] maviol-
mak zorundadir. Ayni zamanda [A; B3] de mavi
renklidir. Bu durumda da biitiin kenarlar1 mavi
olan A;A3B; tiggeni olusur. O zaman taban ve

tavan beggenlerinin tiim kenarlar aym renktedir.

4. p tane noktayi ikiger ikiger birlegtiren tiim
dogru pargalarinin kiimesine K, diyelim. K, ’ye
p kogeli tam graf denir. Kj’da toplam 36 dogru
parcasi vardir. Elimizdeki sekilde Kg bulunu-
yorsa kenarlar1 ayni renk olan iiggen de var de-
mektir. n, gekildeki dogru pargalarinin sayisi ol-
sun. n = 36 ise Kg vardir. n = 35 ise, eksik
dogru pargasinin iki ucundaki noktalar haricin-
deki 7 nokta Kg’y1 igerir. n = 34 ise [A;A;] ve
[A3A4) veya [A; Ag] ve [A2A3] harig, diger dogru
pargalan vardir. A;, Az, As, A4 harig diger beg
nokta ve A4, Kg'y1 olugturur.

n = 33 ise, en fazla 6 nokta diger nok-
talardan bazilan ile birlestirilmemig olabilir. Bu
6 noktadan tgu birbirleriyle dogru pargalar ile
baglantilidir. Bu ii¢ nokta ve ilk bagtaki 6 nokta
haricindeki ii¢ nokta Kg'yr olugturur. n =
32 ise, X, X2, X3, X4 ve Xs noktalarni,
[X]Xz], [XQX;;], [X4X5] ve [X5X5]’y1 maviye,
geri kalan 10 dogru pargasim1 da kirmiziya boyu-
yarak birlegtirelim. [A;X;]’1 bosg birakarak ve
diger noktalardan X, ’e ¢izilen dogru pargalarinin
ayni renklisini A, ’e ¢izerek, A;’i de gekle ekleye-
lim. A; ve X; ¢ifti i¢in yaptigimiz iglemleri ben-
zer gekilde once (A3, X;) sonra (As, X3) ve daha
sonra da (A4, X4) iftleri igin de yaparak A,, A3
ve Ag’l de sirayla gekle eklemis olahim. Toplam
32 dogru pargasi kullamlmig olup, hi¢ aym renkli
uggen olugmamig olur. Ayni renkli iggeni zorunlu
kilan en kiigiik say1 33 tiir.

Problem Semineri 95/12

Bu seminerdeki problemlerin ¢oziimleri
igin [1]’e bakimiz.

Problem Semineri 95/13

1. (a) 6zelliginden fonsiyonun birebir oldugu
anlagihyor. (b)’de y =1 alinirsa,

f(f(z)) = 2* f(z) (1)

egitligi elde edilir. (b)’de y yefine f(y) alinca da

f(FW)f(2)) = 2*f(2f(y)) = ¥’ f(zy)  (2)
egitligi elde edilir. (1)’de z yerine zy alimnca

f(f(zy)) = 2y f(zy) 3)

egitligi bulunur. (2), (3) ve fonksiyonun birebir
olma ozelliginden f(z)f(y) = f(zy) bagntisi bu-
lunur. f(z) = z? fonksiyonunun biitiin sartlan
sagladig gortliiyor.



Bir z, degeri icin f(z,) = y; < 2? oldugu-
nu farzedelim. O zaman f(y,) < f(z?) ve

fw) = f(f(z1)) = 22 f(21) = 22y
< f(2}) = f(z1)f(21) = &3,

buradan da z?y; < y? ve dolayisiyla 2 <y
celigkisi cikar. Aym gekilde higbir z, degeri igin
f(z1) > =} olamayacaf da gosterilir. Sadece
f(z) = 22 fonksiyonu vardur.

2. f€Aobsun. n = m = 0 alirsak
(£(0))* = 2£(0) olur. f(0) # 0 oldugundan
f0) = 2 gkar. m = 1 iken n € Z igin
f(n)f(1) = f(n+1)+f(n—1) elde edilir. f(1) bi-
liniyorsa, bu bir indirgeme bagintisi oldugundan
her n € Z igin f(n) bulunur.

(a) f(1) = % icin indirgeme bagintis)
cozuliirse, f(n) = 2"+ 2-" elde edilir.

(b) f(1) = V3 igin indirgeme bagintisi
cozilliirse, f(n) = 2cos(rn/6) elde edilir.

3. Once a = B olsun. z = y alirsak ve te-
rimleri tek tarafta toplarsak,

f(=) _ f(v)

e Yo
bulunur. Dolayisiyla 6yle bir A sabiti vardir
ki f(z) = Az*’dir.  A2zoy® = 2A(zxy/2)®

esitliginden dolay1 A = 0 veya A = 2=2’dir. Bu
durumda iki ¢oziim vardur.

§imdi a # B olsun. Fonksiyon esitliginde
z ile y’nin yerlerini deistirip, yeni esitlikten eski
esitligi qikarirsak

w-xw(g) = (v ~y")f(§)

elde ederiz. Yukandaki gibi, A bir sabit ve z €
R*\ {1} olmak iizere, f(z/z) = \(z* — 2f) bu-
luruz. Fonksiyon esitligini tekrar kullamp A igin
durumlar incelersek, sadece f(z) =0 ¢dziimiini
buluruz.

4. Kosgulu saglayan bir f birebir olmahdir.
z =1 i¢in fonksiyon eitligini kullanmirsak,

=)

bulunur. y = f(1/t) ise, y = 1/f(t)’dir. Bu-
radan her z € Q* igin f(zt) = f(z)f(t) bu-
lunur. Tiim z,t € Q* icin f(zt) = f(z)f(t) ve
f(f(z)) = 1/z kogullanini saglayan f fonksiyonu
denklemin bir ¢oziimiidiir.

Pj, J’yinci asal sayiy: gostersin ve f’yi

Pi+1, eger j tekse,

f(pj) =

——, eger j ciftse;
Pj-1

olarak tanimlayalim. Bu durumda

FO ") = (Fp0)™ - (£(pe))™

olur. Dolayisiylabu f yukarida verilen iki kosulu
da saglar.

Problem Semineri 96/1

1. [AD] dogru pargasimin orta noktasi F
olsun. DBA ve DCA aglan dik ag olduk-
lanindan ABDC' noktalarindan bir ¢ember geger.
F' noktasi bu ¢emberin merkezidir. O merkezli
¢ember ile F' merkezli cemberin ortak kirisi olan
[BC]’yi tagiyan dogru, bu iki cemberin kuvvet ek-
seni olup, merkezler dogrusuna, yani [OF]’ye dik-
tir. [BC]’ye dik olduklarindan, [OF] ile D’den
[BC]’ye izilen [DE] dikmesi birbirine paraleldir.
F, [AD]’nin orta noktas: oldugundan O noktasi
da [EA]’mn orta noktasidir. 4,0, E aym dogru
lzerinde ve |EOQ| = |OA| oldugundan, E ile A
noktalar1 O noktasina gére simetriktir.

D>

C

2. S cemberinin merkezine O diyelim. P
aradigimiz 6zellikte bir nokta olsun. D ve B P
ve A’dan gegen ve birbirine dik olan ¢emberlerin
merkezleri olsun. Oyleyse BAD agsi dik-
tir. BAD dik iicgeninde Oklit bagintilarindan,
|[AQ> = |QB||QD| olur. |[AE| = |EO| da
dogrudur. AOQ iicgeninde kenarortay baginti-
sindan,

QO + QAT = 21QE[? + 2|0B}?,



ve OBD ii¢geninde Stewart bagintisindan,

|0B|*|QD| +|0D|*|@ B
|QD| +QB|
bulunur. |OB| = |0OD| = R alinirsa,

R? = |AQI® +QOI* = 2|EQI” + 2|EO|*

- |@B||QD| = |QO|*

v R? - 2|EQ|?

o = £ =20
elde edilir ki bu sabittir. |OP| = 2|EQ|
oldugundan P’nin geometrik yeri S ile aym
merkezli bir ¢cemberdir.

3. Rasgele li¢ noktanin agirhik merkezi G; ve
ortosantr1 H;, kalan ii¢ noktanin agirhk merkezi
G, ve ortosantr1 Hs olsun. O verilen ¢emberin
merkezidir.  Euler teoremine gére O,Gh, H;
dogrusaldir ve O, G2, H, de dogrusaldir. Ayrica
[G1Gs], [H1H,) ye paraleldic. OG 1M ile OH,D
benzer uggenlerdir; TM G, ile TDH,; de benzer
iggenlerdir. Dolayisiyla

|M G| _ |MG.| _z
|DH1| - |.DH2| 31?’
MG,| _ |MG)| _ |MT|
|DHy| ~ |DHs| |TD|’

ve biiylece_
|MG,| _ |DH,| |MG.| _ |DH,|
|MGa|  |DHy| |MG1|  |DH,|

saglanir. Bunlardan |MG,| = |MG.|, |DH,| =
|DH211
|MT| _ |MG,| _ 1.

ITD| ~ [DH:| ~ &
ITD| = 3|MT],

L_|oM| _  joM| _  |oM]|
2~ [MD| ~ [MT|+|TD| _ [MT|+3|MT]

ve |OM| = 2|MT)| elde edilir. M, [G1G2]’nin
orta noktasi, G ug¢ noktanin, G diger ii¢ nok-
tamin agirhk merkezi olduguna gore, M alt1
noktanin agithk merkezi olan sabit bir nok-
tadir. Dolayisiyla T noktasi, sabit OM dogrusu
lizerinde 2|MT| = |OM| olacak gekilde sabit bir
noktadir.

4. P,Q,R,S noktalan

|PA| _d |@B] _a |RC|_

b |SD| ¢
PB| b |QC| ¢’ |RD| d’

|ISA| ~ a

olacak gekilde secilirse, bu dort noktadan bir cem-
ber geger. Bu oranlarn sabit tutarak alinacak
bagka dort noktadan da es yarigaph bir ¢ember
gecer. Bunu goyle gorebiliriz: I, ABCD tegetler
dortgenin icteget ¢emberinin merkezi olsun.

Vabed

1P = (a+b+c+d)/2

saglanir. Bu baginti kosinus, siniis ve Stewart
teoremleri kullamlarak kolayca gikarilmaktadir.
P,Q,R,S simetrik noktalar olduklan ve |IQ)|
uzunlugu sadece a,b,c,d’ye bagh oldugu igin,
|IP| = |IQ| = |IR| = |IS| bulunur. Dolayisiyla
bu dort noktadan (oranlar sabit kalmak iizere her
dort noktadan) bir cember geger ve bu ¢emberin
yarigapt ABCD’nin sadece kenar uzunluklarina
baghdir, yani yarigap sabittir.

KAYNAKCA

[1]1 S. Atabey, Kotanjant Teoremi ve Uygula-
malan, Matematik Dunyas:, 5, say1 5, 24-26
(1995).



ALISTIRMA PROBLEMLERI
Al3l. a<b< c<digin

f(z) = |z — a| + 2|z — 6] + 3|z — c| + 4|z — d

fonksiyonunun alabilecegi en kiigiik degeri bu-
lunuz.

N A132. n bir tamsayi olsun ve 1 <i<n
i¢in [?, -r';] araliginda z; noktalan verilsin.

z T, 1

n 2

esitsizliginin dogru oldugunu gosteriniz.

A133. y ekseni ilizerinde sabit (0, k) nok-
tasinda dik kesigen iki dogru z eksenini A ve
B noktalarinda kesiyorlar. [AB] iizerine kuru-
lan eskenar iiggenin iigiincii kosesinin geometrik
yeri nedir?

Al134. Bir ABC liggeninin B ve
C koselerinden gecen ¢ember, AB ve AC
dogrularim1 X ve Y noktalarinda kesiyor. XY
dogrusu BC dogrusunu bir Z noktasinda kesi-
yorsa,

I
L N <l
n n ~ 2n

[BZ| |XB||AB|
|ZC| ~ |YC||AC|
oldugunu ispatlaymiz.

A135. Bir parabolin odaf F, parabol
uizerindeki bir nokta P, P noktasinin paraboliin
ekseni uzerindeki dik izdugimu @ ‘ve paraboliin
tepe noktas1 A ise, |PQ|?> = 4|AF||AQ)| oldugu-

nu ispatlayiniz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y131. MATEMATIK sozciigindeki
harflerin tiimiini kullanarak, bunlarin gelisigiizel
dizilimleriyle elde edilen anlaml, anlamsiz tim 9
harfli sozciiklerden kag tanesinde iki iinsiz harf
ard arda gelmez? (Nurettin Ergun)

Y132. Bir havuzun ¢evresinde saat
yoniinde sirayla 0 dan 60’a kadar numaralanmig
61 tane tag var. 0. tagin iizerindeki bir kurbaga
once 1. taga, oradan 2. tagin ustinden atlayip
4. taga, oradan 4 tagin birden istinden atlayip
9. taga, ... geklinde sigrayarak havuzun gevre-
sinde dolamiyor. Kurbaga k + 1’inci sigrayigta

saat yoniinde 2k tagin iistiinden atlayip bir son-
rakine sigriyor.  Yeterince uzun bir siire so-
nunda kurbaganin iizerine basmadig tag kalir m1?
Kalirsa kag tane boyle tag kalir? (Albert Erkip)

Y133. Bir parabolin herhangi g
tegetinin ikiger ikiger kesigme noktalari X,Y,Z
ise XYZ cemberinin bu parabolin odagindan
gectigini ispatlayimz.

Y134. Birbirinin diginda bulunan A ve
B merkezli iki gemberin ortak dig tegetleri bir C
noktasinda kesigiyor. Ortak i¢ tegetlerden biri de
dig tegetleri D ve E noktalarinda kesiyor. CDE
¢emberinin [AB]’nin orta noktasindan gectigini
ispatlayinz.

Y135. A, B,C aglarinmn olgiileri sirayla
1, 2,4 ile orantili olan bir ABC iliggeninin alanim
cevrel cemberinin yarigap cinsinden hesaplayiniz.

COZUMLER

A121. /9 = /6+ /4 denkleminin gergel
¢oziimlerini bulunuz. (Selma Atabey)

Co6ziim. Denklemi /4 sayisina bolelim.
2= (%)2 ve £ =2 oldugundan

3 ’ 3
-
bulunur. T = {/3/2 alirsak, T2 - T— 1 = 0’dan

1+v2
12 = 2

koklerini buluruz. 7' > 0 oldugundan + isaretini
seger ve

log 3 — log 2
Ir =
log(1 + /5) — log 2
buluruz.
(Gozenler: Mustafa Akyiz, Ihsan Ay-

demir, Atasagun Baykal, Barig Demir, Namik
Gok, Cemal Ozboga, Samanyolu Problem Grubu.)

A122. Her n pozitif tamsays igin

(2n? +3n + 1)" > 6"(n!)?



esitsizligini kamtlayimz. (Turgay Ugkun)
Cozim. 12,22 3% ... n? sayilanimin ge-
ometrik ortalamasi /1222...n2 = (n!)¥/"’dir.

Aritmetik ortalamas ise

124224+ .+n? _ n(n+1)(2n+1) _ 2n243n+1
n - 6n B 6

olur. Aritmetik-geometrik ortalama egitsizligin-
den

2
(n!)zfﬂ < 2n + 3n + 1
— 6 b
ve dolayisiyla istenen sonug gikar.
(Cozenler:  Atasagun Baykal, Barig

Demir, Celalettin Orhan, Samanyolu Problem
Grubu.)

A123. 0 <r < 1 geklindeki bir r rasyonel
sayisinin ondalik agihmi r = 0.z,z523 - - - olsun.

fica i+ 94 -4z,

n—oo n

limitini hesaplayimz. (Nurettin Ergun)

CoOziim. Limitini aradigimiz ifadeye A,
diyelim. Rasyonel sayilarin ondalik agilim devir-
lidir; o halde

r=0.2,%3 - ZpY192 - YUm

seklinde yazilabilir. 0 < ¢ < m—1 olacak gekilde,
n’yi n = km + ¢ diye yazalim.

zitzat 4z,  kuitwet +ym)

A, =
n n
L u +y2+ -+ Y1
n
olacaktir. n buyudukge ilk terim ve son terim

sifira, n/k orani ise m’ye gideceginden, aranan
limit
nity2+-+Ym
m 3

yani devirli kismin rakamlarinin ortalamasi ola-
caktir. Burada bazi sayilar igin aranan limitin
agihma bagh olduguna isaret edelim. r = 11—0 i¢in
r = 0.10 ‘yazarsak limit sifir, r = 0.09 yazarsak
limit dokuz olacaktur.

(Cozenler: Emre Alkan, IThsan Aydemir.)

A124. Kenar uzunluklan a,b,c,d olan
iki merkezli bir dortgenin alanimin § = +/abed
oldugunu gosteriniz.

(Hem cevrel hem de igteget ¢emberi olan
bir dortgene iki merkezli dortgen adi verilir.)

Coziim. Tegetler dortgeninde kargihkh
kenarlarin toplamu esittir. a +c¢ = b+ d, yani
a —d = b — c’den kare alarak

a? +d? — 2ad = b% + ¢ — 2bc (1)

bulunur. Kirigler dortgeninde kargihkla agilarin
toplami 180°’dir. ABD ve DBC iicgenlerinde
kosiniis teoreminden

|BD|2 =a%+d?>—2adcos A = b% + ¢% — 2be cos C,
ve cos C' = cos(180° — A) = — cos A oldugundan,
a®+d* —2adcos A = b% + ¢ + 2bccos A (2)

gikar. (2)’den (1)’i gikarirsak

ve

sinA=+1-cos?2A= id j_bzi (3)

bulunur. Dértgenin alam ABD ve DBC iiggen-
lerinin alanlarinin toplami, yani

1 sin A

S:2

adsin A + %bc sinC = (ad + be)

saysidir. (3)’ten S = Vabed cikar.

(Cozenler: Emre Alkan, Atasagun Bay-
kal, Namik Gok, Cemal Ozboga, Samanyolu Prob-.
lem Grubu, Muhsin Yilmaz.)

A125. Bir ABC iggeninin kenarlan
a,b,c, cevrel cemberinin yarigapr R olsun. ABC
dar agih ise, a? + % + ¢> > 8R? oldugunu
gosteriniz. (Ergin Yaraner:)

Cozum. Cevrel cemberin B noktasindan
gecen capi [BA'] olsun. B agqsi dar ag ol-
dugundan AA'C ags genis a1 olur ve bu-
radan |AA'|? + |A'C|? < b% bulunur. Diger
taraftan BAA’ ve BCA’' birer dik iiggen olup
c?+|AA')? = 4R? ve a®+|CA’|? = 4R? saglanur.
Dolayisiyla

a2+b2+c2>02+c2+|AAII2+ICAI|2:8R2

cikar.
(Cozenler:  Atasagun Baykal, Namik
Gék, Ulki Oztag, Samanyolu Problem Grubu.)



Y121. 2m — 1 < n olacak gekildeki n,m
pozitif tamsayilan igin

(ame 1) =2 [ ) (o) ()
¥ (2mn- 3) (;') ¥
¥ (;) (mri 1)]

oldugunu gosteriniz. (Nurettin Ergun)

Coziim. Esitligin sol tarafi (1 + )
carpiminin agilhiminda z2™~V’in katsayisidir. Bu
carpim (1 + z)*(1 + z)" seklinde hesaplarsak,
z?m=1 elde etmek icin ilk carpimdan z?m-F,
ikincisinden de z*’li terimleri carpmak gerekir.
(14z)"® aghminda z* *nin katsayisina ¢ diyelim.
0<k<m-1vem<k<2m—1 aralklarindaki

terimler simetriden dolay sirayla birbirlerine egit
olacagindan, z2™-1’jp katsayisi

2(cam-1€0 + Cam-2€1 + - + CmCm-1)

olur. ¢; = (}) oldugundan, bu bize aranan
esitligin sag tarafim verir.

(Cozenler: Atasagun Baykal, Samanyolu
Problem Grubu.)

Y122. Bir ABC iiggeninde a,b,c kenar
uzunluklan, r icteget ¢emberin yarigap), 2s =
a+b+c, p=ab+bc+ac ve S iiggenin alam
olsun. ABC' iiggeninin bir dik iiggen olmasi igin
gerek ve yeter kogulun

2
r—sr? +(p—sP)r— %:0
oldugunu gosteriniz.
sorusundan turetildi.)

Cozum. Bir ABC tlggeninde A agisimin
dik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul r = s — a
olmasidir. Bunu b ve ¢ kenarlan igin tekrar-
larsak, ABC' tggeninin dik olmasi igin gerek ve
yeter kogul

(r=(s=a)(r—(s=b)(r—(s~¢)=0

olmasidir. Bu son garpim agihip gerekli sadeleg-
tirmeler yapilinca istenen kogul elde edilir.
(Cozen: Aatasagun Baykal.)

(Selma Atabey’in bir

Y123. N > 2 bir tamsay1 ve n = 3N ise,
diizgin bir n-gende uzunluklarinin fark: bir ke-
narin uzunluguna esit olan iki kogegen oldugunu
gosteriniz. (Ferit Oktem)

Cozum. Diizgiin bir n-genin bir kenar
2sin 7, kogegenleri ise k = 2,3,...,n — 2 igin

2sin "n—' uzunluklar ile orantilidir.

. . k+j3 . k—j
sm—-’f-—smﬂ:Zcos +J7rsmk J
n n 2n 2n

s

oldugundan, £ — j = 2 ve "2—","1 = % secebilirsek
istenen kogul saglanir. n = 3N oldugundan,
k=N+1vej=N-1bulunur. N> 2 ise is-
tenen saglanacaktir. N = 2 igin ise bir kogegenle
bir kenarin fark: bir kenara esit olacaktir.

(Cozenler: Atasagun Baykal, Samanyolu
Problem Grubu.)

Y124. (z — 1)*(2z2 + 1)® carpiminm
agthm Ag + Ayz + Az% + - - + A3,z3" olsun.
Ao+ A3z+ Ag+- - -+ Az, toplamini hesaplayimz.

Coziim. Verilen polinoma P(z) diyelim.

2r ., 27 1 3
w_cos?+zsmT_—§+z—2—
igin w? = -1 —i@ = @ ve w3 = 1 oldugu

goriilir. (@, w’nin karmagik eglenigi demektir.)
O halde 1+ w?* + (W2)* = 14+141 = 3,
l+w3k+l+(w2)3k+l — 1+w+w2 - 0 ve
1+ w42 4 (W2)3%#+2 = 1 + w2 4 w = 0 saglamr.

3n
P(1)+ P(w) + P(w®) = ) Aj(1+ o + (w?)))
j=0
= 3(Ao+ As + - - - + Asz,),
ve dolayisiyla
P(1) + P(w) + P(w?)
3

Ao+ A3+ + Agp =

olacaktir. Ote yandan P(1) = 0
PW) = [(w-1)(2w® + 1)
= [2® - Ww? fw— 1)
= [~ +w + 1] = (-3w?)"
P(3) = P(@) = P{@) = (307" = (~%u)"

)

oldugundan,
P(1)+ P(w) + P(w*) = (=3)"[w" + w™"]

bulunur. n = 3k ise w™ +w? =2 ve de n # 3k

ise w" +w?" = w+w? = —1 olacagindan, aranan
toplam
n=0 (mod3) ise —2(-3)"71,

n#0 (mod 3) ise (=3)"-!

olacaktir.
(Gozen: Murat Aygen.)



Y125.

1 0 0 (n+1)
1 0 0 (n+ 1)
£(n) = 1 : : : : : :
AU+ 1 et oot ChZy 0 (n+1p!
1 ¢ ¢ Cis Ch_i ! (n+1p
1 Cf+1 C§+l CP+1 C;:j-ll (ﬂ + 1)P+1
seklinde tammlanan f, fonksiyonu igin fp(n) = 1+42P + 3P + --- 4+ nP oldugunu gosteriniz. (Tamer
Adanar)
Cozim. Bilindigi gibi
om — (™) _ m! =m(m—l)---(m—k+1)
b k)~ k'(m— k) k(k—1)---2-1

demektir. Once f,(n) -
satir ve sutunlarina gore dogrusal oldugundan,

1 0 0

1 2 0

' ;

PO =502 65m 0 e )

1@ 0

elde ederiz. Simdi k = 1,2,...,p

ekleyelim. Determinantin degeri degismez; ayrica

1y - (P ) (P

ve benzer gekilde digerleri de sifir olur. Boylece

1 0
1 2
TR L
fo(n) = fo(n — )_(p+1)[ 1 (”Il) (

1

()

1 _..._np—l p+1
p—1

110 (?) () o

2

)

)

¢ ¢3)

-

e
1Y) 63) - G G

0 (n+1)—n

0 (n+ 1)2 -
0 (uelpl o
2) (pzl) (” + I)P —nP

iken sirayla k’yinci siitunu —n*

Lo O

¢-)
(")

(r2)

fp(n — 1) = n? oldugunu gosterelim. Determinant fonksiyonu matrislerin

-1 ile ¢arpip p + 1’inci siituna

)-C7)+
p H

Py _
_ 1) =0,

0

0

0 0
(pil) 0
GONEIt

haline gelir. Kdsegeninin tistindeki biitiin elemanlari sifir olan boyle bir matrisin determinanti kogegen

elemanlarinin ¢arpimidir. Buradan derhal

)= — n”(p

(p+1)!

fo(n) = fp(n

P )66

1

(p+ 1)

(r+1)!

P

elde edilir. Bu indirgeme bagmtisiyla f,(n) =nP 4 (n = 1)P 4 --- + 27 + 17 4 f,(0) olur. Ote yandan

fp(0)’a bakilirsa, birinci ve p + 1’inci siitunlar aym oldugundan, f,(0) = 0 gikar

fp(n) =17 + 27 +--- 4+ nP buluruz.
(Cozen: Emre Alkan.)

. Sonug olarak
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Sayin Okurlarimiz,

Matematik Diinyasi'mn (g ve dort
cildini kapsayan cilt kapaklan
hazirlanmistir. Cilt kapaklarn igin posta
¢eki hesabina 350.000.-TL.
yatirdiklaninda, isteyen abonelerimize,
kapaklar dnumiizdeki sayi ile birlikte
postalanacaktir.

Matematik Diinyasi'nin, 1996 yili abone
Uicreti 400.000.-TL., tane satis fiyati ise
100.000.-TL. olarak saptanmistir.
Abone olmak isteyen okurlarin, banka
aracilig ile 6demeleri yapmalan halinde
dekont ve adreslerini Matematik
Diinyasi adresine géndermelerini dnemle
rica ederiz.

Saygilanmizia )

YAZARLARA

Derglmiz matematige lig! duyan herkesl yazar
kadrosunda kabul etmektedir. Yayinlanacak
yazilann matemnatik lle liglll olmasi disinda
herhang]! bir kisitlamamiz yok. Flkir vermesl
agisindan su konulan sayabliiriz:

* Konu sunuslan.

* Matematiksel diistincenin degislk
alanlardakl! uygulamalanni vurgulayabllecek
yazilar.

* Yillardir ¢bzim bekleyerek yenl! ¢8zllmUs
ya da henliz ¢ézillememis Unll
problemlerin tanitimi.

* Matematige ligl duyan 8grencllerin
kendilerinl agmasina yardimci olabllecek
problemler.

* Matematiksel kavramlar tarihl ve
matematikgllerle liglll yazilar.

* Daha sagiikli bir mufredat programini
olusturmaya y&nellk Incelemie, elestifl ve
alternatif &nerliler.

* Matematik dinyasindan giincel haberier.

Gdnderilen yazilar aynen yayinlanabllecesgi
8lbl buttnligl bozmayacak bazi
deglsikllklerle de yayinlanabllir. SImdillk
olanaklanmiz yazarlara tellf ticreti 8demeye
elverisll deglidir. Bu nedenle anlayigla
karsilanacagimizi umuyoruz. Gnderllecek
yazilann okunakli el yazisi ya da terclhan
daktilo lle, diizglin ve tam climlelerie, Turkce
dlibligis! kurallanna uyularak, Ust Uste formal
yigilanndan kagnilarak yazilmasi, bes
sayfayl gececek yazilarda bélme noktasi
belirtiimesl! rica olunur. Yazilar

Matematlk Dinyast
ODTU Matematik BSIdmd
06531 Ankara

adresine génderilecekdr.
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