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Prof.Dr.ORHAN S.ICEN, HAYATI VE ESERLERI

Hiilya Senkon *

Prof.Dr.Orhan $.ICEN, bundan tam bir
yul once, 13 Haziran 1995 tarihinde, kisa siiren
bir rahatsizhk sonucu aramizdan aymldi. Ik
Ogrencisi olmakla gurur duyan, yaklagik 30
yidir cahgma arkadagi olarak yakin gevresinde
bulunma mutluluguna erigmig, ancak, meslek
yasamindaki babasim zamansiz kaybetmenin
gokunu hala iizerinden atamamig bir kisi olarak,
bu satirlan kaleme almakta zorlandigim itiraf et-
meliyim. Kendisinden s6z edilmesini istemeyen,
kendisine “Hocam” diye hitabedilmesinden hig
hoglanmayan sevgili Hocamin, o miikemmel ve
alcak goniilli insanin yasam oykiisiinii, eser-
leriyle matematige yaptifn katkilann ve kigisel
ozelliklerini, aralarinda pek ¢ok gen¢ matema-
tik¢i adayimin bulunduguna inandigim, Matema-
tik Diinyas: okurlarina sunarken, merhumun aziz
hatiras: 6niinde saygiyla egiliyorum.

5 Ekim 1920 tarihinde Antalya’'min Kag
ilgesinde, Cocuk Hastahklar1 Miitehassis1 Dr. Ali
Sami ICEN ve esi Emine Nesime Hamm'm ilk
gocuklan olarak diinyaya gelen Orhan §. ICEN,
Kirkagag (Manisa) da basgladigi ilk 6grenimini
1931 de Izmir’de tamamlamig ve orta dgrenimine
Izmir'de devam ederek, Haziran 1938 de (son-
radan Atatiirk Lisesi adim alan) Izmir Erkek Lis-
esi’'nin Fen kolundan mezun olmustur. Yiiksek
ogrenimine 1938 yiinda Paris’'te Louis le Grand
Lisesi'nin “Mathematiques Speciales” simflarinda
baglamig, Ikinci Diinya Savagmin gikmasi iizerine
1939 da yurda dénerek, Istanbul Universitesi’nde
Ogrenimini siirdiirmiig ve 1942 yillinda bu
Universiteden Matematik-Astronomi  Lisans:
diplomas1 almgtir. Aym yil Matematik En-
stitiisii'ne Asistan olarak atanmg, 1943 te British
Council tarafindan verilen bir burstan yarar-
lanarak Ingiltere’ye Cambridge Universitesi’ne
gitmig ve yiiksek Ogrenimini orada siirdiirmiig,
ancak savag kogullarina dayanamayarak hasta-
lanmig ve 1946 yazinda yurda donmek zorunda
kalmigtir. Saghgna kavugup, 1947-48 yillarinda
askerlik gorevini yerine getirdikten sonra, Ekim
1950 de yiiksek Ogrenimine devam etmek iizere

* {stanbul Universitesi Matematik Béliimii (")ﬁretim nyesi

bu kez Almanya'ya Géttingen Universitesi'ne
gitmis ve Mayis 1955 te Prof.Dr. Theodor
SCHNEIDER'in yaninda Transandant Sayilar
Teorisi konusunda hazirladifn doktora tezini [1]
tamamlayarak “Doktor” unvanim almgtir. Aym
yil yurda donerek yeniden Istanbul Universitesi
Fen Fakiiltesi Matematik Enstitiisii’'nde Asis-
tan olarak goreve baglammg, 1956 da bilgi ve
gorgiisiinii arttirmak iizere izinli olarak Hamburg
Universitesi'ne Prof.Dr.H.HASSE’'nin  yamina
gitmig, 1958 de Dogentlik tezini [4] tamamla-

yarak yurda donmiig ve “Universite Dogenti”

olarak atanmys, 1962 yihinda 6 ay siireyle Freiburg
im Breisgau’da Albert Ludwigs Universitesi'nde
Th. SCHNEIDER’in yaminda gahgmstir; 1969
da aym yere giderek gerceklestirdigi 9 ayhk bir
caligmanin iiriinii olarak hazirladigy Profesorliik
Takdim Tezini [5] sunarak, 1970 te aym kiirsiide
profesor kadrosuna atanmig ve bu gorevini 1982
ye kadar siirdiirmiigtiir.

Orhan $.ICEN’in bilimsel aragtirmalan,
Fonksiyonlar Teorisi ile Sayilar Teorisinin
birlestigi bir alan olan Transandanthk problem-
leri ile ilgilidir. 7 ve e gibi sayilann transan-
danthk incelemeleri, matematigin en zor prob-
lemleri arasinda yer almaktadir. 0.§.ICEN’in
metin sonunda siralanan bilimsel galigmalar, bu
alanda elde edilen kriterlerin uygulama alan-
larim1 genigletmis ve bdylece birgok transan-
danthk kamtim aym bir prensibe baglama olanag
saglayarak, matematige ¢ok biiyiikk katkida bu-
lunmugtur. Her biri bagh bagina bir “derya” olan
bu bilimsel ¢caligmalarin igerigi goyle 6zetlenebilir:

[1] de tek kompleks degigkenli bir anali-
tik fonksiyonunun aritmetik anlamda cebirselligi
icin 1951 yihnda SCHNEIDER tarafindan ver-
ilmig olan iki kriterden ilki genellegtirilmekte ve
aym1 zamanda p-adik alana aktanlmaktadir. Bu
aktarma sonucunda, “a,0 ve 1 den farkh olan ve
| = 1|, < p~! koguluna uyan bir cebirsel say1, 3
ise bir irrasyonel tam cebirsel say1 olmak iizere,
aP says1 p-adik alanda transandanttir” geklinde



ifade edilen ve MAHLER-VELDKAMP Teoremi
olarak bilinen iinlii teoremin yeni bir kanit1 ver-
ilmektedir.

[2] de SCHNEIDER'in yukarida amlan ilk
kriterinin [1] deki genellegtirilmisi, séz konusu
analitik fonksiyonun, bir interpolasyon disizinin
terimleri icin aldih degerlere ek olarak, bu
fonksiyonun ve bunun &nemli bir uygulamasi
olarak, “p-adik alanda «, sifirdan farkh ve lalp <
p~"/P=1) kosuluna uyan bir cebirsel say1 ise e*
say1s1 transandanttir” seklinde ifade edilen iinlii
MAHLER Teoreminin yeni bir ispat1 verilmekte-
dir.

[3] te, p-adik alanda her yerde yakinsak
e ]

olan Z p“(:)z" a > 0, tam rasyonel) serisinin
v=0
uygun rasyonel argiimanlar icin aldig degerlerin
irrasyonellik karakteri aragtinlmaktadir ki, bu
¢ahsma, 1948 yilinda T.SZELE tarafindan ileri
[ o]

siiriilmiig olan “Z 2(3) diyadik serisi, 2.derece-
v=0
den bir cebirsel say1 olamaz” savimn daha
sonra H.HASSE tarafindan genellestirilmesi ve
keskinlegtirilmesi ile formiile edilen, “a,b,c tam
rasyonel sayilar ve @ > 0 ise p-adik alanda
o0

yakinsak ve irrasyonel olan Za(;)"'b”‘*'c serisi,
bir transandant say: g&isterti?’o seklindeki tah-
minin kamt: dogrultusunda 6nemli bir adim
olusturmaktadir.  O.S.ICEN’in bu gahsmada
elde ettigi sonug, 1974 yihnda tarafimdan kes-
kinlegtirilmigtir; ancak, SZELE Tahmini halen
¢oziim bekleyen acik bir problemdir.

[4] te iki Snemli teorem verilmektedir.
Bunlardan birincisi, [2] de verilen kriterin
genellestirilmigi olup, bunun sonucu olarak birkag
irrasyonellik kamit: elde edilmektedir. Ikinci teo-
remde ise SCHNEIDER’in verdigi 2. kriter, daha
genel interpolasyon dizilerine genellestirilmekte
ve ayni1 zamanda p-adik alana aktanlmaktadir.

[5] ve [6] da, kompleks alandaki eliptik
fonksiyonlar ile ilgili olarak 1937 yiinda SCHNEI-
DER tarafindan verilmis olan transandanthk
sonuglarinin benzerleri, p-adik alanda tanimlanan
eliptik fonksiyonlar icin elde edilmektedir. pP-
adik eliptik fonksiyonlarin tanim ve 6zelliklerinin
genis kapsaml olarak ve biiyiik bir ustalikla an-
latildii bu galigmalann iistiin bir yani da kul-
lanilan aritmetik araglarin zenginligidir. Ornegin
[5] te, verilen bir takim cebirsel sayllara belirli
bir bagnt: ile bagh bulunan bir cebirsel sayinin
yiiksekligini, séz konusu sayilarin yikseklikleri

cinsinden simirlayan bir Lemma kamtlanmgtir
ki O.§.ICEN’in tiim &grencileri, hemen hemen
biitiin arastirmalarinda bu Lemmay: kagimilmaz
bir arag olarak kullanmglardir.

8] de ise eliptik fonksiyonlar teorisinde kul-
lanilan baz1 polinomlarin katsayilarimin mutlak
degerleri icin iist siurlar verilmektedir.

Tiirkiye’deki Transandant Sayilar Teorisi
Ekoliiniin kurucusu olan Orhan $.iCEN, Yiiksek
Lisans ve Doktora tezlerini y&netmistir ki,
bunlardan Prof.Dr.Hillya SENKON, ProfDr.
Bedriye M.ZEREN, Prof.Dr. Kamil ALNIACIK
ve Dog.Dr.Mehmet H.ORYAN, halen aym
boliimde gorevlerini siirdiirmektedirler.

TUBITAK Bilim Odilii sahibi olan
0.S.ICEN, bir siire Tiibitak Bilim Adam
Yetigtirme Grubunda gorev yapmis ve bunun
disinda, Istanbul Universitesi Fen Fakiiltesi'nde
Matematik Boliimii Bagkanhigi, Cebir ve Sayilar
Teorisi Kiirsiisii ve Anabilim Dali Bagkanl,
Nazim Terzioglu Matematik Arastirma Merkezi
Miidiirliigii gibi idari gorevlerde de bulunmustur.
O’nun unutulmaz hizmetlerinden biri de, Istanbul
Universitesi Matematik Boliimii Kiitiiphanesine
yaptig1 katkilandur.

Orhan Bey ¢ok miikemmel bir ogretici ve
son derece titiz bir arastirmac: idi. Bir konuyu
ogrenirken kendi deyimiyle “konuyu didiklemeyi”
ve sirekli “Neden?”, “Nigin?”, “Nasil?” sorularim
sormay1 ben ilk kez O’ndan &grendim. Birlikte
yaptigimiz seminerlerde baz geng konugmacilarin
“Yazar diyor ki, ---” seklindeki ifadelerine
¢ok kizar, “Siz, yazarin veya makale sahibinin
yaptiklarini iyice anlamah, 6ziimsemeli ve kendi
yorumunuzu da katarak anlatabilmelisiniz” derdi.
Ders anlatirken, en ufak bir ayrintiyr ihmal et-
meksizin, her seyi tahtaya yazar, tamm, teo-
rem ve ornekleri pedagojik bir siralama ile verir,
kamtlan son derece agik, bogluksuz ve higbir
gipheye yer birakmayacak gekilde yapard [10].

Orhan Bey’in en onemli &zelliklerinden
biri de Tiirkgeye olan hakimiyeti idi.  Bir
bilim adammm en az iki yabanci dil bilmesi
gerektigini ve bu dilleri iyi 6grenebilmek icin de
once kendi ana diline hakim olmas: gerektigini
soylerdi. 1960’h yillarda kendisinden dinledigim
“Cebir” derslerinde “misal”, “intac eder”, “irca
etmek”, “mahre¢”, “suret” gibi sozciikleri gok
stk kullamirken, birkag yil sonra bunlar yer-
ine -sirasiyla- “drnek”, “gerektirir”, “indirge-
mek”, “payda”, “pay” sozciiklerini kullanir oldu
ve son yillarda geligen 6z Tiirkge akimina biz-
lerden daha c¢abuk ve kolay uyum sagladigim



hayranlikla gézlemledim. Kendisinin Tiirk
Matematik Dernegi icin yaptign ceviriler ([11],
[15], [17]) an dilini ve ifade giiciinii kamtlayan
en giizel orneklerdir.

Orhan Bey, tam bir “Istanbul Efendisi” idi.
Calisma arkadaslanna ve ogrencilerine kargi son
derece kibar, nazik, sayglh, 6lgiili ve hoggoriili
davranirdi. Yillar siiren beraberligimiz sirasinda,
bir kez olsun, sesini yiikselterek konustuguna veya
kirc1 séz soyledigine tanik olmadim. Igine ka-
panik ve ¢ok hassas bir insand; gevresindekilerin
baz1 s6z veya davramglarna kirlsa bile, bunu
hi¢ belli etmez, alinganhk gostermezdi. Aym
zamanda son derece diiriist ve devlet malma
karg1 cok duyarh bir insandi. Boliim Bagkanhg
yaptifni donemde bile, meslekdaglanyla yazih
haberlesme igin sekreterlikten kagit istemez,
yakindaki kirtasiyeciye bizzat giderek zarf-kagt
alir ve onlan kullamird.

Orhan Bey’in karakteristik 6zelliklerinden
biri de saat kullanmaktan hoglanmamas: idi.
Ogrenciligimin ilk yilhranda ceketinin i¢ cebinde
tagidifr bir kostekli saati vardi. Derse baslarken
onu ¢ikarip kiirsiiniin iistiine koyardi, fakat ken-
disini dersin akigina oylesine kaptirird: ki, saate
bakmak akhna bile gelmezdi. Ileriki yillarda
hi¢ saat kullanmaz oldu. Buna kargin zamam,
gagilacak bir sezgi giicii ile dogru olarak tah-
min ederdi. Beni hayrete diigiiren bir bagka
ozelligi de, ilk kez gordiigii bir kiginin yiiz yapisina
ve konusmasina dikkat ederek, hangi yoreden
geldigini tahmin etmesi idi. Samyorum, derin
kiiltiirii ve tarihe olan biiyilkk meraki, bunda en
6nemli etken idi.

Orhan Bey her ogretim yih baginda ve
sonunda, aymca, birlikte gerceklestirdigimiz
aragtirma seminerleri sonrasinda, Anabilim
Dalndaki tiim &gretim elemanlarimin katildigy,
cayh ve pastall sohbetler diizenlerdi ki, bun-
lar, Anabilim Dali icindeki birligi ve bilimsel
dayamigmay1 perginlemesi ve geng elemanlarin ho-
calan ile yakinlagmalarim saglamasi bakimindan
biiyiik 6nem tagirda.

Sevgili Hocamiz, Eylil 1982 de ani bir
kararla emekli olduktan sonra sik sik Fakiilteye
geliyor, bilimsel gelismelerini yakindan izledigi

ogrencilerini ziyaret ediyor, onlarla sohbet etmek- .

ten ve fikir ahgveriginde bulunmaktan biiyiik mut-
luluk duyuyordu. Bu sohbetler sirasinda bize
cok sevdigi torunlarindan sbéz ediyor, o6zellikle
en biiyiik torunu Efe’nin matematige ¢ok me-
rakh oldugunu ve onun dersleri ile ilgilenmekten
biiyiik zevk aldigimi anlatiyordu. Vefatindan gok

kisa bir siire 6nce 6grendigimiz rahatsizhgimn bir
an once iyilesecegini ve O’nu yeniden aramizda
gorecegimizi iimidederken, o doyumsuz sohbetler-
den ebediyyen mahrum kalacagimizi nereden
bilebilirdik?

ORHAN §. iCEN’IN ESERLERI

[1] Eine Verallgemeinerung und Ubertragung
der Schneiderschen Algebraizitatskriterien
ins p-adische mit Anwendung auf einen
Transzendenzbeweis im p-adischen,J. Reine
Angew. Math., 198 (1957), 28-55.

[2] Eine weitere Verallgemeinerung eines
Schneiderschen Algebraizitatskriteri-
ums,/st. Univ. Fen Fak. Mec. Seri A,
21 (1956), 155-187.

[3] Uber die Funktionswerte der p-adischen
[ o]
Reihe Z p“(;)z", J. Reine Angew. Math.,

v=0

202 (1959), 100-106.

[4] Uber die Charakterisierung der im arith-
metischen Sinne algebraischen Funktio-
nen,fst. Univ. Fen Fak. Mec. Seri A,
33 (1968), 1-38.

[5] Uber die Funktionswerte der p-adicsh ellip-
tischen Funktionen I,Ist. Univ. Fen Fak.
Mec. Seri A, 36 (1971), 53-87.

[6] Uber die Funktionswerte der p-adisch ellip-
tischen Funktionen II, Ist. Univ. Fen Fak.
Mec. Seri A, 35 (1970), 139-166.

[7] Anhang zu den Arbeiten “Uber die Funk-
tionswerte der p-adisch elliptischen Funk-
tionen I und II” Ist. Univ. Fen Fak. Mec.
Seri A, 38 (1973), 25-35.

[8] Uber die Grossenordnung der Koeffizienten
einiger in der Theorie der elliptischen Funk-
tionen vorkommender Polynome,ist. Univ.
Fen Fak. Mec. Seri A, 35 (1970), 63-70.



(N.TERZIOGLU,

[9] Analiz  Problemleri
birlikte),

G.SABAN, H.SAHINCI ile
Istanbul (1963).

[10] Cebir Ders Notlar1 (Teksir)(H.SENKON
tarafindan derlenmistir), Istanbul (1967,
1968, 1969, 1970).

[11] Denklemlerin Tam Sayilarla Céziilmesi
(Diofant Denklemleri) (A.O.GELFOND’dan
geviri), Istanbul (1962),Tirk Matematik
Dernegi Yayinlar, Say:: 8.

[12] Sayilar Teorisine Girig (H.W.E.JUNG’dan
geviri), Istanbul (1962),Tiirk Matematik
Dernegdi Yayinlar, Sayr: 12.

[13] Sayilar ve Sekiller (H.RADEMACHER-

O.TOEPLITZ'den  geviri),  Istanbul
(1964), Tirk Matematik Dernegi Yaywnlar,
Say1: 25.

[14] Matematikte Endiiksiyon ve Ben-
zetme, [. Cilt, I. Kissm (G.POLYA’dan

HARFLERLE SAYI YAZILISI

R. Ilknur Kogak *

geviri), Istanbul (1966),Tiirk Matematik
Dernegi Yaynlary, Sayi: 30.

Matematikte Endiiksiyon ve Benzetme,
I. Gilt, II. Kisim (G.POLYA’dan geviri),
Istanbul (1966), Tiirk Matematik Dernegi
Yaynlari, Sayr: 30.

[15]

Theodor SCHNEIDER ve Transandant
Sayilar Teorisine Katkisi (25-28 Eyliil
1989 tarihmeri arasinda Ege Universites;
Fen Fakiiltesi Matematik Bgliimii’de
diizenlenen “Tiirk Matematik Dernegi
II. Ulusal Matematik Sempozyumu” pna
cagril konugmac olarak davet edilen Orhan
S.ICEN tarafindan hazirlanan bu konugma,
Sempozyumda Hiilya SENKON tarafindan
sunulmustur).

[16]

[17] Bilimin Uyamg:i (B.L. van der WAER-
DEN’den ¢eviri; Yilmaz ONER ile birlikte),
Istanbul (1994), Tiirk Matematik Dernegi
Yayina. :

\

Iste zamanmmz degerlendirebileceginiz ve
hosca vakit gecirebileceginiz giizel bir matematik-
sel oyun. Bu oyunun fikri Scientific American
dergisinin Mart 1994 sayisinda yer alan Ian Stew-
art’m “The New Merology of Beastly Numbers”
adh makalesinden alind: (s. 88-90).

Alfabedeki her harfe 6yle tam say1 degerler
verelim ki bir sayisindan baslayarak her sayma
saymin yazihgindaki harflerin sayisal degerlerini
toplayarak o sayma say1y1 elde edelim.

Bu verdigimiz degerler negatif, pozitif tam
Say1 ya da sifir olabilir. Fakat ayni degeri iki ayr
harf igi.x_l kullanmak yasaktr.

Ornegin basta bir kelimesindek; her harfe
ayr: bir tamsay1 verelim ki by degerlerin toplam:

tekrar bir sayisini versin:
b=5

* Ozel Izmir Amerikan Lisesi, 2. Sinif Ogrencisi

i=-3
r = —1 olsun.
Ozaman: b + i+ r=5-3_-1=1

Simdi bu érnekte k = 8 olsun. O zaman i
+ k +i=(-3)+8+(-3) =2 elde ederiz.

Bu oyunda dikkat edilmesi gereken bir ku-
ral ise bir kelimesindeki i harfine verilen degerin
aymsin iki ve diger sayilardaki i harfleri icin de
kullanilmasidr.

Oyunun baslangicinda fazla bir sorun
yoktu. 1, 2, 3... gibi kiigiik sayilar1 elde etmek ko-
laydir. Fakat sayma sayilar biiyiidiikge o sayilara
degerlerinin toplamiyla ulagilmas: giiclesiyor. Ilk
denememde degerleri tahmin ederek en fazla 29’a
kadar gelebildim.  Siz daha iyisini yapabilir
misiniz? Deneyin, ve sonra ¢oziimiine bakin.
(Coziim sayfa 23°de).



BiR POLINOMUN GERCEL OLMAYAN KOKLERININ
VARLIGI IiCIN YETERLI SART

Nizamettin ISKENDEROV *

Bilindigi gibi, bir polinomun derecesi 1,2, 3
ya da 4 oldugunda, koklerini bilinen yontemlerle
hesaplamak miimkiindiir. n > 4 oldugunda poli-
nomun koéklerini bulmak igin hig bir genel yontem
yoktur. Oysa derecesi n > 1 olan bir polinomun
Cebirin Temel Teoremi adiyla bilinen Gauss teo-
remine gore en azindan bir kokii vardir. Cogu za-
man bu kéklerin iginde gergel olmayan kdklerin
olup olmadiim1 6nceden bilmek gok onemlidir.
Herhangi dereceden polinomlara gegmeden once,
katsayilar1 gegek sayilar olan ikinci dereceden bir
polinomu goz 6niine alalim.

?+pr+g=0 (1)

denkleminin gergel olamayan kokii olmas igin
(2)

olmalidir. ¢ < 0 igin (2) saglanmadigindan
gergel olmayan kok yoktur. (2) esitsizligi (1)
denklemini gozerken ortaya g¢ikar. Bu yontem
yiiksek dereceden polinomlar igin gegerli degildir.
(2) esitsizligini, genelde gegerli olan, bagka bir
yontemle de gostermek miimkiindir.

Gergekten de, eger z; ve z3 (1) denklemi-
nin gergel kokleri ise,

p?—4¢9<0

2
i + 23
2

dogrudur. Kokler toplamu ve ¢arpimi, z; + T2 =
-p, z1z2 = q oldugundan

> /=i (3)

o+ 23 = (21 +72)° — 212, =p* — 20
olur ve (3) esitsizligi
P’ —2q 2 2g|
geklinde alir. Buradan gériildiigii gibi,
P’ <2q+ql) (4)

esitsizligi saglaniyorsa, (1) in koklerinin gergel ol-
madign anlagiir. Boylelikle, (4) esitsizligi gercel

olmayan koklerin varhf icin yeterli sarttir. g <
0 oldugunda (4) saglanmadigindan (4) i (2)
seklinde yazabiliriz.

Simdi ise,

(5)

genel denklemini goz Oniine alahm. Burada
a1,az,---an gergel sayllardir. Simdi (5) denk-
leminin z;,Z2,--*,Tn gibi n tane gergel kokii
oldugunu varsayahm (tekrarlanan kokler de bun-
larin igindedir). Negatif olmayan by,b2, - ,bn
sayllan icin, Aritmatik Geometrik Ortalama
esitsizligi denilen

bi+ba+---+bys > 5 b

n

" +az" '+ +ap1z+a, =0

esitsizligini kullamrsak

2 2 2
s R 2 R
L2 > ifateagad (©)

olur. Buna gore (5) denkleminin katsayilan icin
agagidakiler dogrudur:

T1+Ta+:+Tp = —01, T1T2 T = (—1)"an,
T1T2 + 123 + - + TpTyn = ag.
O zaman
4R+t = (Tt o+ +T,)?
—2(21%2 + T1Z3 + - -+ + Tpo1Zq) = a3 — 202
oldugundan dolay, (6) esitsizligini

a% = 20,2
n

> Va2 (7)

- n

biciminde yazabiliriz. Demek ki (5) denklemi-
nin biitiin kokleri gergel oldugunda, (7) esitsizligi
dogrudur, bir bagka deyisle eger (5) denklemi icin

a? —2a; <ny/a? (8)

* Yildiz Teknik Universitesi Matematik Miihendisligi Béliimii, Ogretim Uyesi



ise, 0 zaman bu denklemin biitiin kékleri gergel
olamaz. Boylelikle, (8) kosulu (5) denklemi-
nin gergel olamayan kdklerinin olmasi igin yeterli
koguldur.

Eger a, # 0 ve a} < 2a; (6zel halde
a1 = az = 0) ise, diger katsaylardan bagimsiz
olarak, her zaman gergel olmayan kék vardir diye-
biliriz.

(5) denkleminde z =
yapilirsa,

1/y déniisgiimii

any" + an_1y™? +--+ay+1=0 (9)

denklemi ¢ikar. Eger z,,z;,:---,z, (5) in
kokleri ise, 1/z),1/z3,---,1/z, (9) un kékleri
olur (ap, # 0 ise k = 1,---,7n igin z; # 0 ola-
caktir).

Buradan yukandaki iglemlere benzer
sekilde gostermek miimkiindiir ki, (9) denklemi-
nin gergel olmayan koklerinin olmas: icin

2 n/ 2n—2
an_; — 2a,-2a, < nVa?

gart1 yeterlidir.

(10) esitsizliginden &zel halde a2_, <
2an_20a, Veya an_y =a,_5 =0 olursa, (a, #0),
(9) denkleminin her zaman gercel olmayan kakleri
vardir.

Hatirlatahm ki, (8) ve (10) sartlam
(5) ve (9) denklemlerinin gergel olamayan
kéklerinin olmas: igin genel halde yeterli
sarttir, fakat gerekli degildir. Ornegin,

(10)

x® —11z% + 362 — 26 = 0 (11)

Bu denklemin
T3 = 5 — 1 dir.

denklemini gozoniine alalim.
kokleri z; =1, 1z, =541,

a} —2a; > 3%/a? (49° > 27-26?)

olur. (11) denkleminin biitiin kokleri gergel
degildir ve (8) yeterlilik sart1 saglanmiyor. Ikinci
dereceden denklem olmas: halinde ise (2) gart:
yeterli ve gerekli sarttir.

Ornek: Katsayillar1 —1 ve 1 sayilarindan
olusan ve yalmz gercel kékleri olan biitiin poli-
nomlar1 bulunuz.

- Qéziim: n =1 oldugunda bu tir poli-
nomlar yalmz z—1 ve z+ 1 (yiiksek mertebenin
katsayisim 1 kabul etmek miimkiindiir.) seklinde
olur.

n > 2 olsun. Eger f(z) = 2™ 4 a,2™! 4+
-+ + an-1Z + a, polinomunun kékleri gergel ve
ax € {—1,1} ise, o zaman (7) egitsizligini

1-2a;,2>n

geklinde yazabiliriz. Bu egitsizlik yalniz a; = —1
ve n < 3 icin dogrudur. Boylelikle yalmz n = 2
ve n =3 halini gozoniine almahyz.

a) n = 2 olsun. O zaman f(z) = 22 +
a1z —1a; € {-1,1} dir. Aradiimz polinomlar
yazl+z—1,yada 22—z -1 olur.

b) n = 3 halinde ise, f(z) = z3 +a,z —
T+ a3 olur ¢ = % déniigiimii yardimiyla,

9y)=ay’ —y* +ary+1

gikar. g(y) = 0 denkleminin biitiin koklerinin
gercel olmasi igin

12 — 2a1a;3 > 3{/a3 =3

gart1 saglanmahdir. Buradan ise, a; ve a3 iin
ters igaretli oldugu goziikiiyor. Sonug olarak,
biitiin mimkiin polinomlar z* + 22 —z — 1 ve
z? —z? —z +1 olur

Demek ki problemin sartim saglayan yalnz
6 polinom vardir.

Asagidaki problemleri ¢oziiniiz:

1. p katsayim &yle seginiz ki,

z° 4+ 62! +pr® +22 482 +32=0

denklemi gergel olamayan ¢oziime sahip olsun.
(Cevap, p > 8)

2. nz" —(n+1)z"+1=0 (n € N)
denklemi verilmistir. Gosteriniz ki,

a) z = 1 bu denklemin pozitif olan tek bir
kokiidiir ve onun kathhg 2 dir.

b) n > 3 oldugunda biitiin kokler degildir.

c) n tek oldugunda negatif kok yoktur,
n cift oldugunda ise kathligi 1 olan ve (-1,0)
aralifinda yerlesen tek bir negatif ¢éziim vardr.

KAYNAKCA

A.B Kujel.Irticalen Matematik, Viga Skola,
1983



“n” NOKTADA UZAKLIK TOPLAMLARI VE EGRILER

AILESI

Bilge DEMIRKOZ *

Daire bir nokta (odak) ve bir uzunluk Kul-
lamlarak ¢izilir ve dairedeki her noktamn odaga
olan uzaklig verilmis olan uzunluk kadardir,
Elips, iki nokta ve bir uzunluk verildigi zaman
gizilebilen egridir ki, bu egri iizerindeki her nok-
tanin odaklara olan uzakliklari toplami sabit ve
verilen uzunluga esittir.

Konik kesitleri ve onun elemanlar olan
daire ve elipsi simfta iglerken akhma su geldi:
Dairede bir, elipste iki nokta veriliydi, ikisinde
de bir uzunluk verilmigti; eger ii¢ nokta ve bir
uzunluk verilmig olsaydi nasil bir egri elde eder-
dik. Evet, bu egrideki herhangi bir noktamn bu
i¢ noktaya olan uzakliklarinin toplamm verilmis
olan uzakhga esit olsun. Bu soruya ise 3 nokta
sorusu ismini verdim.

3 nokta sorusunun analitik incelemesini
yapmadan Once, tahta bir diizlem iizerinde
givilerle tespit ettigim ii¢ noktaya iplik baglayip
gergin bir gekilde kalemin ucuyla gekli ¢izdim.
Ipligin uzunlugu bu sgekilde verilmis olan sabit
uzunluk, ii¢ ¢ivi ise belirli odaklar gibi davranda
ve 3 nokta egrisinin genel gekli {izerinde bir fikir
verdi.(bkz. Sekil 1)

Bu egrinin bir de geometrik ¢izimin bul-
mak gerekiyordu. Bunun i¢in Machintosh’ta Ge-
ometer’s Sketch Pad programini kullanarak (bkz.
Sekil 2), FG'’yi sabit "bir uzunluk, F,K ve
R’yi odaklarimiz olarak ahp, J noktasmm FG
iizerinde serbest bir nokta olarak aldiktan sonra
FJ uzunlugu ve F ve K noktalan ile bir elips,
geriye kalan JG uzunlugu ile R merkezli bir daire
gizer ve elips ile dairenin kesigm noktalarim bu-
lursak 3 nokta egrisi iizerinde noktalar bulmug
oluruz. Bu gekilde Y ve Z noktalan béyle iki
noktadir, Y noktasim ele alrsak FY + KY =
FJ elips sayesinde saglandiy icin FY + KY +
RY,FG’ ye esit olur. Bu ¢izimde J’nin FG
tizerinde animasyonu biitiin egriyi verir.

* istanbul Ozel Amerikan Robert Lisesi Orencisi.

. Sekil 1
Ug Nokta Egrisinin Fiziksel Cizimi

A,B ve C giviler, ve K kalem olmak iizere ip
gekildeki gibi dolandinilir. Civiler sabittir. lk du-
rumda K de sabit olarak alinip, ipler baglamr.
Bu gekilde ipin uzunlugu da sabit olur. Sonra k’y1
ipler gergin durumda ilerletirsek, elinize bir egri
geger. Ipin uzunluguna 2n dersek,

2KB+2KC+2KA=2n olur ve ikiye béliince

KB+ KC+ KA=n,
3 nokta egrisinin tanimi olan 3 uzakhk toplamimin
bir sabite egit olma gartim sagladigaindan dolay,
elde edilen egri 3 nokta egrisidir.
Not: A,B ve C givileri tahtaya gakih oldu-
gu icin, K, bir givinin yammna geldigi zaman,
biitiin ipler ¢ivinin iistiinden o&biir tarafina at-

lattirilmakta ve yeniden gerginlegtirilmektedir.

Bunlarin yam sira 3 nokta egrisinin ana-
litik olarak incelenmesi iki nokta arasindaki
uzakbk formiilii kullamlarak da yapilabilir. Veri-
i (z1,91), (z2,y2) noktalan ve n uzakhg igin
elipsteki genel formiil:

V(z—z1)* +(y - )’

+V (e —22)2 + (y — y2)? = n dir.

1995-96 TUBITAK Lise Orencileri Arastirma Proje Ya.rigma.smda Matematik dalinda en iyi derece olan Ugiinciiliik

Odiilii alan galigmadan yazilmigtir.



Sekil 2

3 nokta sorusuna bunu uygular ve veri-
li iig r:oktamn (z1,9), (z2,92), (z3,y3) ve verili
uzakhgm n oldugunu sdylersek o zaman formiil
soyledir.

VE=212+ -4+ —22) + (y - 1)

+V(E -2 +(y-w)2=n

Ornek igin; bkz. Sekil 3. Bu polar koordi-
natlarda da gizdirelibilir. Bunun icin Napolyon
noktasi diye bilinen noktay: egrinin merkezi
olarak tamimlayabiliriz. Bu noktanin iki ozelligi
vardir.  Herhangi bir ABC iicgeni alalm ve
bunlarin Napolyon noktas: ise K olsun. O
zaman AKB,AKC,BKC hep 120 dereceye
esit olur ve bdylece polar koordinatlarda odak-
lar (rq,0), (r2,120) ve (r3,240) oriyantasyonuna
sahip olurlar. Bu da formiiliin agihminda ¢ikan
terimlerin sayisim azaltir. Formiil su olur.

\/1'2 + 2 — 2r 1 cos(—8)

+1/12 + 12 — 2ryr cos(120 — 6)

+1/1% 4+ r2 — 2rsrcos(240 — ) = n

Ikinci 6zellik ise ii¢ uzaklik toplammm bu nok-
tada minimum degerini almasidir. Bu sayede
Napolyon noktasimi 3 nokta egrisinin merkezi
olarak tanimlayabiliriz.

Simdi 1 nokta egrisi olan daireyi, 2 nokta
egrisi olan elipsi ve ii¢ nokta egrisini biliyo-
ruz. 4 nokta egrisi ise Oyle bir egri olmah
ki verilen dort odaktan egri iizerinde herhangi
bir noktaya olan uzakliklarin toplami verili olan
uzunluga egit olsun. Bunun fiziksel ¢izimi dort
sabit ¢iviye ipi dolandirdiktan sonra gergin tutup
kalemle ¢izdirmektir. Bu bize geklin genel hali
tizerinde bir fikir verir. Yine geometrik c¢izimi
de yapilabilir. (bkz. $Sekil 4) Bu ii¢ nokta
sorusunda oldugu gibi bir eliple bir dairenin degil,
iki elipsin yahut bir daire ile ii¢ nokta egrisinin
kesigimini almakla elde edilir.

V2 + 2+ /(= -2 + (y - 2)?
/(e -1)2+(y-V3)2=N

Sekil 3

Eger bes nokta egrileri ile alt1 ve
daha ileri seviyeden egrileri diigiiniirsek, amag
degismeyerek; m sayida nokta, Fy, Fy, F3.--F,
ve belirli bir uzakhk n verildiginde, P nokta-
lar kiimesini bulmak olacaktir, ki P noktalar
kiimesindeki her K noktas: i¢in; KF; + KF; +
KF;+.--KF,, =n olsun,

Bu durumda alacagimz herhangi bir m
nokta egrisinin geometrik ¢izimini iki tane daha
diigiik seviyeden, k ve p nokta egrilerinin
yardimiyla yapabiliriz. Hep k + p = m ola-
cak sekilde k¥ ve p noktalari egrilerinin odak-
larim1 m nokta egrisinin odaklarindan segerek
olugan k£ nokta egrisinin ve p nokta egrisinin
kesigimini bulup uzakhk toplamlarim degistirerek
anime edersek m nokta egrisini elde etmis oluruz.



4 nokta egrisinin formiilii ise yine uzakhk
formiilii kullamlarak yazilabilir.

Vel +y2+ /(@ —a) +¢?

+VE -+ — P+ -+ (y—ef =n
Ornek igin; bkz.Sekil 5. Yiiksek dereceden
nokta egrileri de aym sekilde uzakhk toplam-
lariyla yazlabilir. Fakat iicten biiyiik nokta
egrilerinde bir merkezin olma zorunlulugu yoktur.

Genel olarak k nokta egrilerinde bir merkezden
bahsedemeyiz.

2

1

-1

S|

VE+y@+V/ (- 22+ 2+ /2 + (y - 2)°
+/-2 +(w-2?=N
Sekil 5

Simdiye kadar hep uzaklik toplamlarindan
bahsettik fakat eger "Bazi uzakhk toplamlan
cikarilsa sonug ne olur” gibi bir soru sorula-
bilir. Mesela hiperbolde noktalar toplanmak
yerine gikarlmigtir. Bunun cevab1 uzakliklar
toplanan noktalar her zaman kiimeyi ¢ekerken
uzakhklar1 gikanlanlarin ise her zaman kiimeyi
itmesidir. (bkz. Sekil 6)

Bu egri ailelerinin bir ozelligi ise gudur.
Herhangi bir k nokta egrisinde bir odak noktasimi
alip bir bagka odak noktasinin iizerine koyarsak
bu noktaya ait uzakhg iki ile carpmig oluruz ve
k—1 bir nokta kullanarak yeni bir egri elde etmig
oluruz. Ornek icin; bkz.Sekil 7. Bunu bir kag
kez tekrarlayip egriyi bir nokta sorusuna bile in-
dirgeyebiliriz. Iste bu 6zellik herhangi bir k nokta
egri ailesinin k — 1 nokta egri ailelerini ve daha
agag egri ailelerini kapsamasina yol agar.

«gm? notasyonuyla gosteridgimiz posi-
tif egri ailelerinden bagka “6™™" notasyonuyla
gosterdigimiz negatif nokta egri aileleri de
var. Negatif noktalarn egriler ailesi uzakliklarin
tersinin toplamlarmm n  ye esit oldugu bir ge-
killer kiimesidir. Buna gore —1 nokta egrilerinin
formiilii su olur.

N=6.4

1
V& —z1)2 + (y -9’

Bu_forml'il ise merkezi (z,y;)’de olan bir daire
verir. —2 nokta egrilerinin formiilii ise gudur:

1 1
\/(:c—a:x)2+(y—y1)2+\/(z—22)’+(y—y2)’ "

—2 nokta egrisinin 6rnegi i¢in bkz.§ekil 8. -3
ve —n nokta egrilerinin formiilii de aym gekilde
uzaklik formiilii sayesinde yazilir. Ornek igin bkz.
Sekil 9.

N=40
4 5I 6
N=43
T 5 6
N=4.6
a5 6
N=4.9
a5 6

VEry@+ /- g+ V(e -1+ - 30
—(z-12+@-1)*=N

Sekil 6

Negatif noktalar ailesinin fizikte bir uygu-
lamas: da vardir. Elektriksel alanlardaki egit
potansiyel gizgilerini, bu sayede gizdirebiliriz. Bir
elektriksel yiikten dolay1 olugan potansiyel fark
V = kg/r olarak ifade edilir. Bu yaziillimda, ¢

El



yiikiin biiyiikligi r yiikten uzakhk ve k = 8.988-
10°N -m?/C? dir. Yakinmnda bir yiik bulunan
her nokta igin esit potansiyel cizgileri bu gekilde
¢izdirilir ve —1 nokta sorusunu gergevesi icinde
olup gesitli daireler verir. Ciinkii yiik ve aldigimz
nokta koordinat ekseni iistiine konuldugunda r =
v Z? +y? olur ve V'yi kq ile béldiigiimiizde n’yi
buluruz.

Vit 2+ /(a -2+ + Ve - 27+
~Val+ -2 -2/c - 1P+ @-1?=N
Sekil 7

iki tane yiik oldugu durumda ise V =
kg1/r1 + kga/r2 olur ve —2 nota egrilerini verir.
Aym sekilde ii¢ yiik oldugu zaman da bu uygu-
lanir. Yine — yiiklii noktalarin kiimeyi ittigini
gorebiliriz.

Yercekimi alanlarinda da ayn: uygulama
gegerlidir. GPE, yani yercekimi potansiyel ener-
jisi Gm/r ye esittir, m yercekimi alam yaratan
cismin kiitlesi,  cisme olan uzaklk ve G —=
6.67-10"'N - m?/kg® dir. Manyetik alanlarda

da B, manyetik alan, 1/r ile dogru orantihidir ki
burada [ akimi, r ise uzakhg belirtir. — nokta
egrilerinin yine egit alan potansiyeli cizgilerini
bulmada uygulamalar1 vardir.

N=5
-2

1 1
+
V2?2 +y? Vi(z—1)2 442
Sekil 8

=N

+ nokta egrilerinde oldugu gibi — nokta
egrilerinde de bir uzakliklar her hangi bir sayiyla
carpilabilir. Bu sayede noktalara gesitli rasyo-
nel g yiikleri de konulabilir. Kagmeci nokta egrisi
oldugu ise katsayilar tam say1 yapacak bir degerle
carptiktan sonra bu sayilarin tam degerlerini
toplamakla elde edilir.

Birgok soru bu projeye bagladigindan beri
cevaplanmig durumda, fakat hala cevaplanmamig
olanlar var. Biitiin “Matematik Diinyas” okuyu-
cularim bu kavramlarla ugramaya davet ediyo-
rum. Bu sorulardan biricisi gekillerin alaninin
ne olacag), ikincisi ise seklin yay uzunlugunun ne
olacagl. Amacim bu iki degere de olabildigi du-
rumlarda formiil bulabilmektir.



1 1 1 _
M-y2+\/(a:—2)2+y2 ViE—1)2 + (y - 1)

Sekil 9

Eminim ki bu sorular cevaplandiktan
sonra yeni sorular tiireyecek ve bu konu eger
genigletilirse analitik geometrinin 6nemli bir
pargasi haline gelebilecektir.

Bu proje hazirlamirken, Machintosh
iizerinde, Sekil 2 ve 4 un ¢izimlerinde Geometer’s
Sketchpad, diger ¢izimlerde ise Nucalc program
kullamlda.

KAYNAKCA

Brown, Richard G., Advanced Mathematics, 1994,
Boston.

Dunham, William, Journey Through Genius, 1990,
Toronto.

Euclid, The Thirteeen Books of Elements, 1956,
Toronto.

Locknod, E.H., A Book of Curves, 1961, Cambridge.
Protter, Murray H. and Charles B. Morrey, Jr. Cal-
culus with Analytic Geometry A First Course, 1977,
Massachusetts.

OKUL MATEMATIGINDE NE OGRETELIM, NASIL

OGRETELIM?

Adnan Baki *

Tagtigmasiz, toplumun devamhlifi ve
kalkinmasinda egitimin hayati Onemi bugiin
herkesge kabul edilmektedir. Egitim sis-
temimiz igerisinde matematik egitimi Onemli
bir yer tutmasina ragmen matematik egitimini
tammlamada ¢ogu zaman gilicliik ¢ekeriz. Eger
matematigi, okul matematifi ve akademik matem-
atik olarak ikiye ayirirsak, matematik egitiminden
ne anhiyoruz sorusuna daha kolay cevap verebilme
imkani bulabiliriz. Bu simflamada akademik
matematigi kisaca matematikgilerin ugragtif
matematik olarak tamimlayabiliriz. Amaci,
matematigin ulagmig oldugu seviyeyi kullanarak
teorik ve pratik alanda matematige bilimsel
katkida bulunmaktir.  Okul matematigi ise
toplum igin nasil bir insan yetigtirmek istiyoruz

sorusuna cevap ararken matematik ile ilgili ne
ogretelim ve nasil 6gretelim konusu ile ilgilenir.

Bu siniflandirmay: biraz daha aydinlatmak
bakimindan sunu da sdylemeliyiz. Okul
matematiginin iki amac1 var: Birincisi, toplum-
daki biiyik bir kitleyi matematik yoniinden
egiterek sanayinin, teknolojinin ve giinliik hayat-
taki diger alanlarin ihtiyag duydugu elemanlar
yetigtirmek; ikincisi de akademik matematigin alt
yapisini hazirlamak, yani akademik matematikte
cahgacak matematikgileri daha kiigiik yaslarda
bir matematik¢i gibi sekillendirerek hazirlamak
ve onlar1 matematik bilimcisi olarak akademik
hayata kazandirmak.

bzetlersek, matematik alaninda yeni bilgi
iretmek veya yeni buluglar yapmak akademik

* Karadeniz Teknik Universitesi, Egitim Fakiiltesi Ogretim Uyesi



matematigin isi ve o bilginin geng nesillere ak-
tarilmas1 da okul matematiginin igidir. Ama
belitmeliyiz ki giiniimiizde mevcut matema-
tiksel bilgi birikimi okul siiresince Ggretilebilecek
olanin kat kat iistiindedir. Bu nedenle
okul matematiginde Ogrencilere ancak temel
kavramlar ve matematiksel bilgi edinme yollar
ogretilmelidir. Bunu da bagarabilmesi icin okul
matematiginin her seviyede belirli miifredat1 ol-
maldir. Ornegin, ilk ve orta dereceli okullarda
okul matematiginin amaci, ogrenciye istenilen
matematik kiiltiirii vermek ve arzu edilen mate-
matik beceriler yaninda matematiksel diigiinme
yetenegini de gelistirmek olarak 6zetlenebilir.

Universite seviyesinde ise okul
matematigini iki farkh alanda diigiinmek zorun-
day1z.  Birincisi Fen Fakiiltelerindeki mate-
matik boliimlerinde okutulan matematik, ikin-
cisi de egitim fakiiltelerinin matematik egitimi
béliimlerinde okutulan matematik.

Matematik béliimlerinde okutulan
matematifin amac1 Ggrenciye ayrintihi mate-
matik bilgisi vermek, matematiksel diigiinme
seviyesini yiikseltmek, béylece matematik bi-
liminin dallarimin farkinda olan ogrenciyi bu
bilim dalinda aragtirma yapabilecek seviyeye
yiikseltmek olmaldir. Kisaca Ogrenciyi mate-
matik¢i yapabilmek olmalidir.  Siiphesiz, ayni
yaklagimla bunu yiiksek lisans ve doktora prog-
ramlan igin diigiiniirsek, bu programlarda oku-
tulan matematii de okul matematigi olarak
kabul edebiliriz. Ancak bu program igerisindeki
matematikginin ortaya koydugu iiriin akademik
matematigin kiimesine dahil olur.

Egitim fakiiltelerinde okutulan matema-
tik ilk ve orta dereceli okullarda okutulan ma-
tematik miifredatlarina paralellik arzeden, onlar:
kapsayan ve daha yiiksek seviyede ele alan bir
matematik programi olmalidir. Yani 6gretmen
adaymin sahip olmasi gereken alan bilgisini
saglayan bir matematik programi séz konusudur.
Aym karakteri siifina yansitmasi ondan bek-
lendigine gore, bu programda, Sgretmen adayma
en azindan bir matematikgi karakteri verilme-
lidir. Belki burada okutulan matematik teorik
bakimdan matematik boliimlerinde okutulan ma-
tematikle e degerde olmak zorunda degildir. An-
cak mahiyet ve kapsami en azindan ayn diizeyde
olmahdir,

Nasil Ggrenilirse &yle Ggretilir gercegi
g6z oOniinde tutulursa, matematik egitimi
bolimiindeki miifredatin  ve derslerin  veri-
lisinin daha g¢ok ayrmtilar ihtiva etmesinin

zorunlulugu ortaya gikar. Oérendiéinjn nasil
ogretildigini 6grenen 6gretmen adayr aym ekolii
gittigi okullarda devam ettirir [5]. Dolayisiyla,
ogrendiginin nasil o6gretildigini aym1 zamanda
ogrendigi icin, 6gretilenin nasil ogretildigi fakiilte
siralarinda gok daha 6énem kazamir. Bunun igin
matematik egitimi béliimiindeki hocalarin ma-
tematikgilikleri yaninda egitimcilikleri de aym
Olgiide Onemlidir.

OKUL MATEMATIGINDE

REFORM IHTiYACI

Yukarida yaptigimiz ayirimi hatirlamamiz
agisindan  tekrar edersek, okul matematigi,
oOgrenciye istenilen matematik kiiltiirii vererek
ve matematiksel diigiinme yetenegini gelistirerek,
toplumun ihtiyag duydugu teknisyen, teknokrat,
miihendis ve bilim adamlanm yetistirmeyi
amaglar.  Kisaca, toplum bugiin okullardan
sunu bekliyor: Okullarda biitiin 6grenciler ma-
tematikte belli seviyede yetisme firsat1 bulmah,
hayatimizin bir pargas: olan teknolojiyi anlaya-
bilecek sgekilde bilgilendirilmeli. Simdi burada
matematikte belli bir seviyede yetigmeden ne
anliyoruz? Bundan, bir kiginin kesfetme, bulma
karar verme, mantiksal gikarimda bulunabilme
ve bircok matematiksel metotlar1 ve yontemleri
etkili bir bicimde kullanarak problem ¢6zebilme
seviyesine gelmesi igin gormesi gereken egitimi
kastediyoruz. Bu amag okul matematigine her
iilkede biiyiik sorumluluklar yiiklemistir.

Ornegin, 60’ yillarda Sputnik’in Rusya’da
uzaya firlatilmas: ile birlikte Rusya ile uzay-
da yansabilmek igin, Amerika reform hareket-
leri baglatmigtir. Bunun da baglagic noktasmi
okul matematigi olugturmustur [2]. Yiiksek se-
viyede iyi yetigmis teknisyen, miihendis ve bilim-
ciler ile bu yangin miimkiin olabilecegine inanan
Amerika bugiin hepimizin bildigi modern mate-
matik hareketini baglatmms ve modern matematik
miifredatim 60’ y:llarda gelistirerek uygulamaya
koymugtur. Tiirkiyede modern matematik miif-
redatina 70’li yillarda gecilmigtir.

Ama 90'h yllarda modern matematik
miifredatimn  yetersizligi Amerika’da tartigilir
olmus, matematik egitimini yiikseltmek ve her
kesime yayginlastirmak Amerikan egitimcilerinin
son yillardaki en Gnemli giindemi haline
gelmistir.  National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM)’in hazirlamig oldugu ra-
por [4], giindemde olan bu konuyu géstermesi
bakimindan en carpici érnektir.

Bu galismaya sebep olan birinci faktor,
okullardan mezun olan genglerin istenilen



diizeyde veya ihtiyag duyulan seviyede matema-
tik bilgisine ve becerisine sahip olmamalariydi.
Mezunlar matematik yonden giinliik hayatta arzu
edilen fonksiyonu gosteremiyor ve ig hayatinin
talep ettigi nitelikte eleman olamiyordu. Bu
ihtiyaca cevap vermek diigiincesi ile Amerikan
egitimcileri matematik egitimini yilikseltmek
ve her kesime yayginlagtirmak amaci ile bah-
settigimiz raporu 1989'da kaleme almiglar ve
arkasindan 90’h yllarda iilke capinda uygula-
maya koymuslardir (3].

Amerikada egitimciler bu raporda be-
lirlenen amaglar ve hedefler dogrultusunda
miifredatlar ve stratejiler geligtirmek icin yogun
caba sarfetmektedir. Siiphesiz iilkemizde de aym
ihtiyaclar mevcuttur ve bizim de miifredatlarimz
ve egitim stratejilerimizi yeniden gozden
gecirmemiz gerekmektedir. Bizim NCTM gibi
gigli bir organizasyonumuz yok, dolayisiyla
miifredatin geligtirilmesi, stratejilerin belirlen-
mesi bizlere (iiniversite ve bakanlikta calisan
egitimcilere) diismektedir. Bakanlk bu konuda
universitelerle ne derecede igbirligine hazir, bunu
bu agamada net bir gekilde ortaya koymak
miimkiin degildir. Belki de bakanlkta akla
ilk gelen Amerikah egitimcilerin hazirladiklarim
terciime etmek olabilir, ama bu igi halletmeyecek-
tir. Ciinkii bunun bir 6rnegini modern matematik
miifredatlarim ve kitaplarim hazirlarken yaptik.
Hareketin muhtevasim1 amacim ve felsefesini
bilmeyenler iilkemizde uzun zaman tartigilan
modern matematik kaosune sebep oldu. Ko-
laycihga kagmamiz, modern matematik uygu-
lamasinda yaptifimiz hatanin tekran olur [1].

Bu da simdiye kadar batida mate-
matik egitimi reformlar1 ile ilgili bilimsel
cahsmalardan ve NCTM raporlarindan yarar-

lanmayacagimiz anlamimna gelmemelidir. Ulke
gerceklerimiz ve ihtiyaglannmz g6z oOniinde
tutularak okul matematigimiz icin kendi

miifredatimizi geligtirirken giiphesiz matema-
tik egitiminde yapilan gahgmalardan ve basta
bahsettigimiz NCTM standarlarindan yarar-
lanmamizin bilimsel agidan da dogru olacag
kanaatindeyim. Nitekim bu caligmada, yeni
matematik miifredatimizin amaglar1 olarak
sundugumuz agagidaki dért amag¢ NCTM 1989
raporunun 1§18 altinda tespit edilmigtir. Bu
amaglar gu gekilde 6zetlenebilir:

1. Ogrenci matematige deger ver-
meyi Ogrenmeli

Hazirlanacak yeni matematik miifredats,
matematigin insanbk tarihinde oynadig1 rol,

kiiltiiriimiizle iligkisi ve giinlik hayatimizdaki
yeri  hakkinda Ogrencinin  bilinglenmesini
saglamali. Biiyiik matematikgilerin hayatlan ve
yaptiklari matematiksel galigmalarinin bugiinkii
medeniyetimizin geligmesindeki rollerini ortaya
koyan oOrneklerin segilerek miifredata koyul-
masl, Ogrencinin matematigin degerini kavra-
mas! agisindan ¢ok Onemlidir. Ayrica mate-
matik miifredatimin igerdigi faaliyetlerin giinliik
hayat ile yakindan iligkilendirilmesi de 6grencinin
matematige karsi olumlu tavir geligtirmesine
yardim edecektir. Bir bakima herkes matema-
tik¢i sayihr. Pazarda aligverig yaparken, arsasim
olcerken, borsaya bakip hissesinin degerinin artig
miktarim hesaplarken, kisi bilingli bir sekilde ma-
tematik yapiyor, matematik becerilerini ve bilgi-
lerini kullamyor. Bu bakig agisindan hareketle
yeni miifredat diizenlenmeli. Okul matematigi
ginlik hayat ile iligkilendirilmeli, istatistiksel
uygulamalar, veri-tabam olugturma ve giinlitk
hayattan problemlerin segilmesi gibi. Bdylece,
matematikle ugrasmanin hi¢ de yabanci olmayan
bir ugrag ve insamin kagimilmaz giinliik faaliyet-
lerinden biri oldugu 6grenci tarafindan fark edile-
cek ve goziinde matematik, soyut kavramlar
yigin olmaktan gikacak, onun i¢in korkulur degil,
ogrenilmesi gerekli bir ders haline gelecektir.

2.0grenci matematiksel diigiinmeyi
6grenmeli

Varsayimda bulunma, sonug gikarma, kamt
elde etme, hipotezler kurarak bunlan teoremlerle
destekleme becerileri matematiksel galgmanin
esaslarm olugturur. Bu becerileri geligtirmek
okul matematiginin esas amaglarindan biri ol-
mahdir. Bu amacin gergeklegmesi igin 6gretmen
bir teoremin ispat1 veya bir problemin ¢oziimii
sirasinda sesli diigiinmeli ve ifadelerini mate-
matik terminolojisinden se¢meli.  Ogretmen
matematiksel diiglinmenin Gnemini vurgula-
mali, mantiksal ¢ikarim yollarim ve alter-
natif ¢O6zim yollarm Ogrencileri ile birlikte
tartigmali ve sadece Ofretmenin matematigini
veya coziimlerini tekrar etme mahiyetinde olan
odevlerden kaginmah. Bu yolla dgrenci sadece
ogretmenin veya kitabin dogru ¢oziim olmadigim
bilecek ve matematiksel varsayimlar1 sorgulama
ahgkanhg kazanacaktir. Bdyle bir egitim or-
taminda 6grenci artik bilginin kaynaginin yalmz
Ogretmen ve okul kitabimin olmadigim kavraya-
cak, kendi matematik bilgisini kurabilecegi bagka
kaynaklar aramaya yonelecektir.

3.6§renci matematiksel konugmay:
ogrenmeli



Okul matematigi, Ofrencinin matema-
tiksel terminoljiyi iyi kullanabilecek bir se-
viyeye gelmesinin saglayacak stratejiler ve
faaliyetler igermelidir. Oprenci atif olarak
smif ici diyaloglara katilabilmeli. Bu yolla,
Ogrenci diigiincelerini uygun matematik dili
kullanarak akici ve anlagiir bigimde ifade et-
meyi Ofrenecektir. Ornegin, simf igi kollek-
tif cahgmalar ve grup cahgmalan sirasinda
matematiksel digiincelerin ve problemlerin
tartigilmasi, okunmasi ve yazilmasi bu tiirden
faaliyet ve stratejilerdir. Kiginin matema-
tik dilini konugabilmesi onun matematiksel
diigiincesinin geligmesine katkida bulunacaktir.
Ayrica, problem ¢oziimii sirasinda veya bir
problemin ifadesinde matematik dili kullan-
abilme becerisi veya fiziksel yada sosyal bir
olay1 matematik kavramlarla ifade edebilme be-
cerisi kigiyi toplumda farkh bir konuma ge-
tirecegi muhakkaktir. Bu gercek yeni miifredatin
hazirlanmasi sirasinda mutlaka 6n planda tutul-
mal1.

4.0grenci iyi bir problem ¢bziicii
olarak yetigtirilmeli

Problem ¢6ziimii oyle bir yontemdir ki
onun vasitasiyla Ogrenci matematigin giiciinii
kesfeder ve kullamrr. Problem ¢ézme becerisini
gelistirmek icin problemler ogrencinin ilgisini
geken tiirden olmali. Oyle ki ogrenciyi uzun
siire usandirmadan meggul etmeli. Bunun igin
Piaget’nin disequilibrium teorisine uygun prob-
lemler iretilebilir. Bu tiir problemlerde daha
¢ok Ogrencinin mevcut bilgi ve tecriibesi ile
baglangicta celigkili gibi goriinen yapilar vardir.
6érenci badyle problemleri ¢ézerken aym1 zamanda
onceki bilgilerinin de dogrulugunu test eder,
yeni varsayimlar kurma imkani bulur. Okul
matematiginde yer alan problemler 6grencinin o
andaki seviyesinin ¢ok altinda veya ¢ok iistiinde
olmamah. Aksi durum, O&grencinin problem
¢oziimii faaliyetine kar: ilgisinin azalmasina ne-
den olur.

Problem GOgrencinin seviyesinden ¢ok
yiiksek ise, biiyiik bir ihtimal 6grenci problemi
¢6zmekten vazgeger. Bunu iinli Rus psikolog
Vigostky [6] Scaffolding benzetmesi ile agikhyor
Problem Gyle bir yerde olmal ki 6grenci mevcut
bilgilerini kullanabilsin ve bir ileri agamay1 gerek-
tiren diigiince ve kavramlarla problemin ¢oziimii
sirasinda tanigabilsin.

Cogu zaman, segilen problemlerin tek
dogru ¢éziimiiniin olmamasmma veya belli
formiile ya da algoritmaya dayanmamasina ézen

gosterilmeli. Algilmig problemler yerine siradan
olmayan problemlere yer verilmeli. Ogretmen
bu tiir faaliyetlerde, teorem ispat1 veya problem
goziimii sirasinda farkh stratejiler geligtirmeli,
degisik kaynaklar ve ¢oziim yollar1 denemeli.
Bunu bir érnekle agiklamaya galigalim.

Bir Ornek:

Kabul edelim ki 6gretmen sinifinda "bir gember
iizerinde gap1 goren gevre ag1 diktir” Snermesinin
dogrulugunu gosterecektir. Ogretmen farkl: fakat
birbirleriyle iligkili matematiksel kavramlarn kul-
lanarak farkh ¢oziim yollar iiretebilir. ("_')megin,
birinci ¢oziim yolu olarak sentetik geometriyi kul-

lanabilir:
c
U

Bu durumda Ogretmen &nce, ABC
ticgenini AB kenari cemberin ¢ap1 ve C, ¢cember
iizerinde bu iicgenin bir kogesi olacak sekilde
gizer. Burada Onermenin ispat igin, 6gretmenin
C agisinmn dik ag oldugunu géstermesi yeterli

olacaktir.

Cember iizerine cizilen ABC iiggeninde
|AO| = |OC| ve |[OB| = |OC| oldugundan
AOC ve COB iiggenleri birer ikizkenar iicgen
olacaktir. Bir ikizkenar iicgende taban agilan esit
oldugundan
A= C'l,B C'z dir. Ayrica, ABC ii¢geninde

A+B+C=180° ise

A+(01+C'2)+B =
Boylece
(A4 C)+(C+B)=180° ve G
C2 = B oldugundan,

24 + 2B = 180°, dolayisiyla

2(A+ B) =180° ve A+ B =90° olur ve
buradan da

€ = 90° bulunur.

180° yazilabilir.

=A ve



Ogretmen ikizkenar iicgenlerdeki ve ben-
zer tiggenlerdeki ozellikler yardim ile ikinci bir
¢oziim yolu geligtirebilir. Bunun igin 6nce Sekil
(a)’da oldugu gibi bir cgemberde O merkez. AB
cap ve BC iizerinde |EB| = |EC| olacak gekilde
bir E noktasi segilebilir.

Sekil (a)’da OCB iiggeni ikizkenar iiggen
oldugundan [OE) dogrusu [CB]'nin kenaror-
tayidir ve [CB] kenarma diktir. Sekil (b)'de
OEB agisinm olgiisii- 90°’dir.  C ile A’min
birlegtirilmesi ile elde edilen ABC ii¢geninde
[OE] dogrusu [CB] ve [AB] kenarlarinm
orta noktalarim birlegtiren bir dogru durumuna
gelir.Bu durumda iki benzer iiggen elde ettik
OEB figgeni ile ACB iiggeni benzerdir. OEB
acis1 90° ise ACB aqs1 da 90° olur.

Ogretmen iigiincii ¢oziim yolunu analitik
geometri kavramlarim kullanarak Ogrencilerine
gosterebilir. Bir birim gember iizerinde A(—1,0)
ve B(1,0) noktalarim segebiliriz. C de bu
gember iizerinde herhangi bir nokta olsun. Bu
durumda € agismm 90° oldugunu gésterecegiz.

C(x.y)

A(-1,0) B (1,0)

Birim gemberin denkleminin z? + 3% =1
oldugunu biliyoruz. Ayrica [AC] nin egimi

mzy—O= Yy
' r+1 z4+1
ve [BC]’nin egimi
m_y—0= Y
. r—1 z-1
dir ve
2
) Y Yy
= = 1
v z+1lz-1 zx*-1 ()

olur. Cember denkleminden y2 =1-2z2 (1)'de
yerine yazilirsa mim, = , £ —413(;: ;1) -1
elde edilir. Egimlerinin garpim1 —1 olan dogrular
birbirlerine dik oldugundan C' = 90° oldugunu
gostermig oluruz.

Yine Ogretmen dérdiincii ¢6ziim yolu
olarak vektorler yardimi ile bu Onermenin
dogrulugunu ispat edebilir. Bunun igin
vektorlerin nokta ¢arpimlan ile ilgili bir 6n bilgi
verilebilir.

i@ # 0 ve ¥ # 0 olmak iizere bu iki
vektoriin i¢ carpimu

i - ¥ = |i||7] cos(A) dur.

Eger u-v = 0 ise |u||v|cos(f1) =0 ve
|ul, [v| # O oldugundan cos(A) = 0'dir. Buradan
A = 90° olur. Simdi bu 6n bilgiden asagidaki
sekile donelim.

C‘A OA-0C,CB= OB OC
|OA| |OB| = |OC| =r den OA-OA=r?,
OB OB—'r2 OC OC‘—r
OA-0C =-0C-0B,
ve OB=-OA dan
OA-OC =-0C-0OB dir. Buradan

CA-CB=(0A-0C)-(0OB-0C)

= 0A-OB—-0A-0C-0C-0B+0C-0C

=-r247r2=0 ckar. Yani CA L CB’dir.
Béylece C agsmm dik ag oldugu gosterilmig
olur.

Teoremlerin ispatlarimin veya problem-
lerin ¢oziimlerinin boyle farkh ¢6ziim yollariyla
ogrenciye sunulmasi, baglangigta birbirinden
farh ve bagimsiz olarak digiiniilen matema-
tiksel kavramlarin bir problem ¢oziimii sirasinda
nasil i¢ ice olabildiklerini Ogrenciye gostermek
bakimindan o6nemlidir.  Ciinkii Ogrenci artik
matematigi birbirinden bagimsiz iligkiler ve ku-
rallar yerine, onu birbirine bagh bir iligkiler ve
kavramlar ag gibi gormeye baglayacaktir.

Sonug

Teknolojinin is hayati, devlet ve endistri
{izerine etkileri dogrudan dogruya fiziksel, sosyal



ve bilimsel hayatimz1 da degigtirdi. Teknolojinin
bilimsel hayatimizdaki etkileri matematigin yeni
bir yon kazanmasina neden oldu. Teknolojinin
ilerlemesine paralel olarak matematiksel uygula-
malarin teknolojideki yeri de artti. matematiksel
uygulamalarin teknolojide artmasi matematigin
igerigini ve ilgi alamim1 da degistirdi.

Belki baslangigta felsefi olarak kabul-
lendigimiz "matematigin etrafimizdaki diinyay
anlamada bize yardim eden gizemli bir potan-
siyel sagladigr” gergegini gimdi ¢ok acik bir gekilde
goriiyoruz. Ama bu dramatik degisime ragmen
degismeyen birgey var ki o da okullarda okutulan
geleneksel matematik konular ve matematigin
Ogretilme gekli. Matematigin ogretilme sekli
degismeden devam ediyor. Yiizyillar éncesinden
geldigi gibi, giiniimiizde de cogunlukla matematik
6grenmenin, kural ve yontemlerin ezberlenmesin-
den ibaret oldugu goriiliiyor.

Bugiin ¢ogu Ogretmen matematikteki
bagariy1 formiilleri, kural ve yontemleri aninda
uygun bir sekilde kullanabilme olarak gormekte,
formiilii veya hesaplamay dogru icra edebilmeyi
yeterli bulmaktadir. Oysa Ggrenciyi iiretken
bir sekilde donatmak, hayatinda basarii ola-
cak gekilde egitmek, yalmizca onun formiilleri
bilmesine, hesaplamalari dogru yapmasma
degil, matematiksel anlayigimin ve matematiksel
diigiinmesinin gelismesine baghdur.

Bu da okul matematiginde usiillere degil,
kavram ve iligkilere 6nem vermekle miimkiin
olur. O halde matematikte basarii olmanin ne

EKSTREMUM DEGERLERI

Selma Atabey *

anlama geldigini, matematik Ogretiminin amag
ve hedeflerini yeniden tamimlamali ve tesbit et-
meliyiz. Bu yeniden tesbit ile, yarimn okullan
icin matematikte arzu edilen uygun Ggrenme
sonuglarimin  gergevesini gizmeye g¢ahsmalayiz.
Bunu bagardifimizda ancak 6grencilerimizin
giinlik hayattaki ihtiyaglanm kargilamada on-
lara yardima olabilecegiz ve toplumun gelecek-
teki ihtiyaclarina da cevap vermig olacagz.
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Bu makalenin amaci, fonksiyonun tiirevini
kullanmadan baz: ifadelerin en kiigiik ve en biiytiik
degerini bulma yollarim1 gostermektir.

Okuyucunun dikkatine iki ¢6ziim yolu
Bunlardan biri, bir ifadenin,

sunuyoruz.
A + Mpz — vy)?(A,)\ u,v sabitler) sekline
doniistiiriilmesidir.
O zaman,
>A , A>0 igin
2 = )
A+AW”+W){5A , A<0 icin

dir. Burada ancak uz = vy ise esitlik vardir.

* Ankara Atatiirk Anadolu Lisesi Ogretmeni

Ikinci yolda ise, yardimci agilar secerek ve-
rilen ifade siniis veya kosiniise bagh fonksiyon
olarak elde edilir. Daha sonra bu fonksiyonlarin
smirlar1 bulunur.

®, belli sayrda degisken igeren bir ifade ol-
sun. Bu degigkenlerin baz degerleri igin de & nin
degeri M olsun. Degiskenlerin tanim kiimesinden
aldiklar degerlerin her biri icin & > M(® < M)
ise M ye ® nin en kiigiik (en biiyiik) degeri
denir ve M = @ en kiiciik (¢ en biiyiik) seklinde
gosterilir. En biiyiik ya da en kiigiik degerlere



genel olarak ekstremum deger ad: verilir.

Ik 6nce bir sorunun ¢oziimiinii her iki yolla
da gosterecegiz. Daha sonra bagka sorular in-
celeyecegiz ve bu sorularda uygun olan yolu uygu-
layacagz.

Soru 1:

Yarigapr R olan bir yarimgemberin igine
cizilen ve bir kenan gap iizerinde olan, diger
iki kogesi de yarim c¢emberin iizerinde olan
dikdortgenlerden alami en biiyik olanin ke-
narlarm bulunuz.

Coziim:
D C
Ry
t o
.3 X' B
T
Sekil-1

Dikdortgenin kenarlan |AB| =z > 0 ve
|IBC| = y > 0 olsun. (Sekil.1). Bunun alam
S==z-y dir.

L yol:

OBC iiggenine Pissgor teoremi uygun-
lanirsa (£)? + y2 = R? olur.

v? +v? = (u —v)? + 2uv Gzdeglifinden
yararlanarak,

($-9)*+2-%-y = R? bulunur. zy yerine
S alrsak,

§=R?- (% -y)? bulunur.

£ — y)? > 0 oldugundan, z ve y
degigkenlerinin her bir degeri icin S < R? dir.
Bu da § (en biiyikk) = R? oldugunu gosterir.
Bunun diginda, § (en biiyiik) degerinin § = y
icin elde edildigi agiktir.

Aranan = > 0 ve y > 0 degerleri igin

0l

=y
(3 + y*=FR? }
denklem sistemi elde edilir. Bunun ¢oziimi de
r =+2R, y=% dir.
II. yol:
t € (0,%) olmak iizere, ¢ yardima agisim
segersek, OBC' dik ii¢genininden
r = 2Rcost
y = Rsint
denklem sisteminden

(L]

S =2Rcost- Rsint = R?sin 2t

bulunur.

2t € (0,7) oldugundan, sin2t < 1 dir.
Dolayisiyla S < R? dir. S nin en biiyiik degeri
sin2t =1, yani 2t = 7,t = 7 icin elde edilir. ve

bu deger S (en biiyiik) = Ra i¢in

2Rcos%, y=Rsin%, yani
V2R,

Soru 2:

f(z) = az® + bz + ¢, (a # 0) ikinci
derece iigterimlisinin ekstremum noktalarm ve
ekstremum degerlerini bulunuz.

Coziim:

f(z)i asagidaki sekilde diizenleyelim:

fz) =

RV

r = oldugu agiktir.

b
a(z? + -z + E)

a a
L2
2a

b b c
2 v I Y 2, -
ale? + 2+ (5-)* = (5=) + 2]
4ac — b?
4a? ]
(z + % 2 > 0 oldugundan dolayr extremum
—% igin vardir. Dolayisiyla, a > 0 ise
f(z) > 42e=b® _ £ (en Kkiigiik) (Sekil -3) dir.

y y

-b :‘ X

— 0_

2 /1\
7 X 2a

(Sekil-2) (Sekil-3)

Ayrica, f(z) = az? + bz + ¢ iigterimlisinin
D = b? — 4ac diskriminantinin isaretine gore
y = f(z) in grafigi i¢in asaghdakiler gegerlidir:

1) D >0 ise a-eksenini keser,

2) D =0 ise e-eksenine tegettir,

3) D <0 ise e-ile ortak noktas: yoktur.

]?u yapilan yorumlar bize sunu sgyliiyor:

Ugterimlilerin veya tigterimliye doniigtiirii-
lebilen ifadelerin ekstremum degerleri ile ilgili her
bir soru bu yol ile goziilebilir.

Simdi ise bunun bir uygulamasim gorelim:

b
= af(z+ 2—0)2 e

r =

:

Soru 3:
T1,Tg, ", Tn degerlerinin kareleri
toplami, bunlarin aritmetik ortalamasinin k

katina egittir.

S =

Z1%2 + T1Z3 + -+ + T1Tp + ToT3 + -

+T2Tp + -+ Tp_1Tn



bulunar. Simdi de S ¥i tamkareve tamamlavahm-

s=3{(&) (E-)=

= =

() - ()]

1 o E 2 2
s(Z=-5) -]

B
25
Boylece 3, 1; 5*; icin S (en kicik) =u§.‘;;
elde edilir.
Soru 4

Kosegen uruniugu d olan dikdortgenin
S alanmin deger kumesini bulunuz. Bu
dikdortgenin cevresi en biiyik iken S vi bulunuz.

‘:m- -mr

Dikdortgenin kenarlanna r ve y diyelim.
Bunun alam § = zry dir. 2% + ¢ =
esitliginden @ = (z —y)* + 27y = (z ~y)* +25
bulunur. Buradan da.

< —

1[ a
=§[d‘—(.r—y)2] <3
bulunur. Esitlik r = y i¢in olacagindan S nin
deger kiimesi (0, | aralgidir.
Dikdortgenin cevresi
z+y) dir.

=2(z? +v?) Gedesliginden

C=2z+y) =

(z+y)’ +(z-y)’

&:-!I.in=.;\1:-fp.:“ _:_’F

Q zaman,

S'J\'id dr,
Doday=avia
C:mw}‘ l\mdh‘\?:r:ym
elde adifir.
T = v\
P+ = d:]
denklem Sisteminden
;-_-:‘%:gbuiunur.b‘udumma
o_ &
I?wm-
S:
ABC uggeninde [CB] = a.CA = &
ve C = ~ osun.  AC w BC kenarlan

trerinde sirayvia avle A/ ve N noktalan bolunuz

ki MN dogru pargass ABC wggenini iki bilgeve

ayrdifinda bu balgelenin alanlannm oram =™ 1 n

seklinde olsun ( C kogesinden baglayvarak) ve M\

dogru par¢asimn uruniugu en kacuk olsun.
Coxum:

(Sekil-4)
ICN| = r ve |CM] y den M ve
N noktalan belirlenir. S ilgili bdlgenin alamm
gostermek uzere,

Suxc=Sssxu=m:n ve

Sasc = Suxc +Sasxy den

Sasc SasNun n .
=1+ ———=1+—, yani
Su~xc Su~c m
m .
Sunxc = o Sizc bulunur.

S 1
Sasc = jabsiny ve Sync = jrysing

oldugundan
1 m .
—rysiny = -=-absiny, yada
2 m+n 2 )

o




Ty = -ab bulunur.

m+4+n
MNC iiggenine kosiniis teoremi uygulanirsa,

|IMN| = /22 + y2 — 2zy cosy =

V(z - y)? + 2zy — 2zy. cosy

= \/(a:—y)2 +2(1 —cos'y)m_l_n

>92, /=" _ab.sin Y
- m+n 2

ab - sin —
= |MN|(en kiigiik) bulunur.
(Burada (z —y)2 2 0 ve 1—cosy = 2sin? ]

oldugu géz oniine alndi). |MN | nin en kuguk
degeri =y icin elde edilir.

-ab

T =y
Ty = i -ab
m+n

denklem sistemini ¢ozerek, en kiiciik deger icin

l

m+n

T =

-ab=y

bulunur.

Soru 6:

Bir iiggenin bir agis1 4 ve bu agimn karsi
kenari ¢ olsun. Bu iiggenin gevresi en biiyiik iken
diger iki kenarim bulunuz.

Cozim:

Bu iiggenin diger iki agis1 a ve 8 ve bun-
larin kargi kenarh da sirayla @ ve b olsun. O
zaman ti¢genin cevresi ¢ = a + b + ¢ dir Siniis
teoreminden,

a=Asina, b=uasinf, c=Asiny
bulunur. (Burada a = 2R R ise licgenin gevrel
cemberinin yarlgapldlr ) Usiincii esitlikten,

A= 'r bulunur. Dolaylmyla, a= = ¢
sin o, = BIM -sinf ve ¢ = sm'v - (sina +
sin 3) + ¢ dir

F = sina + sinf ifadesinin degeri en

biiyiik oldugundan G en biiyiik degere ulagr.

F=2-sina;ﬂ-cosa;ﬂ
= 2sin ;’7_0080155:2608%_00301;ﬂ

dir.

2cos% > 0 ve cos—é < 1 den F(en
biiyiik) = 2cosl bulunur.

O zaman,

S ¥
C(en biiyiik) = prp 2(:0:4,2 +c

=c(l+ dir

—=)
sin 1

ve cos“—;g=1, yani "'—;g=0 yada a = f igin
elde edilir.

Boylece o = [3, yeni iiggen ikizkenar iken
gevresi en biiyiiktiir. Bu iiggen igin,

P c —_—
=;—F=
251n2

bulunur.

Soru T7:

f(z) =tanz 4 cotz, z€(%,m) fonksiy-
onunun en biiyiik degerini ve bu degeri aldig nok-
tay1 bulunuz.

Cozim:
I yol: z € (3,7) ise tanz < 0 ve
cotz <0 olur. O zaman f(z) < 0 dir.

Dolaysiyla f(z) = tanz + cotz =
—|tanz + cot x|

= —y/(tanz + cot z)?2

—+/(tanz — cot z)? + 4tanz.cot =

= —v/(tanz —cotz)2 +4 < —2 = f(en biyiik)

olur. Esitlik tanz = cotz, yani tan?x = 1 veya
tanz = —1;z € (3,) icin elde edilir. Buradan,
a:=7r—§=--3%r bulunur.
II. yol:
f(z) =tanz+cotz = = + C?Sx = —1—
cost sinz sinrcosz
2
- sin 2z
€ (m,27) den —1 < sin2z < 0 ve f(z) =
= 2z < % = —2 = f(en biiyiik) bulunur.

Bu deger sin2z = -1;2z € (r,2n) igin
elde edilir. Bu da

2z =¥, yani z = 3 oldugunu gosterir.

Soru 8:

f(z) = sinz — \/3cosz;z € [0,7] fonksiy-
onunun ekstremum degerlerini bulunuz.



Cozim:

(Sekil-5)

Daha genel olarak, f(z) asinz +
bcosx;(a,b ve her ikisi de birden sifira esit ol-
mayan) fonksiyonunu inceleyelim.

f(z) fonksiyonunu sabitler /a2 + b2 ile
garpip, bolelim:

f(a:)=\/a.2+b2(\/7$mx+ ,__cos:r)
olur. .
tana = 3 ve
: — b — a
Sina = —==s Ve cCOSQ= ==y

olacak bigimde « agis1 vardir. Gergekten,

2
s 2 [ b a i
sin“ a + cos“ a = (—m) + (—m) =1

= v a? + b?(sinx cos a + cosrsin )
=va?+ b -sin(z + a) dir.

Dolayisiyla f(z) in ekstremum degerlerini bul-
mak, sin(z + c) fonksiyonunu simirlama sorusuna
doniisiiyor.

Simdi ise Soru 8’in ¢oziimiine gegelim:

—\/‘3—: durumu

f(z)

a=1b=
Dolayisiyla
1 3
@)= 2(5 sinz — £ CoS T)
= 2(sinzcos I — cosxsin §) = 2sin(z — ) dir

z €[0,m] den x— § € [SF,m— 3] ve =
sin(z — Z) < 1 bulunur.

Dolayisiyla, —/3 < f(z) < 2 dir.

Boylece, f(en bilyiik) = 2 dir. ve bu deger
sin(z— %) =1,yani 2 - % = 3 veya ¢ = 3L
icin elde edilir; f (en kiigiik) = —+/3 ve bu deger
sin(z—-%) = *?, yani z— % = —% yadaz =0

icin elde edilir.

Soru 9:
f(z) = =&z + ;& fonksiyonunun en
kiigiik degerini ve bu degeri aldigi noktay1 bu-
lunuz.
Coziim:

p#RZ, k=2,FLF2F3,

oldugu agiktir. u?4u? = (u+v)?—2uv Szdesligini

iki defa uygularsak,

sin® z + cos’z _ (sin’ z)? + (cos* 7)?

fle) = sin® z cos® z sin® z cos8

_ (sin*z + cos*z)? — 2 sinz - cos’z
B sin® z cos® =
_ |(sin*vtcos®z)*~2 sin’x - cos’x]*~2sin’z-cos’z
B sin®z cos8z

_ 8. [1-1(2sinz-cosz)?]® — §(2sinz-cosz)*
B (2sinz cos :c)3

5 (1— 3sin 2.7:) Lsin*2z

=2 sin® 2z

223.(1_%'1)2_%'1 — 392

1

bulunur. (Esitsizlik kesrin paym kiigiilterek ve
paydasim biiyiilterek elde edilmistir.)

Dolaysiyla f(en kiigiik) = 32 dir. Bu
deger sin®2z = 1, yani sin2z = F1 igin elde
edilir.

Bu denklemin ¢oziimleri:

2c =(2n+1)5 veyaz = (2n+1)],n =
0,F1,¥F2, -+ noktalarim verir.

Asapidaki sorularin ¢oziimlerini de okuyu-
cuya alhigtirma olarak birakiyoruz:

Soru 10:

Bir kenar1 a ve gevresi 2p olan iiggenlerden
hangisinin alan en biiyiiktiir ve bu deger a nin
hangi degeri igin elde edilir.

Soru 11:

Bir iiggenin iki kenarmmin uzunluklar:
toplam1 k ve bu kenarlar arasindaki ag1 v ise, bu
liggenin gevresi en kiigiik iken kenarlarinin uzun-
luklar nedir?

Soru 12:

Bir iiggenin bir agis1 4 ve bu agidan gikan
yiikseklik h olsun. Bu iiggenin alam en kiigiik
iken, kenarlar1 nedir?

Soru 13:

f(z) = sin®z + cos® z fonksiyonunun ek-
stremum degerlerini ve ekstremum noktalarini
bulunuz.



PISAGOR UCLULERI

Safak Alpay *
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Aralarinda z2 + y? = z? iligkisi olan
(z,y,2) tgliilerine pisagor tigliileri deniyor [1].
Bir dik iiggenin dik kenarlan ile hipoteniisiiniin
boylesi bir iigli olugturduguna dikkat edersek
pisagor icliisii isminin nereden kaynaklandigina
anlariz. Hem Diophantus’un Arithmetica, hem
de Oklid'in Elemanlar adl yapitlarinda pisagor
iigliileri iiretmek icin y6ntem verilir. Keyfi secilen
s ve t tamsaylan ile z = 2st, y = s§° —
t?, z = s +t? biciminde tammlanan (z,y, z)
bir pisagor tgliisiidiir. Pekiyi, acaba tiim pisagor
iigliileri bu bi¢imde betimlenebilir mi? Bu soruyu
olumlu olarak yanitlayan ve Fibonacci olarak bi-
linen Piza’h Leonardo (1175-1250) dur [2].

(z,y,2) bir pisagor uglisi ise her k
dogal sayis1 igin (kz,ky,kz) de bir Dpisa-
gor lglisiidiir. (3,4,5) pisagor iigliisiinden
(6,8,10), (9,12,15), (12,16,20) gibi iiglilerin
yamsira sayilabilir sonsuzlukta pisagor iigliisii
elde edebiliriz.  Pisagor tglilerinin tiimiinii
bilmek bagka pisagor iiglillerinin katlari olarak
elde edilemeyenleri bulmak demektir.

Tamium: Ortak bdlenleri olmayan z,y,z
tamsayilarindan olusan (z,y, z) pisagor iiglisiine
temel (6z) pisagor iigliisii denir.

Ornegin (3,4,5), (5,12,13), (8,15,17)
temel pisagor iigliileri iken (10,24,26) degildir.
Temel pisagor iiglilleri tamm bdylesi iigliileri
olugturan sayilarin ortak bolenleri olmadigim
soyliiyor. Buradan Aritmetigin Temel Teoremi ve
Oklid 6nermesi ile z,y,z sayilarindan herhangi
ikisinin de ortak bolenleri olmadifim (yani, ar-
alarinda asal olduklarini) gosterebiliriz [3].

Temel pisagor iigliilerinin kanitim [3] te bu-
labileceginiz dikkate deger bir 6zelligi vardir.

Onerme: Temel pisagor iigliisii (x,y, 2)
de z,y sayilarindan biri tek, digeri ¢ift sayidir.

Bu onermeden (z,y,z) temel pisagor
ugcliisiindeki sayilarin hepsinin asal olamiyacagim
elde ederiz. (Nasil ?). Ancak z ve z veya y
den birinin asal oldugu temel pisagor iicliileri
vardir.  (3,4,5), (11,60,61) ve (19,180,181)

*ODTU Matematik Bsliimii Ogretim Uyesi

boylesi iigliilerdir. Boyle temel pisagor iigliilerinin
saylabilir sonsuzlukta olup olmadiklarimi bilmi-
yoruz. Temel pisagor iigliisii (z,y,z) de z ve y
sayilarindan sadece biri gift say1 olabilir. Bundan
béyle temel pisagor iigliisii (z,y,2) de z in gift,
y nin tek oldugunu varsayacagiz. Bu durumda
z de tek olmahdir. Tersi durum z ve z’nin en
biiyiik ortak béleninin (z,z) > 2 gerektirir ki, bu
bir celigkidir.

Teorem: Temel pisagor iigliisii (z,y,2),
aralarinda asal s ve t (s >t > 0) sayilan igin

T = 2st, y=s2—t2, z =382 +1

ile betimlenir. s ve ¢t den biri tek, digeri cift
sayilardir.

Kamt: Ik is (z,y,2) gibi keyfi bir temel
pisagor iigliisiiniin, bulunabilecek s ve ¢ igin
yukaridaki gibi oldugudur. y in gift, ¥ ve z’nin
her ikisinin de tek oldugunu varsaydigimizdan
z 4y ve z —y sayilan ciftirler. Bu nedenle, u
ve v dogal sayilan igin z+y=2u ve z—y=2v
alacagiz. Simdi z? + y% = 22 esitligini

=2 -y =(2+y)(z—v)

bi¢iminde yazip, 4 ile bolerek

= uv

Ty _2+Y,2-Y
Gy =EENEsY
buluruz. (u,v) = d deyip, d > 1 varsayahm.
d|(u — v),d|(u + v), bagka bir deyisle, d|y,d|z
olacagindan, bu varsayahm bizi (y,2) # 1
aykinhgna gotiiriir. Yani (u,v) = 1 olmahdir.
Aralarinda asal olan iki saymin ¢arpim bir ka-
reye esitse kendileri de kare olmalhdirlar (!). Bu
gercgegi u, v ¢iftine uyguluyarak v ve v’nin her ik-
isinin de kare olmasim buluruz. u = s?, v =12
diyelim ve bunlar yerlerine koyahm.

z = utv=s®41t
Yy = u—v=g—t
= 4uv =4s%? veya 1z =2st



buluruz. s ve ¢ nin ortak bédlenleri y ve z y yi
de béleceklerinden (y,z) = 1 gergegi (s,t) = 1
gerektirir. s ve t sayilarimn her ikisinin de cift
veya tek olmasi y ve z yi cift yapacaklarindan s
ve t sayllarinin biri ift, digeri tek olmahdr.

Kamtta geri kalan tek gey kogullan
saglayan (r,y) (Ugliisiinin pisagor iigliisii
oldugudur. Bunu kendiniz yapabileceginiz gibi,
[3] te de bulabilirsiniz. Asagidaki Gnermenin
kamt1 da [3] de bulunabilir.

Onerme: (z,y,2) temel
iglisiinde = veya y,3 ile boliinebilirdir.

Matematik yarigmalan yiizyillar boyunca
yaygin bir eglence tiirii ve yarigmacilar iginse ek-
mek kapisi olmugtu. Fibonacci’nin béylesi bir
yarimada ¢ozdigii soru onun pisagor iigliileri
hakkinda bilgi sahibi oldugunu gosteriyor.

Soru: z%+5 ve 22 —5 sayilarinin rasyonel
sayilarin kareleri oldugu bir = sayis1 var midir?

Yamit: Coziim, rasyonel sayilar kiimesinde
arandigindan z, @ = 2245 ve b = 22 - 5
sayilarim paydalar1 ayni olan

pisagor

_n o m . h
d’ T d T d
olarak alahm. Bu degerleri yerine koyarsak
(1) % +5d%> = a? (2) 22 —5d% = b2
buluruz. (1) — (2) ifadesini hesaplarsak

10d? = a2 — b2 = (a1 + b1)(a1 — b1)

buluruz. Sol taraf ¢ift oldugundan, a; ve b
sayillarinin her ikisi de ya tek, ya da cifttirler.
Dolayisi ile a; —b; ¢ift bir sayidir. S§imdi a;—b; =
2k diyelim. Buradan

T

a1 +b = L
1400 = —
elde ederiz. a; ve by igin ¢ozersek
5d° 5d°
o=tk hi=gp -k
bulur. (1) ve (2) de yerine koyarsak
5d? 5d?
2 _ > 2 4 542 4 k2
3 + 5d° (2k+k) (Zk)+d+
5d? 5d?
- 2 _ dadB A VA Gl 2 _ g2 k

Son egitlikleri topliyarak

bulunur. Bu esitlik (k, 52;‘,:,3:1) iigliisiinii pisagor
iigliisii oldugunu soyler. Dolaysi ile temel bir pi-
sagor iigliisii (2mn,m? — n%,m? + n?) ve bir ¢
tamsayis igin

k = (2mn)t, %{i—z = (m? - n?)t,z; = (m? + n?)t

saglanmalidir. Ik iki esitligi carpip, k saysim
yok edersek 5d° = 4mn(m? — n?)i* buluruz.
Simdi aramamiz gereken hangi m ve n tam-
sayllan icin sag tarafin bir karenin 5 katinmn
oldugudur. Ise, m = 5 alip, baslarsak

d? = 4n(5% — n?)t?

buluruz. Sag tarafin kare olmasi igin n = 4
alalim. Bundan

d? = 4-4(5% — 4%)t? = 16 - 9t* = (12t)°
bulunur. m ve n’nin bu degerleri

z1 = (m? +n?)t = (5% + 4%)t = 41¢

veya
=2 ATk 4l
d 12t 12
Verir.
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HARFLERLE SAYI YAZILISI, COZUM

R. Ilknur Kogak *

ﬁ

Sayfa 4 teki yazinin devamudir.

Harflerin degerlerini tahmin ederek su
sekilde 29’a kadar ulagabildim:

b =-3 k=-8 d=38
i=5 =2 6=-6
r=-1 c=1 t=3
u=-34 n=-15 m = 27
e=10 1=-7 s=-17
g§=-2 1=6 z =18
a=/4 y=-16 o=25

Fakat sistemli bir sekilde tam bir ¢oziimii
nasil saglayabiliriz. Ik olarak, ulagabilecegimiz
en biiyiik say1 kag olabilir? Bu soru iizerinde bi-
raz diigiiniince 199 sayisinin elbette bir {ist simir
olabilecegini bulabiliriz. 200 sayisim elde et-
mek imkansizdir; ¢iinkii bu sayinin harf degerleri
toplami 102’dir. Ornegin: i = —3 i =30

k=38 z=20 y = 50 olsun.
Ozaman:i + k +i=-3+8-3=2

y+i+2z=50+ 30 + 20 =100
i+k+i+y+ii+z=-3+8-3
+ 50 + 30 + 20 = 102

199 sayisina ulagabilmemiz igin gereken
farkll denklemlere bakmamiz gerekir. Denklem-
ler s6yle gosterilmistir:

b+i+r=1
2i+ k=2
ii+¢=3
d+6+r+t=4
b+e+s=5
at+l+t+1=6
Y+e+d+i=T

N oo
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8. s+e+k+i+z=8

9. d+o+k+u+z=9

10 o+mn=10

11. y+2i+r+m=20

12. o4+t4+u+z=30

13. 2k+14+r=40

14. e+21+4+1=50

15, a+l+t+m+1+5=60
16. y+e+t+m+i+sg="70
17 2s4+2e+k+n=280

18. d+o+k+s+a+n=90
19. y+ii+z=100

Elimizde 19 farkh denklem vardir. Bu
denklemlere matematikte “Lineer Diyofantin
Sistemi” denir. Bu gibi sistemlerin ¢dziim
kiimesinde sadece ve sadece tam sayilar istenir.
11, 94, 187, ... gibi sayilar yukandaki listede yer
almady; giinkii bu sayilar yeni bagimsi1z denklem-
ler olugturmuyor. Bunlar mevcut denklemlerin
toplanmasiyla elde edilir. Ornegin, 11 sayis1 2
denklemin, on ve bir, toplamidir: 0 + n + b +
i + r = 11. Yine aym gekilde 6rnegin 187 sayisl
3 denklemin, yiiz, seksen ve yedi toplamidir.

Simdi 199 sayisina ulagabilmemiz igin
gereken degisken sayisina bakalim:

a, b; S da €1, ia k, l: I, n,

Ololr)s!§)t!u7uJY’z

harflerinin sayis1 21'dir. Elimizde 19 denklemin
ve 21 degigkenin olmasi nedeniyle her 19 degiskeni
diger 2 degisken cinsinden bulabiliriz. Ben e
ve ¢ degigkenlerini parametre degiskenleri olarak
sectim. 19 denklemin bu 2 parametre degigkeni
cinsinden yazihg! agagidaki gibidir.



b+i+r=1

2i+k=2

i=3-¢
d+o+r+t=4
b+sg=5-e
a+l+t+1=6
y+d+i=T-e
s+k+i+z=8-e
d+o+ktu+z=9
10. o+ n=10

11. y+2i+r+m=20

12 o+t+u+z=230

13. 2k+14+r=40

14. 21+i=50—e

15, a+14+t+m+1+g==60
17 y+t4+m+i+s=T70-e
18. s+k+n=80-2e

19. d4+o+k+s+a+n=90

©PNDC

19 denklemi ve 19 degigkeni, 2 degigkeni
parametre olan, bu sistemi ¢oziim kiimesinde
sadece tam saylarin bulunacagim imit ederek
matris teknikleriyle ¢ozdiim. A, katsayilarin
19 x 19 kare matrisi olsun; B, 19 degigkenin 19x1
siitun matrisi olsun; ve C, parametrik ifadelerin
19 x 1 siitun matrisi olsun. O zaman yukanda
gosterilen denklem sistemi AB = C seklinde
yazilabilir. Eger A matrisinin tersi olan A~!
matrisi varsa matris denkleminin her iki tarafim
soldan A~! ile carpabiliriz. A"*AB =A"1C ve
B = A~1C. Boylece 19 degiskenin siitun matrisi
buluruz.

Bu sistemin olusturdugu 19 x 19 kare mat-
risi tersine gevirebilmek igin Lotus 1-2-3 adh
bilgisayar programindan yararlandim. Bu ma-
tris iglemlerinin hepsi tamamlandiktan sonra sis-
temimiz goyle ¢oziimlenir:

b=-3075-¢-15e
r = 301.5+ ¢+1l5e

i=30-¢
=7
d=37

6 = -380.5—-¢-15e

t =46

k=-12

g§ =312.5+ ¢ +05e
a=176 + ¢ + 2e

1=215-05e
1=-237.5—-¢-15e
y=-31—e
s=-121-¢g-2e
z=134-2¢+ e
0=-324-2¢-2e
u=174+¢+e

n=334+2¢+2e
m = —258.5—- ¢—-05e

Bu sonuglar gosteriyor ki e degigkeni tek
bir tamsay1 ve ¢ degiskeni herhangi bir tamsay1
oldugu siirece bu 19 degigkenin aldig1 tamsay
degerleri buluruz:

b = -309 k=-12 z =135

r = 303 g =313 o= -326
=3 a=178 u=175
i=7 1=21 n = 336
d =37 1= -239 m = —259
o= —382 y=-38 e=1

t =46 s =-123 ¢c=0

¢ degigkenini bagka bir tamsayr ve e
degigkenini bagka bir tek tamsayr secerek yeni
bir ¢oziim kiimesi elde edebiliriz. Ve ilging olan
nokta su ki, her bir ¢oziim kiimesinde i, d, t,
k degiskenleri sabit degerlere sahip olurlar. Al-
fabedeki her harfin tam say1 degerlerini tahmin
etmeye caligan bir insamn sabit degerlere sahip
olan bu degiskenleri dogru olarak tahmin etmesi
gerekir. Aksitakdirde higbir zaman 21 degigkenin
degerini bulamayabilir.

Simdi size heniiz incelemedigim bagka bir
soru.  Sifirdan 199’a kadar sayma sayilarin
yaziligin1 saglayabilir misiniz?

Tiirkgenin bu oyundaki zenginligini an-
ladlm. Oyunun fikri alman Ian Stewart'mn
makalesinde, yazar tam sayilarm Ingilizcedeki
yazihginda 12 sayisimin en kiigik st smur
oldugunu kamitlamig. Yazar ayrica Fransizcada
sadece 0 dan 13 e kadar ve Almancada sadece
1 den 29 a kadar sayilarin yazlabilecegini
kamtlamig. Ben bu oyunda Tiirkgede 1 den
199 a kadar sonsuz ¢oziim kiimelerinin oldugunu
gosterdim.



GRAFIKLERI TASARLANAMIYAN SUREKLI

FONKSIYONLAR

Nurettin Ergun *

e e e T Y T S

Gergel degiskenli ve gercel degerli
sirekli bir fonksiyonun grafiginin hig kesiklilik
gostermeden, hi¢ sigrama ve atlama yap-
madan kisacas: elin hi¢ kaldinlmadan cizilmesi
gerektigini hepimiz biliriz. Peki ama boyle bir
siirekli fonksiyonun, tammlandigi arahgin her-
hangi bir alt araliginda ne sabit kalan, ne
monoton artan ne de monoton azalan bir grafige
sahip olmasi olas1 midir?

Bu nitelikteki bir fonksiyonun grafigini kor-
kung ve sonsuz siklikta, diigiinsel olarak tasar-
lanamaz, bagka bir deyimle akil erdirilemez bir
bigimde titregimler ya da salimmlar yapmasi
gerektigini diigiinebiliriz. Ama grafigin, sonsuz
kiigiik uzunluktaki bir alt arahkta bile, kesiklilik
gostermeden, sigrama ve atlamalar yapmadan
inip gikmasi ya da sabit bir degerde gitmesi
nasil gergeklegecektir? Ciinkii grafigin herhangi
bir alt aralkta azalmasi1 ya da artmasi ya da
sabitlenmesi istenmemektedir! O halde béyle bir
grafige sahip siirekli bir gercel degerli fonksiyonun
var olamiyacag yargisina varabilirsiniz. Oysa
var olduklann bu yazida oOrneklerle gosterilecek
olan bdylesi fonksiyonlarla, onyedinci yiizyil or-
tasindan beri biiyilk matematikgilerin gogunu
ugragtiran agagidaki su olaganiistii ilging sorunun
¢oziimii sik1 bigimde iligkilidir:

Soru: Tamwmlandijn aralikteki tim nok-
talarda stirekli olan oysa bu arahgin hi¢c bir
noktasinda turetilemiyen (tirevi olmayan) gergel
degerli bir fonksiyon var madir?

Higbir noktada tiiretilemeyen siirekli gercel
degerli bir fonkisiyonun, uzunlugu ne denli kiigitk
olursa olsun bir alt aralikta bile) monoton art-
mas! ya da monoton azalmasi ya da sabit ol-
mas1 soz konusu olamiyacaktir. Ciinkii, bir
arahikta sabit olan (sabit bir c¢ degerinde gi-
den) bir fonksiyon bu arahgin her noktasinda
turetilebilirdir ve tiirev degeri sifirdir. Ayrica
bu yiizyihn baginda kamtlanan ilging sonuglardan
birisine gore, gergel degerli bir fonksiyon, mono-
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ton oldugu bir aralikta (tiim noktalarinda siirekli
olmasa bile) bu arahktaki pek ¢ok noktada
tiiretilebilirdir.

Siirekli oldugu arahgin pek ¢ok nok-
tasinda tiretilemiyen gergel degerli baz
fonksiyon oOrneklerini saninm ¢ogumuz biliriz.
Bunlara tipik bir 6rnek

g(z) = min{z — [z],[z] + 1 -z} (z€R)
={:L'—k ; T €[k k+1]
k+l-z ; zelk+i,k+1]

fonksiyonudur. Burada [z] = max((—oco,z] N
Z), herzaman oldugu gibi z gergel sayisimn
tam degerini gostermektedir. Testere diglisi gibi
bir grafige sahip oldugu igin g fonksiyonuna ki-
mileri testere fonksiyonu adim verir. Kolayca
gozlenebilecegi gibi g fonksiyonu simirhdir, giinkii
her z gergel sayis: icin 0 < g(z) < ; gergeklenir.
g(z) gergel say1s1 ashnda z ile ona en yakin tam
say1 arasindaki uzakhk degeridir. Tim gergel
sayllarda siirekli olan bu fonksiyon ( |g(z) —

(ke Z)

. 1 3 5
9wl < o -yl gergeklenir) F2,%5,F5,-
rasyonel sayilarinda tiiretilemez, ¢iinkii kolayca
gozlenebilecegi gibi, k € Z igin

i SEtath)—glk+3)
h—0+ h

k+ 1 - 1
i glk+5+h) 9(k+2)=1
h—0— h

gerceklenmektedir. Burada yeri gelmigken, her-
hangi bir = gergel says: i¢in, ona en yakin tam
sayly1 k; ile gosterirsek, bir -3 < B, < 3
sayesinde z = k,+f; yazihginn gegerli oldugunu
gozleyiniz. Evet, gimdi sorumuza geri dénelim.
Tamml ve siirekli oldugu arabhgn hig bir nok-
tasinda tiiretilemiyen gergel degerli bir fonksiyon
var midir?



Liitfen dikkat: Bu nitelikte bir fonksiyon
bulunabilirse, aym nitelikte sonsuz goklukta
fonksiyonun varhf kolayca gosterilebilir! Nasil
mi? Bu garip nitelikteki bir f fonksiyonu ile,
derecesi ve katsayilari ne olursa olsun, herhangi
bir p polinomunun toplami olan f + p gergel
degerli fonksiyonu da siirekli olmasina karsm,
sozii edilen arahkta hi¢ bir noktada tiiretilemez;
neden? Uzatmadan soyliyelim: Bu nitelikte
fonksiyonlar vardir! Bu yamt: iki bigimde
verebilirsiniz.  Ya Cek matematik¢i Bolzano
ve usta Alman matematikcileri Riemann ve
Weierstrass’in ondokuzuncu yiizyihn ortalarinda
yaptiga gibi bu nitelikteki baz1 somut fonksiyon
ornekleri vererek ya da Polonyalh usta matem-
atik¢ci Stefan Banach’'n 1920 yihnda yaptig
gibi, bu nitelikte fonksiyonlarm var olduklarim
bir varhk teoremi ile kamtlayarak. Banach'n
dahiyane kamitlamasim burada vermek dogrusu
pek olanakh degildir, ciddi diizeyde topoloji bil-
gisi gereklidir. Biz bu yazida yalmzca tarihi
baz1 ornekleri incelemek istiyoruz. Oncelikle
Weierstrass'in 1875 yihinda verdigi su orneklere
bakalim:

flz) = ia" cos(N*rz) (0<a<1)
k=0
> sin(k?.

h(z) = Ef’_(:z_x)

k=1

Bu fonksiyonlar R kiimesinde yani (—o00,00)
arahginda tammh ve siireklidirler, oysa higbir
gercel sayida tiiretilemezler. Boyle fonksiyon-
lara, matematikte, heryerde siirekli hi¢ bir yerde
tiiretilemiyen fonksiyon denir. f fonksiyonunun
tamminda kullanilan a pozitif sayis ile

l+3_7r<N

kogulunu gergekleyen ve tek bir dogal say1 olan
N sabittir. h fonksiyonunun istenilen nitelikte
olduunu, gok ugrasmasma kargin Weierstrass
kanitlayamamig, onun bu 6zelliklerini usta Ingiliz
matematikgi Hardy 1916 yiinda kamtlamgtir.
Hardy iistelik 1 < aN gergeklestiginde bile
f fonksiyonunun istenilen nitelikte oldugunu
gostermigtir.  Ilgilenenler onun [1] makalesine
bagvurabilirler. Biz bu yazimizda 6nce yukardaki
f fonksiyonunu ardindan da daha kolay bir bagka
ornegi inceleyecegiz. Agikca sOylemekte yarar
vardir: Bu yazida limit kavram ciddi bir sekilde
kullamlmaktadir. Kamtlamalarin gii¢ olmadigim
soyleyebiliriz. Sakin okumaktan vazgegmeyin!

Kamitlamalar
Once sunlan gozleyelim. Eger f, gercel
degerli siirekli fonksiyonlar: bir M sabiti icin

Herz €R igin |fa(z)| <M

ve a sabit gergel sayis1 da 0 < a < 1 kogulunu
gergekliyorsa,

o0
F(z) =Y a*fi(z)
k=0
seklinde tammlanan gergel degerli F' fonksilyonu
-a
heryerde hem smurhdir, giinkii |F(z)| <
gerceklenir; iistelik siireklidir ciinkii

o0

<Y a¥fi(z) = fi(o)|

k=0

|F(:r F(.’Eo

nedeniyle o gergel sayisinn uygun bir
(zo — be, To + 6¢) civarindaki her z igin
|F(9:) F(z0)| < € gergeklenir. Nasil m? Once
0<aX < féll_l_—;}j kosulunu gercekleyen, yeterin-

ce bilyitkk K dogal sayis1 belirlenirse

Z a*|fi(z)—fil(zo) < 2M ) a* 2Ma

k=K k=K

Mlm

esitsizlikleri her z gergel sayis: igin gegerli olur.
Sonra fi (k = 0,---,K — 1) fonksiyonlarimn
zo noktasinda siirekli olmalar1 nedeniyle z €
(zo — bk, To + 6k) ise |fi(z) — fr(zo)| < 3% ola-
cak bigimde pozitif §; sayilan belirlenir. Eger
0 < 6 < min {&,é1, --,6kx-1} segilirse, her

T € (z9 — 8,20+ 6) ve 0 < k < K —1 igin
|fe(z) — fx(zo)| < 33 olur, neden? Sonugta bu
z ler igin
K-1 :
|[F(z) - Flzo)l < ) a*|fule) = fulzo)l + 5
k=a
K-1
< | fe(@) — fi(zo)l + 5
k=0
< fif.
273~ ¢

bulunur. Demek ki F' fonksiyonu, herhangi bir
zo gercel sayisinda siirekli olmaktadir.

Simdi de gunlan gozleyelim. Yukarida ve-
rilen f fonksiyonu tiim yukanda anlatilanlar ne-
deniyle heryerde siirekli ve iistelik simirh bir gergel



degerli fonksiyondur, neden? Bundan sonrasinda
z gelisigiizel ele alnan ama sabit tutulan bir
gergel say1y1 gosterecektir. Dikkat edilirse

flz + h) f(z) _ LR (1)
olup, burada
Sn(h) _ n-1 o COS(N"W(J; +h)) - COS(Nk'.'I’:L')
2 :
_ v cos(N*m(z + h)) — cos(N*rz)
Rn(h) = ;J ;

yazilmigtir. Bir kez daha amimsatalim: Pozitif h

lerle oynayacagiz, = gergel sayis1 artik sabit tu-
tulmustur.

cos(N*r(z + h)) — cos(N*rz)
h

Nz sin(N*r(z + hi))

gerceklesecek bicimde bir 0 < hi, < h var

oldugunu Ortalama Deger Teoremmden biliyoruz.
O halde 0 < h ne olursa olsun

n—1
ISa(R)] < - (aN)¥|sin(N*n(z + )|
k=0
< n_l(aN)k=W((Zﬁ)i‘1‘1)
k=0
n(al)"
< aN -1

gerceklenir. Her k dogal sayis: igin.
Nfz = a + Br,ar €EZ

ﬁkE[——-

gerceklendigini daha Once gozlemistik.

a1 - B) icin gy < hx < oir
ile

by
ve dolayis:

< — < 2N*

2Nk 1
3 hy —

()

gecerlidir. §imdi amacimz |R,(h,)| > —(J

gostermek olacaktir. Tim k > n dogal saylla.n
igin

Nkajr(z: + hy) = Nk'"Tr(N"m +1-3,)

= Nk*“n'(l + ayp)

ve N dogal sayisi ile onun tiim dogal say1 kuvvet-
leri tek oldugundan, her k € Z igin coskn
(—1)* bagmtis: yardim ile

cos(N¥n(z + hy)) = cos(N* " 7(1 + a,))
= [ e
- (_1)1+a,.,
cos(N*rz) = cos(N* "n(an + Bn))
= cos(N*"a,n) - cos(N*"B,x)
= (-1)* -cos(N*™xg,)
ve sonugta
— (=1)*2(1 4 cos(N*~"xp,))
[Ra(ha)| = kZ" =

hl . Z a*(1 4 cos(N*~"x3,))
" k=n

bulunur. Bu son yakinsak serinin tiim terimleri
pozitif olduklarindan (neden?) bu serinin toplamm
ilk teriminden biiyiiktiir, o halde

2(aN)™

Ra(hy)| > —l—a“(l + cos(75,)) > e > 7

bulunur. Dikkat 0 < cos(mf,) kullanildi, ¢iinkii
—3 < mfn < § gegerlidir. O halde |a+b| >
|a| — [b] nedemyle sozii edilen = gergel says1 igin

f@+hn) - f(2)

- > |Ra(hn)] = |Sa(hn)|
2(aN)* mw(aN)"

- 3  eN-1

= (aN)“(§ b NW_ 7) = c(aN)"

bulunur. Burada c sabiti N dogal sayisinin
se¢iminden 6tiirii pozitiftir ve 1 < aN oldugu
igin sonugta, n — oo igin h, — 0 ve

f(z)

]

lim flz+ h;:l -

+o00

n—oo

gerceklestigi anlagihir. Boylelikle heryerde siirekli
olan sinirh f fonksiyonunun, gergekten, ele alinan
herhangi bir gergel sayida tiiretilebilir olmadigim
anlanz. Bu yazinin son kisminda benzer nitelikte
olup incelenmesi biraz daha kolay bir fonksiyonu
gorelim. Bu yeni fonksiyon, 4 < N kosulunu



gergekleyen sabit tutulmus gift bir N dogal sayis:
yardimiyla tammlanan

oo k
fe) =3 () et @eR

k=0
fonksiyonu olup, burda ¢ fonksiyonu

(z) = z -2k ;T € [2k,2k + z]
PE=\ 2%k+2-2 ; z€[2k+1,2k+72]

seklinde tamimlanan ve her z gergel sayis igin
0 < ¢(z) < 1 gergekledigi kolasca gozlenen
bir bagka testere fonksiyonudur. Dikkat edilirse
¢ fonksiyonu, [-1,1] arahgindaki |z| fonksiy-
onunun, tiim gergel sayilar kiimesine 2-periyodlu
olarak genigletilmisinden bagka bir gey degildir.
z,Y € Z ne olursa olsun.

p(z +2) = p(c),

le(z) — ()] < |z -yl (%)

gerceklendigi kolayca gozlenecektir. Ozel olarak
x ve y iki ardigik tam say1 arasinda yer aliyorlarsa
lp(z) — (y)] = |z — y| gergeklesmektedir.
Tim bu nedenlerden &tiirii bu yeni f fonksi-
yonu (—o00,00) gergel sayilar kiimesinde siirekli
ve smurh olur, neden? Simdi yine z gergel
sayisim sabit ahp, 6nceki ornekte oldugu gibi (1)
bagintisimi g6zéniine alahm. Once
- N"z)

hn = grsgn(z + V2] (n € |N])

2Nn

rasyonel sayillarim1 tammlayalim; Kosgeli parantez
yine tam kisim degerini gostermektedir. Dikkat
edilirse tamimda gegen igaret (signum) fonksiyonu
nedeniyle ya

[N"z] < N"z < N*(z + hs) < [N"z] +1
ya da

[N"z] < N*(z + hp) < N"z < [N"z] + 1
gergeklenir; bagka bir deyimle, ardigik iki tam say1
arasinda yer alan bu gergel sayilardaki degerleri
icin ¢ fonksiyonu

lo(N"(z + hn)) — o(N"

gergekler. Dikkat edilirse her k > n icin

z)| = N"|hn|

lNk_"

Nk($+hn)=Nk.T:F2

gerceklegmesi, N ve 3N*" dogal sayilanmn
cift ve ¢ fonksiyonunun 2-periyotlu olmasi ne-
deniyle, sonugta her k > n igin (N*(z+h,)) =
¢(N*z) bulunur. O halde bu f fonksiyonu igin,
yukaridaki gosterimle, Rn41(hn) = 0 ve sonugta,
yine |a + b| > |a| — |b| esitsizligini asagdaki ilk
esitsizlige gecerken kullanarak

f(z+ha) - f(z)
ha

= |Sn41(hn) + Rnta(

hn)l Z |Snt1(hn)|

p(N*z)

2N -1, 0(N¥z+ hy)) —
Dl o

k=0

(N_ 1)n @(N"(z + hn)) — p(N"z)
N hn

Z(N 1 ,,cp(N"‘(:c+h;3)

¢(N*z)

v

(N-1)

Z(N—l

N-1)+1 1

W - I)HH 53" (n€eN)

N
<

I/\ “"

bulunur, ¢iinkii 0 < k —1 igin (%) nedeniyle

N —

( ) (,O(Nk(ﬂ:‘i‘hn)) _w(Nkm)
N

hn

< (N-1)f

gecerlidir. Demek ki n — oo igin yine

f(w‘l'hn) —f(.i,")
hn

h, =0 — +00

olmaktadir. Kisacas1 bu f fonksiyonu da hig bir
z gergel sayisinda tiiretilemez! Evet, ne dersiniz,

f(z) = Z 13 1r:c)

k=0
flz) = 4" zeR
@ ,,Z( )<P( @eR)

fonksiyonlarinin grafikleri acaba neye benzer?

KAYNAKCA

(1] G.H.Hardy, Trans.Amer.Math.Soc. 17(1916),
301 - 305



PROBLEMLER VE COZUMLERI
“

ALISTIRMA PROBLEMLERi

A136. Bir torbada baslangicta a tanesi
kirmizi, b tanesi beyaz ve ¢ tanesi de siyah ol-
mak iizere toplam 20 top bulunmaktadir.

(i) Beyaz toplarn sayis1 iki katina
cikarildiktan sonra torbadan rastgele gekilen bir
topun kirmizi olmas: olasilifinin, baglangigtaki
torbadan rastgele cekilen bir topun kirmiz1 olmas:
olasiifindan 3= daha az oldugu ve

(i) torbadaki biitin kirmiz toplar
cikartihp geri kalanlar arasinda rastgele bir top
¢ekildiginde bu topun beyaz olmasi olasihginin,
aym cekiligin baglangictaki torbadan yapildiga

durumdakinden ;; daha fazla oldugu bilinmek-

tedir.
a,b ve c yi bulunuz. (I. Ulusal Ortaokul
Matematik Olimpiyat sinavindan)

A137. Yalmzca 1,6 ve 9 rakamlan kul-
lanilarak yazilan pozitif tam sayilan

1,6,9,11,16, - -

diye kiigiikten biiyiige dogru dizelim.

a) 1996 mn bu dizinin kaginci terimi
oldugunu bulunuz.

b) Bu dizinin 1996 mnc1 terimini bulunuz.

(I. Ulusal Ortaokul Matematik Olimpiyat
sinavindan)

A138. ABCDE diizgiin_ besgeninin
icindeki bir F noktasi igin m(FDC) = 66°,
m(FBC) = 60° ise AFE agis kag derecedir?

A139. B ags1 dik aq olan bir ABC
licgeninin i¢ teget cemberinin merkezi I, [AI
ve [CI nin [BC] ve [AB] m kestigi noktalar
E ve D, E ve D den ig teget cembere gizilen
tegetlerin hipoteniisii kestigi noktalar K ve L ise
tan(KBL) kagtir?

A140. ABCD konveks _bir dortgen,
kogegenlerin kesigim noktass1 E, ADB = ACD
ADC = DAC ve DBC = DCB ise % e

ED
ifadesinin degeri nedir?

YARISMA PROBLEMLERT}

Y136.
koklerinin

z? — 4z — 2 = 0 denkleminin

(22 -3z-2)2-3(z2 -3z -2)=2+z.

denklemini de sagladigm gostererek ikinci denk-
lemin tiim koklerini bulunuz.

Y137. a,b,c gergel sayilan igin 8a + 4b+
2c = 0 ise az® + bz? + ¢ = 0 denkleminin [0, 2]
arahfinda en az bir kokii oldugunu gosteriniz.

Y138. Bir ABC egkenar iiggeninin ig
bolgesinde m(APB) = 150°, |AP| = 2v/3 cm
ve |[BP| = 2 cm olacak bigimde bir P noktas:
ahmyor |PC| yi bulunuz. (I. Ulusal Ortaokul
Matematik Olimpiyat sinavindan)

Y139. Herhangi bir ABC iiggeninin ig
bolgesinde, DAB = DBC 2= DCA olacak
bi¢imde birtek D noktasinin bulundugunu ispat-
layiniz. cot(DTB) nin bu iiggenin alam ve ke-
narlar cinsinden degerini bulunuz.

Y140. Bir ABC iiggeninin [AB],[BC] ve
[CA] kenarlan iizerinde sirasiyla |DB| = 2|DA4|,
|EC| = 2|EB|, |FA| = 2|FC| esitliklerini
saglayan D,E,F noktalan almyor. ADF,
BED, CEF iiggenlerinin cevrel gemberleri eg

ise bu iliggenlerin i¢ teget cemberlerinin de es
olacagim ispatlaymz.

COZUMLER

Okuyucularimizin yolladir  ¢oziimlerle
dogru ¢ozenlerin listesini iceren dosya bir
yanhghk sonucu odamdaki temizlik sirasinda
kaybolmugtur. Bu nedenle 126 - 130 ve 131
- 135 numarah Alstirma ve Yarisma Problem-
lerini ¢dzenlerin isimlerini veremiyoruz. QOkuyu-

cularimizdan ve ¢éziim yollayanlardan dziir di-
lerim.

A .Erkip



A126. 32n — 7 = m? kosulunu saflayan
sonsuz sayida (m,n) tamsayi cifti oldugunu
gosteriniz. (Burhan Burseui)

Cosiim: (5,1) siral ikilisi istenen kogulu
sagladi goriiliir. k € N olmak iizere m = 5+16k
olsun.

m? = (5+16k)*> = 25+ 160k + 256k
= 32(1+5k+8k%) -7

oldugundan (5 + 16k,1 + 5k + 8k?) de verilen
kogulu saglar; bu tiir sonsuz goklukta sirah ikili
vardir

A127. (Cevresi bir birim olan ikizkenar
ticgenlerden alam en biiyiik olam bulunuz.

Coziim: Ucgenin kenar uzunluklarim
z,z ve 2y ile gosterelim. Cevre 1 birim
oldugundan =z + y = % dir. Uggen ikizkenar
oldugundan 2y uzunluktaki tabana ait yiikseklik

h=al—y? = \JG-9)? -9 = i-v

ve alan A = yi/3—y dir; y degeri (0,3)
aralifinda degigir. Aritmetik-Geometrik Orta-
lama egitsizliginden

A _yyd o (EHEG-u) L
4 22 ¥= 3 T 128
yani A < ﬁ bulunur. Egitlik hali ¥ = £ =
—y, yani y = % iken vardir. Bu durumda
=d = % iicgenin kenarlan z,z,2y ise

Sonug olarak gevresi 1 birim ikizkenar
iiggenler icinde alam1 en biiyilk olam egkenar
iiggendir, en biiyiik alan degeri ﬁ tir.

A128. iki merkezli bir ABCD
dortgeninin alam S, kogegen uzunluklan e, f
ise

ef > 28
egitsizligi saglanir ve egitlik ABCD harmonik bir
dértgen ise gegerlidir. (Dinger Akay)

Coziim. Kenar uzunluklan a,b,c,d olan
iki merkezli bir dértgende alan

S = Vabed

dir. Séz konusu dértgen, bir kirigler dortgeni olup
Ptolemy teoremi geregince

ac+bd =ef
gartim saglar. Aritmetik - Geometrik Ortalama
Esitsizliginden

ac-;bd s wabed

ve buradan

ef > 28

elde edilir. Eger dortgen harmonik bir dortgen ise
ac = bd olacagindan egitlik gegerli olur.

A129. Her noktada tiirevli ve her z,y € R
igin f(z +y) = f(z) + f(y) + 7y Ozdesligini
saglayan biitin f : R — R fonksiyonlanim bu-
lunuz.

Co6ziim: Fonksiyonun = noktasinda tiirevi
oldugundan

i fE+9) - £(a)
y—0 y
_ i JW) 7Y

y—0 y
= limﬁy—')-
y—0 Yy

fi@) =

+z=b+z

bulunur. (Son egitlikten b = limy .o ﬁfl limi-
tin varhg goriilmektedir.) Integral alarak f(z) =
ct+bz+ ”2—1 seklinde oldugu, verilen bagintida yer-
ine koyarak da ¢ = 0 ve b nin keyfi olabilecegi
goriiliir. Aranan fonksiyonlar b bir keyfi sabit ol-
mak iizere f(z) = bz + %2 geklindedir.

A130. Herhangi bir ABC iiggeninin
cevrel cember merkezi O, yaricapr R, igteget
gember merkezi I ve yaricapi  olsun. [OI]’'min
ortasiin kenarlara uzakhgnim toplam 7(R+4r)
dir. Kamitlaymz. (Ergtin Yaraneri)

Coziim: I ve O noktalarindan BC ke-
narina indirilen dikmelerin ayaklarn D ve A; ol-
sun. IDA;O bir dik yamuk olup [OI] mn orta
noktasindan BC' ye indirilen dikmenin uzunlugu
bu yamugun orta tabammin uzunluguna esittir.
Bu uzunlugu z ile gosterelim. Diger dikmeler de
sira ile y, 2z olmak iizere,

2z =7+|0A1|, 2y =7 +|0By|, 22 =1+ |0C,|

ve |OAy| 4+ |OBy| +|0Cy| = R+ r dir. Buradan

1
:r+y+z=§(R+4r)

bulunur.

Y126. f : R — R ve dishiikey olsun.
Eger f'nin aldifh degerler alttan ve iistten suurh
ise, f'min sabit oldugunu gosteriniz. Digbiikey
fonksiyonlar icin [1]’e bakimz.

30|



Coziim: Disbiikey ve simirli bir fonksiy-
onun sabit olduéunu gosterecegiz. Bir a < b

ikilisi icin f(a) # f(b) oldugu alim.
h= f(b) — f(a) > 0 ise FET ey

1
b——a-}-

5 (2b —a)

oldugunda.n disbiikeylikten f(b) < 1f(a) +
37(2b - a) bulunur. Terimleri yerlestirirsek bu

2(f(8) - f(a)) < f(2b—a) - f(a)
seklinde yazilir. Simdi by = b ve n > 0 igin

bn+1 = 2b, — a dizisini tammlayalim. Yukandaki
adimlan b, icin tekrarlarsak her n >0 igin

2(f(bn) = f(@)) < f(bnt1) — f(a)
f(bo) — f(a)

ve h =
tiimevarimla

oldugundan, yine

2%h < f(bk) — f(a)

bulunur. h > 0 ve k]iu;o 2F = 00 oldugundan bu
(f(bx)) dizisinin smirsiz oldugunu soyler, yani f
nin iistten simirh olmasiyla geligir.

h = f(b) — f(a) < 0 ise benzer yolla
g = a, Gp4+1 = 2@, — b geklinde tanimlanan dizi
igin

f(an) - f(b) =

egitsizligi yine f nin iistten sirh olmas: ile
geligir. O halde h = 0 ve f sabit fonksiyon ol-
mahdir. (Not. Problemde verilen f nin alttan
siurh olma kogulu yanit igin gerekli degildir).
Y127. A bir agk arahk, f : A - R
digbiikey ve ¢ € A olsun. f’nin ¢ noktasinda
tiirevli olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin

—2f(¢)

27|k

- f(e+h)+ flc—h)
h—0 h

Digbiikey fonksiyonlar igin

=0

oldugunu gosteriniz.
[1]’e bakiniz.

Coziim: Problemde sozii gegen ([1].
H.T.Kaptanoglu, Digbiikey Fonksiyonlar, Matem-
atik Diinyas1 6, say1 1, 11-18 (1996)) yazidan
digbiikey fonksiyonlarin her noktada sagdan ve
soldan tiirevleri oldugunu biliyoruz. Yani

fu) = tm 12219
fo - i 10O

limitleri vardir. Bu limitler z = c + h olarak,

o fe+h) = f(o)

i) = Jim LEXH)
fle) = lim M__)
h—0+
olarak ifade edilebilir. Verilen koguldan
0 = Lim Jeth)+flc—h)—2f(c)
h—0+ h
= Bm (f(c+h) = f(e) _ f(o) —f(c—h))
h—o+ h h
= file)=fL(e)

yani fi(c) = f.(c) bulunur, ki bu da f nin ¢
noktasinda tiirevli oldugunu gosterir. Tersine f
¢ de tirevli ise

lim fle+h)+ fle—h) —2f(c)
_ flet+h)—fle) _ fle)— flc—h)
= ;]35%[ 3 - h ]

= 1O~ =0

saglanir.
Y128. a; = 2 ve her tamsay1 n > 1 igin
any1 = a2 — a, — 1 geklinde tanimlanan (a,)

(o o]

Y 4
a

n=1

n

toplamim hesaplaymiz.
k
Coéziim: Sy = Z 2 alsun. ik bir kag
n=1 Gn
terimi hesaplarsak, a; = 2,a; = 3,a3 = 7 ve
S1=3,82=%,55 = 4 buluruz. Her & igin
1 1

Sg=1—-———=1-

ax(ag —1) k41 — 1

oldugunu iddia ediyoruz. k =1 igin bu doErudur.

1 1 1
Sk+1 =Sk + =1- +
Qk+1 k41— 1 a4
1
P A—
ak+1(ak+1 — 1)
oldugundan tiimevarimla iddiamizin dogru

oldugu kamtlanir. Ote yandan (a,) artan bir
pozitif tam say1 dizisidir ve lmgo an, = 00 olur.
O halde
= 1
2 — = lim Sk
an
n=1

k—o0



= i - =1
klion;o(l Ak4+1 — 1)
bulunur.
Y129. Digbiikey diizgiin bir beggenin

alaminin, kogegenlerinin olugturdugu yildizin or-
tasindaki kiiciik diizgiin beggenin alanina oranim
hesaplaymmz. (Hiiseyin Demir)

Coziim:

BAQ ve AQP iiggenlerinin benzerligin-

den,
a =z
z 2
z+z=a dan z = a—z bulunur. a(a —z) = z?
den
a a 3+\/§
I—E(\/g—l) ve ;_ 2

elde edilir. S6z konusu kiiciik diizgiin beggen
biiyiik diizgiin beggene benzer olup benzerlik
orani kenarlarimin oramna egittir. Dolayisiyla
: 3+v5., ..

hesaplanmasi istenen oran ( 3 )* dir.

Y130. Bir ABC ii¢geninin icinde ahnan
birbirine digtan teget es iki gember [BC]’ye,
cemberlerden biri [AB]’ye ve oteki [AC] ye teget
olup, ortak i¢ teget [BC]’yi D’de kesiyor. Benzer
gizimler [CA] ve [AB] icin yapihp benzer nokta-
lar E ve F ise [AD], [BE] ve [CF]’nin noktadasg
oldugunu gosteriniz. (Hiseyin Demir)

Coziim.

‘\C

B' BbC'

[BC] kenarina teget olan gemberlerin bu
kenara degdikleri noktalar B’,C’ be bu eg
cemberlerin yarnigap uzunlufu z olsun. ABC
{icgeninin i¢ yarigap1 r ve BC kenarina degdigi
nokta M ise

-b
|BM|=u—b=r-cot—q, cot= = 2
2 2 T
olur.
B C
|BC|=a=2z+a:cotE~+:tcotE
den z = 2 elde edilir. S6z konusu

2r+2a ] i
cemberlerin ortak tegeti BC yi D de kestigine

gore,

_a(r+u-1b) _a(r+u-c)
IBD| ==y PO =3
ve

IDB| _r+u—b
|IDC| ~ r+u-—c

dir. Diger kenarlar igin de benzer iglemler

|EC| |FA|
larak +———, == bul L
yapilar [EA|’ [FB| bulunur. Oranlar garpim
1 olur. Ceva teoreminin kargit: geregince AD,

DE, CF nin noktadas oldugu goriiliir.

yazinz.

ANKARA adresine,

Céziimleri gonderirken litfen gu noktalara dikkat ediniz :

1. Her sorunun ¢oziimiinii ayr: bir kagida, okunakl ve anlagilir bir bicimde yazimz.

2. Kgidin sag st kogesine adimzi, soyadimzi, adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve simfimzi

3. Qéziimleri, Prof.Dr. Albert Erkip, Orta Dogu Teknik Universitesi, Matematik Béliimii, 06531

15 Ekim 1996 tarihine kadar ulagacak sekilde gonderiniz.




KSaym Okurlarimiz,

Matematik Diinyasi'nin (g ve dort cildini
kapsayan cilt kapaklari hazirlanmistir. Cilt
kapaklari igin posta ceki hesabina 350.000.-
TL. yatirdiklarinda, isteyen abonelerimize,
kapaklar 6nimuzdeki sayi ile birlikte posta-
lanacaktir.

Matematik Diinyasi'nin, 1996 yili abone
tcreti 400.000.-TL., tane satis fiyati ise
100.000.-TL. olarak saptanmigtir. Abone
olmak isteyen okurlarin, posta geki araciligi
ile 6demeleri yapmalari halinde dekont ve
adreslerini Matematik Diinyasi, (Matematik
Bolumi, ODTU 06531 Ankara) adresine
\gdndermelerini 6nemle rica ederiz.

\

/

YAZARLARA

Dergimiz matematide ilgi duyan herkesi
yazar kadrosunda kabul etmektedir.
Yayinlanacak yazilarin matematik ile ilgili
olmasi disinda herhangi bir kisitlamamiz
Yyok. Fikir vermesi agisindan su konulari
sayabiliriz:

* Konu sunuglari.

* Matematiksel distncenin degisik alanlar-
daki uygulamalarini vurqulayabilecek
Yazilar.

* Yillardir ¢6zim bekleyerek yeni ¢ozulmiis
ya da henuz ¢ozilememis nli problem-
lerin tanitimi.

* Matematige ilgi duyan 6grencilerin kendi-
lerini asmasina yardimc olabilecek prob-
lemler.

* Matematiksel kavramiar tarihi ve matem-
atikgilerle ilgili yazilar.

* Daha saglkli bir mufredat programini
olusturmaya ybénelik inceleme, elestiri ve
alternatif Gneriler.

* Matematik dlinyasindan glincel haberler.

Génderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi

gibi buttinligu bozmayacak bazi degisiklik-

lerle de yayinlanabilir. Simdilik
olanaklarimiz yazarlara telif lcreti 6demeye
elverisli dedildir. Bu nedenle anlayisla

Karsilanacagimizi umuyoruz. Génderilecek

Yyazilarin okunakl el yazisi ya da tercihan

daktilo ile, diizgtin ve tam ciimlelerle,

Tlrkee dilbilgisi kurallarina uyularak, ist

Uste formdil yiginlarindan kaginilarak

Yyazilmasi, beg sayfayi gegecek yazilarda

béime noktas! belirtiimesi rica olunur.

Yazilar

Matematik Diinyasi
ODTU Matematik Béliimii
06531 Ankara

adresine génderilecektir.
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