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KONININ KESITLERI (I)

H. Turgay Kaptanoglu *

R R ]

Bu yazida gember, elips, parabol ve hiper-
bolden s6z edecegiz.  Bu diizlem erilerinin
denklemlerini elde ettikten sonra birka¢ degisik
konuyu agacagiz. Bunlar, bu egrilerin yansitma
ozelliklerinin ispati, dort egrinin de ayni tip
denklemle yazilabilirligi, diizlemde dondiirme,
bu egrilerin bir koninin bir diizlemle degisik
agilarda kesistirilmesiyle elde edildigi (dolayisiyla
yazinm basghg), ve daha sonraki bir yazida in-
celeyecegimiz gezegenlerin yoriingelerinin elips
oldugu gergegi.

A. Tanimlar ve Denklemler

Ik olarak ¢ember, diizlemde sabit bir nok-
tadan esit uzakhktaki noktalarin kiimesi olarak
tammmlamir.  Sabit noktaya gemberin merkezi,
uzakhiga ise ¢emberin yarigapi denir. Merkez
M(h,k), yaricap a ve N(z,y) ¢ember uzerinde
bir nokta olsun. a bir uzakhg gosterdiginden
pozitif olmak zorundadir.  Diizlemde (u,v)
ve (s,t) gibi iki nokta arasindaki uzakhgin
V(u—38)2+ (v —1)? ile verildigini hatirlayahm.
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O zaman ¢emberin tanimi bize
Viz=h2+(@-k?=a

verir ki her iki tarafin karesini alarak buradan
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cemberin denklemi olan
(z=h?+(y-k)* =2’

esitligini elde ederiz. Cogunlukla h = k = 0
alinz, ¢iinkii bu ¢emberi diizlemde kaydirip mer-
kezini bagnokta dedigimiz (0,0) noktasina ge-
tirmekten bagka bir sey degildir, yani gemberin
hicbir ozelligini de§igtirmez. Aynca a = 1
oldugunda elde ettigimiz 27 + y* = 1 cemberine
birim gember adi verilir.

Ikinci olarak parabol, diizlemde sabit bir
nokta ile sabit bir dogrudan esit uzakhktaki
noktalarin kiimesi olarak tamumlanir; noktaya
paraboliin odak noktasi, dogruya ise dogrultmani
denir. Odak ile dogrultmanmin tam arasindaki
noktaya ise paraboliin tepe noktasi adi verilir.
Bu nokta dogrultmana ve odaga esit uzakhkta
oldugundan parabolin tzerindedir. Odagin ve
dogrultmanin dizlemdeki ve birbirlerine gore
konumlarina gore parabolin denklemi degigik
bigimler alabilir. Biz bir tanesini inceleyelim.
Tepe noktas1 T(h, k), odak noktasi O(h, k + p),
dogrultman y = k — p ve paraboliin tizerindeki
bir nokta da N(z,y) olsun. N ’nin dogrultmana
uzakligy y — k + p’dir. Paraboliin tammindan

y—k+p=\(z-h)?+(y—k-p)?

yazariz. Kareleyip sadelestirerek buradan para-
bolun denklemi olan

1p(y— k) = (¢ - h)?

egitligini buluruz. Cemberde oldugu gibi genellik-
ten kaybetmeden h = k = 0 alabiliriz. Burada p
yonlii tepe-odak uzakhgidir ve pozitif veya negatif
olabilir. $imdi ,y ikilisinden yalmzca biri kare-
lenmistir. Odaktan gecen ve dogrultmana dik
olan dogrunun denklemi z = h’dir. Bu dogruya
paraboliin eksen’i denir. Parabol bu eksene gore
simetriktir: N yi bu eksende yansittigimizda elde
edecegimiz (—z + 2h,y) noktas: da paraboliin
denklemini saglar. Tepe noktasi haliyle eksen
tizerindedir.
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Tepe noktasi T(0,0) ve ekseni x veya y
eksenine paralel olan biitiin parabollerin denk-
lemlerini verelim. Az onceki 4py = z? pouzitif
y yoniinde agilir; odagi O(0,p) ve dogrultman
y = —p'dir. Odag O(0,—p) ve dogrultman
y = p olan —dpy = z? negatif y yoninde
agithr. Odag O(p,0) ve dogrultmam z = —p
olan y* = 4pz ile odag O(—p,0) ve dogrultman
z = p olan y* = —dpz sirayla pozitif ve negatif
r yonunde agilirlar.

Simdi 4p(y — k) = (x — h)? denklemine
biraz yakindan bakalim. Bunu y igin rahathkla
cozebiliriz ve o zaman

= Az’ + Bz +C = f(z)

elde ederiz. Burada z herhangi bir gergel say
olabilir ve z’in aldify her degere karsihk yalmz
bir y degeri vardir. Yani y, z’in bir fonksi-
yonudur. Sonug olarak, ekseni y eksenine paralel
olan her parabol, ikinci dereceden bir polinonum
grafigidir. Tersine, y = Az? + Bz + C diye ikin-
ci dereceden genel bir polinom fonksiyonu ile ige
bagladigimizda, kareye tamamlayarak
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i(o-(c-7%)) -

elde ederiz ki bu tepe noktas

B B?
l v = et /""
thin) ( Y i mw)

y—C+

KAPTANOGLU

ve tepe-odak uzakhigi p = 1/44 olan paraboliin
denklemidir. Dolayisiyla ikinci dereceden bir
degiskenli polinom fonksiyonlanyla, eksenleri y
cksenine paralel olan paraboller arasinda birebir
bir egleme vardir. A’mn ve dolaysiyla p'nin
isareti parabollerin agildig1 yonu gosterir: pozi-
tifse yukariya ve negatifse agagiya.

Ugiincii egrimiz de uzaklik kavrami yoluy-
la tammlanir. Elips, diizlemde sabit iki nokta-
dan uzakliklarinin foplami sabit olan noktalarin
kiimesidir. Iki sabit nokta elipsin odaklandir.
Odaklarin tam orta noktas: elipsin merkezidir ve
bir bakima ¢emberin merkezi gibidir; elips de za-
fen cemberin biraz basik (ya da uzun) halidir.
Odaklari birlestiren dogru elipsin eksent, eksenin
elipsi kestigi iki nokta da elipsin tepe noktalaridir.
Bir rnek olarak ekseni z eksenine paralel olan bir
clipsin denklemini gikartacagiz. Merkez M (h, k),
odaklar Oy(h — ¢, k) ve Oa(h +c, k), tammdaki
uzaklik 2a ve elips iizerindeki bir nokta N(z,y)
olsun. Elipsin tanim

Vi —h+c)+(y— k) +
ViE—h—c)?+(y—k)?*=2a

verir.  Sadelegtirmek icin once karekoklerden
birini safa gegirir, sonra kareler ve birbirini
gotiiren terimleri atariz; sonra kalan karekoki bir
tarafta yalmz birakir ve tekrar kareleriz. Birkag
islemden sonra elimizde
S PR
(@b W=b7

a? a? — ¢?

kalir. NO1O- iiggeninde |[NO1|+ |NO:| = 2a ve
|0,02| = 2¢’dir. Burada |- | uzunlugu gosterir.
Bir iiggende iki kenarin uzunluklarmin toplami
iiciincii kenarm uzunlugundan biiyiik oldugundan

a > cdir, yani a® — ¢® pozitiftir. O zaman
9 2 2 £ ok .

a? — ¢* = b? yazarsak, elipsin denklemi

(@=h?  @=-k)? _
a? * b2 =1

olur. Goriildigi gibi b de ¢ de a’dan kiguktur.
Bu eclipsin ekseni y = k dogrusu, tepe nok-
talart Ty(h — a, k) ve Ta(h + a,k)’dir. Tabii
gene h = k = 0 almamizda bir sakinca yok.
r = h dogrusu merkezden gecer, eksene dik-
tir ve elipsi Sj(h, & — b) ile Sa(h, k + b) nokta-
larinda keser. Bu noktalar ikincil tepe noktalar
olarak diigiiniilebilir. Ozetlersek, ¢ merkez-odak
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uzakhigi, a merkez-tepe uzakhgt ve b de merkez-
ikincil tepe uzakhgidir. [T)T3] dogru pargasina
elipsin buyuk ekseni, [S15,] dogru parcasina da
elipsin kiciuk ekseni adi verilir,

Yukarida denklemini cikarttigimiz elipste
h—a<r<htavek-b<y<k+b esitsizlikleri
saglanr, cinkii degigkenlerden birine bu sinirlarin
disinda bir deger verdigimizde, diger degiskenin
elipsin denklemini saglayan hicbir degeri buluna-

maz. Sonug olarak elips (ve Gzel hali gember)
stmirl bir egridir.

2

2
>y

— — —=1
0-b =+

Merkezi M(0,0) ve ekseni z veya y ekse-
nine paralel olan topu topu iki tip elips vardir.
Biri az once inceledigimiz ekseni z ekseni ve

odaklart Oy(—c,0) ile O(c,0) olan

2 2

2 v

a? = b2
idi.  Digeri ise ekseni y ekseni ve odaklar
01(0, —c) ile O4(0,c) olan

22 g2 -

wrac

elipsi. Her ikisinde de a > b aldik. Tabii ki elips-
lerimiz eksenleri boyunca daha uzun.

Elipsle cemberi karsilastininca aradaki tek
farkin sabit noktalarin bir veya iki tane ol-
masindan kaynaklandigini  goriiriiz. Elipsin
iki odagimi birbirine yaklagtirmak, ¢’yi sifira
gondermek demektir. O zaman da b, a’ya
esitlenir ve elipsin denklemi yarigapi a olan bir
¢emberin denklemi olur gikar. Bu durumda odak-
larla merkez ¢akisir.

Gene iki sabit noktaya olan uzakliklarla
bir dérdincti egri tammlayabiliriz. Hiperbol,
diizlemde sabit iki noktadan uzakhklarinmn fark

sabit olan noktalarin kiimesidir. Elipste oldugu
gibi bu noktalara odaklar, orta noktalarina
merkez, bunlan birlegtiren dogruya eksen, bu
dogrunun hiperbolii kestigi iki noktaya tepe nok-
talar1 denir. Gene ekseni z eksenine paralel
bir hiperbolin denklemini gikartalim. Merkez
M(h, k), odaklar Oy(h — ¢, k) ve Oz(h + ¢, k),
tamimdaki uzakhik 2a ve hiperbol tizerindeki bir
nokta N(z,y) ise, tamimdan

V(z—h+e)?+(y-k)?-
Vie—h—c)2+(y—k)? =+2a

vazanz. Elipste anlatildigi bi¢imde karekokleri
ortadan kaldinp sadelegtirerek

w-k? _,

(z —h)?
Az al — 2

elde ederiz. Bu, goriniiste elipsin denkleminin
aymsidir, ama sadece gorintugte. Farki gormek
icin NO,0; tggeninde |[NO{| — |[NOs| = +2a
ve |0,01] = 2¢ olduguna dikkat edelim. Bir
tiggende iki kenarin uzunluklarinin fark: tglincii
kenarin uzunlugundan kugik oldugundan a <
c’dir, yani a® — ¢? negatiftir. O zaman a2 —¢? =
—b? yazanz ve hiperboliin denklemi
(z—h)? (W=k?* _

a? 2 .

olur. Simdi a, b, ¢’den en biiyiigii ¢’dir. Bu hiper-
boliin ekseni y = k, tepe noktalar Ti(h—a,k) ve
Tx(h + a,k)’dir. Ayrica ¢ merkez-odak uzakhig
ve a merkez-tepe uzakhgidir. b hakkinda biraz-
dan bir iki ciimle daha edecegiz. Hiperbolde de
cogunlukla h = k = 0 alacagz.

Hiperboliin elipsten (ve diger iki egriden)
farkh bir yonii vardir, asimptotlari. Bunlar hiper-
boliin merkezinden gecen +% egimli dogrular-
dir.  Asimptot kavramindan kasit, merkezden
uzaklastik¢a hiperbolle asimptotlar arasindaki

3]



uzakhgin azalmasidir. Bunu gostermek igin, z
siirsiz buytdikge y dogrultusundaki uzakhgin
sifira gittigini gostermek yeter. h = &k = 0
durumunda asimptotlar y = :l:%:r dogrularidir.
Hiperbolin denklemini y igin ¢ozersek,

tl—ib\/———l—:tb —a?

buluruz. Bunun, ornegin, + isaretlerinin +
igaretli asimptotla farkina Ay dersek,

Ay = E(\/.1'2—a'~’—a;)

a

b (Va? —a? — z)(Vz? - a? + 1)
a V- tz
b(z® — a® — 2%) —ab
a/rP—a’+z Val-dl+z

olur. z’in igareti ne olursa olsun, z buyiidikge
bu fark sifira gider, yani

l]m AJ— lim Ay=0
.I'—" oo ——00
gerceklenir. Asimptotlar hiperbol ¢izimini ko-
laylagtinir.  Yukarida denklemini elde ettigimiz

hiperbolii ¢izmek i¢in, merkezden saga ve sola
a kadar, yukar: ve agsagi b kadar gidip, buralar-
dan gecen ve kenarlari eksenlere paralel olan bir
dikdortgene (h —a, k) ve (h+ a, k) noktalarinda
teget olan ve asimptotlara gittikce yaklagan iki
egri ¢izersek, hiperboliimiiz ortaya gikar.

Merkezi M(0,0) ve ekseni z veya y ek-
senine paralel olan gene sadece iki tip hiperbol
vardir. Yukarida baktigimiz, ekseni z ekseni ve
odaklar1 O;(—c,0) ile O2(c,0) olan

22 P

 _¥ -1
a? b2

ile, ekseni y ekseni ve odaklar1 0,(0,—c) ile

0,(0,¢) olan

[%s
5]

—_——_—= l

b2
hiperbolleri. Tk hiperbol pozitif ve negatif
yéniinde, ikincisi pozitif ve negatif y yonunde
acilir.

b=
[}

Elipste a > b egitsizlifinin saglanmasi ge-
rektigi halde, hiperbolde a ve b herhangi pozitif
degerleri alabilirler. Hiperboliin denkleminde eksi
isaretinin yeni hiperbolin agildigi yonu belirttigi
halde, a ve b’nin degerleri yalmz hiperbolun az
veya cok agildigim soyler, ¢unku bu iki degerin
orani asimptotlarim egimini belirler. Ozel olarak,
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a=b=1 alarak elde ettigimiz 2> — y? = | veya
y®> —x? = 1 hiperbollerine birim hiperbol adi ver-
ilir.

(ember, elips ve hiperboliin bir ortak nok-
talari var: merkezleri. Ug egrinin her biri merkezi,
ekseni ve merkezden eksene dik olarak gegen
dogru etrafinda simetriktir.  Ornegin N(z,y)
noktasi yukarida denklemini elde ettigimiz hiper-
bol iizerinde bir nokta ise, N ’nin merkeze gore
simetrigi olan (—z + 2h,—y + 2k) noktasi da
bu hiperboliin denklemini saglar. Diger simetri
ozelliklerini okuyucu kolayca gosterebilir.

B. Elipsin Alam

Inceledigimiz dort egri arasinda yalmz
cember ve elips simrl egrilerdir.  Ayrica her
iki egri de kapali egridir; yani gevreledikleri bir
alan vardir. Bunun sonucu olarak, ikisi de birer
fonksiyonun grafigi olamazlar.

Cemberin cevreledigi bolgeye daire diyo-
ruz; dairenin alammmn A = ma® oldugunu da
biliyoruz, ama nasil?7 Bu soruya cevap ver-
mek icin once 7 sayisimin tammim hatirlamanuz
gerekiyor. w, bir ¢emberde gevrenin ¢apa olan
oranidir ve ¢emberden embere degismez. Bu-
radan dairenin alan formiliini elde etmek igin
dairenin igine, koseleri ¢emberin iustiinde olan
eskenar ¢okgenler yerlestiririz. Bir ¢okgenin ke-
nar sayisina n, ¢evresine ¢, , alanina A, , ardisik
iki kosesine D ve F', [DF]’nin orta noktasina F
ve ¢cemberin merkezine de M diyelim. Agkca
Cn = n|DF|’dir. M DF tggeni ikizkenardir ve
[ME] ile [DF] birbirine diktir. O zaman

B (*"mm = (;"|ME|

Ap = n—|DFHME'|
yazabiliriz. n arttikc¢a, G, degeri 27a’ya, |ME|
uzunlugu a’ya ve A, de dairenin alamna yakla-
sir. Dolayisiyla

2ma 5
—a = 7ma-

A= lim 4, =

n—oo

olur.

Elipsin ¢evreledigi bolgenin ozel bir adi
yok. Elipsin alaminin formilinii dairenin alan
formulunden ¢ikartacagiz.  Bunun igin once
uzayda bir dizlemde yer alan bir ¢emberin,
bu diuzlemle a¢i yapan bagka bir dizleme dik
izdiigimiiniin bir elips oldugunu gorecegiz [4].

M merkezli ve a yarigaph ¢emberimiz,
D> diizlemiyle 6 ags1 yapan D), duzlemi
tizerinde bulunsun ve iki diizlem gemberin [AY]
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yanigapt boyunca kesigsin. D), iizerine koordi-
nat koyahm. Bagnokta M ’de ve pozitif r ek-
seni [MY)] boyunca olsun. Cemberin [MY]ye
dik capuun ¢ember iizerindeki bir ueu € ve
qeml')elr tzerindeki herhangi bir nokta N olsun.
Bu iki noktamin D, iizerindeki izdugtimlerine
sirayla. B ve P diyelim. [NP)’yi igeren ve
MCB iggeninin diizlemine paralel bir diizlem
[MY]'yi R’de kessin. O zaman MCB ve
RN P iicgenlerinin kargilikli kenarlan birbirleri-
ne paraleldir ve dolayisiyla bu iki uggen benzer
ucgenlerdir. Ayrica BMC ve PRN agilarinin
her biri 0'ya esit olur. |[MB| = b dersek,

o PRl _|BM| b
INR| ~ |CM| ~ a

cos

saglamir. P noktasimin koordinatlarina (z,y)
dersek, bu |PR| = y ve |[MR| = z demektir.
|MN| = a oldugundan (giinkii [M N] yarigaptur),
MdNR uggeninde |N R| = v/a? — 22 buluruz. Bu-
radan

y=|PR|=|NR|cosf = z-\/a_zj:?

elde ederiz. Her iki tarafi karelendigimizde biraz
islemden sonra

2

| s

¥

7 =1

+

L]

a

denklemi g¢ikar ki bu P noktasinin bir elips
iizerinde bulundugunu soyler.

D,
C
8 e
M v

(z.y

N,

1, uzerindeki bir seklin alam A ise bu
seklin Dy ’ye dik izdisimuniin alam Acos@ ile
verilir.  Bunu ispatlamak hi¢ de zor degildir
[2]. Once bu iddiayr Dy iizerindeki bir iiggen
igin gercekleriz yukandaki gibi kesigtirmeler kul-
lanarak. Diger cokgenler zaten sonlu sayida
iicgenlere ayrilabilir. Egrilerle simrlanmg diizlem

sekillerinin alani ise iglerine yerlestirilen somlu
sayida dikdortgenin alaminin toplaminin bir cins
limiti olarak tamimlanir. Bu limit altinda Acos @
ifadesi gene gegerlidir.  Biitin bunlann i@
altinda elipsin alamm

2 2b

7a“cosf = 7a 5= wab

olarak buluruz. Yani elipsin alani, buyuk ve
kiiguk eksenlerinin yar1 uzunluklarimin garpiminin
7 katidir. Dairenin alan formiilune ne kadar ben-
ziyor, degil mi?

Bu hesabi integral alarak da yapabiliriz
diyenler gikacak, ama ne gerek var? Hem bu-
rada elipsin ve ¢emberin birbirlerinin izdugimu
olabildigini de gordiik.

C. Yansitma Ozellikleri

Simdi elimizdeki dort egriyi birer ayna gibi
diigiintip, belirli yonlerde gelen iginlarin bu ay-
nalarda yansidiktan sonra ne yonde gideceklerini
bulacagiz.

Ilk olarak yansimanmn ne demek oldugunu
anlamaya calisalim. Bir ik 1smm duzlemde bir
dogru boyunca yol alir, ¢unku fizik kanunlan
onun yolunu en kisa zamanda tamamlamasim
gerektirir.  Bir dogru seklindeki aynaya onunla
a agist yaparak gelen bir 11k 1§1n1, bu aynadan
vansidiktan sonra diger tarafta gene onunla «
acist yaparak yoluna devam eder. Isinin aynava
diigtigi noktada dogruya bir dikme ¢izersek, ge-
len ve yansiyan iginlarin bu dikmeyle yaptiklan
agillar (3 ve (1) esittir diger bir deyigle. Bu
actlarin egit olmasi iddiasi ile 1g1nin en kisa za-
mani ve dolayisiyla en kisa yolu tutmasi iddias
birbirine denktir. Bunu gorelim gimdi [1].

Aynamiz D dogrusu olsun ve 1gin AN B
yolunu izlesin. Once 3, = 32 kabul ede-
lim. P ayna uzerinde bagka bir nokta ol-
sun. Aynamn diger tarafinda B’ noktasim, D
dogrusu [BB'] dogru pargasimin orta dikmesi
olacak sgekilde secelim. O zaman D, BNB’
agisinin da aglortayidir, yani ¢, = ¢» olur. Bu-
radan 4, ve ¢2 agilanmn timler agilar oldugu
ve dolayisiyla A, N, B' noktalarimin aym dogru
iizerinde olduklari ortaya qikar. Ucgenin bir ke-
narimn uzunlugu diger iki kenarm uzunluklan
toplamini agamayacagmdan,

|AN|+ |NB| = |AN|+ |NB'| = |AB'|
< |AP|+|PB| = |AP|+ |PB|



elde ederiz. Yaniwgin N noktasindan vansimakla,

diger bir noktadan yansidiginda gidecegi yoldan
daha kisa bir yol gitmistir

:B'

Tersine, 3, noktasim
vukandaki gibi bulsak, A.N,B’ aym dogru
uzerinde olmazdi ve [AB’] dogru pargasi D'vi
N'de degl de diyelim P’de keserdi. O zaman

da

# »3-_] iSE‘. B’

|AN|+ |NB| = |AN|+ |NB'| > |AB/|
= |AP|+ |PB'| = |AP| + |PB|

olurdu ve 151n P ’den gegmekle daha kisa bir yol
tutmus olurdu.

Duz bir aynadan yansimamn kurallarini
bulduk. Peki ya egri bir aynadan iginlar nasil
vansir? Gene duz ayna kurallaniyla! Isinin ay-
naya degdigi noktada egriye bir teget ¢izeriz ve
egrive gore vansimayl bu tegete gore yansima
olarak tammlariz.  Simdi hemen bu tanim
egrilerimize uygulayahm.

Elipsin bir odagindan gelen bir 1sn, elipse
carptiktan sonra diger odaga dogru yansir. O
odagindan gelen iginin elipse carptigl nokta N
ve bu noktadaki teget D dogrusu olsun. D
iizerindeki herhangi bir noktaya P ve [0P]

(6]
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dogru pargasimn elipsi kestigi noktava R dive-
lim. O zaman elipsin tammindan ve iicge

icgen
esitsizhiginden

|O\N|+ |[NO2| = |0 R| + |RO,|
< |O1R[+|RP|+ | PO,
= |0\P|+ | PO,

elde ederiz. Yam D uzerindeki noktalar arasinda
N noktasi |0, P| + |PO,| yolunu en kuguk ya-
pan noktadir. Genel yansima kuralindan [0, N]
ve [NOi] dogru parcalan N'de D’ye cizilen
dikme ile esit aq1 yaparlar. Boylece elipsteki ozel
vansima kuralini gostermis olduk.

Isin elipsin disindan odaklardan biri yo-
nunde gelseydi, elipse garptiktan sonra diger
odaktan kagacak sekilde yansirdi. Bunun ispatini
okuyucuya birakiyoruz.

Ozel olarak gemberde merkezden gelen bir
151 ya da ¢ember digindan merkez dogrultusunda
llerleyen bir 1sin, cember tarafindan geldigi
voldan geri donecek bicimde vansitilir, cunkii
cemberde odaklar merkezde cakismigtir.

g

Hiperboliin bir odagindan gelen bir 1gin.
hiperbolde yansidiktan sonra diger odaktan geli-
yormusgasina yoluna devam eder. O, odagindan
¢ikan 1gmin hiperbole carptigi nokta N ve bu-
radaki teget D olsun. Merkezi Oy ve yarigapi
biyiik bir ¢ ¢emberi gizelim ki [O;N] dogru
par¢asimin uzantist C'yi E’'de kessin. P, D
izerinde herhangi bir nokta olsun. [P0,
hiperboli R’da keser ve bu nokta P ile O,
arasindadir. [0y R]'nin uzantisi da C'yi F'de
kessin. R vyarigap uzerinde bulundugundan,
F'ye (’deki diger herhangi bir noktadan daha
yakindir, yani |RF| < |RE| saglanir. Gene hiper-
boliin tammindan ve uggen esitsizliginden

i()z.‘\’l + |4’VE| = [O;gNl + |()|IL| - iO];\rl
- IOlE = (IO[Y' - IOQ.V')
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= |O1F| = (|O\R| - |O2R])

= |O2R| + |01 F| - |O1R|

= |02R| + |RF| < |02R| + |RE)|
< |O2R| + |RR| + |PE|

= |0,P| + |PE|

elde ederiz.  Yani D’deki noktalar arasinda
N noktasi O;’ye ve E’ye olan uzunluklarin
toplamim en kiigiik yapar. Dolayisiyla N’de
hiperbole gizilen dikme ile [O;N] ve [NE]’nin
yaptigi agilar birbirine esittir. Bu da hiperbolde-
ki ozel yansima kuralinin ispatim bitirir.

Isin eger hiperboliin iki dah arasindaki
bolgeden odaklardan birine dogru geliyorsa, hi-
perbolde yansidiktan sonra diger odak dogrultu-
sunda yol alir. Bunun da ispatim okuyuculara
birakiyoruz.

Paraboliin odagindan gelen bir 151in para-
bolde yansidiktan sonra paraboliin eksenine pa-
ralel bir yol izler. Bunu gostermek igin biraz
degisik bir yontem kullanacagiz [3]. Yukandaki
yontemle gostermeyi okuyuculara birakiyoruz.
Elipsin ve hiperboliin de yansima kuralini gimdi
verecegimiz yontemle elde etmek miimkun, an-
cak hesaplar ¢ok kangiyor. Ilgilenen okuyucu-
lar deneyebilirler. Bu yontemde koordinat ve
tiirev kullanacagiz. Paraboliimiiziin denklemi
4pz = y* olsun. Bunun odag O(p,0) ve te-
pesi T'(0,0) ’dir. Odaktan gikan bir 151n parabole
N(zo, yo) noktasinda ulagsin. Zo #0vey >0
haline bakalim sadece. N noktasi yakinindaki
tiim noktalarda paraboliin denklemini y = v/@pz
olarak yazabiliriz. N ’'deki teget D’nin denklemi-
ni yazahm simdi de. D’nin egimi y nin tiirevinin
z = 7o daki degeridir, yani egim

dy 4p

-d_x-.r=rg:2V px

degeridir. D’nin denklemi de

y— \/Apzo = \/;?-0—(1 —Zg)

o

r=Ip

olur. D’nin z eksenini kestigi P noktasim bul-
mak i¢in bu denklemde y = 0 koyar ve z = —z9
buluruz. O zaman

ON| = V=2 + &
= /9 = 2pz0 + 23 +apro = /p ¥ 70

= |p+zo| =p+20=|0P|

gkar. Sonug olarak ONP iiggeni ikizkenardir,
yani NPO ve PNO aglan esittir. Ote yandan,
N R dogrusunu paraboliin eksenine paralel olarak
gizersek, yondes acilar olduklarindan N PO ve
SNR aglan da esittir. Dolayisiyla gy = B2 elde
ederiz ve paraboliin yansima ozelligi ispatlanmug
olur.

Bu ispat ayni zamanda paraboliin odag
tarafindan ve eksenine paralel olarak gelen bir
iginin parabolce odagina dogru yansitilacagini
da soyler. Paraboliin diger tarafindan gelen
iginlar ise odaga dogru geliyorlarsa eksene paralel
olarak, eksene paralel olarak geliyorlarsa odaktan
kacacak sekilde yansitilirlar parabol tarafindan.
Bunlarin da ispatini okuyucuya birakiyoruz.

Egrilerimizin bu yansima ozellikleri uygu-
lamada cok ige yarar. Biiyik teleskoplarda
mercekler yerine iginlari daha genig bir alan-
dan toplayan ve kesitleri bizim egrilerden birkagi
olan aynalar kullanihr. Ozellikle uzaydan
gelen 1ginlar uzakhklar nedeniyle birbirlerine
paralel gibidirler, bunlar bir noktaya topla-
mak igin parabol bigiminde aynalar yararhdir.
Ornegin uydu antenlerinin ¢anag paraboliin
ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen
yiizeydir, odaginda ise yaymlar alan asil aletler
bulunur. Cok uzaktaki sesler de gene parabolik
mikrofonlarla kaydedilebilir. Tavani ya da duvar-
lar elips geklinde olan bir odada odaklarda du-
ran iki kigi ortam giiriiltilii olsa da birbirlerinin
fisiltisimi rahathikla duyabilirler.

Devam var!
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TAMSAYILAR KUMESINDE DENKLEMLER

Nizamettin Sirinoglu *

C.Alparslan Ertug !

Bu yazimizda, tamsayilar kiimesinde denk-
lem ¢ozimu ele alinmistir.  Temel amacimiz,
ulusal ve uluslararasi matematik olimpiyatlarina
hazirlanan 6grencilere yardimei olmaktir.

Dergimizin daha onceki sayilarinda Dio-
fant denklemleri hakkinda gesitli yazilar ks
olmasi nedeniyle, bu tip denklemler yazimizin
kapsami diginda tutulmustur [1], [2], [3].

1. KURAMSAL OZET:

Asagida,  ¢oziilecek  olan  6rneklerin
daha kolay kavranmasim saglamak igin baz
hatirlatmalar yapilmistir. Daha genig bilgi
igin okuyucularimiza [4] ve [5] nolu kaynaklara
basvurmalarini éneririz.

a ve b tamsayilar olmak tizere a = be
egitligini saglayan bir ¢ tamsayisi varsa a, b
tle bolunir denir ve alb ile gosterilir. Burada
a boliinen, b bolen ve ¢ ise boliim olarak ad-
landirilir.

Bu tamim esas alinarak agagidaki ozellikler
kolayca elde edilebilir:

(i) alb, ble ise ale.

(ii) ale, ble ise (a+ b)|c ve (a—b)|e.

(ii1) alc veya blc ise a.b|c.

(iv) alb ve a # 0 ise |a| > [b].

(v) alb ve |a] < b ise a =0'dir.

Eger a ve b tamsayilan aym bir d tam-
sayisina boliinurse, d ye bu sayilarin ortak boleni;
a ve b sayilarini bolen en buyiik sayiya ise ortak
bolenlerin en buyugii (OBEB) denir ve (a,b) ile
gostertlir,

(vi) (a,b) = (lal,|b])

(vii) Eger bla(b # 0) ise, a ve b sayilarinin
OBEB'i (a.bh) = [b]'dir (a,b) = 1| ise, a ve b
sayilan aralarinda asaldir denir.

(viii) a ve b tamsayillarinin garpim ¢
sayisina baliiniirse ve (a,c) =1 ise, ble.

p > 1 dogal sayisinin p ve 1'den farkh
holeni yoksa, p sayisina asal sayr denir. Eger
p = p; - p2 bigiminde ve py, pa birden farkli dogal
sayilar ise, p'ye bilesik say1 denir. 1, ne asal ne

* Yildiz Teknik Universitesi Ogretim Uyesi
t Makina Yiiksek Miithendisi.

bilesik say1 kabul edilir.

Simdi de asal sayilara ait bazi ozellikleri
siralayalim:

(ix) Eger p asal sayis1 a > 1 dogal sayisina
boluniiyorsa, a = p olmalidir.

(x) Her bir a tamsayisi ya p asal sayisina
boliiniir yada p ile aralarinda asaldirlar.

(xi) Eger iki tamsaymin ¢arpumi p asal
sayisina boluiniirse, ¢arpanlardan en az biri p'ye
boluntir.

(xi1) a tamsayisinin bire esit olamayan en
kiigiik boleni asal sayidir.

(xii1) Bir karmagik a dogal sayisimin en
kiigiik boleni, y/a'dan biyuk degildir.

Eger a > 1 dogal sayisinin asal bolenleri
va'dan biiyuk ise, (xiil) yardimiyla, a sayisinin
asal oldugunu soyleyebiliriz. Bu sonug, bir a
sayisinin asal oldugunu gostermek igin kullanihr.

(xiv) Aritmetigin Temel Teoremn: Her
dogal a > 1 sayisi, asal sayilarin ¢arpinn geklinde
tek olarak gosterilebilir, (burada c¢arpanlarin
sirast onemli degildir).

(xv) Asal sayilar kiimesi sonsuzdur (Oklit)

(xvi) p > dogal sayisinin asal olmas i¢in
gerek ve yeter kosul p|(p — 1)!+ 1 olmasidir (Wil-
son).

(xvii) Eger (a,p) =1 ise, pla?~' =1) (Fer-
mat).

a ve b tamsayilart m > 1 dogal sayisina
boliindiiklerinde ayni n kalanini veriyorlarsa, a
ve b sayillari m modiline gore denktir denir ve
a = b(modm) bigiminde gosterilir.

(xvili) Eger a = b(mod m) ise;

L. a=b+mt (t tamsayi)

2. ml|a —b olur.

(xix) @ = ¢ (mod m),b = ¢ (mod m) 1se

a = b (mod m)’dir.

=

(xx) ay = by (mod m),a» = bs (mod
m),---,a, = b, (mod m) ise, a;+a»+-- -+a, =
by +by+ - - +b, (mod m) dir.
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(xx1) a; = b; (mod m),az = b, (mod
m),--- =

@n = by (mod m) ise, ajay---a,
bibz - -bn(mod m)’dir.

(xxii) @ = b (mod m) ise a” = b" (mod
m),n € N.

(xxiii) a = b (mod m) ise ka = kb (mod
m), ke Z.

(xxiv) Eger a = b (mod m),a = ayd,b =
bid,(m,d) =1 ise, a; = by (mod m).
- (xxv) a = b (mod m) ise her k tamsayisi
igin ak = bk (mod mk).

o 2. COZULMUS ORNEKLER 6] -
8]:

Ornek 1: z° — 4% = 1y 4+ 61 denklemini
dogal sayilar kiimesinde ¢Ozuniiz.

2 =0 yada y = 0 icin denklemin tam-
sayllar kimesinde ¢oziimii yoktur. Denklemin
sag tarafi sifirdan farkh her z,y € N i¢in > 62

oldugundan, z > y yani z >y+1olur. z=
d+y,d > 1 alirsak,

(d+y)° -y’ =yd+y)+1

olur. Buradan da,

(Bd—1)y* + (3d> —d)yy+ > =61 (1)
elde edilir.
(3d = 1)y® + (3d* — d)y > 0 oldugundan,

d® < 61 veya d < 4 olur. Yani d, 1,2 yada 3’tiir.
d =1 oldugundan, (1)’den;

2 +2y—60=10

bulunur; buradan da, y; = 5 ve y» = —6 elde
edilir. y € N oldugundan, y=5vez=y+d=
5+ 1 =6 olur. d =2 halinde ise, (1)’den,

5y + 10y — 53 =0

bulunur; buradan da y; 2 = (=5 F v/290)/5 elde
edilir. y € N olmasi gerektiginden bu kokler uy-
gun degildir. d = 3 olmas: halinde de koklerin
dogal say1 olmadiklan kolayca goriilebilir.

O halde denklemin dogal sayilarda yalniz
(z;y) = (6;5) olan bir ¢6ziimt vardir.

Ornek 2: 13(z + y) = zy denklemini
tamsayilar kiimesinde ¢oziiniiz.

Denklemi; 13z 4+ 13y — zy = 0 geklinde
yazip agagidaki gibi diizenlersek,

ry— 13y — 1324 169 — 169 = 0

y(z —13) — 13(2 — 13) = 169
(z —13)(y — 13) = 132

bulunur. (z - 13) ve (y — 13) tamsayilarinin

carpimi agagidaki alti halde 169°a esit olur:

r—13=13, y—13=13
z—-13=-13, y-13=-13
£-13=1, y—13=169
r—13 = -1, y—13=-169
r—13 =169, y—13=1
z—-13=-169, y-13=-1

Buradan da asagidaki alti ¢oziim elde
edilir:

(1 =26,y = 182),(z2 = 0,y. = 0)
(z3 = 14,y3 = 182), (x4 = 12, y4 = 156)
(1"5 = 182,9‘5 = 14)!(36 = 156v Ys = 12)
Ornek 3: 527 —3.220 4570y — 1—yv=1_9.
5741 = 0 denklemini tam sayilar kiimesinde
¢ozunuz.
Denklemi agagidaki gibi yeniden yazalim:
(5" —1)* +2v"1(5* — 1) = 3. 2% =
5% —1 = u doniiglimiini yaparsak,
u? =Wy —3.9% =

bulunur. Buradan da;

—2¥-1x7.9v-1
U2 = )
Uuy :3125-—-1. UQZ-—?!’-H

elde edilir.

1. Durum: 5* -1 =3.2v"!

z < 0 tamsayisi igin denklemin sol tarafi
negatif, sag tarafl ise pozitiftir. Yani, tam sayilar
kiimesinde ¢ < 0 igin ¢oziim yoktur. z =0,z = 1

ve z = 3 oldugunda da ¢dziim olmadig kolayca
gosterilebilir.

z = 2 igin; 24 = 3-2¥"1 veya 23 =
2V~ y =4 elde edilir.

Boylece bir ¢oziim, (2;4) bulunmus olur.
z’in lgten biiyiik olmas: halinde ise,

5 —1=(B-1)0B"""+52+..-+5°+5+1)
esitliginden,

4(5r-1+5$—2 S I 52+5+1)=3'2y_1
537—1_,‘_53—2 o vein o 52+5+1:3_2y—3(3)

9]



bulunur. Agiktir ki, y < 3 sayisi ¢ozum olamaz.
Ciinkii (3) denklemin sag taraf iig yada kesirli
olur.

y > 5 halinde ise, esitligin sol tarafinin
ikiye boliinmesi igin z sayisi gift olmahdir. r =
2k olsun (2) denkleminden;

52k _1=3.9v"!

elde edilir. Buradan,

"

(-'—J"'— 1)(5'3k—-+52’n’—4+’._+5?+ 1):3-25’-!

53k=2 4 5244 ... 4524 1 =

bulunur.
k sayist da ¢ift olmahdir: & = 2n.
Dolayisiyla ¢ = 4n olur. z'in bu degeri igin,

(2) denklemi;
" —1=3.9v-!

(5'1_ 1)(541!-4+5-1r1—8'+_”+54+ 1)

=3. ¢
13(625" " + 625" "2 4 ...+ 6256+ 1) = 2¢7°

sekline gelir. Bu denklemin sag tarafi y > 5 igin
13’le boliinemez. Bu ylizden, z > 3 igin tam
sayilar kiimesinde ¢oziim yoktur.

2. Durum: 5 — 1 = =2v+!

z > 0 oldugunda denklemin sol tarafi
sifirdan biiyiik veya esit, sag tarafi ise negatif
oldugundan tamsayilar kiimesinde ¢oziim yoktur.
r < 0 i1se denklemi;

gseklinde yazmak olasidir. (—z) > 0 oldugunda
ise, y'nin hicbir degeri igin denklemin sol tarafi
I’e egit olamaz.

Buradan denklemin tam
kiimesinde, yalmzea, (z,y) = (2,4) ¢oziimiiniin
bulundugu sonucuna variriz.

Ornek. 4: Her bir p > 5 asal sayisi
icin #* + 4° = p denkleminin tamsayilar
kiimesinde kokii olmadigim gosteriniz.

r tamsayisi sifirdan kigik ise, f(x) =
447 tamsayi degildir. Bger her hangi bir » > 0
tamsayisi i¢in f(z) = z* 4+ 47 tam say1 ise, bu
saymin > 5 veya bilesik sayi oldugunu gosterelim.
r=0ve x=1icin, f(0)=1<5,f(1) =25 olur.

sayilar

r = 2k(kell) ise,
flr) = '24&"1+42k:‘ik(kd-i-flz[k_“);
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2k + 1(k € M) oldugunda ise,
4447 = [0 4 422(20)° + 4(25))
—4z?(2%)?

= [¢242:(2%?)% - (2z - 26k)°

= [2®+ 2228 + 2(2%)[22 - 20 - 2% + 2(24)?)

— [(r_{_-zl')'.! +221‘”.r_ 2)?+2?k]

bulunur.
Ornek 5: Dogal sayilar kiimesinde,
¥ 4+ y¥ = 2r + y denklemini ¢oziniiz.
Denklemi,

¥ =2r+y —y=0
seklinde yazalim ve duzenleyim:

(" =2+ - 1) =0
Eger, > 2ise z—-1> 1,z > 2ugt=l gE=ls
2! = 2 veya z(z""!' —=2) > 0 olur.

y>lise y—=1>0,p" ' > 1" =1 veya
y(y*~' = 1) > 0 olur.

Buradan = > 2,y > | oldugunda sol
tarafin sifirdan biiyiik oldugu goriiliir.

z=1,2=2ve y=1 hallerinde ise, yalmz
¢ = 2,y= 1'in ¢éziim oldugu kolayca goriiliir.

Ornek 6: 22 +2+1 = r-y den-
kleminin (z,y) tamsayilar kiimesinde son-
suz sayida asal r sayilar i¢in ¢6ziiminin
varhigim gosteriniz.

Tersini, yani verilen denklemin sonlu
sayida py,pa2,---,pn sayllar i¢in tamsayilar
kiimesinde c¢oztimleri oldugunu kabul edelim.
p = pi-p2opa olsun.  p* + p+ 1 sayisi
P1,P2, -+, P lerin hi¢ birine boliinemez. Bun-
dan dolayr p* + p + 1 bilesik sayis1 py,pa, -, pn
den farkh olan asal d bdlenine sahiptir. O
halde, (IJ,"’J—"';Fﬂ) tamsay1 ¢ifti 2? +r 4+ 1 =
dy denklemini saglar. Boylece bir geligki ile
kargilasinz.  Buradan, denklemin tamsayilar
kiimesinde sonsuz asal sayisi i¢in ¢oziiminun
oldugunu soyleyebiliriz.

Ornek 7: 2 +z=y'+1* +y* +y den-
klemini saglayan tiim tamsay ¢iftlerini bu-
lunuz.

Denklemin iki tarafim 4’le ¢arpip 1 ekleye-
lim ve duzenleyelim:

(20 + u)* + 3y + 4y + 1
28 + )2 +22 +y) - (v —2w)

(2.{'+1)2
(20 +1)* =

0]
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olur. Bu ise, z'in hig bir tam degeri igin miimkiin
degildir. Geriye yalmzca y = —1,y = 0,y=1 ve
y = 2 halleri kalr. bu degerler icin asafidaki
coziimler elde edilir:

y=-1
x3+x=0;z:0,x=—1;k6kler
(0,-1),(=1,-1).

y=20

2?4z = 0;2 =0,2 = —1; kokler
(0,0),(-1,0).

y=1
J:2+x:4,:c2+z:—4=0;$1,2

= ﬂé—-\/ﬁ, kokler tam say1 degil.
y=2
:r2+:c—-30=0;:r:—6,z:5; kokler
(—6,2),(5,2)

Ornek 8: Higbir n > 2 igin,
P+ (z+ 1) =(z+2)"

denkleminin dogal sayilar kiimesinde
¢oziimiinin olmadigim gosteriniz.

z = 0 sayisinin bu denklemi saglamadig1
kolayca goriliir. n > 2 igin bu denklemi saglayan
z € N sayisinin bulundugunu varsayalm. y =
z+ 1 olsun. Bu durumda y < 2 olur ve denklem

(y=-1)"+y" =(@w+1)" (4)

haline donuglir. Buradan da,

(y+1)" = (mody)
y' = 0(mody)
(y—1)" = (-1)" (mody) oldugundan,

0 = (+)"=y"=(y-1)"
= 1-(-1)" (mod y)

elde ederiz.
Eger n tek ise, 0 = 2 (mod y) veya 0 =
—2 (mod y) olur. Yani, 2 sayis1 y’ye boliiniir.
Y > 2 olmasi gerektiginden y = 2 olmahdir. Bu
halde ise,
0=3"-2"-1>0

olur. Bu olanaksizdir. n cift ise,

WFD)" = yFn- " T4+

-yZZFny+l

n(n-1) , -
- 5 ¥ Fny+1(mody”)
(y+1)"=y" —(y— )" =2ny

(mod y°)

olur. O halde 2ny sayis1 y® ile béliinebilmelidir.
y sayis1 3 ile bolinmediginden 2n sayis1 32 ile
boliinmelidir. Buradan 2n > y? bulunur.

(4) denkleminin her iki tarafi y" ile
boluntirse,

1 1.,
I+)"=14+(1--)" <2
( y) ( y)

elde edilir. Ote yandan,

1., n nn-1) 1 1
Z = = ¢ i sl S5
(Hy) Ty gty
n
> 14—
y
2n v y
=1 >l4+=—=14+=>2
+2y_ tp =1t

olur. Bu ise geligkiye yolagar. Boylece verilen
denklemin ¢oziimiiniin olmadigi kamtlanms ol-
maktadir.

Ornek 9: s+3+-+Ll=y—1 den-
kleminin £ € N ve z > 2 oldugunda tam-
sayllar kiimesinde ¢6ziimiiniin olmadigim
gosteriniz.

Her z € N igin, 2" < z < 2"*! kogulunu
saglayan bir n € N sayisi vardir. 2’ten biiyiik
olmayan biitiin tek sayilarn carpimimi A ile
gosterelim. Denklemin her iki tarafin1 2"~14 ile
carpalim ve her bir m € N sayisini,

m=2.q(pe Z*,q tek sayrdir.)

ile gosterelim. m < z ise ¢ < z’dir. Bu halde
m# 2" ise p< n olur. Eger p > n olsayd,

m=2".q> 2" > 4.
olurdu. p = n durumunda ise ¢ # 1 oldugu igin,
m=ig>P . JoPtsg

olurdu.

am = - 2"~ . A sayis1 2" ’den farkli her

m=2,3, -,z i¢in tam sayidir.



@ = -2" 1. A= ?} say1sl ise tamsayl
olmadigindan,
(l + l Arcnsacife l)-)"-l CA=(y- 1214
2 3 x ’ ) ’

denkleminin sol tarafi tamsay1 degildir; sag tarafi
ise tamsayidir. Bu ylizden, denklemin tamsayilar
kiimesinde ¢ozumu yoktur.
Ornek 10: Eger z,y,: € N sayilan
" 4+ y" = :" denklemini saghyorsa, min
(z,y) > n oldugunu gosteriniz.
r < y oldugunu kabul edelim.
"= 2" 4+ y" > y" esitsizliginden, : > y'dir.
Buradan, y € M oldugundan = > y+ 1 olur.

2 (D) =y Gy T L 2y ey
esitsizliginden,
"yt 2y g
1">n-y*" 1 >n.2"!

bulunur. Buradan da,

r > n elde edilr.
min(z, y) > n bulunur.

Ornek 11: r,y,z ve n pozitif tam-
sayilar ve n > z ise, " 4+ y* = " esitliginin
saglanamayacagim gdsteriniz. (Fermat Teo-
reminin basit bir bicimi).

n > z olmak iizere z" +y" = 2" esitligini
saglayan z,y,z,n dogal sayilarinin bulundugunu
varsayalim.

r < z,y <z veax#y oldugunu gérmek
giig degildir; simetri dolayisiyla = <y kabul ede-
biliriz.

O halde,

y > z oldugundan,

2" — yn — (.‘.’ _ y)(zﬂ'—l +yzn—'_' Jo o yn—l)
>1-n2" 1> 2"
olacaktir. Bu ise, " + y" = z" varsayumimizla

celismektedir.  Bu geligki, problemde verilen
6nermenin dogrulanmasi demektir. [9].

Ornek 12: y sayisimin  birler
basamagindaki rakamlarimn 2,4,7 ve 9 ol-
mast durnumunda,

1424---+2z=y

denkleminin ¢  dogal sayilar
¢Oziimiiniin olmadig gosteriniz.

i¢in
2 € I1 oldugundan,

z(z+ 1)

1424 -42z=
* 2

SIRINOGLU & ERTUG

olur. Eger;

m = 10-k+pn=10-r+ qise,
(10k + p)(10r + q) = 10(10kr + kq + pr)

+pq

mn =

olur. Yani mn carpiminin birler basamagindaki
son rakami pq, ¢arpimunin birler basamagindaki
son rakama egittir.

r sayistmin  birler  basamagidaki
rakamlar  0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 ise, ro+
1 sayistmin birler basamagindaki rakamlar
1,2,3,4,5,6,7,8,9,0 olur. Buradan x(x +
1) sayisimin  birler basamagindaki rakamlan

0,2,6,2,0,0,2,6,2,0’dir.

Eger, vy = [z(z + 1)/2] sayisimn birler
basamagindaki rakamlan 2,4,7,9 olsaydi,
1
‘2[-{(1;—)} =z(r+1)

sayisinin birler basamagindaki rakamlar 4,8,4,8
olurdu. Bu ise olanaksizdir.

Ornek 13: 20°+2=3y"+y (5)

denkleminin tam sayilarda kokii varsa,
z—y=p
2e+2y+1=4¢"
Je+3y+1= r?

p,q ve r tamsayl olmak iizere seklinde
oldugunu gosteriniz.

Eger ¢ = 0 ise y(3y + 1) = 'dir. y tam
say1 oldugundan y = 0 olmahdur.

Bu durumda,

z—y=0"2e4+2y+1= 1 3c+3y+1=17
olur. # # 0 ise y #0 ve & # y'dir (efer y =0
olsaydi, 222 + = = 32° + & veya x =0 olurdu.)

d ile z ve y sayilarimmn en biyik ortak
bolenini gosterelim, yani;

r=ad, y=wnd (6)

seklindedir. x; ve y; tamsayilarinm ortak boleni
yoktur ve z; # y dir. Buradan,

p=r+nn€” (7
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olur. Burada n sifirdan farkh ve r; ile ortak
boleni olmayan tam sayidir. (6) ifadesini (5)'de
yerine yazarsak;

2I%d2+l‘ld =
2I¥d+l’1 —

Sy;"d"’ + y]d
3y'fd+ Y

olur. Burada (7)’yi yerine yazarsak,
‘2rfd+ Ty =3d(z), + n):' +zn

dz} + 6dzin 4 3dn® + n =0 (8)

elde edilir.

Bu esitligin ilk ii¢ terimi d ile boliiniir.
Pundan dolay1 n sayis1 da d ile béliiniir. Son
ug terim n’ye bolindigiinden dz? sayisi da n

ile boliiniir.  z; ve n sayillanimin ortak béleni
olmadigindan d sayisi n ile boliiniir. Boylece
n=d veya n = —d olmalhdir. n = d durumunda

(8)’den;
:cf+61:1n+3n2+1=0

elde ederiz. Bu ise olanaksizdir. Ciinkii, z¥ + 1
sayist 3 ile bolinemez. Bunu goéstermek icin
z) = 3k,3k+ 1,3k + 2 yazmak yeterlidir.

n = —d oldugunda ise y; = z; — d ve

(6)’dan,
y=yd=2,d—d’ =z —d*
z—y=d’ (9)

olur. (5)’ten ayn1 zamanda,

2w -2 +r—y=19"

(z—y)(2z+2y+1)=y°

elde ederiz. (6) ve (9)’u yukarida yerine yazarsak,

2z 42+ 1) =yid®

%2+ 2+ 1=d;

buluruz.
Diger taraftan (5) denkleminin yardimu ile,

(3z+3y+1)(z—y) = 322+ 3zy+2—32y—3y° -y
:33:2+x—(2:u2+a:)::c2
yazabiliriz.
(x—y) =d* 2? =zld® oldugundan,
3z+3y+1=2?

olur.

3. ALISTIRMA SORULARI:
Soru 1: n ve p pozitif tamsayilar olmak

uzere,
;z‘-f-py:n,.‘l:-i-y=,'02

denklem sisteminin, (x,y,z) pozitif
sayillarindan olugan bir ¢6ziimiinin bulunmasi
icin gerek ve yeter kogulu bulunuz (1905/1).

Soru 2: Eger n,2® =3z + ¢y = n
denkleminin (z,y) tamsayr ¢oziimleri olmasin
saglayan bir pozitif tamsayi ise, en az ig tane
boyle ¢oziim bulunacagini kamtlaymz. n = 2891
oldugunda bu denklemin tam say! ¢ozlimlerinin
bulunmadigini gosteriniz (1982 / 4).

Soru 3: Asagidaki denklemlerin tamsayi
¢ozimlerini bulunuz.

a) N4+214 314+ -+ 2! =y’

b) I+21+3!+ - -+z! =y

Soru 4: Asagidaki denklemin tamsayilar
kiimesinde ¢oziimiini bulunuz:

tam-

2+ + 22 4+ 0% = 2zyzv

Soru 5: Oyle dért tane tamsayi bulunuz
ki, her birinin karesi ile kalan ii¢ saymnin toplami
bir tamkare olsun.
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BONCUKLARLA HESAP YAPMAK

Buket CAN *
e e

Modern hayatin karmagasina isyan etmenin (en azindan benim icin) keyifli bir yani vardir.
"Sadelik, sadelik, sadelik!” diye bagirrmist: Henry David Thoreau.. Abakiis simdiki halinden daha
sade olamazdy; yine de iglevini, elektrik devreleri, vakum tiipleri, transitorler, hatta kigiik bir kaldirag
veya digli bile kullanmadan, biiyiik bir etkinlikle yerine getirir... Duvarda, dev bir bilgisayarin
yaninda i¢inde bir abakiis bulunan bir camekan goriiniir. Uzerinde “ACIL DURUM HALINDE CAMI
KIRINIZ! yazmaktadir. Ben, Eski Romallarin bile yapabildikleri kadar basit olan bu el bilgisayarina
kullanmaktan garip bir keyif duyuyorum.

Martin Gardner

Abakiis, diinyanin en eski hesap makinesi olarak kabul edilebilir. Tahminlere gore, yazinin
bulunmasindan bile daha 6nceki tarihlerden beri kullanilmaktadir. Eski Roma déneminde lyice
yayginlagmus, on sekizinci ylizyilda Arap rakamlarinin getirdigi aritmetige tamamen yenik diigiinceye
kadar Ortagag Avrupas: giinliik yasannin énemli bir pargasi olmug, daha sonralan da Uzak Dogu'da
kullanilmaya devam etmistir.

Bu eski makinesiyle islem yapma teknigi, giiniimiiz aritmetiginden ¢ok farkh degil. Her iki
yontemin birbirlerine gére iistin taraflari var. Sayi boncuklari, Arap rakamlarindan daha somut
cisimler olduklarindan yapilan iglemler daha anlasilir ve dért iglemi gergeklestirmek igin aritmetige
dair ¢ok az bir bilgi diizeyi yeterli oluyor. Buna ragmen Arap rakamlar daha pratik ve daha hizh;

tecrubeli bir abakiis kullanicisi oldukga hizh iglem yapabiliyor, ama bu diizeye erigmek, yillar siiren
yogun bir egitimi gerektiriyor.

Cennet taglan

Diinya taglar

Japon abakisu “soroban” da ‘35079’ sayisimin géosterilisi

Abakis deyince akla her sirasinda onar boncuk bulunan gergeveli sayma boncuklar geliyor. Bu,
abakiisiin daha ¢ok Rusya’da kullamlan ¢esidi. Cin, Japonya, Eski Roma ve Orta¢ag Avrupasi'nda
kullanilan abakiislerde onluk tabanin yaninda bir de beglik alt-taban bulunuyor. Cin abakiisii “suan-
pan”da her sirada, beger say1 degerinde iki “cennet”, birer say1 degerinde beg “diinya” boncugu var.
Japon “soroban” 1 da ona ¢ok benziyor, her sirada bir cennet, dért de diinya boncugu var. Boncuklar,
dikey qubuklar iizerine dizili. Cennet ve diinya boncuklari, birbirlerinden yatay bir qubukla ayriliyor.
Abakiisiin ‘sifir’ lanmig hali, bu yatay ¢ubugun istiinde yeralan cennet boncuklarinm yukar, ¢ubugun
altindaki diinya boncuklarinin da asagi ¢ekilmig olmasi. En sagdaki dikey cubuk birler basamagini
temsil ediyor, sola dogru gittikge basamak degeri artiyor. ‘Bir’ rakamini gostermek igin diinya bon-
cuklarindan biri yukan cekiliyor. ‘Bes’ rakamu i¢in cennet boncuklari kullaniliyor, bu boncuklardan
biri agagiya indiriliyor. Eski Roma ve Ortaga¢ Avrupasi'nda boncuklar yerine, diiz bir yiizeye ¢izilen
paralel ¢izgilerin istiinde, onceleri “calculus” denilen ¢akil taglari, sonralari “jetton” denilen madeni
pullar kullanilmg. Abakiisiin sifir durumu, iizerinde hig tag bulunmamasi. ‘Bir’ yazmak igin birler
hanesine, ‘elli’ yazmak igin ara basamak olarak kullanilan elli hanesine bir tag koymak gerekiyor.

Abakiiste toplama ve gikartma yapmanin dogal yontemi basamak degerlerini gozoniinde bulun-
durarak boncuklarm yerlerini degigtirmek. Bu iglemler, Arap rakamlarindan farkh olarak soldan saga

*ODTU Matematik Bliimi Oprencisi
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dogrl'l. yuriitildigii ve her bir sayiy1 tek tek kaydetme zorunlulugu olmadig i¢in sézkonusu iglemlerde
abakiis kullar_nyor olmak daha pratik. Ama daha ile diizeydeki iglemler icin, kullanicinin zihinsel
katihmi gerekiyor; abakus, garpma, bolme yada karekok alma iglemlerini dogrudan yapamiyor, yalnizca

ara agamalarda kullaniciya yardim ediyor.

4 % %? 64?%%4%%468)
+19 2 2 + 92 2 + 212 + 2
a0, ,00, 0,0 0,0 0,.00
8ggo §§ (@)

2083 8583 Pahg Bog bHas
7 306 53 06 4606 4 526 4 52 3
-2 783 -783 - 5§ 3 - 3

Japon abakisi “soroban” da toplama ve ¢ikarma

Kullanici ¢arpim tablosunu ezbere biliyorsa, abakiisle carpma yapmak kagit kalem tekniginden
cok farklr degil; rakamlar birbiriyle ¢arpilip abakiiste carpim sonuglar toplaniyor, iglem bittiginde

sonu¢ dogrudan okunuyor.

96x347=
6x7 + 90x7 + 6x40 + 90x40

42 + 630 + 240 + 3600
00 o OO0 0.00

¥

888
6 7 2

FS
()

=33312

Soroban’da ¢arpma

Gintumiuzde, ¢arpim tablosu hemen herkese tarafindan ezbere bilinir.

Ama Eski Roma ve

Ortacag Avrupasi’nda durum boyle degildi. Carpma yapmak igin genellikle detayh tablolar ve bir-
takim pratik yontemler kullamhrdi. Bu yontemlerden biri Ortagag Avrupasinda oldukga yayin olarak
kullanilan “ikiye carpma ve ikiye bolme metodu’ydu. Iki sayiy1 birbiriyle carpmak igin sayilar yanyana
yazilir, biri surekli ikiyle carpilirken, digeri sonugta “1” buluncaya kadar ikiye boliiniirdii. Bolme
igleminde kesirler dikkate alinmazdi. Carpim sonucu, boliinen sayilardan tek olanlarin kargihgidaki
carpimlar toplanarak elde edilirdi. Ornegin 85 ve 127 sayilarin carpmak igin:
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=2 X2

127
254
508
1016 85 x 127 = 127 + 508 + 2032 + 8128 = 10795
2032
4064
8128
10795
Bu yontem, ashnda ikilik tabanin uygulamalarindan biri. 85 sayisi onluk tabandan ikilik tabana
cevriliyor. 127 sayisi1 da 85 yerine bu saymn ikilik tabandaki karsihgiyla ¢arpihyor:

—_—tD e D
SR
2% 2X 2K <.

— K O

85=1x2"+0x2" +1x2°+0x22+1x2' +0x 2%+ 1 x 2°
85 x 127 = (20 + 22 + 2% 4+ 25) x 127 = 127 + 508 + 2032 + 8128 = 10795
(arpmada oldugu gibi, bolme iglemi de kagit yontemine benziyor. ()rneéin 2164’4 57’ye
bolmek igin, sayilar abakiise yerlestiriliyor, 216 = 57 = 3 oldugundan 216’dan 6nce 50 x 3, sonra

da 7 x 3 gkarihip, igleme bu sekilde devam ediliyor. Bolmenin sonucu, ayrica abakiisiin bagka bir
yerine kaydediliyor.

216457 OO . O O 0.0 00O
5% 9089 88g 9% o.g 9O
- § ggb 888 g8

a2 g88s §§ 8

454 8

=35 2 164 6 6 4 4 5 4 10 4 55
104 -1 5 -2 1 -3 5 - 4 9

49

55

Bu yontem, kagit kalemle uygulandiginda uzun gorinmesine ragmen abakus kullamildiginda
oldukca pratik. Japon abakiisinde kullamlan teknik, temelde bu yontemi esas almasina ragmen
oldukca detayh ve bir bélme tablosunu ezberlemeyi gerektiriyor. Daha eski zamanlarda ise bolenin
siirekli olarak boliinenden cikarildigi bolenin ¢arpimlarina aynlarak iglemin siirdiiriildiigii yontemlerin
kullamildig: biliniyor.

Abakiisle dort temel iglem yapilabildigine gore, bunlar kullamlarak daha karmagik iglemler de
¢ozulebilir. érllegill, iki saymmmn en biiyiik ortak boleni bulunabilir. Eski Cin matematikgisi Chang
Tsang (i.0. 250 - 152) “Matematik Sanatamnin Dokuz Bolimi” adh kitabinda, bunun i¢in bizim
Buclid Algoritmasi olarak bildigimiz yontemi kullaniyor.

M ve N gibi iki saymn (M < N) en biiyiik bolenini bulmak igin:

N=Mxby+k; M>k >0
M=k X by + ko k1> k>0

ky = ko X bz + k3 ko > k3 > 0 algoritmas: takip edildiginde 0’a esit olmayan son kalan

kn—l:'anbn+1+0 kn>0
kn, M ve N’in en biiyik ortak bolenidir.
Chang Tsang, abakiiste kiigiik say1y1 biiyiik miimkiin oldugu kadar gok cikararak igleme bagliyor
ve her bir basamakta bunu devam ettiriyor. )
Sayilarin koklerinin bulunmasi problemi uzun siire matematikgilerin ilgisini cekmistir. Eski Gin
matematigi de bu konuya ilgisiz kalmaz.
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Bir sayimnin karekokiinii bulmak igin, sayinin kag basamakh olduguna bakmak gerekir. Basamak-
lar tek sayida ise igleme en soldaki ilk basamaktan, degilse yine en soldaki ilk iki basamaktan baglanir.
Diyelim ki 59049un karekokiinti bulmak istiyoruz. 1k asamada, karesi 59049 un ilk basamagndan
kiigiik ya da ona egit olan bir say1 bulmamiz gerekiyor.

b < 5= (bx 10%)? < 59049 = b = 2

Bu asamada 200iin karesinin 59049°dan kiiciik oldugunu bulduk. Bir sonraki asamada 200’den
biyiik, 59049 un karekokiinden kiigiik ya da ona esit bir say1 bulmamz gerekiyor.

[(10b + ¢) x 10]* < 59049 = (10062 + 20bc + c2)z100 < 5I049 = (40 + ¢) x ¢ x 100 <
59049 — 40000 = 19049 = 44 x 4 x 100 = 17600 <19049=c=4

Ayni iglem, sonug bulununcaya kadar tekrar edilir;

[10(10b + ¢) + d]? < 59049 => 100 x 242 + 20 x 24 x d + d* < 59049 = (480 + d) x d < 1449 =
183 x 3= 1449 = d = 3 = 10(10b + ¢) + d = 243 = 2432 = 59049

——
e g (@] g g{ O .00 000
590409 g198)49 1 449
I) (bx10%)*<59049 IT) (40+c)xcx100<19049 111) (480+d)xd<1449
b=2 59049-40000=19049 c=4 19049-24x4x100=1449 | d=3 1449-483x3=0

59049 sayis1 tam kare oldugu igin karekokinii bulabildik. Diyelim ki 27’nin karekokiiniin
yaklasik degerini bulmak istiyoruz. Chang Tsang’in yontemine gire:

b <2T=b=5

Bulmak istedigimiz say1 5’ten biiyiik. O halde:

(b+a) x (5+a)=271=25+10a+a*=27T=10a+a®>=2= (10+a)x a=2= a=2/(10+ a)
exa;, = 2/10=02=V2T~52
exay = 2/(10+a1)=2/10.2=10.196078 = V27 ~ 5.196078

Bu igleme devam edilirse istenen degere daha ¢ok yaklagilir.
Karekok bulma yontemi sayilarin daha yiiksek dereceden koklerini bulmada da kullanilabilir.
(")megin:
2=(1+a)(l+a)(l+a)=>1+3a+3+c®=2=0a(3+3a+a?)=1= a = 1/3a; =
1/(34 3a1 +a?)- -
Chang Tsang'in kitabinda ornekledigi bir baska konu, iig bilinmeyenli denklem ¢éziimleriydi:
“3 demet buyiik tohum, 2 demet normal tohum, 1 demet kiiciik tohum 30 tou eder.
2 demet biiyiik tohum, 3 demet normal tohum, 1 demet kiiciik tohum 34 tou eder.
1 demet biiyiik tohum, 2 demet normal tohum, 3 demet kiiciik tohum 26 tou eder.
Biyik, normal ve kuguk tohumlar ka¢ tou ederler?”
Biiyiik tohuma “b”, normal tohuma “n”, kiigiik tohuma da “k” dersek, bu soru agagidaki gibi

diizenlenebilir:
30+ 2n+k=139

26+3Tl+k:34
b+ 2n+ 3k =26

Bu denklemin abakiisteki ¢6ziimii bildigimiz matris yontemine benzemektedir; énce denklemler abakiise
yerlestirilir;
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Ikinci denklem 3’le ¢arpilir ve iigiincii denklemin 2 kati bundan gikarilir:

O00O0O0 OOOOOOOOOOOOO0

[ EHRAR

2n lk

Birinci denklem 3’le garpilir ve liglincii denklem bundan gikarilir:

o0 QO OO OOOOOOOOOO

85%@5858@%35@08@8@5

Ob 4n 8k 39 Ob5nlk 2 4 3b 2n 1k

Birinci denklem 5’le, ikinci denklem 4’le ¢arpilir:

O00O00O0O0 O0O0O0O0O0 000000

LR

Ob 20n 40k 0b 20n 4k 3b 2n lk 3

Ikinci denklem birinciden gikarilir, sonug 9’a béliiniir:

oNoNoNoNoNoNoNoNONONONG OOOOOOO

TR

Ob 20n 4k 39

Birinci denklem ikinciden gikarilir, sonug 5’e boluntir:

ONONONORONONONONONONONS OOOOOOO

PLTERLT TR

0b On 4k 11 9




Uglincii denklem 4’le carpilir, sonugtan birinci denklem ve ikinci denklemin 2 kati gikarilir:
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HANGI GUN DOGMUSTUNUZ ?

Bengili Yagc: * Hiiseyin Altindis

Hemen hemen hepimiz dogum tarihimizi
gun ay yil olarak ¢ok iyi biliriz de, haftamn
hangi gunune denk geldigini bilmeyiz.  Bu
aragtirmarmzda bir formul geligtirerek herhangi
bir tarihin haftanin hangi ginine geldigini bul-
maya ¢alisacagiz. Konuya kullanilan takvimler
hakkinda kisaca bilgi aktararak baglayalim.

J.Sezar bir yilda 365 gun iceren Misir
takvimini degigtirdi. Yeni takvimin adi Julyen
takvimi oldu ve yillik siiresi 365 gin 6 saat olarak
hesaplandi. 4 yilda bir artik yil ortaya gikiyordu.
Yilin siiresini daha dogru gosteriyordu. Daha
dikkatli yapilan hesaplamalar gostermigtir ki y1lin
gercek siiresi yaklagik olarak 365.2422 gundur.
Yillar gegtikge her yila 0,0078 ginlik fark eklen-
ince 1582 yilinda yaklagik 10 fazla giin eklemek
zorunlulugu ortaya ¢ikti. Buna care olarak 1582
de Papa Gregory yeni bir takvim gikard: ve ilk
olarak o giine 10 giin eklendi. Boylece 5 Ekim
1582’ye geldi. Japonya 1873 de, Sovyetler Birligi
ve yakin iilkeler 1917’de, Yunanhlar 1923’te kul-
lanmaya baslad.

Biz Gregoryen takviminde verilen bir ta-

® E.I:'J.Fen.Ed.Fak. Matematik Bolimii (?Erencisi:_
1'E.U.Fen.Ed.Fak. Matematik Bsliimii Ogretim Uyesi.

rihin haftanin hangi giniine geldigini bulmaya
cahgacagiz. Bunun icinde bir takim kabuller
yapacagiz. Artik yillarda ekstra ginler Subat
ayinin sonuna eklendigi i¢in aylar1 Mart ayindan
itibaren numaralandiracagiz. Dolayisiyla Ocak
ve Jubat aylarim 6nceki yihin aylan olarak kabul
edecegiz. Ornegin Subat 1984, 1983 yilinin 12.ay1,
Mayis 1984’de 1984 yilinin 3.ay1 olarak gozoniine
alinacaktir. Buna gore aylar

Mart = 1, Nisan = 2, Mayis = 3,.... Ocak
= 11, Subat = 12 olarak numaralandiracagiz.

Benzer olarak haftanin  giinlerini  de
pazardan baglayarak 0’dan 6’ya numaralandirip
hesaplamalarimizda 7 modiiliine gore kongriians
bagintisim kullanacagiz. Pazar = 0,.... Cumartesi
= 6 olsun.

k; aym giiniint, m; ay1, N; yih, C; asr,
Y ’de asrin devam eden y1lin1 gostersin. Buna gore
21 Nisan 1984 tarihi icin,

o

k=21, m=2 N=1984, C=19, Y=

olur.



Buradan N 'nin N = 100C + Y seklinde
ifade edilebilecegini soyleyebiliriz.

dy: N yilinda 1 Mart'in hangi gine
geldigini gostersin.

Hesaplamalarimiza 1600 yih ile baglayahm
ve verilen herhangi bir yilin 1 Mart giiniinu bul-
maya cahgalim. N yili 1 Mart ile N—1 yil1 365 =
1 (mod 7) oldugundan dy = dy-y + 1(mod7)
olur. Eger N artik yil ise fazladan 1 giin eklen-
mesi gerekeceginden dy = dy_; + 2( (mod 7))
olur.

d1goo’den dy’yi bulmak igin ilk olarak
1600 ile N arasinda kag tane artik y1l oldugunu
hesaplamaliyiz. N dahil 1600 harig olmak
uzere bu aradaki yilarn sayis1 X olsun. Iyi
bilinen bir gercek artik yillarin 4 ile kalansiz
olarak bolunebildigidir. Bununla birlikte 100
ile bolinen 1700, 1800,1900 ve 2100 gibi yillar
artik yillar degildir. Dolayisiyla sadece 400 ile
boliinebilen yiizyillarin artik yil oldugu sonucuna
varinz. Simdi X 1 hesaplamak igin soyle bir yol
takip edelim.

1600 ile N arasinda 4
[(N —1600)/4] yil vardur.

1600 ile N arasinda 100 ile boliinebilen
[(N —1600)/100] y1l vardir.

1600 ile N arasinda 400 ile bolinebilen
[(N — 1600)/400] yil vardir.

(Burada [a] gosterimi @ € R’nin tam
kismidr.)

O zaman X ig¢in
X = [(N-1600)/4] - [(N — 1600)/100]
+ [(N —1600)/400]

Burada gerekli iglemler

ile bolunebilen

esitligi yazlabilir.
yapilirsa
X = [N/4] - [N/100] + [N/400] — 388

bulunur. N = 100C +4 ve Y/100 < 1,[(C/4) +
(Y/400)] = [C'/4]
oldugu dikkate alimirsa X igin

X 25C + [Y/4] - C 4 [C/4] — 388

X 3C + [C/4] + [Y/4] — 3 (modT)

1]l

bulunur. Buna gore dy igin

dv = digoo+100C +Y — 1600 + 3C + [C/4]
+ [Y/4] -3 (mod7)
dy = dlﬁnﬂ—26+},+[0/4]+[}//4]

(modT) (%)

ALTINDIS

elde edilir.

1 Mart 1600 yilinin haftasinin giinii ile her-
hangi bir yilin 1 Mart'in haftasinin giiniine denk
gelen bir formiiliimiiz var. 1 Mart 1982 Pazartesi
tarihi igin 1600 yihmin 1 Mart'imin haftasinin
gliniini bulacagiz.

N=1982 k=1C=19 Y = 82 ve

dyozs = 1 olup (%) ifadesinden

dyos2 = disoo — 38 + 82+ [19/4]
+[82/4] (modT)
1 = dlsgg -2 (mod?)

O halde digo0 = 3 olmahdir. Oyleyse 1 Mart
1600 tarihi argamba giiniie gelir. () ifadesinde
dys00 = 3 yazilirsa

disggo=3-2C+Y + [0/4] =+ [}/4] (mod7)

elde edilir. Bu formiil bize herhangi bir N yilimin
1 Mart imin hangi gline denk geldigini verir.

Ornegin; 1 Mart 1996 tarihini alalim,
k=1 m=1 C=19 Y =96

3— 38496+ [19/4] + [96/4]
3-38+4+96+4+24
= 5  (mod7)

diges =

1

Cuma = 5 oldugundan 1 Mart 1996 - Cuma
ginuddr.

Simdide bu formiili kullanarak N yilinin
her aymn ilk gununu bulmaya ¢ahsalim. Her-
hangi bir ay1 gozonine alahm ve bu aymn
ilk ginini bulmaya ¢alisahm. Bu gozoniine
aldigimiz  aydan oOnceki aym 30 veya 31
¢ekmesine gore 30 =2 (mod7) ve 31 =3 (mod
7) oldugundan 2 veya 3 giinlik bir farki o aymn ilk
guniine eklemeliyiz. O zaman 1 yil i¢in agagidaki
miktarlar kargimiza gikar.

1 Mart’tan 1 Nisan’a kadar 3 giin

1 Nisan’dan 1 Mayis’a kadar 2 giin

1 Mayis’tan 1 Haziran’a kadar 3 giin

1 Haziran’dan 1 Temmuz’a kadar 2 giin

1 Temmuz'dan 1 Agustos’a kadar 3 giin

1 Agustos’dan 1 Eylil’e kadar 3 gin

1 Eylil’den 1 Ekim’e kadar 2 giin

1 Ekim’den 1 Kasim’a kadar 3 giin

1 Kasim’dan 1 Aralik’a kadar 2 giin

1 Arahik’tan 1 Ocak’a kadar 3 giin



I Ocak’tan 1 Subat’a kadar 3 gin
Toplam 29 gunliik bir artig s6z konusudur.

Bunun ortalamas) % = 2,6 gundiir.

‘ Bu artis formiile edilmeye galigihrsa
m 1 C.lt‘ll [1"e kadar degistiginde (2,6m—0,2]-2
fonksiyonu ayn; artmay1 vercektir. (Bu formiil
_Reverend Zeller tarafindan deneme yanilma yolu
fle l)1-1_lunnm§tur.) Dolayisiyla N yilimin m ayinin
ilk gunii
dy +[2,6m — 0,2] -2

ifﬁdﬁ:sinin (mod T)’ye gore negatif olmayan en
kiigiik kalani olarak ifade edilecektir.

{\" yilmin m aymm k’ina gunine W der-
sek, W'y “bulmak iginde aym aym ilk giiniinii
veren formiile k — 1 ekleriz. Buna gore

W = k+(2,6m—0,2]-2C+Y+[C/4)+[Y/4)( mod 7)

o_]arak elde edilir ki bu formiil bize Grego-
rian takviminde herhangi bir tarihin hangi giine
geldigil}.i verir. Orneklendirirsek;

Ornek 1: 11 Mart 1996

k= 11 m=1 C=19 Y =96
W = 114(2,6.1-0,2]—2.19+96 + [19/4]
+[96/4] (mod7)

w

114[2,4]—38+96+4+24 (mod7)

W = 1 (mod7)

0] hald.e. 11 Mart 1996 Pazartesi’dir.
Ornek 2: 20 Temmuz 1969 (Aya ilk in-
sanin ¢iktigl giin)

k= 20 m=5 C=19 Y =69

W = 20+[2,6.5-0,2]-2.194 69+ [19/4]
+[69/4] (modT)

W = 20+12-38+69+4+17 (modT)

W = 84 (modT)

W = 0 (mod7)

Pazar gunu bulunur.
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Elementary

GAUSS TOPLAMLARI UZERINE

Emre Alkan *

Se(n) = 1¥ + 2% 4 ... 4+ n* ifadesine k > 1 tamsayisi igin mertebesi k olan Gauss toplami

denildigini biliyoruz.

Sin) = n(n+1)/2,
Sa(n) = n(n+1)(2n+1)/6,
Ssn) = Si(n),---

oldugunu hepimiz bilmekteyiz. Burada kendi bagina ilging olan soru, k sabitlendiginde, Si(n) ifadesini
n’in bir fonksiyonu olarak elde etmektir. Isabetli bir tahmin Si(n)’in n’e gore derecesi k + 1 olan
bir polinom olacagidir. Fakat bu polinomun katsayilarin agik se¢ik bulmak olanakli mi? Bu yazida
polinomun katsayilarinin Bernoulli sayilariyla ilgisini kurup, Gauss toplamlarinin bazi ozelliklerine

deginecegiz. ;

== fonksiyonunun z = 0 civarinda Taylor serisine agihmina disgiinelim. Pratikte bu agilim

soyle elde ederiz.

2 3

ef:1+l-+.l_+m_+...

* Bogazici Universitesi Matematik Béliimii Ogrencisi

21 3



ALKAN

oldugundan, bu kuvvet serisini bir polinom gibi diigiinerck bir polinom bolmes; yap

anz. Elde edilen
a¢ilim geleneksel olarak,

: Lo Bl By By

= = =1

P T TR TR

olarak yazilmakta ve By sayilarina Bernoulli sayilari denmektedir. Bu agilimda z’in tek kuvvetlerin
katsayis1 x! hari¢ sifirdir. Bunun nedeni ise § + == fonksiyonunun gift bir fonksiyon olmasid;r.
(Ashnda baz yazarlar sifin da bir Bernoulli sayisi olarak kabul ederler.) Egdeger olarak 3, = 1,8 =

—%,dgkﬂ =0 ve far = (=1)*¥~' By olmak iizere,

€T _ ﬂl ﬂz 9 ﬁS
il bl L S Gl
yazabiliriz. n pozitif tamsays i¢in €"* — 1 = nz + “;—f? + ";—fa .-+ oldugunu gozoniine olarak
z(e"® - 1)

= = .’t(l—|~e$+62£ +__'+€(n—1)r)

ifadesine bakalim. Sonlu sayida fonksiyon oldugundan 1+ €% + --- + e("~1)7 ifadesinin Taylor serisi
herbirinin Taylor serileri toplamidir. Boylece

o0 k &0 k

1+e”+...+e("_1)~“7:Z(1k+2k+.4.+(n_1)k)%'—:Zsk(n—l)z—'
k=0 ’ k=0 ‘

elde edilir. Dolayisiyla katsayilar Gauss toplamlari ile ilgilidir. Kolayca goriilecegi gibi Si(n —
1), klle==1)

er—1 ifadesinin Taylor agthminda z¥+!’in katsayisidir. Ote yandan

x(e™ —1) T B B n?z? n3g3

| = k! ne — k! i 4 Tep2 ... e 5%
k! T _k'ew—l(e 1) = k(B0 + T %+ ) (nz+ TR TR )
yazilabilir. Burada iki kuvvet serisinin garpimi elde edilmistir. Bu serilerin Cauchy ¢arpimidir ve z™’in
katsayisi, Y} _; akbn_k seklinde verilir. Bunu pratikte soyle degerlendirebiliriz. (ag + ayz + azz? +
-+)(bo+ b1z +boz?+ - - -) ifadesinde z" terimini elde etmek icin ilk parantezden aq ikincisinden b,z™
veya birinciden a;z, ikinciden b,_1z"~!... seklinde devam ederiz. Bdylece z"’in katsayis1 verilen

W s 5. 8 o3 . . k+1—-r _
sekilde olur. z¥*! elde etmek i¢in ilk parantezden %xr, ikinci parantezden P ek +1=T aling,

Burada 7 =0,1,---,k olur (r = k + 1 olamaz iinkii ikinci serinin sabit terimi yoktur.) Oyleyse bu

durumda da z**1’in katsayis,

pk+1-r k k!

kB 1 - 1 k
| = : . k+1_”': NN xR 3 k+1—r
k'rz_%r!(k-l-l—r)! TZ:.’C—Fl-rr!(k—r)!ﬁn §k+1-r()ﬁ"

r
=0

z¥+1 katsayisim iki farkli gekilde elde ettik, Boylece Sp(n — 1) ve hemen

S =Y — ()t e
— k+1—-r\r

elde ederiz. Hemen goriildiigii gibi bu ifade n’ye gore derecesi k + 1 olan bir polinomdur. Ustelik bu
polinomun katsayilar1 §, sayilarina, yani Bernoulli sayilarina baghdir.

Bundan sonra Si(n) ifadesini p asal bir say1 olmak lizere (mod p) ’de inceleyecegiz. Bunun
icin sadece, Sk(p—1) = 1¥4+2¥ ... 4 (p—1)¥ ifadesini (mod p)’de incelemek yeterlidir. Z, ¢arpma
iglemine gore ¢embersel bir gruptur. Boylece ¢ bir ilkel kok olmak tizere,

y(p_l)k =
gt -1

[22]

Se(p—1)=14g 4+ g% ... 4 gl=2k = (mod p) ve g* —1=j (mod p)
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olsun. p — lt“l:- ise j =0 (modp),p— 114k ise j #0 (mod p) olur ¢iinkii g bir ilkel koktur. Ote
yandvan ¢P=V*_1 =0 (mod p) oldugundan Sg(p—1)j =0 (mod p) olur. p—11k ise j # 0 (mod p)
oldugundan Si(p—1) =0 (mod p) olmahdir. p—1[k ise, de Fermat Teoremiyle Si(p—1) = p—1= -1

(mod p) olur. Sonug olarak sunu elde etmis olduk;

Sk(p—l)z{ (Il. g::lik (mod p)

Bé)'lege Si(n) ifadesini (mod p)’de elde etmek igin 1¥ +2*+-- -4 m¥, 1< m < p—1 seklindeki bir
ifadeyi (mod p)’de bulmak yeterlidir. Burada m,n’in p ile bolimiinden kalandir. Simdi su sonucu

gosterecegiz.

Yardimeir Teorem: ay,as,--+,a; uygun rasyonel sayilar olmak tzere,

S¥(n) = a1Sk(n) + a2Seqa(n) + - -+ ¢ S2ie—1(n), Kk tek ise,

S¥(n) = a1 Spq1(n) + asSkpa(n) + - - +a;jSae—1(n) &k cift ise,
Si(n)SQ(n) = ﬂ]Sk+2(n) + 0251;4.4(71) + -+ angk+g(n) k+1 tek ise,
Sf(")sz n) = a;Sk41(n) + a2Se4a(n) +- - + a;jSag42(n) k+1 cift ise,

esitlikleri gecerlidir.
Kamt: Once bazi somut érnekler ele alam. & = 1 igin yapacak bir sey yok k£ = 2 i¢in
= 3 icin S3(n) = a;S3(n) + asSs(n) olacak sekilde ay,as

S%(n) = S3(n) oldugunu biliyoruz.
= a15'3(n -+ 1) + 0355(11 + 1) Ol(lllgllﬂll

rasyonel sayilar1 bulahm. Bunun igin en saglam yol S3(n+1)
gozontine alarak,
Sn+1)=SHn)=ai(Ss(n+1)— Sa(n)) + a2(Ss(n+1) — Ss(n))

bir polinom 6zdesligi elde etmektir. Burada n bagimsiz degisken gibi diiginiilmektedir. Buradan
1
(n+2P(n+ 12— (m+1)°n°)=ai(n+ 1% + ag(n +1)°

ve kolayca (1r1+2)3—n3 = 8a1+8a2(n+1)2 ve a; = i—,ﬂg = % bulunur. Burada a; +a» = 1 olduguna
LS3(n) + %55(11) oldugunu tiimevarimla gosterebiliriz. n = 1 i¢in

dikkat edelim. Simdi Si(n) =
aj + az = 1 olmas: tiimevarimmn baglangicini saghyor). Tumevarim adim ise sagladigimz

1=3143
1 T3
6zdeglikten dolayr hemen yapilabilir. Okuyucu & = 4 igin benzer bir yol izleyerek

5H(n) = 1 Ss(m) + 3S+(n)

oldugunu bulabilir. $imdi genel olarak , k tek ise,

S¥(n) = a1 Sk(n) + @2Sksa(n) + -+ 4;S2e-1(n)

alarak (k ¢ift durumu okuyucuya birakilmugtir),
Skn+1)=a1Se(n+ 1)+ +a;Su-1(n+1)

ve boylece

SE(n+1)—SF(n) = a1(Sk(n+1) =Sk (n))+as(Sk42(n+1)=Seq2(n))+- 40 (Sap-1(n+1)=Sax-1(n))

1 ; . o
EA_((" + '2)’“(12 + 1)t =(n+ 1)*nk) = aj(n+ k)’”' + az(n + 1)“’2 + 4 aj(n+ 1)%*-1

ve hemen,
(n+ Q)k —nf = 2kal 4 Qkag(n -+ 1)2 +.- 4 2"aj(n + l)k"l

[23]
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Eger bu ozdegligi saglayan ay, ay, - - -, a; rasyonel sayilan bulunabiliyorsa, her iki tarafin sabit terimleri
kargilagtinilarak a; 4+ a3 + -+ 4 a; = 1 elde ederiz. Dolayisiyla,

St(n) = a1Sk(n) + a2Sk42(n) + - + a;Sak_1(n)

n = 1 i¢in saglanir ve timevarimla tiim n’ler igin dogru olur. Béylece s6z konusu esitliklerin olabilmesi
@y,az, -, a; 'nin buldugumuz polinom Gzdesliginden belirlenebilmesine baghdir. k tek oldugu icin,

Za+ 20+ 12+ 4 2qn+ 1) =+ D —nt = (et L+ 1) — (1= 1)

= 2(2) +2(k52)(n +1)? +---+2(§)(n + 1)"‘3+'2(f)(n+ I)*-1

11k 1 [k k
U= TR T g\ _g) TFT\g) % =

Boylece aj,as,-- -, a; rasyonel sayilarim da belirlemis oluyoruz. Sonug olarak k tek iken,

yazarak

" 1 1 [k k
ls.ll("') 2;, 1 (11) + === 2k 1 ( )Sk-i-ﬂ(n) i = 2;: 1 S"'k l( )
elde ederiz. Benzer sekilde k cift iken,
@ k 1 [k k
.S{‘(n) = E-ETI-S;_-.H(H) + ﬁ_—l<3)5‘k+3(ﬂ) + - 2‘: ISQL 1(1!)

olduguda goriilebilir.

Buradan su sonug da gkanlabilir. Her k > 1 tek saywsi igin Sk(n)/S3(n) ifadesi Sy(n)’in
rasyonel katsayih bir polinomu olarak ifade edilebilir. Bunun kanitini fazla uzatmamak amaciyla, bir
ozel durumda isteneni gorelim. Genel halde de aym yol izlenir. k = 9 igin So(n)/S}(n) ifadesini
istenen bigimde yazalun. Yazim kolayhgi igin Sk(n) = Si alacagiz. Elde ettigimiz esitliklerden,

1

5‘5 - — ‘3(

' 1r “’ S+ 15 (1)
, , 1 ,
St = §.s5+§s7, (2)
-, 1 1 3 1
g = Zba + '555. (3)
S = % W (4)

yazilabilir. (1)'den Sy = ?ﬁ‘:
%’H?—IIS?—I-% (3)'den S5 = 35

ve egdeger olarak,

257, (2)’den S7; = 25! — S5 yamhp yerine konursa Sy =

1
5 8 =
S3 yerine konursa ve (4) kullamlirsa, Sy = 257 -451+1267 -3 67

b,.._. |

. 16 g . 12 3
Sg/blz—-‘s——[l‘)] 4Sf —gl—%"

yazilabilir,
k+1 tek ise ilk kisimdaki gibi

(20 +3)(n + 2" = (2n + Dn*+ = 6.2%a;(n + 1) + 6.2%aa(n + 1P + -+ 6.2%a;(n + 1)F+!

elde ederiz. Sol taraf 2(n+1)[(n42)¥+! —n*+1] 4 (n 4 2)¥+! 4 k41 geklinde yazilip n+1'in kuvvetleri
seklinde duizenlenirse katsayilar hemen,

L [ k1Y k41
v = (0 ()




as =

az =

UJ‘ =

I [ [k
sl
L[ [k
7=

H) ()

bi¢iminde tayin edilebilir. k + 1'in tek olma durumu da benzer bigimde ele alinabilir.
) _S?n 01{‘_"3“ su sonucu gostermeyi de okuyucuya birakiyoruz. Her & cift sayisi igin Sk(n)/Sa(n)
ifadesi Sy (n)’in rasyonel katsayil bir polinomu olarak ifade edilebilir.
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KUADRATIK REZIDULER

Aytek Erdil *

#

Bu yazida, Sayilar Kurami’nin ¢ok iinlii bir
teoreminin kanitim vercegiz. Bu teorem 1783 de
Euler tarafindan ifade edilmig ve ilk kez 1796’da
Gauss tarafindan kanitlanmistir.

ilgilenenler, teoremin
uygulamalarini  96/2  Problem
coziimlerinden inceleyebilirler.

bazi basit
Semineri’nin

Kuadratik Rezidii ve Legendre Simgesi

a ve n, (a,n) = 1 ve n > 0 olacak
bigimde tamsayilar olsunlar y> = a (modn)
denkliginin bir ¢ozimu varsa «a (mod n) de
kuadratik rezidiidiir denir. P bir asal ve (a,p) =
1 olmak tzere (%) Legendre simgesi, a (mod p)
de bir kuadratik rezidiiyse 1’e degilse —1’e esit
olarak tanumlanir.

Lagrange Teoremi: (a,p) =1 P bir
asal say1 olmak Uuzere P(z) = apz"™ + ajz”l +
...+ a, = 0 (mod p) denkliginin, (mod p)’de
herhangi ikisi birbirine denk olmayan en ¢cok n

¢oziimi vardir.
Kamt: Teoremi n iizerinde timevarimla

kamtlayacagiz. (aog,p) = 1 oldugundan n =1

* Bilkent Universitesi Matematik Bolimi Ogrencisi

icin tek ¢oziim vardir. Simdi teoremin n — 1
dereceli polinom icin dogru oldugunu kabul ede-
lim. Herhangi bir a tamsayimsi i¢in P(z) —
P(a) = ap(z"” — a") + ar(z"~" — a" ) 4+
an-1(z — a) = (¢ — a)@Q(z) olacak bigimde
tamsay1 katsayil, bagkatsayis1 ag olan ve (n —
1)’inci dereceden bir @(z) polinomunun bu-
lundugu goriilmektedir. P(z) =0 (mod p) den-
kliginin bir a ¢oziimi varsa diger tiim ¢ozumler
(x — a)@(z) = 0 (mod p) denkligini saglar.
T{imevarim varsayiminuzdan @(z)’in en ¢ok n —
1 ¢oziimii vardir ve bu n — 1 ¢oziimin timu
a’dan farkl bile olsa P sayisimin asalhgl ne-
deniyle P(z)’in en fazla n ¢6ziimii vardir. Bu
da teoremin kanitin1 tamamlar.

Euler Olgiitii: p, ¢ift olmayan bir asalsa
(;‘:—) = a3~V (mod p) dir.

Kamt: Yazim kolayligi saglamak igin r =
3(p — 1) diyelim a (mod n) de bir kuadratik
rezidilyse z2 = a (mod p) olacak bigimde bir
z tamsayisi vardir, ve Fermat'min kiiguk teore-
minden a” = zP~! = 1 (mod p) iken ote yan-
dan a bir quadratik rezidii, tanimdan (g) =1



idi. Dolayisiyla a bir kuadratik rezidii degilken
a" = -1 (mod n) oldugunu gostermek yeter-
lidir. a; = 1%, ay, = 22,- - a, = r? sayilarindan
herhangi ikisi modp’de birbirine denk degildir
(a;, = a; olsayd, (1 — j)(1 + j) = 0 (mod p)
veya pl(i = J)vpl(i + j) elde ediliedi ki @ # j
tken 0 < |i — j|l,|i+ j| < p dir.) Ayrica
her k tamsayisi igin k* = (p — k)? (mod p)
dir, dolayisiyla aj,aa, -, a,, (mod n)'de tum
quadratik rezidileri gosterir. y” = 1 (mod p)
denkliginin, Lagrange teoreminden, en ¢ok r
cozumil a bir quadratik rezidu degilken a” # 1
(mod p). Fermat'mn kiigiik teoreminden a*" = 1
(mod p) dir ve buradan (a" — 1)(a" + 1) =
(mod p) ve a" = —1 (mod p) elde edilir. Tanum
geregl (;’—,) = —1 oldugu ic¢in kanmit bu durumda
da tamamlanmusg olur.

Gauss Onsavi: p ¢ift olmayan bir asal
ve (a,p) = 1 olsun. EZX = r diyelim ve j =
1,2,---,rgina; =a-j (modp) ve -r <a; <r
olsun. n sayisi a; < 0 kosulunu saglayan j lerin
sayisini gosteriyorsa )(;’7)" = (=" dir.

Kamt: |a;| sayilan birbirinden farkhdir.
Eger oyle olmasalardi. a; = —a; olacak bi¢cimde
J ve k olurdu. Buradan a(j+k) =0 (mod p) ve
(a,p) = 1 oldugundan p|(j+k) elde ederiz. Ama
0 < j+ k < p—1 oldugundan bu olanaksizdir.
Aynica 1 < |aj| < r oldugundan |a;| sayilanyla,
1,2,---,r sayilan arasinda bire-bir bir egleme
vardir. Buradan ay,as---a, = (—1)"r! oldugunu
ve a; = a,j (mod p) oldugundan a"r! = (—1)"r!
(mod p) denkligini elde ederiz. (p,r!) =1 oldugu
igin a” = (=1) (mod p) dir. Euler olgiitiinden
(3) = d (mod p) dir ve buradan da )(;‘—,) =
(=1)" (mod p) ve (3) = (=1)" elde edilir.
Boylece kamit tammlanir.

Artik baglangigta soziini ettigimiz tnli
teoremi kanitlayabiliriz.

Karesel Karsiklihk Kural:
Quadratic Reciprocityy

p ve ¢ cift olmayan ve birbirinden farkli

(Law of

asallarsa
Pydy Hr-1(-1) g
“)2) = (-1)3 dir.
(q)(p)
Kamt: Ik once, n,0 < z < ,f—,q <

pr — qy < 0 kosullarimi saglayan (z,y) tamsayl
ikililerinin sayisini gostermek tizere, (Gauss’un

ERDIL

onsavindan (5) = (=1)" oldugunu gozlemleriz.
Bu esitsizliklerden y < (pzq)+ } < LHp+1) elde
ederiz. Buradan y bir tamsayloldugu icin n'nin,
0<z< -q ve 0 < y < ,41’ ile tanimlanan d
dil\dortgemn icinde 1 59 < pz — qy < 0 kogulunu
saglayan tamsayl koordmnth noktalarin sayisina
egit oldugunu gozlemleriz (Sekle bkz.) Benzer
bigimde, m D dikdértgeni iginde —Iplgy—pr <
0 kosulunu saglayan tamsayi koordinath nokta-
larin sayisini gostermek iizere, (%) = (-1)™
dir. $imdi $(p — 1)(¢ = 1) — (n + m) nin gift
oldugunu kamtlamak yeterlidir. (p—1)(q—1), D
dikdortgeni igindeki tamsayl koordmath nokta-
larin sayisina esittir, ve —(p— ) —l) —(n+m), D
dlktortgem icinde pzr — qy < ——q vya da qy —
pr < —Lp kosulunu saglayan noktalarin ayntir
ve esit siylda tamsay1 koordinath nokta igerirler,
cunku z = 1(q+1)—.r ve y = l(p+ 1) -2
blglmmde b1r degigken degigtirme, iki ayrik alan
arasinda bir, bire-bir egleme kurar. Buradan da
bu iki ayrik alanda bulunan tamsay: koordinath
nokta sayisinin ¢ift oldugunu elde ederiz ve kamt
tamamlanir.
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KELEBEK SORUSU ve KARMASIK SAYILAR

Selma Atabey
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. Degerli okuyucular, ejer arkadaslarmiz
11{' _ba.ﬂa kolay gérinen fakat o kadar kolay
¢ozulemeyen bir soru ile zorlamak istiyorsaniz on-
lara kelebek sorusunu sorunuz.

D~

Soru 1: M, herhangi bir ¢emberin PQ
kiriginin orta noktasi olsun. M den gegen her-
hangi AB ve CD kirigleri gizilsin. AD ve BC
kirigleri PQ dogru par¢asim sirayla X ve Y
noktalarinda kessin. M noktasinm XY dogru
par¢asinin orta noktasi oldugunu kamtlayimz.

A C
ARAadA TN
P /

(
/

v A\ Q

/o \\

D~—'_ _~—

Coziim: AB ve CD kiriglerine X ve Y
noktalarindan sirayla XAy, XD, Y By, Yy
diklerini inelim. (Sekil - 2) kolayhk i¢in, MX =
z, MY =y ve PM = MQ = a diyelim.

MXA; ~ MY B, MXDy,~ MYC,
AXA, ~CYC,, DXD; ~ BY B,

benzer uiggenlerinden

r XA z XDy
y  YB y YC
XA AX XD, DX

Y ' YB, BY

bulunur. Bu son dort egitlikten

(%)

XA,.XD, AX.DX PX.QX
YB,.YC, _ CY.BY PYQY
(a—z)(a+x)
(a+y)a—y)

)

QE:IH

2 9
a- —r-

D) B
as — -

esitlikleri elde edilir. Buradan da, z*(a® — y°) =
y?(a® — 2?) yada 2? = y* yani z = y elde edilir.
Boylece M noktasinin XY dogru pargasinin orta
noktasi oldugunu gostermis olduk.

Simdi tekrar Sekil - 1’1 goz onune alalim
ve AC ile BD dogrulanim gizelim. AC ile BD
dogrulan PQ dogrusunu sirayla X ve Y7 nok-
talarinda kesiyor (Sekil - 3).

M noktasmmin  X,Y; dogru pargasinin
da orta noktasi oldugu goriiliiyor. Bunun
dogrulugu da yukaridaki kanitin benzer yolu ile
gosterilebilir.

Bu iki sorunun baglantili oldugu agktir
ve bunlara dogal olarak ortak ¢oziim aramaliyz.
Boyle bir firsat bulabiliriz. Eger dizlemin nok-
talarini karmasik sayilar ile gosterirsek, yukarda
verdigimiz iki sorunun ¢oziimiine gegmeden once
bir kag ek agiklamalarda bulunacagiz.

Diizlemde, diizlemin noktalari ile karmasgik
sayilar arasinda bire - bir egleme yapilabilen ko-
ordinat sisteminin baglangig noktasi 0 olsun. Bu
bire - bir eglemede dizlemin A, B,C,--- gibi
noktalarinin goriintiileri olan karmasik sayilar
sirayla a,b,c,--- gibi harflerle gosterelim.) &k,
merkezi (0 noktasi olan bir birim ¢ember ol-
sun. Bu birim ¢gember uizerindeki noktalar 2.7 =



cember iizerindeki noktalar =T = 1 ozelligini
saglar (Burada T ile z karmagik sayisimin eglenigi
gosterilmigtir.) A ile B noktalan k birim
cemberinin iki noktasi ve : de AB dogrusu
tizerinde bir nokta olsun. O zaman

<o

b—a

2

Sl
tr
o=

te|

olur. Bu son esitlikte de @ yerine %,5 yerine de
+ alirsak abZ + z = a + b bulunur.

C ile D, k ¢emberinin bagka iki noktasi
ise, AB ve C'D dogrularinin kesim noktas: (eger
boyle bir nokta varsa) igin

cdz 4+ z = ¢ + d esitligi de vardir.

Buradan

(a+b)ed — (¢ + d)ab
cd — ab

bulunur. Bu formil ashnda AB ve CD
dogrularimin kesigmeleri igin gerek ve yeter sartin
cd # ab oldugunu gosterir.

Eger A ile B noktalari, k£ ¢emberinin
bir ¢apimin ug noktalari olmayacak bigimde k
¢emberinin iizerinde iki nokta ise, k cemberine
A ve B noktalarinda gizilen tegetler S nok-
tasinda kesigir ve bu nokta i¢in s = % egitligi
saglanir.  Gergekten, =% = —?—;_—E dir. Bu-
radan da, s+ a®.3 = 2a bulunur. Benzer gekilde
de s + 525 = 2b oldugu goriliir. Dolayisiyla,
s = f_‘l’_—% dir.

1. Sorunun bagka bir ¢ozimiine gegelim.
Hi¢ bir kisitlama yapmadan verilen ¢emberin
birim ¢ember ile ¢akistigini ve

= cosa+isino
= cos(m —a)+ isin(m —a)

= —cosa+isina

oldugunu digtinebiliriz. O zaman, m = %(p +

g) = isin « dir. Dolayisiyla m = —m dir.
M  noktass AB  dogrusu lzerinde
oldugundan,

abm + m=a+b ya da

abm = m—a-»5

dir. Benzer gekilde,

cdm=m—c—d dir.

ATABEY

X ve Y kesigim noktalar i¢in

(P + 9)ad — (a + d)pg

ﬂd /]
_ 2mad+a+d
-— e ———— \'ln
ad + 1

2mbe 4+ b+ ¢
be + 1

F o

elde edilir. O zaman,

mad+a+d—m
ad + 1
mbe+b+c—m
be+ 1
dir. Paydalan esitlersek, elde edilen kesirin payi,

(z—m)+(y—m)

(mad + a+ d — m)(be + 1)
+ (mbc+b+c—m)(ad+ 1)
= (mab)ed + abe + bed + a + d — m + (med)
ab+ abd+ acd+ b+ c—m
= (m—a—-bled+abc+bed+a+d—m
+(m—-c—d)ab+abd+ acd+b+c—m
= (med+c+d—m)+ (mab+a+b—m)
= 0+40=0

olur. Boylece, (z — m) + (y — m) = 0 oldugunu
gostermis olduk. Bu da bize M nin XY dogru
pargasinin orta noktasi oldugunu gosterir. M nin
X,Y, dogru parcasinin da orta noktasi oldugunu
gostermek i¢in ayni yorumlar yapariz. Burada ¢
yerine d ve d yerine de ¢ aliriz. (Sekil - 3)

Makalenin geriye kalan kisminda benzer
yol ile ¢oziilebilen iki soruyu daha inceleyecegiz
ve ¢oziimlerini verecegiz. Okuyucuya diigen gorev
bu sorularin ¢oziimlerini incelemek ve karmagik
sayllar1 kullanmadan bu sorulari ¢ézmektir.

Soru 2: PT ve PB verilen bir ¢cemberin
tegetleri olsun. B noktasindan gecen AB capin
gizelim ve AB ye TH dikini gizelim. AP
dogrusunun TH dogru pargasinin orta nok-
tasindan gectigini kanitlayimz.

Coziim:  Koordinat sistemini verilen
¢emberin birim ¢ember ile ¢akisacak ve b = 1
olacak bi¢imde segelim.




O zaman a = —1, t # —1 ve p= ~L di
, - p = —= dir.
Gergekten, i+1
h__i({+?_l l !')+l .
) ) = 5({+7)= 2 dir.
A oile TH dogru parcasinin orta noktasinm

gosterirsek,

%(t + h) = Q'—:—tﬂ olur. AP
ve M noktalarimin aym dogru iizerinde olduk-
larin1 gosterecegiz. Bununla da hergeyi kanitlams
o!.acaglz. S=% oranmnin gergel say1 oldugunu
gostermek yeterlidir. Fakat

m-a _ 33414, L (t41)?
p—a el T At
cunki kendi eglenigi ile cakisir.

Soru 3: O merkezli bir ¢ember ABC
ucgenine icten teget ve bu ¢gember BC kenarmna
X noktasinda teget ve M noktasi da BC ke-
narimin orta noktast olsun. OM dogrusunun
AX dogru pargasinin orta noktasindan gegtigini
kamtlayimniz.

m =

orani bir gergel sayidir,

Cozum: ABC {iggeninin ig teget
cemberinin birim cember ile cakigacak bigimde bir
koordinat sistemi secelim. Bu g¢emberin tiggenin
BC',CA ve AB kenarlarina olan degme nokta-

larina sirayla X, Y ve Z diyelim.

foL)

S

O zaman,
2ry

2z 2zx
r+y'

b= fe=
y+=z

= z+z
ry+ 2yz +zx)r
= —(b =
m=30+I)= e +y)
ve eger () noktasi da AX dogru pargasinin orta

noktasi ise

1 _ry+ 2yz + zx
g_;z—(a-k.z,)_ 2(y+2)
dir. Q noktasmin OM dogrusu iizerinde

oldugunu gostermek igin 2% orammin gergel say1

oldugunu gostermek veterhdir.
m 2E(F+73) 2 1
F+oE+7)

3]

2e(y+2) _m

i+t 9

dir. Bununla da kanit tamamlannustir.

PROBLEMLER VE COZUMLERI

—

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A141. Bir ABCD A ve
B koseleri merkez alinarak |AC| vyarigaph iki
cember ciziliyor. Cemberlerin AB dogrusuna
gore D ve C' ile ayni tarafta bulunan kesigme
noktasi P olmak iizere, A dan BP dogrusuna
AQ dikmesi ciziliyor. PAC = QAC oldugunu
kanitlayimiz.

A142. Bir ABC iicgeninde [BC] ve [C'A]
iizerinde sirasiyla ahnan noktalar D, E' ve DI ||
AB olmak iizere BE dogrusunun AD dogrusunu
kestigi nokta F ise, C'F dogrusunun [AB] nin
orta noktasindan gectigini kanitlayimz.

A143. Bir ABC l¢geninde B ve C

karesinin

agilarinin i¢ ve dig aglortaylar ¢izilerek A nok-
tasindan bu aglortaylara dikmeler indiriliyor.
Bu dort dikme ayagimn ayni dogru tizerinde
oldugunu kamtlaymz.

Al144. 2, y,a,b> 0 icin

by\* y+ bz’ .
(am+ y) +<ay+b.1) > 9(a + b)?

Y X

esitsizligini gosteriniz.
A145. n bir pozitif tam say1 olsun.

nl<p<nl+n+l

kosulunu saglayan ka¢ tane tam say1 olabilir?



YARISMA PROBLEMLERI

Y141. Odaklan F, F' olan 2 + a?y? =
a*b? elipsinin herhangi bir tegeti d dogrusu ol-
mak tizere F ve F' noktalarimn d iizerindeki dik
izdigimleri sirasiyla S ve S’ ise |FS|-|F'S'| = b°
oldugunu kamitlayiniz.

Y142. Bir ABCD Kkirigler dortgeninin
cevrel ¢emberi tizerinde alinan bir E nok-
tasindan BC,CD, DA, AB dogrularina sirasiyla
EP. EQ.ER.ES dikmeleri indiriliyor

|EP|-|ER| = |EQ|-|ES]

oldugunu kamtlayimz.

Y143. Cevrel yarigapi R olan
ArAs - An dizgiin ¢okgeninin gevrel cemberi
uzerinde alinan bir P noktasi icin

> 1PA? = 2nR?
=1
oldugunu kanitlaymz.

Y144. n pozitif bir tamsayy, 1 ise
uzunlugu % olan bir agk arahk olsun. Bu
aralikta ¢ € {1,2,---,n} ve p € N olacak gekilde
en ¢ok kag tane s rasyonel sayis1 bulunabilir?

Y145. Cevresi 10 birimden kii¢iik olan
rastgele bir ikizkenar ti¢gen ciziliyor. Bu ii¢genin
genis agili olma olasihgi nedir?

COZUMLER
Al3l. a<b<e<dign

flz) =z —a|+2|x— b+ 3|z — | + 4|z — d|

fonksiyonunun alabilecegi en kiigiik degeri bu-
lunuz.

Cozum. y = f(z) grafigi kogeleri z =
a,z = bz = ¢ ve z = d de olan kink bir
gizgidir. @ < a i¢in f(z) = —10z+ A oldugundan
azalandir, * > d i¢in ise f(z) = 10z + B,
yani artandir. Tim bunlardan en kiigik degerin
f(a), f(b), f(¢) ve f(d) degerlerinden biri olacagl
gorilir. f(a) = —9a + 2b + 3c + 4d, f(b) =
—a—6b+3c+4d, f(c) = —a—2b—c+4d ve
fld) = —a—2b—3c+6d ve a <b<c<d
oldugundan f(a) > f(b) > f(c) ve f(c) < f(d)
bulunur. O halde aranan en kiigiik deger f(c)
dir.

A132. n bir tamsay1olsun ve 1 < i< n

icin [%r“—} aralifinda z; noktalar verilsin.
Ty X9 -z, | 1
gl D
n * n t T n 2’ — 2n

egitsizliginin dogru oldugunu gosteriniy.
Cozum. 1 =1,2 - nicin '—;l <zi<i
esitsizliklerini taraf tarafa toplarsak;

3=

1
—{0+1+-+(r-D}<zi+z+. 42, <

l~{1+2+---+n}
n

buluruz. S = &4 22 4...4 22 olsun; yukanidaki
esitsizlikten

1 (n=1)n I n(n+1)

— iy

n? 2 s5s n? 2
sadelestirirsek, 1 — ,_,Ln £85 € % + 3,1; gikar ki, bu

istenen egitsizliktir.

A133. y ekseni uzerinde sabit (0, k) nok-
tasinda dik kesigen iki dogru z eksenini A ve
B noktalarinda kesiyorlar. [AB] lizerine kuru-
lan egkenar liggenin ligiincii kogesinin geometrik
yeri nedir?

Gozim. Verilen (0,k) noktasinda dik
kesigen dogrulardan biri z-eksenini A(—k/m,0)
digeri de B(mk,0) noktasinda kessin. [AB]
uzerine kurulan eskenar tiggenin tigiincii kdsesinin
(u,v) noktasi oldugunu kabul edelim. u ile v
arasinda bulunmas gereken baginti, istenen ge-

ometrik yerin denklemidir. Gerekli islemler sonu-
cunda,

2 2
u:(m_l)k ve v:Mk

2m 2m k1)
bulunur. m parametresi yok edilerek 3":2 - ‘fs =
% hiperbolii elde edilir.

A134. Bir ABC liggeninin B ve
C koselerinden gecen ¢ember, AB ve AC
dogrularimi X ve Y noktalarinda kesiyor. XY

dogrusu BC' dogrusunu bir Z noktasinda kesi-
yorsa,

|BZ| _ |XB||AB]
2C] = [¥Cllac]

oldugunu kamtlaymiz.
Cozum.
kuvvetinden

A noktasmin cembere gore

|AB| - |AX| = |AC]| - |AY|

|AB| _ |AY|

= e 1
ya da AC| = JAX] (1)
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Menelaiis Teoreminden,

X8l jzey At @
elde edilir. (1) ve (2) kullanilarak,
|BZ| _ |XB] _ |BA|
|ZC| — |yC| |AC
bulunur.
A135. Bir paraboliin odag [, parabol

UZCl'il?d-(:‘ki !)ir nokta P, P noktasinin paraboliin
ekseni {izerindeki dik izdiisimii Q ve paraboliin
tepe noktasi A ise, |PQ|* = 4|AF||AQ| oldugunu
kanmitlayiniz.

Cozum. y* = 4pz,(p > 0) paraboliiniin
herhangibir noktas: P(z,2/pz) dir. Bu
paraboliin odagi F(p,0) olup, P noktasinin z-
ekseni uzerindeki dik izdisimi @Q(z,0) nok-
tasidir. IPQ| = 2,/pz, |AF| = p ve |4Q| =z
oldugundan |PQ|* = 4|AF|-|AQ| dur.

Y131. MATEMATIK sozcugindeki
harflerin tiimiini kullanarak, bunlarin gelisigiizel
dizilimleriyle elde edilen anlamh, anlamsiz tim 9
harfli sozciiklerden kag tanesinde iki insuz harl
ard arda gelmez? (Nurettin Ergun)

Coziim. 5 iinsiiz, 4 iinli oldugundan ard
arda iki tinsiiziin gelmedigi diziligler iinsiiz, iinsuz,
{inlii, ..., tnsiiz gseklindedir. Bu tiir diziligleri
elde etmek icin 5 iinsiizii ve 4 tnliyi ayn
ayri siralayip tinliileri siray1 bozmadan tinstizlerin
arasina koyariz. M, T, M,T, K harfleri 2—% farkli
sekilde; A, E,A,I harfleri ise '_‘,—: farkh sekilde

1 1 n
O halde aranan sayi 5‘5’,2—, . % = 360

dizilebilir.
tar.
Y132. Bir havuzun cevresinde saal
yoniinde sirayla 0 dan 60’a kadar numaralanmig
61 tane tas var. 0. tagin iizerindeki bir kurbaga
énce 1. tasa, ordan 2. tasin iistinden atlayip 4.
tasa, oradan 4 tagin birden tstiinden atlayip 9.
tasa, ... seklinde sicrayarak havuzun gevresinde
dolamyor. Kurbaga k + 1’'inci sigrayista saat
yoniinde 2k tagin istiinden atlayip bir son-
rakine sigriyor.  Yeterince uzun bir siire so-
nunda kurbaganin tzerine bagmadig: tag kalir m?
Kalirsa kag tane boyle tag kalir? (Albert Erkip)
Cozim. 1+3+56+ -+ (2k-1) =
k2 oldugundan, kurbaga k sigrayigta k* tas
iizerinden atlayip 0 < 2 < 60 ve 2 =
k* (mod 61) numarall tagin tzerine varmig ola-
caktir. Uzerine bastlan taglar (mod 61) de tam
kare olan x sayilarina karsi gelen taglardir. Simdi

0 < mn <60 igin m*> = n* (mod 61) denk-
lemini cozmeye ¢ahgahm; denklemden 61|(m —
n)(m+ n), 61 asal oldugundan da m = n veya
m = 61l =n (n > 0 iken) bulunur. O halde
12 = 602, 22 = 592,... 292 = 32% ve 30° =
312 (mod 61) dir ve tiim bu sayilar (mod 61)
de birbirinden farklidir. Buna 0?7 = 071 da
katarsak (mod 61) de 31 tane tam kare oldugu
bulunur. Uzerine basilmamus tag sayist 30 dur.
Y133. Bir paraboliin herhangi 1ig
tegetinin ikiger ikiser kesigme noktalan X,Y,Z
ise XYZ cemberinin bu paraboliin odagindan

gectigini kamitlaymiz.

Coziim. Bir parabolde, odagin tegetler
iizerindeki izdiigim noktalari, bu paraboliin te-
pesinden gegen teget iizerinde bulunurlar. Bu
nedenle, F odagmm XY, XZ YZ tegetleri
{izerindeki izdiisiimleri aym dogru tizerindedir.
Bu dogru XY Z lggeninin bir Simson dogrusu

oldugundan, (XY Z) cemberi I" odagindan

geger.

Y134. Birbirinin diginda bulunan A ve
B merkezli iki cemberin ortak dig tegetleri bir '
noktasinda kesigiyor. Ortak i¢ tegetlerden biri de
dig tegetleri D ve E noktalarinda kesiyor. CDE
cemberinin [AB] nin orta noktasindan gegtigini
ispatlaymiz.

Cozim. CB wm, DCE
agortayr olup, DE yaymmn orta noktasmdan
gecer. Bu noktaya F diyelim. BDA dikaqsi AB
dogruparcasini gordugiinden A, D, B, E' nokta-
lari cemberseldir. Bu ¢emberin D kiriginin orta
dikmesi merkezden geger. Bu ¢emberin merkezi
I" noktasidir. Dolayisiyla (CDE) ¢emberi AB
dogru pargasinin orta noktasindan geger.

Y135. A, B,C ac¢larnmm olguleri sirayla
[,2,4 ile orantih olan bir ABC' tggeninin alamm
cevrel gemberinin yarigapi cinsinden hesaplayimz.

Cozum. n pozitif tamsayisi i¢in

agisinin

sin —— -sin N in ——
o4 1 2n+1 st 2n+1

_ Vin+ 1

= g (*)

27

dir. Soz konusu tuggenin agilar -’75,7,"—7'1 olup
a,b, ¢ kenarlarin uzunluklar: olmak tizere, alani:
1 . L 2m 4w
A==-2Rsinz 2R -sin — -sin —
2 7 [ 7
dir. (%) ifadesinde n = 3 alindiginda
w3 T

sin = - sin — - sin — = —
7 i 0 8




B

elde edilir. sin 3 =sin 57 oldugundan bulunur.

>[5
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MATEMATIK DUNYASI

Oncelikle elinizdeki Matematik Diinyasi Ekim 1996 sayismin 6 ay geg ¢ikmasi nedeniyle
okurlarimizdan dziir dilemek ve bu gecikmenin tiim sorumlulugunun bana ait oldugunu belirtmek

istiyorum.

Matematik Diinyasi 1991-1995 arasmdaki ilk 5 yihnda amagladigi dogrultuda tutarh bir ¢izgiye
oturdu; her yastan matematik merakhlarimn izledigi ve aradig) bir dergi oldu. 1996 yilina baglarken
gecmisteki bu bagarili gizginin siirecegini, yeni atihmlar yapmanin kolay olacag: disiincesindeydik.
Geri bakinca ilk 5 yillik bagarimin ardinda 6nce Cemal Kog'un sonra Safak Alpay’in editor olarak

dzverili caligmalarmm oldugu daha iyi anlagihiyor.

1996 yili Matematik Diinyas: icin bir takim degisikliklerle beraber bazi talihsizlikleri de beraber
getirdi. IIk sikintimz Aralik 1995 saymmzin iyi dagitilamamasindan kaynaklandi, okurlarimizin
abone igleri aksadi; sanirim sonradan eksiklikleri énemli 6lciide tamamlayabildik. Dagitim sis-
temimizin ve matbaann degigmesi ilk sayilarda baz1 gecikmelere neden olduysa da bunu telafi
etmeye caligtik. Ancak Haziran 1996 ve ozellikle Ekim 1996 sayllarinda ciddi gecikmeler oldu.
Buna kismen sansizhiklar, kismen ihmaller neden oldu. Ancak son sayimizin gecikmesi tamamen
kisisel bir takim sorunlarimdan kaynaklanmugtir.

Bu gecikmenin belki bir sevindirici tarafi okurlarimizdan aldigimz sikayetlerin ¢oklugu. Zaman
zaman “bu dergi artik tekrar ¢ikabilir mi” seklindeki karamsarligimiz: dagitan, bize cesaret veren
okurlarimizin bu srarh arayiglan oldu. Bu sayidan yakin bir siire sonra Aralik 1996 sayisin
cikarmay diigiiniiyoruz. 1997 yilna ait tasarilarimz, oniimizdeki Aralik 1996 sayisinda yer alacak.
Okurlarimizin 1997 aboneligi konusunda bu sayidaki agiklamalari beklemelerini rica ediyoruz.

Son olarak Matematik Diinyasi’mmn bu zor giinlerinde bizi yalmz birakmayan tiim okurlarimiza,
bu sayinin cikabilmesinde bana yardimer olan tiim arkadaglan ve ozellikle sevgili Safak Alpay’a

tegekkir etmek istiyorum
Albert ERKIP
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06531 ANKARA adresine,

zlimleri génderirken liitfen su noktalara dikkat ediniz :

1. Her sorunun ¢6ziimdini ayri bir kadida, okunakl ve anlastir bir bigimde yaziniz.

2 Kadidin sag tst kdsesine adinizi, soyadinizi, adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve sinifinizi yaziniz.
3. Cozimleri, Prof.Dr. Aibert Erkip, Orta Doju Teknik Universitesi, Matematik Bolimd,

\ 30 Haziran 1997 tarihine kadar ulasacak sekilde gonderiniz. j

N\

Gaytn Okurlarimiz,
Matematik Diinyasinin (¢ ve dort cildini
kapsayan cilt kapaklart hazirlanmigtir. Cilt
kapakilari icin posta ¢eki hesabina 350.000.-
TL. yatirdiklarinda, isteyen abonelerimize, ka-
paklar énimdzdeki sayi ile birlikte postalana-
caktir.

Matematik Diinyasi'nin, 1996 yili abone lc-
reti 400.000.-TL., tane satig flyati ise
100.000.-TL. olarak saptanmustir. Abone ol-
mak isteyen okurlarin, posta ¢eki araciligi ile
ddemeleri yapmalari halinde dekont ve adres-
lerini Matematik Diinyasi, (Matematik
Bélimi, ODTU 06531 Ankara) adresine goin-

~

Kdermelerini énemle rica ederiz. /

YAZARLARA

Dergimiz matematide ilgi duyan herkesi ya-
zar kadrosunda kabul etmektedir. Yayinla-
nacak yazilarin matematik ife ilgili olmasi di-
sinda herhangi bir Kisitiamamiz yok. Fikir
vermesi agisindan su konulari sayabiliriz:
* Konu sunuglarl.

* Matematiksel distincenin dedisik alaniar-
daki uygulamalarini vurgulayabilecek yazi-
lar.

* Yillardir ¢oziim bekleyerek yeni ¢ozulmus
ya da heniiz ¢6zilememis Unld problemle-
rin tanitimi.

* Matematidje ilgi duyan &grencilerin kendi-
lerini asmasina yardimci olabilecek prob-
lemler.

* Matematiksel kavramiar tarihi ve mate-
matikgilerle ilgili yazilar.

* Daha sadjlikh bir mufredat programini
olusturmaya yGnelik inceleme, elestiri ve
alternatif oneriler.

* Matematik diinyasindan guncel haberler.

Génderilen yazilar aynen yaymlanabilecegi

gibi biitinligi bozmayacak bazi degisiklik-

lerle de yaymianabilir. Simdilik olanaklari-
miz yazarlara telif tcreti ddemeye elverisli
dedildir. Bu nedenle anlayisla karsianacadi-
mizi umuyoruz. Génderilecek yazilarin oKu-
nakii el yazisi ya da tercihan daktilo ile,
dizgiin ve tam climlelerle, Tiirkge dilbilgisi

Kkurallarina uyularak, ust tste formdl yigin-

larindan kaginilarak yazilmas, bes sayfay!

gegecek yazilarda bélme noktasi belirtiimesi
rica olunur. Yazilar

Matematik Diinyasi
ODTU Matematik Boliimti
06531 Ankara

adresine gonderilecektir.
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