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KONININ KESITLERI (II)

*

H. Turgay Kaptanoglu

C. Digmerkezlilik ve Dogrultmanlar

Digmerkezlilik kavrami, inceledimiz dort
egriyl aym bakig aqsi etrafinda toplamamizi
saglayacak. Digmerkezlilik hakkinda bir fikir
elde edebilmek igin 6nce paraboliin tanimini
hatirlayalim: dogrultmana ve odaga esit uzak-
liktaki noktalarin kiimesi. Dogrultman D ile
gosterirsek, bu |[NO| = |ND| demek olur; yani

vol _
VD

orani 1’e egittir. Bu orana digmerkezlil:k denir.
Bu kavram simdilik sadece parabol igin var.
Diger lg egri icin ya digmerkezliligi bagka tiir-
li tanimlayip buradan egrilerin dogrultmanlarina
gegebiliriz, ya da bu egrilerin énce dogrultmanla-
rin1 tamimlayip sonra digmerkezliliklerini hesap-
layabiliriz; hatta dort egrinin hepsini en bastan
yukaridaki denklemle tanimlayabilirdik. Biz bi-
rinci yolu sececegiz.
Elips ve hiperboliun digmerkezliligi

¢= =~
a
ile tanimlanir; yani bu egriler igin digmerkezlilik,
odaklar arasi uzaklhigin, tepe noktalar: arasindaki
uzakliga oramidir. ¢ uzunlugunu a ve b cinsinden
yazarsak, elipsin digmerkezliligi

JaT =B

£ =

a
hiperboliin digmerkezliligi ise

JETR

a

e =

olur. Buradan goriirtiz ki elipsin digmerkezliligi
1’den kiiciik, hiperboliinki 1’den biiyiktur.
Parabol ise 1 olan digmerkezliligi ile elips ile
hiperbol arasinda bir gegig egrisidir.

Elips yassilagtik¢a b, a’ya oranla azalir ve
digmerkezlilik 1’e yaklagir; elips yuvarlaklastikqa,
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b ile a birbirine yakindir ve digsmerkezlilik sifira
yaklagir. Yani digmerkezlilik, en azindan elipste,
basikhigin bir olgiisiidiir. Cembere gelince, bu
egrinin odaklan ¢akigan bir ozel elips oldugunu
belirtmistik. Yani ¢ = 0’°dir ve a da yarigaptir;
dolayisiyla cemberin digmerkezliligi e = 0’dir.
Bu da sagirtmamali; bu derece simetri ozellikleri
gosteren bir egrinin basik hig bir tarafi yok tabii.

Simdi artik elips ve hiperbol icin de
dogrultmanlar bulabiliriz. Bunun igin paraboliin
dismerkezlilik tanimindan yararlanacagiz. e veri-
len egrinin digmerkezliligi, O odaklarindan biri ve
N egri iizerinde bir nokta ise, bu odaga kargilik
gelen dogrultman D,

|NO|

o = €

IND|

egitligini saglayan ve egrinin eksenine dik olan
dogrudur. Elipsin ve hiperbolin ikiser odag: ve
dolayisiyla ikigser dogrultmam vardir. Bir tek
odagl ve dogrultmani olan parabol bir bakima
yarim bir elipsten yarim bir hiperbole gegistir.

Dogrultmanin tamimindan onun bir-iki
ozelligini hemen gikartabiliriz. Once denklemi
[NO| = e|ND| diye yazahm. Cember digindaki
lig egride e > 0 ve |[NO| > 0 saglanir. O zaman
|ND| > 0 olmak zorundadir; yani egri iizerindeki
bir noktanin dogrultmana uzakhig sifir olamaz.
Diger bir deyisle dogrultmanlar egriyi kesmez.
Bunu parabol i¢in tanimi geregi zaten biliyorduk.
Odaklar: sabit kalip digmerkezliligi azalan elipsler
digtinirsek, |NO| uzunlugu bir siire sonra fazla
degismez. e’deki azalmayi kargilamak igin |N D]
artmak zorundadir; yani dogrultmanlar elipsten
gittikce uzaklagir. e = 0 simir haline karsihik ge-
len ¢emberi, dogrultmanlar1 sonsuza kagmug bir
elips olarak dustnebiliriz.

Baslarda inceledigimiz birer elips ve hiper-
boliin dogrultmanlarimi bulalim. N(z,y) noktas

2
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elipsinin tzerinde ve a > b olsun. O(c,0)
odagim kullanahm.  Elipsin ekseni y = 0
oldugundan, buna dik olan ve O ’ye karsilik gelen
D, dogrultmam r = dy seklindedir. dy’yi bu-
lacagiz. Elimizdeki bilgileri dogrultmanin tanim
denkleminde kullamirsak,

VE=P+y _c

|ds — z| T a

egitligini elde ederiz. y? yerine elipsin denkle-
minden elde ettigimiz denkligi kullanahm; % =
¢?—a® yazalim; sonra iki tarafin karesini alalim ve
elde ettigimiz ifadeyi d2 igin ¢ozelim. Bir takim
hesaplardan sonra

a’ 2

a
dy =25 — — veya dy = —
c

c
buluruz.  Dogrultmanin denkleminin N ’den
bagimsiz olmas: gerektiginden ilk ¢oziim gergek
bir ¢oziim degildir ve Dy dogrultmani

(12 a
1;=d2:—:--
C [

dogrusu olur. 0;(—c,0) odagim kullansaydik,

denklemi

;r;:dl:———z-—-—

olan D; dogrultmanini bulacaktik. Elipsimizde
2’in aldis en bilyiik ve en kiigiik deger (y = 0
aldigimizda) z = a ve z = —a’dir. 0 <e <1
bilgisi de bize d3 > a > ¢ > 0 ve d < —a <
—c¢ < 0 verir. Bu ise her odak-dogrultman
¢iftinin merkezin aym tarafinda bulundugunu ve
elipsin de her odak-dogrultman ¢iftinin arasindan
gectigini soyler.

y
xX= -g xX= g
b
0,(=¢. 0) Ol(& 0)
/ /
DI D2
Nx Y
- le—C = ae
<+ a >
a
N e
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Benzer bir hesabi N(z,y) noktasini igeren
ve ekseni y = 0 olan

2 2
T y=1

a? b
hiperbolii igin de yapahm. Degisiklik olsun diye
0;(~c,0) odagm kullanahm. Dogrultmana z =
d, deriz ve tanimda yerine koyarak

ViE+e)3+y: ¢

II—dll a

yazanz. Yukarida izledigimiz yolla d;’i buluruz.
D, ve D5 dogrultmanlari sirayla
a a

r=d = —- ve r=dy = —
e e

dogrulan ¢ikar. Denklemler elipstekilerin aymnisi-
dir, yalmz dogrular farkhdir, giinkii simdi e >
1'dir; o zaman d; > a ve d» > a gergeklenir. Hi-
perboliimiiziin denkleminde y = 0 alarak =2 nin
aldif en kiigiik degeri, dolayisiyla da z’in sifira
en yakin degerlerini buluruz; bunlar z = —a
ve 2 = a’dir. O zaman —c < —a < d; < 0
ve 0 < dy < a < c esitsizlikleri gegerlidir.
Elipste oldugu gibi her odak-dogrultman cifti
merkezin aym tarafindadir ve hiperbol her odak-
dogrultman ciftinin arasindan geger. Farkh olan
taraf, burada dogrultmanlarin merkeze hiper-
bolden daha yakin olmasidir. Hiperbol, odak-
larinin merkeze kendisinden daha uzak olmasiyla
zaten elipsten ayrihyordu.

Y

4

" 0y(c, 0)
e

—a—

r—c = ae—

Ozetle, |[NO| = e|ND| esitligi ¢ember
digindaki diger u¢ egrinin ortak denklemidir;
hangisi oldugu e’nin degerinden anlagihr. Yal-
niz bu denklemi dogrudan kullanmak zor. Dog-
rultman ve odak verildiginde bu denklemle
baglayarak egrinin denklemine gegebiliriz. Bir
ornekle gorelim. Merkezi bagnoktada, odak-
larindan biri (—4,0) ve buna karsihk gelen
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dogrultmam z = —16 olan egrinin denklemini
yazalim. Hemen ¢ = 4’tiir ve dismerkezlilik
tanimindan e = ¢/a = 4/a olur. Dogrultman
egitliginden ise —16 = —a/e buluruz. Bu iki

esitlikten e’yi hesaplariz: e = 1/2. O halde
egri bir elipstir. N(z,y) elipsin bir noktasiysa,
INO| = e¢|N D| denklemi

VE— O+ = 0F = gl — (-10)

1
(2+4)+9* = ;(z +16)°

422 + 322 + 64 + 4y® = 2% + 32z + 256
322 + 4y% = 192
1:2 y2

8 Tag !

verir. Ashnda e’yi buldugumuz anda a’y1 da
bulabilirdik: « = 8. Oradan b = Va2 —¢? =
V64 —16 = /48 qkardi ve elipsin denklemini

hemen yazabilirdik.

D. Kutupsal Koordinatlar

Kutupsal koordinatlar: kisaca hatirlayalim
once. Yukarida diizlemdeki bir N noktasim
gostermek i¢in Kartezyen koordinatlar dedigimiz
(z,y) gercel say1 ikililerini kullandik.  Bun-
lar noktanin sirayla y ve z eksenlerinden olan
uzakhklar. Kutupsal koordinatlar, dizlemdeki
bir noktay: (r,0) diye bagka bir ikili sistemi ile
gosterir. 0, pozitif z ekseninden, N’yi bagnok-
taya birlegtiren dogru parcasina kadar olan agqidir.
Saat yonuniin aksi yonde gidilirse 6 pozitif, saat
yoniinde gidilirse @ negatif olur. r ise N’ nin
bagnoktadan uzakhgidir; yani

r= V=02 + (-0 = Val+ 2.

Bu tanimda r pozitiftir. Ama bazan negatif »
degerleri de kullanilir; o zaman bagnoktadan N
yerine —N yontine gideriz. Her iki durumu igeren

Py
1_2 :1:2+y“

yazmak daha dogrudur. N ’den z eksenine ¢izilen
dikmenin ayagina M der, bagnokta, M ve N ’nin
olugturdugu dik tiggene bakarsak,

tamﬂzg

T
egitligini goriiriiz. Yukaridaki esitlikler, N nok-
tasinin Kartezyen koordinatlarindan kutupsal ko-
ordinatlarini nasil bulacagimizi gosterir. Ayni

liggende gene hemen gorelegimiz

z=rcosf

y = rsinf

esitlikleri ise N ’nin kutupsal koordinatlarindan
Kartezyen koordinatlarina gegmek igindir. Kar-
tezyen koordinatlarin bagnoktasi (0,0), kutupsal
koordinatlarda, # ne olursa olsun, » = 0’a kar-
sihik gelir. Kutupsal koordinatlarda fonksiyonlan
genellikle » = f(#) seklinde yazanz.

Y [ N i8]
A ey

Simdi ¢ember, parabol, elips ve hiper-
boliin kutupsal koordinatlardaki denklemlerini
bulacagiz ve dordiiniin de bir tek denklemle ifade
edilebilecegini gorecegiz. Dort egriyi ayirdeden
ozellik digmerkezlilik olacak.  Digmerkezlilige
daha once 6zel onem vermemizin bir nedeni de
buydu.

Once daire digindaki tig egriyle ilgilenelim;
cemberi sonra elipsin 6zel hali olarak ele alacag)z.
Egrimizin dismerkezliligine e, bagnoktada yerles-
mig odaklarindan birine (paraboliin tek odag-
na) O, buna kargihik gelen dogrultmana z = —d
(d > 0) ve egrinin iizerindeki bir noktaya N(r0)
diyelim. O zaman [NO| = r ve |[ND| = d+rcos
olur. Bunlar |[NO| = ¢|N D| denkleminde yerine
koyarsak, once r = e(d + rcos ) ve sonra bunu
r i¢in ¢ozersek,

o & de
~ 1—ccosf
kutupsal koordinat denklemini elde ederiz. Eger
dogrultman =z = d, y = —d veya y = —d
dogrularindan biri olsaydi, sirayla
de
r=-—-—
1+ ecosf’
_ de
"= T—esing’
_ de
il eerry
denklemlerinden birini elde edecektik. Biitiin bu

denklemlerde egrileri ayirdeden ozellik digmerkez-
liligin 0 < e< 1,e=1veya e > 1 olmas.

[3]



Elipste ve hiperbolde dogrultmanlarin ve odak-
larin merkeze sirayla e/a ve ae uzakhklarinda
oldugunu gormistik.  Simdi merkezin degil
de odagn basnoktada bulundugunu goz oniine

alirsak,
a
d==% (-— - ae)
e

esitligi ortaya gikar; burada + elipsi, — hiperbolu
verir. Bunu egrilerin kutupsal koordinat denkle-
minde yerine koydugumuzda,

L_ga-e)
T T 1-—ecosf

elde ederiz. + isaretiyle e = 0 Ozel hali bize
r = a verir ki bu bagnoktadan sabit a uzakhginda
olmak demektir; yani bagnokta merkezli ve a
yarigapli cemberden baska bir sey degildir.

Cikarttigimiz denklemlerden, elips ve ¢em-
beri parabol ve hiperbolden ayiran bir sonuca
varabiliriz. e = 0 iken r sabit oldugundan agik¢a
cember simrhdir. Elipste 0 < e < 1 saglanir ve
paydadaki 1 —ecosf (veya digerleri) hep sifirdan
uzak durur. Dolayisiyla r sinirsiz bliyliyemez;
yani elips de simirhdir. Parabol i¢in denklem

d

a== 1 —cosf

seklindedir. 0 sifira yaklagtikca, 1 — cos? da s1-
fira yaklagir ve r simrsiz buydur. 6 = 0 ise pozi-
tif = eksenine karsilik gelir ve bu aym zamanda
paraboliin de ekseninin bir kismidir. Hiperbolde
e > 1'dir ve cosf = 1/e = a/c eitligini saglayan

0 =+ cos™* (%) = +cos™! (%)

agilarina yaklagdikca r gene sinirsiz biyur. Bu
acilar bize bir sey hatirlatmali. Once bir kenan
a, hipoteniisii ¢ ve aralarindaki agi ¢ olan bir dik

KAPTANOGLU

liggen diigiinelim; iigiincii kenar vaz—c¢? = +b
ve
b
tanf = -
a

olur. tan @’nmin ayni zamanda bagnoktadan gegen
bir dogrunun egimi olabilecegini hatirlarsak,
tekrar hiperboliin asimptotlarin bulmus olu-
ruz. Hiperboliin asimptotlarina yaklagmasi ile
merkezinden simirsiz uzaklagmas: birlikte mey-
dana gelmektedir.

Inceledigimiz egri denkleminde dogrult-
man(lar) dikeydi; bu ve bir odagin basgnoktada ol-
mas bilgisi egrinin ekseninin £ ekseniyle ¢akigtig
sonucunu dogurur. Tepe noktalar da eksen
iizerindedir. Kutupsal koordinatlarda pozitif ve
negatif z ekseni § = 0 ve § = = esitlikleriyle
verilir. Egri denkleminde bu degerlerini kulla-
narak, tepe noktalarini

- _ de

=0, ¥ =
de

0 =m, r =
1+e

olarak buluruz. Parabolde yalmz ikincisi geger-
lidir. Cemberde ise zaten eksen, dogrultman
veya tepe noktalari tammlamamistik. Ashnda
cemberin her noktasi tepe noktasi olarak da
gorilebilir.

E. Ikinci Dereceden Egriler ve Diizlemde
Dondiirme

Kartezyen koordinatlara geri doniip, iki
degiskenli genel ikinci dereceden denklem de-
digimiz

Az’ + Bzy+Cy? + Dz + Ey+ F =0

seklindeki denklemlerin diizlemdeki grafiklerini
inceleyecegiz.  Kargimiza hep tamdik egriler
cikacak. A, B,C’nin en az birinin sifirdan farkh
oldugunu kabul edecegiz; aksi halde hem denklem
ikinci dereceden olmaz, hem de grafik yalmzca
bir dogrudan ibaret olurdu. Bu denklemde ikin-
ci dereceden kasit z’in ve y’nin derecelerinin
toplamudir.

Simdiye kadar inceledegimiz dort egri bu
tip bir denklemle ifade ediliyor dikkat edilirse.
Simdilik B = 0 alahm. Cemberin denklemi
A = C veriyor hep. Paraboliin denklemi ya
A=0yadaC=0vede D# 0 veya E#0
demek oluyor. Elipsin denklemi A # C ve A
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ile C'’nin igaretlerinin farkli olmasin gerektiriyor.
Merkezi olan ii¢ egride merkezin bagnoktada ol-
mast D = E = 0 olmasini, bagka bir noktada
olmasi D # 0 ve/veya E # 0 olmasini saghyor.

Diger ozel durumlara da kisaca deginelim.
A =1 ve diger katsayilar sifirsa, 22> = 0 yani
z = 0 dogrusunu elde ederiz. A = C = 0,
B =D=1ve E=F = —1 halinde elde et-
tigimiz y+x — y— 1 = 0 denklemini ¢arpanlara
aymrrsak (z — 1)(y + 1) = 0 buluruz ki bunun
grafigi kesisen ¢ = 1 ve y = —1 dogrulandur.
B=C=E=0,A=1,D=-3ve F=2
durumunda gikan z%2 — 3z + 2 = 0 denklemi de
arpanlara ayrlir; gikan (z — 1)(z — 2) = 0’in
grafigi paralel £ = 1 ve ¢ = 2 dogrulandur.
B=D=E=F=0ve A=C =1 ise, denklem
z” +y? = 0°dir ve grafigi tek bir noktadir: (0,0).
Denklemi saglayan hig bir nokta olmayabilir de;
ornegin A = F = 1 ve diger katsayilar sifir iken
buldugumuz z? 4+ 1 = 0 denklemi.

Simdi en onemli soruna gelelim. B # 0
ise (ve grafik az 6nceki kesigen iki dogru 6zel hali
degilse) ne yapacagiz ve grafik ne gikacak? Cevap
basit. Gene 6zel hallerden birini ya da gember
digindaki ti¢ egriden birini elde ederiz, yalmsz
egrilerin ekseni hep incelediklerimizin aksine z ya
da y eksenine paralel olmaz. Tersine, ekseni z
ya da y eksenine paralel olmayan elips, parabol
ve hiperbol, ya da ikisi birden eksenlere paralel
olmayan kesigen dogrular, B # 0 olan bir den-
klemle ifade edilirler. Kiigiik bir 6rnek verelim.
Odaklar1 01(-2,2) ile 02(2,2) ve a uzunlugu
2 olan hiperboliin denklemini yazalim. Merkez
tabii ki bagnoktadir. (z,y) hiperbol tizerinde bir
nokta ise, tamimdan

Vie+2)2+ (y+2)? -
V(=22 +(y-2)2 =44

yazariz. Bunu iki kere kareleyerek sadelestirirsek,
denklemimiz
Ty =2

haline gelir. Bu denklemi y = 2/z seklinde yazip
limit alarak

lim y= lim y=0,
r—+400 Tr—+—00
lim y = +oo ve lim y= -0
r—0+ r—0=

buluruz. Bunlar bize hiperboliin asimptotlarinin
z exseni (y = 0 dogrusu) ve y ekseni (z =
0 dogrusu) oldugunu soyler. Hiperboliin ek-
seni, odaklar1 birlegtiren dogru, yani y = «

dogrusudur; bu dogru z ekseni ile 7/4 radyanhk
bir agi yapar. Ayrica a = 2, ¢ = 22 ve
b = 2’dir. Bu 6rnek aym zamanda ban hiper-
bollerin bir fonksiyonun grafigi alabilecegini de
gosteriyor.

Amacimuz verilen bir ikinci derece denkle-
minde zy terimini ortadan kaldirip, denklemin
ne tur bir egri verdigini anlayabilmek. Bunun
igin zy koordinat sistemini M(0,0) etrafinda
dondirmemiz gerekecek. Donme agisinin pozitif
(saat yoniiniin aksi) yonde o oldugunu kabul ede-
lim ve yeni koordinatlara X ve Y diyelim. a’y1
dar ag almak yeter; daha biiyiik agilar negatif
yonde dar aq1 almaktan farksizdir. O zaman
diizlemdeki bir N noktasimin iki gesit Kartezyen
koordinati olur: N(z,y) ve N(X,Y). [M N]’nin
X ekseniyle yaptig1 aciya @, N’nin z ve X ek-
senleri tizerindeki izdiigimlerine sirayla I; ve I,
diyelim. MNI; ve MNI; tuggenlerinde biraz
trigonometri yaparsak,

r=|MI|=|MN|cos(6 + «)

= |MN|cosf cosa — |M N|sinfsin
y = |I1N| = |M N|sin(f + «)

= |MN|sinf cosa + |M N| cosfsin «

elde ederiz.
|MN|cosf = [MI| = X
IMN|sinf = |lLN|=Y

olduguna dikkat ederek, yukaridaki denklemler

= Xcosae— Ysina

y=Xsina+Ycosa

haline gelir. Bunlar XY ve 2y koordinatlan
arasindaki iligkidir. Dondiirmeden sonra yalniz
bagnoktamn koordinatlar degigmez.

y
Y

Simdi genel ikinci derece denkleminde z ve
y yerine yukaridaki ifadeleri kullanarak

AX*4+BXY +CY* + DX+ EY +F' =

[5]



buluruz. Yeni katsayilarla eskileri arasinda agag-
daki iligkiler vardir:

A' = Acos?a + Beosasina + Csin? q,
B' = Bcos2a + (C — A)sin 2q,

C’ = Asin*a — Bsinacosa + C cos? a,
D' = Dcosa+ Esina,

E' = —Dsina + E cos«,

F'=F.

Eger basladigimiz z ve y cinsinden denklemde
B # 0 terimi varsa, sonraki X ve Y cinsinden
denklemde biz B’ = 0 olsun istiyoruz. Bunun
i¢in « dar agisini
A-C
cot 2a = 5 veya tan2a = A_fa
olacak sekilde se¢gmeliyiz.
Bundan sonra kareye tamamlayarak D’ ve
E’ terimlerini de yok edebiliriz. Hem A’ hem C’
sifirdan farkliysa,

AX?4+ DX +CY*+EY = -F',

/ /2
A’(X2 + £)—X + D—) 4

AI 4Ar2
5 / EI2 Dl2 E/Z
C'(Y to¥ o) cmwte T
AX-=h2+C'(Y-k)?=F"
buluruz. Burada
D’ E
h — —ﬂ ve k = —2—0

demektir. A’ = 0 veya C' = 0 ise sade-
ce bir degigkende kareye tamamlarnz. Sonun-
da elde ettigimiz denklem yazinin bagindan be-
ri inceledigimiz dort egriden birinin denklemi
oldu. Hangisi oldugunu katsayilarindan rahat-
likla taniriz. Sonug olarak, iki degiskenli ikinci
dereceden bir denklemin grafigi, ya bu yazinin ko-
nusu olan dort egriden biri, ya da 6zel durumlar-
dan biridir.

Birkag¢ 6rnek yapalim.
e +dzy+ 1yt —2V2z —y) =2

denkleminde A=1, B=4, C=1, D=-2/2,
E =22 ve F = -2dir.

A-C 1-
t - — = —. =
cot 2a B 1 0
formiilinden
2o = 5 ve o= %

KAPTANOGLU

buluruz. (Ashnda 2a = —7/2 ve a = —7/4
de segebilirdik.) O zaman A’ = 3, B’ = 0,
C'=-1,D =0, E'! =4 ve F/ = =2 olur
ve denklemimiz XY koordinatlarinda once

3X2-Y24+4Y -2=0,
Y ’de kareye tamamladiktan sonra da
(Y - 2)°

X2
T'mzl

haline gelir. Artik grafigin, XY koordinatlarinda
merkezi (0,2)’de, tepe noktalar (0,2 % v/2)’de,
odaklar (0,242v/2/v/3) te, asimptotlan V3X +
(Y —2) = 0 dogrulan olan ve +Y yoniinde, yani
zy duzleminde saf agagiya ve sol yukariya agilan
bir hiperbol oldugu agiktir. zy koordinatlarinda
ise, ornegin, tepe noktas: (—v/2,v/2) dedir; diger
bilgilerin de z, y degerleri z,y ve X,Y arasindaki
dontigimlerden hesaplanabilir. Dikkat edilirse z
ve y iceren denklemde hem z2’nin hem de y*’nin
isaretleri ayniydi.

2 4dxy+y-2/2(x=y)=2

:1:2—4:1:y+4y2+2;z:+y:0
denkleminde a’y1

4 -4
SR e i e e B
M= Cc~1-4"3

olacak sekilde segmemiz gerekir, ama a buradan
7’nin bir rasyonel kati1 gitkmaz. Gene de

sec 2a = V1 + tan? 2a =

| o

ve cos2a = §
5
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Yazip

14+ cos2a
— | —
cosn._\ 5

i /1—cos2a
Sile = f———=

P

degerlerini bulabiliriz. (Karekok alirken hep poz-
iif koku kullandik, ¢unkii en bastan beri a'w
pozitif ahyoruz.) O zaman A’ = 0. B' = 0.
C'=5. D=5 E =0ve F'=0olur ve XY
koordinatlarinda denklem

X = —/5y?

sekline girer. Bu ise XY koordinatlarinda tepe
noktasi basnoktada, odagi (—1/4v/5.0)'da ve
dogrultmam X = 1/4V/5 olan ve negatif X
yonunde, yani ry dizleminde sol asagiya dogru
agilan bir paraboldur. ry koordinatlarinda,
ornegin, eksen z = 2y dogrusudur. Halbuki
zy koordinatlarindaki denklemden tepe noktasim
bulmak s6yle dursun, grafigin parabol oldugunu
tahmin etmek bile gigtii.

V3X +5Y% =0 veya

r—4ry+4y 42 +y=0

-

Simdi genel ikinci dereceden denklemin
katsayilarina biraz daha yakindan goz atacagiz ve
dondiirme altinda degismeyen bazi buyuklikler
bulacagiz. Bu sayede verilen bir denklemin gra-
figinin hangi egri oldugunu, dondiiriilmis koordi-
natlardaki denklemini bulma hesabini yapmadan
belirleyebilecegiz. Gene ¢emberi elipsin bir 6zel
durumu olarak alacagiz; diger 6zel durumlar da
zaten diger iki egrinin baz1 buyiikliklerinin sifira
gitmesine ya da simirsiz biiyiimesine kargihk gelir.

B = 0 iken degisik tipte egrilerin farkl
karakterde A ve C degerleri verdigini gormiistiik.
Tersine B # 0 olarak baglarsak, eksenleri
dondiirdiikten sonra egrimizi tamimanin yolu A’
ve (' degerlerine bakmakti. Biraz degisik
bisimde ozetlersek, grafik, A’C’ = 0 ise parabol,
A'C" > 0 ise elips, A’C’ < 0 ise hiperboldiir.
Hesabr biraz uzun tutsa da eksenleri dondiirme

alunda B? — 4AC ifadesinin degismezligini ko-
layca goririz; yani B?—4AC = B?-4A'C’ olur.
Biz dondirme agmuni genellikle B’ = 0 olacak
sekilde seciyoruz. O zaman B? —4AC = —44'C"
olur. Az onceki A’C’’niin igaretiyle simflama
yontemimizi son esitligin sol tarafina uygularsak,
ikinci dereceden bir denklemin grafiginin,

(a) B? —4AC = 0 ise bir parabol,
(b) B? —4AC < 0 ise bir elips,
(¢) B? —4AC > 0 ise bir hiperbol

oldugu ortaya qikar. Daha az 6nemli iki degismez

ifade daha vardir, A + C ile D® + E?; yani

A+C = A'+C' ile D?+E” = D*> 4+ E? saglanir.
Ornegin

2 —3ry+3° +6y—-7=0
denkleminin grafigi bir elipstir, ¢inku
B*—4AC=(-3)"-4(1)3)=9-12=-3 < 0.

Uygun agiy1 bulup eksenleri dondiirerek grafigini
cizmeyi okuyuculara birakiyoruz.

222 4+ 32y — 2y — 1z -2y+12=0
denkleminin grafigi bir hiperboldiir, ¢iinki
B?—4AC = (3)*—(4)(2)(-2) = 9+16 = 25 > 0.

Acaba? Biraz denemeden sonra verilen denkle-
min
. Qr-y-3e+2y-4)=0

seklinde carpanlara aynlabildigini goriiriiz. Do-
layisiyla grafik y = 22 — 3 ve y = —-z/2 42
kesigen dogrulandir. Bu dogrulari, asimptotla-
rina indirgemnis bir hiperbol gibi diisiinebiliriz.
B? — 4AC ifadesini kullanirken bunun gibi ozel
durumlari géz ardi etmemeliyiz. Benzer bicimde

a:z+y2+61:+8y+25=0

denklemi, zy terimi eksik, B2 — 4AC = -4 < 0
ve A =C =1 oldugu igin bir gember verir gibi
gorinse de,

(z+3)*+(y+4)* =0

seklinde yazilabildiginden sadece (-3, —4) nok-
tasi tarafindan saglanir; yani grafigi bir tek nok-
tadan ibarettir; diger bir bakig agisiyla yaricapi
sifira inmig bir ¢emberdir.



F. Koninin Kesitleri

Geometrik agidan en ilging kisma geldik.
Yazinin baghg da burada anlam kazanacak.
Baglangigta egrilerimizi uzakhk formilinu kul-
lanarak cebirsel olarak tammladik. Daha sonra
odak-dogrultman denklemini saglayan geometrik
egrilerin cebirsel olarak tammladigimiz egrilerle
aym seyler olduklarina gosterdik. Simdi geomet-
rik yonde bir adim daha atip bir koninin bir
diizlemle kesitinin odak-dogrultman denklemini
sagladigini gosterecegiz.

Cember icin bir odak-dogrultman denk-
lemimiz yok, c¢unki ¢emberin dogrultmani yok.
Gene de eger bir koniyi eksenine dik bir diizlemle
tepe noktasi diginda bir yerden kesersek bu
diizlemde bir cember elde edecegimiz kesin.

Diger egrilere gegmeden once koni tanimi-
na da agikhik getirelim. Koni, bir dizlemdeki bir
egriyle bu duzlem digindaki bir noktayi birlegtiren
dogrularin kimesi diye tamimlanir. Bildigimiz
dik koniyi elde etmek i¢in egriyi ¢ember olarak
ve noktay1 da tam ¢emberin merkezinin tizerinde
se¢memiz gerekir. Gene de daha fazlasim elde
ederiz. Her seyden once koni, noktanin ve diiz-
lemin 6te tarafinda da devam eder, yani ug uca
dokunan iki par¢adan meydana gelir. Ayrnca
dogrular (dogru pargalar1 degil) kullandigimiza
gore simrsizdir; tabam yoktur. Segtigimiz nokta
koninin fepesi adin alir.

Dik koninin ekseni ile yan yiizii arasindaki
dar aqy1 3 ile gosterecegiz. Kesit diizleminin
koninin ekseni ile yaptig1 dar agiya da o diyelim.
O zaman kesit

(a) a=90° ise bir gember,
(b) B < a < 90° ise bir elips,
(¢) a = f ise bir parabol,

(¢) 0 < a < f ise bir hiperbol

KAPTANOGLU

olur. Kesit diizlemi koninin tepesinden gegtigin-
de, iki degigkenli genel ikinci dereceden denklem-
lerde oldugu gibi, bu dort egri yerine daha basit
sekiller gikar: Cember ve elips yerine bir nokta,
parabol yerine bir dogru, hiperbol yerine kesigen
iki dogru. Cember hakkinda soylenecek yeni bir
soz yok. Az sonra anlatacaklarimiz § < a < 90°
oldugunu kabul ediyor [1]. Fakat yontem kalan iki
durumda da aynen gegerli; sadece bazi noktalarin
yeri degigiyor. Bu durumlan incelemeyi okuyu-
culara birakiyoruz. Ilk u¢ durumda duzlemin
koninin yalmiz bir pargasini, son durumda ise iki
pargasini birden kestigine dikkat edelim. Dort
egriden yalmz hiperboliin iki par¢al olmasiyla bu
¢ok guzel uyusuyor.
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Koninin i¢ tarafina, koniye bir g¢ember
boyunca ve kesit diizlemine bir noktada teget
olan bir kiire yerlestirelim. Aslinda bu tip iki
kiire var; biri kesit diizlemiyle koninin tepesi
arasinda, digeri kesit diizleminin obiir tarafinda
ama gene de koninin aym pargasina dokunan.
(Kirenin koniye bir ¢ember boyunca degmesini
istedigimizden, a = 3 iken yalmz bir kiire vardir,
0 < a < [ iken ise iki kiirenin her biri koninin
birer pargasina dokunur.) Teget ¢cemberlerinden
herhangi birine ¢, kiirenin diizleme teget oldugu
noktaya O, C’'nin diizleminin kesit diizlemini
kestigi dogruya D diyelim. (C’nin dizlemi
koninin eksenine diktir; o yizden a = 90° ise
D olugsmaz.) Koninin kesiti olan egrinin bir
odaginin O ve buna kargihik gelen dogrultmaninin
D oldugunu gésterecegiz.

Kesit egrisi iizerindeki bir nokta N ol-
sun. N’den C’nin diizlemine indirilen (koninin
eksenine paralel) dikmenin ayagina P diyelim.
N’yi koninin tepesine birlestiren (koni iizerinde-
ki) dogrunun (’yi kestigi noktaya R diyelim.

Bu yazida anlatilan konularin pek ¢ogu
Antalya’'mn ¢ok yakimindaki Perge’de dogmug
olan Apoloniyus (1.O. 262-190) tarafindan ge-
ligtirilmigtir.  Apoloniyus gengliginde o zaman-
larm en biiyiik bilim merkezi olan Iskenderiye’ye
gitmig ve orada kalmigtir.  Yazdigr eserlerden
en onemlisi olan Koninin Kesitleri, bu konudaki
o zamana dek bilinen ve kendisinin buldugu

sonuglart igerir.  Tirkiye'deki en iyi korunmug

N’den D’ye gizilen dikmenin ayagina da S diye-
lim. O zaman [NR] ve [NO] dogru pargalan,
disindaki ayn1 noktadan kiireye gizilen tegetlerdir
ve dolayisiyla uzunluklarn aymdir: |[NR|= |[NOJ|.
N PR dik ii¢geninden |NP| = |NR|cosf3, NPS
dik iiggeninden de |N P| = |N S|cos a yazabiliriz.
|[NS| ise N’nin D’ye olan uzakhgidir. |N P|’leri
birbirine esitleyerek

INR|cosf = |NS|cosa
[INO|cosp = |[ND|cosa

cos o
— ND
INO| cos,@| |

INO| = ¢|ND|

buluruz. Basta § < a < 90° kabul ettigimizden,
0 < cosa < cosf} ve boylece 0 < e < 1
saglanir. Dolayisiyla kesit egrisi, O odakh ve D
dogrultmanh bir elipstir. a = 3 olsaydi e = 1,
0 < a < f olsaydi e > 1 qkacaktr ve egriler
sirayla parabol ve hiperbol olacaklard.

birkag antik gehirden biri olan Perge’yi ziyaret et-
mek i¢in bir neden daha iste.

KAYNAKCA

(1] G. B. Thomas & R. L. Finney, Calculus and
{Irmlytic G'eometry, 1. cilt, 8. baski, Literatir,
Istanbul, 1994,

[9]



e’NIN HIKAYESI

Nurettin Caligkan *

Eskiler i¢in matematik geometri idi,
bu yilizden sayilar geometrik varhklar olarak
goriiliyordu. Bugiin bile, 7 sayisin1 ¢emberlerle
olan iligkisi diginda diiginmek ¢ok zordur.
Bugunkii matematigin ise daha ¢oziimlemeci ve
“dogaya” uygunlugu bekleniyor. Bu anlamda,
e sayis1 geometrik “varliklarin” uzunlugu, alan
ya da hacmi olarak diigiinillemez. Bu say1 daha
¢ok transandantal bir say1, dogal logaritmann ta-
bami olarak bilinir. Katsayilar gercel sayilar olan
dogrusal diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinde
de eksponansiyel (iissel) fonksiyonlar kargimiza
cikar.

Euler’in 1730 yilinda eksponansiyel fonk-
siyonu kullanildig: biliniyor. Diferansiyel hesap
uzerine yazdifi elyazmalarinda transandantal
fonksiyonlardan bahsediyor ve bu fonksiyon-
lar1 logaritmik ve eksponansiyel olarak ikiye
ayirnyordu. Notlarinda dy = aydz diferan-
siyel denkleminin ¢oziiminin y = e®® seklinde
oldugunu belirtiyordu.

1748 yihinda yayimlanan ”Introductio
Analysin Infinitorium” adh kitabinda Euler e
say1sini

1+—1—
4 F=

seklinde ifade ediyordu. Aymn kitapta, surekli
boliimlerle ifade ettigi e sayis: igin

e = <2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,...>

= <2:112na1>$10=1
gosterimini kulland.
. ’ I T
Bu yazida once lim (14 — limi-
n—o00 n
tini inceleyecegiz.  Yardimci teoremler kulla-
narak bu limitin varhgm kamtladiktan sonra

da F(z) = f% olarak tanimlanan fonksiyonu
kullanarak e sayisinin yaklagik degerini bulmaya
caligacagiz.

Bu ilk bslimde a, = (1+ 1) dizisinin
1) Smurh 2) Monoton (artan yada azalan)
oldugunu gosterecegiz.

YARDIMCI TEOREM 1: Her n pozi-
tif tam sayisi igin

(1) 25(1+%)n<3

dir.
Kamt: k < n olmak iizere butiin pozitif
k sayilar icin

k 1\* ko k2
(2) 1+-<(1+=) <14 -4
n n n n-

esitsizliginin dogrulugu gosterildiginde k = n du-
rumunda (1) nolu esitsizlik elde edilir.

(2) nolu esitsizligi kamitlamak igin
timevarim yontemini kullanacagz.
k=1 igin

1 1 11
1+—5(1+—)<1+—+—2
n n n n

olacagindan (2) esitsizligi dogrudur.

Herhangi bir ¥ < n pozitif tam sayis1
icin (2) esitsizliginin dogru oldugunu kabul ede-
lim. k+ 1 sayisi icin (2) esitsizligini gostermeye
calisacagz.

k i¢in kabul ettigimiz esitsizligi kul-
landigimizda

(+3) = () (+3)

2(1+£) (1+1):1+k+1+—k-«;
n n n n-

* Dogu Akdeniz Universitesi,Matematik B5liimii Ogretim Uyesi
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k+1
> 14—
n

Boylece (2) nolu esitsizligin sol tarafini
kamtlamig olduk. Benzer sekilde

=1

E+1  (k+1)% (k+1n-—#k2
LEHL (kD) (k4D

n n? n3

<1+

k+1  (k+1)°
+ 2
n n
olacagindan,  (2)
dogrulanir.

esitsizliginin  sag  tarafi

YARDIMCI TEOREM 2: Her n > 2
tam sayisi igin

1 n+1 i n
esitsizligi dogrudur.
KANIT: Binom acihmi kullanarak

(1+l) =i e BB
n n 2! n?
n(n—-1)(n-2) 1
e
n(n—=1)(n—-2)..[n—(n—-1)] 1
+ ] nn
n! n
1 1 1 1 2
= 1+1+§(1—;)+ﬁ(1—;;)(1—;)+---

1 1 2 n—1
(Tt EN] =Y s il e =
* n!(l n)( 71) (1 n )

ve
1 n+1 1 1
1 = e (] et ey
(+n+1) l+1+2!(1 n+l)
+z0- 20— -2
3! n+1 n+1 Tt
1 1 2 n—1
] = e Y — .
n! n+1)( n+1) ( n+1)+
1 1 2 n
(n+1)'( n-f-l)(l n+1)‘.(1—n+l)

terimlerini

oldugundan bu iki
kargilagtirdigimizda

1 n+1 1 n
—_— 14 =
(1+n+1) >(+n)

esitsizliginin dogru oldugu goriiliir.

agihmin

an = (14 %)" olarak tamimlanan dizi,
Yardime1 Teorem 1’den dolayr sinirh, Yardimei
Teorem 2’den dolay: artandir. Sinirli ve monoton
dizilerin yakinsaklarini kullanarak,

1\"
lim (1 + —-)
n—oo n

limitinin ~ degerinin  var oldugunu ve bu
limit degerinin (2,3) araliginda oldugunu
soyleyebiliriz.

Yazimizin bu kisminda e sayisinin yaklagik
degerini bulmaya ¢aligacagiz.

F(z)=[?,

fonksiyonu tamimhyalim. Bu fonksiyon z > 0 i¢in
artan ve surekli bir fonksiyondur, dolayisiyla tersi
vardir ve siireklidir. n pozitif tam sayisl igin

F(z"):/l ﬁ

14

0<r<oo

integralinde ¢ = 5" ddniigiimii kullanildiginda F
fonksiyonunun

F(z") =nF(z)
esitligini sagladig goriiliir.
€
Fle)= ﬂ =
o t
esitligi kullanlarak e sayisinin yaklagik degeri
hesaplanabilir.

n pozitif tam sayisi i¢in g, = (14 1)" ve
zp = F (y,) alalim.
1
2n = Fy,) = nfll+" & olur,
F(z) fonksiyonu z’e gore artan bir fonksiyon
oldugu igin

() ()<= (3)
n PR |1 <zp<n|-—
1+; n n

1
1—+—l<z,1<1

n
esitsizligi elde edilir.

yada



Bu esitsizligi kullanarak lim F(y,) =1
1—00

oldugunu soyleyebiliriz. Bdylece y, = (1 + 1)’in
limitinin e’ye egit oldugu ortaya gikar.

k pozitif tam say1 olmak iizere, a = e*
tanimhiyalim.
1 “dt
k)t
integralinde, ¢ = 12 déniigiimii yapildiginda,
b= 2=1 olmak iizere,

a+1
b
l _ 2/ ds
IC 0 1 — 32
elde edilir.

a > 1 oldugundan, b sayisimn 0 < b < 1
ozelligini sagladig1 goriilecektir. L fonksiyo-
nunun |[s| < 1 i¢in yakinsak olan kuvvet serisini
yazarak integralini aldigimizda

1 = p2n+l

2k o 2n+1

olur.
Bu esitligin ilk 3 terimini kullamlarak
1 P P
f@)=—gp+tt g+ 5
fonksiyonunu tanimhiyalim. Bu fonksiyonun poz-
itif koku b sayis1 igin yaklagik degeri verecektir.
Ik yaklagim degeri i¢in by = %k alalim.
Newton yontemini kullanarak f fonksiyonunun
kokii icin ikinci yaklasim degerini bulabiliriz.

Boylece,
1)
2k f(3)
1 (1/2k)*/3+(1/2k)°/5
T2k 1+ (1/2k)2 4 (1/2k)1

b1:
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yada,
_ 120k* +20k* + 6
'™ 240k5 + 60k3 + 15k

olarak hesaplanabilir.

egitliginde b; degerini yerine koydugumuzda,

¢ [ 240k5 4 120k* + 60k3 + 20k + 15k + 6) g
~ \ 240k5 — 120k* + 60k3 — 20k? + 15k — 6
olacaktir. k igin degerler verildiginde a*
sayisinn e’ye yaklagtig gorilir.

al = 2.72781065
a® = 2.71844588
3 = 2.72299812
1 = 2.71828445
5 = 2.71828256
, a® = 2.718282065
, a’ = 2.71828191

k=8, a®=2.71828186
e sayisinin ilk 500 rakami agsagidaki gibidir;

2, 7182818284 5904523536 0287471352
6624977572 4709369995 9574966967 6277240766
3035354759 4571382178 5251664274 2746639193
2003059921 8174135966 2904357290 0334295260
5956307381 3232862794 3490763233 8298807531
9525101901 1573834187 9307021540 8914993488
4167509244 7614606680 8226480016 8477411853
7423454424 3710753907 7744992069 5517027618
3860626133 1384583000 7520449338 2656029760
6737113200 7093287091 2744374704 7230696977
2093101416 9283681902 5515108657 4637721112
5238978442 5056953696 7707854499 6996794686
4454905987 9316368892 3009879312

)

a
y @
a
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]
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ESEKLIGIN ALEMI YOK!

Sinan Sertoz *
I e

Anilar

Matematikte “esek problemi” denince Pisagor’un dik tiggen teoremi akla gelir. Cocuklugumda
okudugum Hayat Ansiklopedisi bu yakigtirmay: dik liggen teoreminin ¢6ziimiinii veren ¢izimin, bi-
raz da hayal giiciiyle, kulaklarimi dikmig bir egek bagina benzetilmesine baghyordu. Yirmi yil kadar
sonra bu konuyu Gebze’de Cahit Arf’a agtifimda ondan bagka bir agtklama daha ogrendim. Guya dik
licgen teoremini kamtlamaya ¢aligip da beceremeyenler bunu yeteneksizliklerine vereceklerine teoremin
anlamsizhifindan ve kamt etmeye degmezliginden dem vurup ‘eseklik’ ederlermig. Ve bundan dolay:
bu teorem “egek meselesi” olarak bilinirmis...

Kimileri rahathkla egeklik edip davramslarini muhtegem bir teoreme takma ad yapmaktan
cekinmezken Dariigsafaka yillarimizin miizik 6gretmeni sevgili Tahir Sevenay bize Camille Saint-
Saéns’in Hayvanlar Karnavali adli eserini agiklarken sira eseklere gelince Saint-Saéns’in kibarhigina
direnmez, kendisi de “uzun kulakh gahsiyet” tamlamasini kullanirdi. Bu inceligin igindeki muzip
neseyi anlayamaz, kis kis giler, alay ederdik. Yillar sonra bu esekligimizin farkina vardigimizda
kendimizi affettirmek i¢in telagh hayallerimizde sik sik Tahir Beyden af diledik, ellerinden 6per olduk.
Ama nafile. Yapilan yaramazliklar anilarda kalic...

Yakin Zaman

Tirk matematik literatiirinde bir bagka “esek meselesi” daha vardir ki hikayesi anlatmaya deger.
Yillar 6nce Tirk Matematikgilerinin ilk internet tartigma ortami olarak Mustafa Akgiil tarafindan
turkmath listesi kuruldu. Daha bu liste ne ige yarar, nasil kullanihr diye diisiinmeye vakit kalmadan
Ali Nesin “Nedir bu ‘h’ harfinin anlamn ‘turkmat’ kelimesinin yamnda?” diyerek ilk tartigmay:
baglatti. Bu ‘h’ harfi kimilerinin gururuna bir ‘diken’ gibi batarken kimileri de boyle bir ‘dikenden’
gocunamayacak kadar duygusuz olmakla suglandi.

Tartigma azmig yiiriimiig, kargihkh egeklikler ilerde bagislanmasi zor diizeylere tirmanirken In-
giltere’den Haluk, soyadim unutma egekligini gosterdigim icin beni bagiglasin, bu listenin amacim
bize hatirlatmak i¢in bir “egek problemi” ortaya atti. O kizginhkla bu probleme saldirdik. Bu kez
¢ozemeyenler sesini gikarmadi da ¢ozenler ‘egeklik’ etti(k). Giiya bu problem ¢ok basitmisg de boyle
yiiksek seviyeli bir listede bu problemin ne isi varmug. Breh breh! Sanki o ‘h’ harfinden dikenler
yaratip birbirine saldiranlar bizler degiliz.

Ote yandan Haluk, bizi bu seviyesi hi¢ birimize yakigmayan tartigmadan ¢ekip cikarsin diye,
problemin bagima bir de odil koymustu: Cozene Iskender doner... Fakat ¢ozenlerin sayisi onun
biitgesini tehdit eder duzeye ¢itkmaya baglayinca odil siiresinin doldugunu ilan etmek zorunda kalmugti.
Ben de ¢ozenler arasindaydim. Hala bir yabanci bana selam verdiginde Haluk Ingiltere’den dondii,
beni buldu ve Iskender yemege gotirecek diye digtintirim. Sen hem ¢ocugun soyadim bile hatirlama,
hem de Iskender donerini bekle. Bendeki de az egeklik degil...

Soru

Haluk’un problemindeki egek bir tarlanin kenarina bir iple baglanir ve otlamaya birakilir. Matematik
problemlerinin koyliileri ger¢ek hayattaki koylilere benzemeyeceginden bu problemdeki koyliiniin de

* Bilkent Universitesi, Matematik Boliimii Ogretim Uyesi
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tarlasi hem daire geklindedir hem de tamamen gim ekilidir. Bir matematik problemine konu olmak
i¢in bu kadar ‘tuhafhk’ elbet yetmez. Bu koyliiniin bir de garip sorunu vardir. Tarlanin kenarina
bagladig esegin ipini ne kadar uzun tutmalidir ki egegi tarladaki ¢imlerin en fazla yarisim yiyebilsin.
Ne diyelim, Allah bagka dert vermesin...

Sorudan Modele

Bir ‘gercek hayat’ problemini ¢6zmek i¢in once onu modellemek gerekir. Modellemek demek prob-
lemi matematik tekniklerinin uygulanabilecegi bir bigime sokmak demektir. Bu arada matematigin
anlayacagl ama ¢ozemeyecegi bigimlerden de uzak durmakta yarar vardir. Elbette asil goz oniinde
tutulmas: gereken konu, eger matematik teknikleri, olur ya, bu problemi g¢ozerse, bu teknik ¢oziimii
ilk bagtaki problemdeki soruyla ilgilendirebilecek konumdan uzaklagsmamaktir.

Bu problemi modellemeye 6nce egekten baglamakta yarar var. Ne de olsa tiim sorun onun
baginin altindan ¢ikiyor... Ornegin ipin uzunluguna esegin baginin uzunlugunu katmaya kalksak,
hatta esek zorlayinca ipin ve boynunun dogal esnekliklerinden dolay1 mesafenin biraz uzayabilecegini
goz oniine alsak iginden gikilmaz bir problemle kargilaginiz. Bizim Iskender de hayal olur. Oyleyse
esegin !Joynunu ve probleme zaten etki etmeyecek diger boyutlarini ihmal edelim: egek olsun bir nokta.

Ipin esnekliginin katkisinin ¢ok kiigiik olacagim kabul edip ipi de esnemez kisalmaz kabul edelim:
tp olsun bir dogru pargas:.

Zaten tarlay: bize daire biciminde diye tamttilar. Higbir gercek tarlanin tam daire olamay-
acagini, siurlarindak: piitiirlerin, belirsizliklerin denklemini yazmanin dile getirip bagimiza ig al-
mayalim. Tarla olsun bir daire.

Egek tarlanin kenarina baglanmisti. Muhtemelen saglam bir kazik gakip egegi buraya baglanmstir
koylu. Egek cekigtirdikge bu kazik yerinden oynar ama bunun da etkisi az olacagindan kazgi da
dairenin gevresi izerinde bir nokta olarak diigiinelim.

Cimlere karsihk da dairenin alamni diigiinelim. Esek ipinin uzandigi her yerdeki cimleri
yiyecegine gore bunu da goyle terciime edelim: bir dairenin gevresi izerinde alinan bir noktay: merkez
olarak kabul eden bir bagka daire var.

Esegin cimlerin yarisini yeme kosulunu da iki dairenin ortak alan: birinci dairenin alaninin
yarist olmali diye gevirelim.

Modele Yaklastikca

Simdi ortada iki daire ve iki yar1 ¢cap var. Bunlara A ve B daireleri diyelim. Koyliiniin tarlas: olarak
diiglinecegimiz daire A dairesi, esegin gezip dolagabilecegi bolgeyi gosteren daire de B dairesi olsun.
Birinci dairenin yarigapi R4 ikincisinin yarigapt da R olarak gosterilsin.

Verilen her R4 gergel saysi icin saglayan bir R gergel sayis1 anyoruz. R4 sayisi elbette
kullandigimiz uzunluk birimine gore degigen bir say1 olacak. Ama birim degisse bile uzunluk degigme-
yeceginden hesaplarda gereksiz ‘hamallik’ yapmamak igin yeni bir uzunluk birimi icat edelim ve buna
gore R4 = 1 birim olsun.

Problem, verilen sartlari saglayan, bir R sayis1 bulmaya doniigtii. (bkz Sekil 1.)

Sekil 1

R ne olmah ki tarali olan % ol-
sun? Yada R ne olmah ki A
dairesinin taranmarmsg bolgesinin

alam 7 olsun? (!)

2
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Biraz Matematik

Bu asamada da o ‘verilen kosullarin’ formiile edilmesiyle ilgilenelim. Yarigap1 bir birim olan bir
¢emberin lizerinde bir nokta aliyoruz. Bu noktay: merkez olarak kabul eden R yarigaph bir ¢ember
giziyoruz. Iki ¢emberin ortak bolgesinin alaninin /2, yani yarigapi bir birim olan dairenin alaninin
yansl, olmasi igin R sayisinin kag olmasi gerektigini aragtiriyoruz.

Elimizdeki denklemin bir tarafinda 7/2 obiir tarafinda da tarif ettigimiz gekilde kesigen iki
dairenin ortak alan1 var. Demek ki elle tutulur gozle goriiliir bir denklem kurabilmek igin simdi
yapilacak gey boyle bir kesigsimin alanim yazmak.

Bir siire otlar ve esekleri unutup yiiksek matematik, yani tek degigkenli tiirevlenebilir fonksi-
yonlar matematigi, yapacagiz. Burada adi gegen tek degigken elbette egegin ipinin uzunlugu olarak
digindiigimiiz R sayisi. Fonksiyon da iki dairenin ortak alam. Elbette R degisirse bu alan degigecek.

Elimizde tek degigkenli bir fonksiyon oldugu kesin. Kesin olmayansa bu fonksiyonun tiirevlenebilir
olmasi. Aslinda bu noktada bunu bilmiyoruz. Ama tecriibeler, Eflatuncu doga anlayigi, agik ya da
gizli inanglar, bugiine kadar karsimiza ¢ikan ve dogal problemleri modelleyen fonksiyonlarin hemen
hemen hepsinde oldugu gibi bu fonksiyonun da tiirevlenebilir olacagi umudunu bize veriyor. Biz bu
umuda kanmp bazi seyleri kontrol etmemezlik yapmayacagiz. Ama bu umut olmasa, bu problemde
kuracagimiz fonksiyonun i¢inden ¢ikilmas miimkiin olmayan, daha onceki tecriibelerimizle anlaya-
mayacagimiz bir fonksiyon olacagi korkusu iizerimize sinse, bu problemi ¢ézmeye yeltenmeyiz bile.
Iskender déneri de Haluk bagkalarina ismarlarken biz ‘burnumuzu cekeriz’ (anneanemin bir lafidir!).

Her ¢oziilen problem onun buyiikligiine ve bilinmezligine aldirmadan pervasizca onunla ugrasanlar
tarafindan ¢oziillmiigdiir. Bizim de ugragtifimiz zaten alt tarafi bir “egek meselesi”.

Artik model olarak ¢izdigimiz sekle bakip denklemimizi kurmaya baglayabiliriz.

Bir Denkleme Dogru

Dairelerin kesistigi yerin alani birim dairenin alaninin yarisi olacaksa, birim dairenin i¢inde kalan
kesigme dig1 alan da birim dairenin alaninin yarisina esit olacaktir. Ayrica dairelerimizin merkezlerini
birlestiren ¢izginin altinda ve iistiinde kalan seklin birbirinin tipatip aynisi olacagim da gozleyelim.

r=R

R
—1
- (R, cos 2)

r=2cos 0

Sekil 2
Simdi Sekil 2’ye bakarsak problemi su gekilde formiile edebiliriz: (")yle bir R sayisi bulalim ki
gekildeki taral alan 7/4 olsun. Burada polar koordinatlar kullandigimza dikkat edin; merkezi (1,0)
olan birim ¢emberin denklemi polar koordinatlarda r — 2cos @ olarak verilir. Merkezi orijinde olan
ve yarigapt R olan ¢emberin denklemi de r = R’dir. Bu iki gember polar koordinatlarda r = R ve
0 = + cos™! & noktalarinda kesisirler.
Tarali bolgenin alanimi A(R) ile gosterelim.
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Hesap Liitfen!

Simdi integral hesaplarina baglayabiliriz.
T
A(R) = - 1
(®)=7 (1

olsun istiyoruz. Once A(R)’yi hesaplayalim:
AR) = [ B 157 rdrdo = [}5°7 % (2c050 - &) do = (Lsin20+0- 50)|

Burada bir kenari R ve hipoteniisii 2 olan bir dik iiggen kullanarak sin(2cos™? %) icin @
degerini bulup yerine koyarak

S
@=cos ?

V4 - R? 2
A(R) = lR_i_R +(1- .fz_ cos_l E (2)
2 2 2
buluruz ve bunu (1) ile kiyaslarsak
RV 4 e R2 1 9 1 R m™
—_— — - " = = = 3
2 + 5 (2 R )cos 3 1 (3)

denklemini saglayan R sayisim aradifimiz sonucuna variriz.

Tek degiskenli fonksiyonlar teorisi, ve 6zellikle integral teknikleri, kullanarak uzun bir hikayeyi
tek bir denklemin ¢oziimiine indirgedik. Bize (3) nolu denklemi veren Sekil 2’ye tekrar bakarsak
problemin bir anlami olabilmesi i¢in R uzunlugunun 0 ile 2 arasinda olmasi gerektigini buluruz.

Yine Sekil 2’ye, ya da (3) nolu denkleme, bakarak R arttikga A(R)’nin, yani tarah alanin
azalacagin goriiriiz. Demek ki [0,2] arahiginda (3) denkleminin bir tek ¢oziimii var. A(R) fonksiyo-
nunun bu aralikta tiirevlenebilir olmas: koklerinin nerelerde bulunacag konusundaki beklentilerimizin
dogru olmasim saghyor.

(Cozum Ararken

Var oldugunu ve tek oldugunu anladifimz ¢oziimii gimdi arayabiliriz. Once cos™! fonksiyonunun
kolay hesaplanabildigi degerleri deneyelim;

A(1) = 0.95661... > =, AWVD) =

<7r
4 4

B | —

Boylece aradigimiz R degeri igin
1<R<V2

sinirlamasimi bulduk. Bu esitsizlik bize (2 — R?)’nin sifirdan farkh oldugunu séyledigine gore (3)
denkleminin her iki tarafimi (2 — RZ)’ye béliip cos‘I% ifadesini denklemin bir tarafinda yalmz
birakmaya ¢ahigirsak

R 7 — RvV4 - R?
st = = —

7 TP ()

esitligini buluruz. Bu denklemin sag tarafimin 7/2’den kiigiik oldugu kosulunun da koymamz gereke-
cek. Aksi takdirde bulacagimz ¢oziimler cebirsel modelimizin ¢oziimii olacak ama geometrik prob-
lemimizle ilgili olmayacaklar. Okuyucu
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T — RvV4 — R?

22 - R?) e

esitsizligini kendisi ¢oziip
R < 1.27489...
olmas: gerektigini kolayca gorebilir. _
Simdi (4) denkleminde her iki tarafin cosiniisiinii alip problemi bir kok bulma problemine
indirgeyebiliriz; R sayisim (1,1.27489) araliginda segmek kosuluyla

F(R) = R-2cos (%— "4};)1%2)

fonksiyonunun kéklerini bulmak istiyoruz.

Mertlik Bozuluyor

Buraya kadar romantizmin riizgarinda geldik ama artik tiifegi icat edip mertligi bozmanin zamam
geldi. Mathematica programina asagidaki komutlar: verirsek

f:=R-2%Cos [(Pi-R*(4-R~2)"(1/2))/(2%(2-R~2))]

n:=55

N[FindRoot[f == 0, {R, 1,1,1.27489}, AccuracyGoal -> n,
WorkingPrecision -> n],n]

bize derhal
{R > 1. 158728473018121517828233509933509149688292266492096512}

sonucunu verir. Bu say1 noktadan sonra 53 basamaga kadar dogrudur. (Son basamak, yani 54.
basamak, 2 degil 1 olmal... )

(Gozumii tam olarak degil ama noktadan sonra elli ii¢ basamaklk bir hassashkta bulduk. Pi
sayisinin kirk basamaklik agilimi ile evrenin bilinen gevresinin uzunlugunu bir protonun ¢apindan
daha kiigiik bir hassashkta hesaplayabileceginizi digiiniirseniz buldugumuz bu sayly1 ‘yaklagik’ diye
kiigiimsemezsiniz!

Ayrilirken

Buraya kadar igler yolunda gitti ve bir say1 bulduk. Ama bu saymin 7 sayisinin rasyonel bir kati olma-
masl, e sayisiyla dogrudan bir iligkisinin gorilmeyisi romantik matematikgileri biraz hayal kinkhigina
ugratt. Bu kadar galis ¢abala, sonunda kargina gika gika hig bir sablona sokamayacagin bir say: ciksin.
Hig degilse bu say1 altin oranla bir gekilde ilgili olsaydi! Her halde bu sevimsiz durumu, problemin
adindaki ‘egek’ kelimesinin nereden geldigi konusunda alternatif bir agiklama olarak akilda tutmakta
yarar var...

Bu yazinin iginde “esek” kelimesinin, degigik ekimleriyle birlikte, kag kez gectigini bulmay
ve bunun Bernoulli sayilariyla bir ilgisi olup olmadigimi arastirmay: da dogal olarak okuyucuya
birakiyorum. Ben simdi, evvelki ciimlede soziinii ettigim, “Bernoulli Sayilar” yazimi hazirlamaya
gidiyorum...

Aciklama: Bu yazida adi gegen tiim kigi ve kuruluglar hayal iiriinii olup hig bir gercek kigi ya da
kurulugu temsil etmezler. Haluk! Bu seni baglamaz. Dénerleri unutmadik...



13+ A2’ + Be +C' =0 D_ENKLEmi_NiN OZEL
DURUMLARDA COZUMLERININ BULUNUSU

*

Harun Karatosun
e . B e e s S R i

A. Ugiincii dereceden bir bilinmeyenli 23 + Az? 4+ Bz + C = 0 denkleminin simetrik iki kokiiniin
(ry = —x2) olmasi igin gerek ve yeter kosul AB = C olmasidir.
Kamit: Gerek Kosul r; = —z4 ise AB = C olur.

z® + Az’ + Bz +C=2°- (z1+ 22+ I3).’L‘2 + (z122 + 123 + r3r3)z — 212223 =0

_ 5 -
T1=—xy ise z°—(—2y+ 2y +23)2? + (—2} — 2273 + Ta23)T + 2573 = 0
3 2

2’ — 232’ — 23 4 2223 =0

Buradan A = —z3, B = —23C = z%z3, yani AB = C oldugunu elde ederiz.
Kamt: Yeter Kosul. AB = C ise z; = —z, olur.

AB = C ise (I) denklemi z3 4+ Az® 4+ Bz + AB = 0 olur.

z; = —/-B igin, (—v/-B)* + A(~v/=-B)? + B(—v/-B)+ AB =0

zy = +/—B igin, (V-B)*+ A(V-B)*+ BV-B+ AB =10

z3 = —A igin, —A3+ A* — AB+ AB =0 olur.

z; = —/—B ve z9 = /=B oldugundan = = —z5 bulunur.
Sonug. 23+ Az?+ Bz+C = 0 denkleminde AB = C olmasi igin gerek ve yeter kosul z; o = +/=B,
23 = —A dir. Denklem (z + A)(z% + B) = 0 seklinde yazilir.
Ornek. z2 + 222 — 3z — 6 = 0 denkleminde AB = C yani —6 = —6 dir. Denklemin kokleri
r)=—-A=-2,233= +/3 olur.

Ornek. 23 — 522+ 4z — 20 = 0 denkleminde AB—C = -20+20=0. 2, =5, 2 = —2i ve 23 = 2
dir.

B. AB # C durumunda z3 + Az? + Bz + C = 0 denklemini k # 0 olmak iizere

22Az? — (k — B)z — A(k — B)+kz + C + A(k — Bl = 0 seklinde yazahm. 1 ile gosterdigimiz

B p— o’

I Ir

kisim igin A’B’ = —A(k — B) = C’ kogulu saglamir. O halde I’in kékleri ¢ = —A ve ¢ = +vk — B
B - P
olacaktir. II'nin koki ise ¢ = —A + 2 e ¢ dir. I ve I'nin kokleri ¢akigirsa bu ayni zamanda
AB —
denklemin de kokii olacaktir. £, = —A ise & =0 ve AB—C = 0 olur. Bu denklemin simetrik

iki kokii olmasim gerektirir. Bu durum A’da incelendi.

O halde z; = -A + 4%‘—9 = +Vk — B durumunda k — B = z? olur. Gergel kok durumunda
k— B =z%> 0 oldugundan k > B olmalidir.

*Og. Kd. Yzb., Kuleli Askeri Lisesi, Matematik Ogretmeni
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O halde (T) denkleminde AB — C nin bdlenleri (k sayilan) iginden B den biiyiik olanlardan

k— B = z{ kosulunu saglayan arayahm. k ve z, sayilan igin 2} = k- B yi (I) denklemine yazarsak

z1(k — B) + A(k — B) + Bzy + C = kz, + Ak + C — AB

k(zy+ A)+C— AB =0 sartim saglayanlar (I) denkleminin kékii olur.

Ornek. 2° 442+ -6 = 0 denkleminde AB—C = 4— (=6) = 10, AB—C = 10’un bélenlerinden,
B =1 den biiyikler k = 2,5,10 sayilardir.

k=2ise, k— B=1%= z; = £1 olacagindan k(zi+A)+C-AB=2,(£144)-10=0 =z, =1
oldugunu verir.

k=51se, k=B =5-1=4=2"= z5 = £2 olacagindan 5(x2+4)— 10 = 0 igin z; = —2 bulunur.
k=10ise, k—B=10-1=9=32= 13 = 43 olacagindan 10(+3 +4) — 10 = 0 igin z3 = -3
O halde 23+ 4z% + z — 6 = 0 denkleminin kokleri 1,—2 ve —3 tir.

C) 23+ Az% + Bz + C = 0 denkleminin iki kath kokii z3 ve diger koki z, varsayalim.

(z—23)’(z —21) = 2%+ (-223 — z1)2 + (23 + 2z321)z — 2122 = 0
olur.
A’ -3B = (z3 —21)? ve z3 — 21 = VA2 — 3B olur.
z1 + 223 = —A, z3 — 1 = +VA? - 3B esitlikleri toplanarak T3 = l@ bulunur.
Ty =-A- 2(@) olur.

mnie (G cas )

yazarsak

oo —A:I:\/A2—3B)2_2(—A:I:\/A?—3B -A+ VAT 3B\’
- 3 3 3
bulunur. —C = —Azs — 22323  yani —223 — Az3 4+ C = 0 olur. O halde katli kok zj,

223 + Az? — C = 0 denkleminin kokiidiir. 2 - (3 + Az? 4+ Bz + C)=0, 234+ 422 -C =0
denklemleri birbirlerinden g¢ikarilarak bulunan

Az? + 2Bz 4+3C =0 (I1)

denkleminin bir koku z3 dur.

Benzer gekilde 3 (2® + Az? + Bz + C) = 0 ve Az®+ 2Bz +3C = 0 denklemleri birbirlerinden
¢ikarilarak bulunan

32°+24z+B=0 (1I1)
denkleminin de bir koki z3 diir.

Goriildiigii gibi z3, IT ve 111 denklemlerinin ortak bir kokiidiir. Bu kék 3-(Az’+2B2+3C) =0
ve A-(3224+2Az+ B) = 0 denklemleri birbirlerinden ¢ikarilarak bulunan (6B —-2A4%)z+9C-BA =0

denkleminin de koki olacagindan z3 = %?4—02 bulunur. 6B — 242 # 0 ve A # 0 oldugunda
_ —8AB +18C + 243

T = 6B — 942 bulunur.

B = 2} + 2232y = z3(z3 + 2z,) den

g (AB-9C\(AB-9C —16AB+366‘+4A3)
~ \6B-2A42/\6B — 242 6B — 242
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yazarak, 6B — 2A% # 0 olmak uzere
4B® — A?B? — 18ABC + 21C* +44°C = 0
bulunur. O halde bu kogulu saglayan (I) denkleminin iki kokii birbirine egittir.
Ornek. 23+ 822+ 21z + 18 = 0 denklemini diigiinelim.
4.213—82.212—18-8-21-18+27- 187+ 4-8% - 18 37044 — 28224 — 3024 - 18 + 8748 + 36864 =0

kosulu sagladigindan

BA-9C 21.8-9.18 168—162 _

6
= = = =—=-3
6B —2A% ~ 6.21—2.64 126—128 -2

T3 =Ty

buluruz. Buradan

—8AB +18C +24% —8.821+1818+28° _
68 — 2A? - 6.21 — 2.64 -

Ty =

bulunur.

EYLEMSizLiK MOMENTI KAVRAMININ GEOMETRI
VE ANALIiZ PROBLEMLERINE UYGULANMASI

Mehmet Hamidoglu Tagiyev *
S T o e e o S R o

1. GIRIS
Matematik Diinyasi'nm 1994 yihi 5 inci sayisinda Geometri problemlerinin ¢dziimiinde kul-

lamilan &zel bir metodla tamstik, [1]. Mekanigin agirhk merkezi kavrami ile bagh olan ve M.O
3.yiizyllda Arsimet tarafindan verilen bu metodun problem ¢oziimiinde kolayhklar sagladigim o
yazimizda gordiik. Argimetten cok daha sonra XVIII yizyilda yagamig biiylik matematik¢i L.Euler
cisimlerin dénel hareketlerini aragtirirken eylemsizlik momenti adh bir kavram ortaya koymus ve
bu kavram sonralari yalmz mekanikte degil matematigin de bir ¢ok alaminda faydal olmustur. Bu
yazimizda eylemsizlik momentinin geometri ve analiz problemlerinin ¢6ziimiinde nasil kullamldigni in-
celeyecegiz. Once maddesel noktalar sisteminin agirhk merkezi ve onun 6zelliklerini kisaca hatirlayalim.
Okuyucularimiz ayrintili bilgileri yukarida adi gegen makalemizden elde edebilir. Kitlesi m olan
maddesel A noktasim mA ile gosterirsek (miAi, maAs, -+, mpAy) gibi maddesel noktalar siteminin

agirhk merkezi . o "
m10A1+"'+mnGAn:0 (1)

baglantisim saglayan bir G noktasina deriz. Herhangi bir O noktasi igin m = my +---+m, # 0

olmak sartiyla . . . '
(m1OA;L + -+ mpaOAn) : (my +---4+my)=0G olur,

Ornegin bir ABC iiggenin kenar uzunluklan |BC| = a, |AC| = b, |AB| = c ise ve A, B, C, koseler

sirasi ile a,b, ¢, kiitleleri ile techiz edilmisse, bu iicgenin agirhk merkezi icteget gemberinin merkezi

olur.
Not: Asagida A maddesel noktanin m kiitlesi hem pozitif, hem de negatif olmasina izin

veriyoruz, yani m € R kabul ediyoruz.

* Mimar Sinan Universitesi, Matematik Baliimii C")Eretim Uyesi
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2. EYLEMSIZLIK MOMENTI. LAGRANGE - JACOBI FORMULU:

Kiitleleri my,--- m,(m; € R) olan (m;, Ay, mz, Ay, --,m, A,) maddesel noktalar sistemi goz
oniine alahhm, m = m;+- - -4+m, # 0 olsun A ve B noktalar arasindaki uzakhg |AB| gibi gosterecegiz.
Tanim:

I, = my|PA* + -+ m,|PA,|? (2)

ile tanimlanan I, sayisina (my Ay, mpAs, -, m,A,) siteminin P noktasina gore eylemsizlik momenti
denir.

Ornek: Bir ABC tiggeninin A, B, C, koselerine 1 kiitlesi yerlegtirirsek yani, (14,1B,1C)
sistemini ele alirsak bu sistemin gevrel cemberin merkezi olan O noktasina gore eylemsizlik momenti

I,=1-]0A>4+1-|0B)*+1-|0C|* = 3R?

olur. R cevrel ¢emberin yarigapidir.
Simdi my Ay, myA,,---,mpAy,) sisteminin herhangi iki P ve Q noktalarina gore eylemsizlik
momentleri arasinda bir baginti kuralim. Tamima gore (Sekil 1)

Aj

Sekil 1

I, = m|PA+- 4+ m,|PA,l?

my(PA; - PA)) + -+ mn(PA, - PAy)

my (PQ+ QA1) - (PQ+ QA1) + -+ ma(PQ + QAn) - (PQ + QA,)

mi(PQ- PQ) + -+ ma(PQ + PQ) + 2[m1(PQ - PA1) + -+ ma(PQ - QA,)) +

+ mi(QAr QA1)+ -+ ma(QAn - QAn)

|PQI*(my + -+ my) + 2PQ(m1QAs + -+ mnQAn) + -+ m| QAL > + - - + M| QA
Ig + m|PQI* +2PQ - (mQA; + -4+ m,QA,)

eger @ noktasi (my Ay, maAs, - --,my Ay,) sisteminin agirlik merkezi olursa leﬁﬁ-- . -+anﬁn =0
olur ve (3) ten
Ip = Ig + m|PQJ® (4)
formiilinii elde ederiz. Bu formiil biyiik Fransiz matematik¢i Lagrange tarafindan bulunmustur ve
Lagrange formiilii diye adlandinlir. (Lagrange, Euler ve agagida adin1 anacagimiz Jacobi ayn1 zamanda
biiyiik mekanikgilerdir. XVII ve XIX yiizyillar biiyiik matematikgilerin hem de biiyiik mekanikgiler
oldugu yuzyllardir. XX yiizyil bu ozelligi kayip etmis veya etmektedir).
Agirlik merkezi ' sistemin 6nemli bir noktasi oldugu igin sistemin bu noktaya gore eylemsizlik
momenti igin basit bir formiil vardir. Bu formiil Lagrange, Jacobi, Poisson gibi matematikgiler

(mekanikgiler!) tarafindan bagimsiz olarak verilmistir. Geleneksel olarak bu formiil Jacobi formiili
diye adlandinlir.

Teorem (Jacobi formiilii): m = m; +--- + m,, # 0 olmak iizere (m; A1, m242,- -, mpAy)
sisteminin agirhk merkezi olan G noktasia gore eylemsizlik momenti
1
- 2
Ig = — z(: mim;|A; 4| (5)
i<j
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Ispat: Teoremin ispatin1 n = 3 hali i¢in yapalim. Herhangi n igin benzer ispat gecerlidir.
(m1 Ay, maAy, m3As) sisteminin agirhk merkezi G olsun énece A; noktasina gére (mjyA,, m3As)
sisteminin eylemsizlik momentini hesaplayalm. m = m; + my + mg

Ia, = Ig + m|A,G|* (Lagrange formiiliine gore)

I, = ma|A1 Ag|* + m3|A; A3|*  (Tamma gore)
boylece ma|A1Aa|* + ma|AyAs|? = Ig + m|A;1G|? olur. Her tarafi my ile carparsak

mima|A; As|* + myms| A, A3|? = my Ig + mmy|A1G)?

benzer olarak
mamy|Ag A1 |? + mamsa| Ay As|? = malg + mma| AL G|

m3m1|A3A1|2 + m3m2|A3A2|2 =mglg + mTTE3|A1Gl2

bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak, ve |A;A;| = |4; A;| oldugunu gozoniine alirsak
2mima| A1 As|? + 2mymg|A; As|? + 2mamg| Ay As|? =
= mlg + m(m|A,G|* + ma| A2G|? + m3|A3G)?) veya
2() " mim;|4; 45]?) = 2mle,

i<y

_ 1 2
IG = E(E m,'mj|A,-Aj| ) olur

3. LAGRANGE JACOBI FORMULUNUN UYGULAMALARL:

Simdi de (4) ve (5) formiillerinin geometri problemlerine uygulamalarim gosterelim. Agagida
ABC liggeninin kenar uzunluklan |BC| = q, |AC| = b,|AB| = ¢ ile gostereceiz.

Problem 1: ABC iggeninin [AD] agiortay, |BD| = c¢1,|DC| = b;[AG] kenarortay ise

a) |AD|? = be — bycy, oldugunu gosteriniz (Sekil 2).

b) |AG|? = % - ‘;—2, oldugunu gosteriniz (Sekil 3).

Cozim a) B ve C noktalarina sirasi ile b ve ¢ kiitlelerini yerlestirerek (Sekil 2) (bB,cC)
sistemini kuralim. Agiortay [BC] yi yankenarlar oraninda boldiigii icin be, = cby, yani D noktas:
(bB, cC') sisteminin agirhk merkezi olur. (bB,cC) sisteminin A ya gére eylemsizlik momenti tanima
gore

Iy =be? +cb® = be(b+c),

D noktasina gore eylemsizlik momenti ise Jacobi formiiliine gére

1 a’be
b N = —
- elBOP) =

Ip =
Lagrange (4) formiiliine gore
Io=Ip+(b+c)|AD* veya

bey = cby esitliginden b = Aby, ve ¢ = Ac; seklindedir.
z\ﬁ‘?b,clag

2 _ Ia-Ip _ _abe _ _/\zbcnn_ - o o
|AD|* = Mz 2 =be Fey? = be Y = be At = be — byey bulunur.

b) B ve C noktalarma 1 kiitlesi yerlestiriliyor. (1B, 1C) sistemini ele alahm o zaman G
noktasi bu sistemin agirhk merkezi olacakdir. Tamima ve Jacobi formiiliine gére

Ip = 1.241-02=02+¢2

1 2_(12
Is = rT(l-llBC| )= 5

[22]
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Lagrange formiiliine gore

Sekil 2

la=1Ig+(1+1)|]AD]* bagmtisindan |AG|® = IA—;— =bc— — — — bulunur.

Problem 2: P noktasi ABC iiggeninin iginde herhangi bir nokta, G kenarortaylarin kesigme
noktasi, |AP|=dy,|BP| = ds, |CP| = ds ise
2 +di+di a® b+
3 9

Coziim: A, B,C koselerine 1 kiitlesini yerlestirirsek (14,1B,1C) sisteminin agirhk merkezi
G noktasi olacaktir.

|PG|* = oldugunu gosteriniz.

Ip = LJAPP+1BPP+1.0PF =& + &3+
2 b2 2
Ip—1 d? + d? + d2 202402
Ip = IG+3'|AG|2$|PG|2= P3 G= 1+32+ 3_(1 +9+c (*)

Sonug 1: |PG|? > 0 oldugu igin (%) den a? + b2 + ¢3 > %ﬁ esitsizligini elde ederiz.
Sonug 2: (Avusturya Ulusal Matematik Olimpiyat:1 1971) G noktasi ABC u¢geninin kenaror-
taylarinin kesigme noktasi ise

3(|GA|* + |GB|* + |GC|*) = |AB|* + |BC|* + |AC|?

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Bu olimpiyat probleminin ¢oziimii (*) formiilinden hemen gikar. Gergekten P
noktasi G agirhk merkez ile cakisiyorsa yani P = G olursa |PG| = 0 ve 3(d? +d3+d3) = a®>+ b2 +¢?
olur.

Problem 3: (Euler formiili) ABC iiggeninin icteget cemberinin merkezi O, yaricapr r,
cevrelgemberinin merkezi O3, yarigapt R ise |010:|? = R(R — 2r) oldugunu gosteriniz.

Coziim: Uggenin A, B, ¢ koselerine sirasi ile a, b, ¢ kiitlesi yerlegtirirsek igteget ¢emberinin O,
merkezi (aA,bB, cC) sisteminin agirhk merkezi olur.

abe? + bea® + ach?

= ———(ab 2 4 be|BC|? 3= =
a+b+c(a |AB|* + be| BC|* + ac|AC|?) s abe

(aA,bB, cC) sisteminin O noktasina gore eylemsizlik momenti, tanima gére

Io,

Io, = a|OA*+b|OBJ?+¢|OC|* = (a+b+c)R?
Io, — Io! abe
== 2 2 _ 1 3, = 2 _
IO, = Iol+(a+b+c)|0102| =>|0102| _—a+b+c —a+b+c

[23]
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buluruz ABC iiggeninin A(ABC) alamigin A(ABC) = %?R-E,A(ABC) =2 3 £r formiillerinden
u;:fl_c = 2Rr buluruz. ()
Yukarda yerine yazarsak |0;0;|> = R? — 2R.r = R(R — 2r) buluruz.

Sonug: (Matematik Diinyasi) ABC iggeninin ¢evrel gemberinin yarigapi R, i¢teget cemberinin
yarigapt r ise R > 2r oldugunu gosteriniz.

Gergekten, Euler formiilinde |0,02|* > 0 oldugu igin R — 2r > 0 olmaktadur.

Problem 4: (Apollonius ¢emberi) k > 1 sabit bir say1 A ve B diizlem iizerinde iki nokta ise

l—_};—g} = k sartim saglayan P noktalarinin geometrik yerini bulunuz.

Coziim: Eger P noktasi igl = k bagintisim saglarsa, |PA|*> — k?|PB|> = 0 olur ve
tersine eger (LA, —k”B) sistemini ele alirsak bu sistemin P noktasina gore eylemsizlik momenti
Ip = 1-|PA* = k?|PBJ> = 0 olur. G noktasi (1A, —k?B) sisteminin agirhik merkezi olsun (G
merkezinin niye [AB] nin diginda oldugunu diigiiniin!) O zaman IgA ve B noktalari ile sabit bir say1
olacaktir. Lagrange formiiluna gore (Sek. 4)

Ig
k2—-1
Boylece, {;%‘r = k sartin1 saglayan P noktalar: aym bir G noktasindan \/Ig/(k? — 1 uzakhkta
noktalar olur, yani aranan geometrik yer bir cemberdir.

Not 1: Lagrange-Jacobi formiiliinde Ip = Ig + m|PG|* m > 0 olursa, |PG|? > 0 oldugu igin
Ip > Ig esitsizligini buluruz.

Ip=1Ic+(1-k%|PG|?, ve Ip=0, ohalde |PG|’=

‘ Not 2: Eger (m1A;,---,mpA,) sisteminde m; > 0 olursa Lagrange formiiliinden I, >

m|PG|? esitsizlgini buluruz. Asagida bu iki esitsizligi Lagrange-Jacobi esitsizligi diye adlandiracagz.

Problem 5: P noktasi ABC ii¢geninin iginde herhangi bir nokta, r4,cry, 7. P noktasindan
kenarlara olan uzakliklar, R4, Rg, Rc tiggenin A, B, C kégelerine olan uzakhklar ise

3(r2 +ri +1r2) > (Rasin A)? 4 (Rpsin B)? 4 (R¢ sin C)?

oldugunu gosteriniz.
Cozum: P noktasindan BC, AC, AB, kenarlarina ¢izilen dikmelerin ayaklar A;, By, C; olsun
ve (1A;, 1By, 1C)) sistemini goz ontine alahm. O zaman A; B;C; tg¢geninin agirhk merkezi kenaror-

taylarin kesigme noktasi olan G olacakdir. (141,1Bj,1C}) sisteminin P ve G noktalarina gore
eylemsizlik momenti

1
Ip=ritri+re, lo=3( 4B +|BiCif +|C1A )

olacaktir. A;C'ByP dortgeni PA,C+CB P = 180° oldugu igin bir kirigler dortgenidir ve bu dortgenin
cevrel gemberinin ¢ap1 |[C'P| dir. Bu ¢gember A}BlC u¢geninin de cevrel ¢cemberi oldugundan |4, B, | =
|CP|sinC’, benzer olarak |BiCi| = ResinA,|C141| = RysinB, Ip > Ig  (Lagrange - Jacobi
egitsizligl) den . R

3(r2 + rf 4+ 12) > (Rasin A)? + (Rpsin B)? 4+ (R¢ sin C)?

bulunur. i
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Problem 6: V,,V;, V. sirasiyla ABC iiggeninin kenarortay uzunluklari, R ise gevrel cemberin
yaricapi ise V.2 + V2 + V2 < ZLR? oldugunu gosteriniz.

Coziim: G noktas kenarortaylarm kemgme noktasi, O cevrel cemberin merkezi olsun. V2 +
Vi2 -}-V2 < 2‘R2 esitsizligini (2V )2+ (ZV;,) ( V)2 <3 R2 seklinde yazarsak ve 2V, = |GA|,3V5
|G'B| |GC| oldugunda hatlrlarsak (14, lB 1C) sisteminin agirhk merkezi G ye gore eylemsizlik
momentl
Ic = |GA|? + |GB|? + |GC|? ve O noktasina gore eylemsizlik momenti Io = 3R? olur.
Io > Ig (Lagrange - Jacobi esitsizligi) esitsizligi aranan esitsizlige denktir.

Problem 7: (Cauchy esitsizligi) ai,as, -, an ve by, bz, bn reel sayilan igin

(arby -+ anbn)? < (a3 + 4 a2) (3 4 82)

esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: Genelligi bozmadan b; # 0 kabul edebiliriz. Reel dogru iizerinde Ay = 3—1 As
1

a

33, e Ap = :—" sayilarinin (veya geometrik dille dersek A; noktalarini) ele alalim ve bu noktalara
2 n

sirastyla my = b2, my = b3, -+, m, = b2 yiiklerini yerlegtirelim. (m Ay, - ., mpA,) sisteminin agirhk

merkezi reel dogru tzerinde
m1A1 + o mnAn

my+ -+ mn

G=

sayis1 (noktasi) olacaktir. Sifir noktasina gore eylemsizlik momenti [y = m A} + -+ ma A2, dir.
Io > m|OG|? esitsizligine gore

Ar+--+mpA) miAi+ -+ muA,
A2 doian A2 > (my -
miAY 4 mp AL > (my+ -+ ma) (o bt )’ Gt )

veya \
2 2 (albl+"‘+anbn)
(a1hy +---+ anbn)? < (a1 + -4 a2)(®2 + .- +b2) olur.
Problemler:

Asagidaki problemleri 6nce ahigtigmiz yolla ¢ozmeye caliginiz. Sonra bu yazimizda kullanilan
metodlarla ¢oziiniiz. Lagrange - Jacobi formiillerinin ne kadar kolayliklar sagladigini sizlerin takdirine

birakinz.
Problem 1: ABC iiggeninin kenarortaylarinin kesisme noktasi G ve gevrel ¢gemberinin merkezi

0, yanigapr R dir. |GO| = 3R ise ABC iiggeninin dik liggen oldugunu gosteriniz.
Problem 2: ABC iiggeninin igteget ¢emberinin merkezi I ise

IA?Z |IB* |IC|?
?, 18P, liC]

=1
be ac ab

oldugunu gosteriniz.
Problem 3: ABC lggeninin gevrel gembennm merkezi O, yaricapi R, yuksel\lll\lerlmn

kesisme noktas: H ise |OH|?> = 9R? — (a® 4 b* 4 ¢*) oldugunu gosteriniz.
Problem 4: (Stewart formiilii) [AD] dogrusu ABC iiggenini [BC] tabamm |BD| =
¢1,|DC| = by olacak sekilde iki parcaya bolmektedir.

oldugunu gosteriniz.
Problem 5: ay,as,---,a, pozitif sayillar, s =ay +azs+---+ a, ise

[25]
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§—a) §—ajg

oldugunu gosteriniz.
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ay n

s—a, ~n-—1

Problem 6: (A.B.D. Ulusal Olimpiyadi 1977) ABC iicgeninde p=a+ b+ c ise

az+b2+622

oldugunu gosteriniz.

~*°|.E:J

Bu makaleye bigim verilmesinde ve miizakere edilmesinde bilyik yardim gostermig olan sayin

Sezai Makas'a derin minnetlerimi sunarim.

KAYNAKCA

1 Tagiyev,M. Mekanik Kavramlarin Geometri Problemlerine Uygulanmasi. Matematik Diinyas: 4. say1 5

11 - 17 (1994).

KUBIK DENKLEMLERIN KOKLERI

Ahmet Dernek *

*

L 2®+pz+q =0 (p, ¢ € R\{0}) kiibik den-
kleminin koklerinin incelenmesi ve bulunmasina
iligkin degigik yontemler vardir. Bununla ilgili
iki yontem [1] ve [2] de verilmektedir. Burada,
bir kesirli rasyonel fonksiyonun grafiginin déniim
noktalarmin bulunmasi probleminden yararla-
narak, verilen kiibik denklemin bir kokiiniin bu-
lunmasina iligkin degigik bir yontemi tamtacagz,

[3]-

fiz— (a,b e R\ {0},a# b

(z+ a)(z +b)

rasyonel fonksiyonunun grafiginin doniim nokta-
lar1, f nin ikinci tiirevinin sifir yerleridir. Ikinci
turev

23 — 3abz — ab(a + b)
Groperp O

f'(e) =2

dir. Verilen ifadenin basit kesirlere ayrihsi;

&) = erae+»

_ 1 a b
~ a—-b\z+a z+b

ve bu gosterilig i¢in ikinci tiirevi

s 2 a b
re= (e wm) @
olur. f nin sifir yerleri (1) ve (2) ye gore,
z® — 3abz — ab(a + b) = 0 (3)
ve ( .
z+a a
@+ b )

denklemlerinin kokleridir. Sonug olarak (3) ve (4)
denklemleri birbirine denktir.

Uygulama. 22 4+ pz +¢q = 0 (p,q €
R\ {0}) kiibik denklemi (3) bigimine doniistii-
rulirse, verilen denklemin bir kokii (4) denkle-
minden_bulunur.

Ornek. 23 — 96z — 976 = 0 denkleminin
bir kokiinii bulahm. p = —3ab = —96 ve q=
—ab(a+b) = 576 dan, ab=32 ve a+b=18
bulunur. Carpimlan 32 ve toplamlan 18 olan
gercel say1 cifti, a =2, b= 16 (veya a = 16, b =
2) dir. Buradan, 23 — 96z —576 = 0 denkleminin
bir koki,

(=z+2?® 1
(z+16)3 8

* Marmara Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik B&liimii (-jgretim Uyesi
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yani z = 12 elde edilir.

IT) 23 + b2 + cx + d = 0 denkleminin
kokleri x yerine y — % yazilirsa, y'ye gore

V4+py+q=0

kiibik denklemi elde edilir. y ye gore olan kiibik
denkleminin kokleri yi (k = 1,2,3) ise, verilen
denklemin z; kokleri, z; = y;. — % bagintisindan
bulunur.

Ornek. 23492243z —117 = 0 denklem-
inin bir kokini bulalim.

b
T=y—z=y-3 ign ¥ —24y-72=0

elde edilir. p = —3ab= —24, ¢ = —ab(a + b) =
—72dena=8,b=1 (veyaa=1, b=28) ve

(y+8)°

g 0T Y=0

kokii bulunur. Verilen denklemin bir kokii

r=y—-3=3 tir.
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YARISMA PROBLEMI Y.119'UN YANITINDA

DUZELTME

Atasagun Baykal

h

Y.119. Eksen uzunluklar 2a ve 2b
olan bir elipsin herhangi bir noktasindan
¢izilen normalin elips i¢inde kalan kisminmn
uzunlugunun alabilecegi en biiyiik ve en
kiigiik degerleri bulunuz.

Subat 1996 sayimizda verdigimiz
bir hesap hatasi sonucunda en kiigiik ve en
biyik degerlerin eksen wuzunluklart 2a ve 2b
oldugu ¢ikaridmigt:.  Problem kégemizin en faal
¢oztictilerinden Sayin Atasafun Baykal hatamizt be-

yanitta

lirleyip dodru yanit bize génderdi. Kendisini kutlar

ve tegekkur ederiz.

Y.119’un ¢ozumiunde elipsin biiylik eksen
uzunlugu 2b, kigik ekseninki ise 2a olarak
ahnmis. Elipsin tizerindeki bir noktamn apsisi 2,
ise 5 = denilerek, aranan uzunluk i¢in

92 2 4,3 .
= f(t) = [(:2"“?)‘;"’_'_1 5+ fonksiyonu
elde edilmis.
Bu fonksiyonun tiirevi alinirken yanhghk
yapilms.
fiit) =

olacakti.

40’6 (Gt+a*)?[(a?45%)Gt+a®—24%b?)
[(a?+b2)Gt+a]?

Boyle olunca da problemin ¢6ziimii
baglaminda soylenenlerin, artik sdyle olmasi

gerekirdi:

Ekstrem noktalar bulacagimiza gore
f'(t) = 0 olmah. (a® + b%)Gt + a® — 2a%* = 0
veya Gt +a* = 0 dan t; = i(z—b:_—“zlto =

\ (a'z+p)G ) L2
—& t =2} olduguna gore negatif olan ty soru-
muzu yamtlamaz. O halde G = 52— a? oldugunu
goz oniine alirsak ¢, = f—%’_ﬁ;—“:) olan noktada
fonksiyonun minimumu vardir. Ciinkii tiirevdeki
birinci carpan (Gt + a*)? > 0, ikinci carpan
(a® +6%)Gt + a® — 2a%? ise t < ¢, iken negatif
ve t >ty iken pozitif oldugu icin f/(2),t = t;
olan noktada negatiften pozite gegiyor. Ne var ki
|zo| < a oldugundan

4(9p2 _ 2

2 _, _ a*(2b°—a®)
i T
a*(2b? — a?) < a*(b* —a?), yani b >V2-a

istenen aralikta olmaldir.
Demek ancak b > \/2a iken tiirev sifir ola-
biliyor ve z; = \/f; noktasinda fonksiyon mini-

<a olmahdir.



mum oluyor.

1 degerini kirigin uzunlugunu gosteren
= f(t) ifadesinde yerine koyarsak

3
4b2[(b2 e s +a]
26’-—(1’ at :

(b —at) +a

3
4b° [L_’J%; _+0:1La4 + a‘*]

3]
& =

3
[(21)2 —a?)at + as]

_ 46°(2a%% —a +a'h? +ab)® 2741
= (20762 — a5 + ab)? R a?)3
Bu dy, uzunlugu 2a dan kiigiiktiir. b > V2a

iken dj, < 2a oldugu dogrudan da kolayca
gosteri.ebilir b = +/2a ise dy, = 2a olur. Bu
durumda z; = a olmustur.

z; noktasinin saginda ve solunda d? =

BAYKAL

f(t) fonksiyonu yiikselen oldugu i¢in 0 < z <
a aralifimin ucundaki degerleri hesaplarsak ara
degerler daha diigiik olacag igin goz oniine
alinmalarina gerek yoktur. Boyle yapinca dy =
2b,d; = 2a buluruz. 2b > 2a olduguna gore
2p2
dmazr = 2b,dmin = _\/L)_E—b——
(b2 + a2)3/2
a < b < \2a ise artik f'(¢)’yi sifir ya-
pan bir deger yoktur. Demek ki f(¢), ya azal-
makta, yada artmaktadir. O halde 0 < zo <
a ara degerler arada kalacagindan goz oniine
alinmalarina gerek yoktur. Hesap sonucu yukar-
daki gibi dp = 2b,d, = 2a bulunur. O halde
Gnax = 2b, dmin = 2a.
Goriiliiyorki her iki halde de dmaez = 2b

27ah?
iken, b > v/2a ise dpin = (bz_\/_:;z_)s/_z’

a<b< V2 ise dmin=2a

oluyor. Eger b = v/2a ise iki durum cakigiyor,
dmin = 2a gkayor.

PROBLEMLER VE COZUMLERI

ALISTIRMA PROBLEMLERI

Al46. Bir XY dogrusu koseleri
ayni olan ¢ dik agmn kenarlarimi sirasiyla

A,B,C, D, E, F noktalarinda kesiyorsa

oldugunu gosteriniz. (Cemil Ugurlu, 1946).

A147. Bir ABCD kirigler dortgeninin
[BD] kosegenine A ve C den indirilen dikmelerin
ayaklar1 sirasiyla E ve F ise |BE| = |DF|
oldugunu ispatlayimsz.

A148. Bir ABC iggeninin [BC]| kenar
uzerine DBC' ve EBC' egkenar uggenleri kuru-
luyor. |AD|* + |AE|? = a® + b + ¢ oldugunu
ispatlayimz. (a,b,cABC tiggeninin kenar uzun-
luklandir.)

A149. Az? 4 Bzy+ Cy® = 1 egrisi bir
elips ise, i¢indeki bolgenin alanimi A, B, C cinsin-
den hesaplayiniz. (Turgay Is’aptanog'lu)

A150. z, + 54 =1 ehpswle 2, = 1

A3
hiperboliiniin, eger A% < a* ve a? b3 = A*4+B?

ise (yani esodakl iseler) dik olarak kesistiklerini
gosterin. (Turgay Kaptanoglu)

YARISMA PROBLEMLERI

Y146. Bir ABC ii¢geninin [BC] kenar
cap ahnarak liggenin digina bir yarim ¢ember
ciziliyor. Bu ¢ember yayinin orta noktasi D ol-
mak tizere D den oyle bir dogru geciriniz ki,
yarim gember ve li¢cgenden olusan konveks bdlge
alanca esit iki bolgeye ayrilsin.

Y147. Dar agh bir ABC iiggeninde
yukseklik ayaklann D, E F olmak tzere DEF
liggeninin gevresi v, ABC' lggeninin cevresi 2u
ise u > v oldugunu ispatlayimsz.

Y148. Bir ¢ember iizerinde ardisik
A,B,C,D noktalann alinarak ADC ve DCB
agilarimin aglortaylar ¢iziliyor. Bu agiortaylarin
kesigtigi ' noktasindan AB na gizilen paralel,
dogru [AD] ve [BC] kenarim sirasiyla E ve
F' noktalarinda kesiyor. |EF| = |ED| + |FC)|
oldugunu ispatlayiniz. :



Y149, 2(zy + yz) < z? + y? + 22
esitsizliginin her z,y,z gergel sayisi igin dogru
oldugunu gosteriniz.

Y150. Her n pozitif tam sayis1 i¢in a, =
" 4+ 7" bir tam say1 ise, z reel sayisi hangi
degerleri alabilir?

COZUMLER

A136. Bir torbada baglangigta a tanesi
kirmizi, b tanesi beyaz ve c¢ tanesi de siyah ol-
mak uzere toplam 20 top bulunmaktadir.

(i) Beyaz toplann sayis1 iki katna
¢ikanildiktan sonra torbadan rastgele gekilen bir
topun kirmizi olmasi olasihginin, baslangigtaki
torbadan rastgele gekilen bir topun kirmizi olmas
olasihgindan = daha az oldugu ve

(ii) torbadaki biitin kirmuz toplar
gikartilip geri kalanlar arasinda rastgele bir top
¢ekildiginde bu topun beyaz olmas: olasihgmin,
aym cekiligin baglangictaki torbadan yapildigi
durumdakinden Tlg daha fazla oldugu bilinmek-
tedir. a,b ve ¢ yi bulunuz. (I Ulusal Ortaokul
Matematik Olimpiyat sinavindan)

Cozum. Verilen kosullardan 7005 =
Ls ve 201' - = -2% + -11—6 bulunur. Sadelegtirirsek
(ba — 4)b = 80 ve (4b+ 5)a = 100 elde ederiz.
a ve b pozitif tam sayilar oldugundan ¢arpanlan
deneyerek a = 4,b = 5 ve dolayisiyla ¢ = 11
cikar.

(Cozenler:Atasagun  Baykal,
Ozboja, Naim Uygun, Recep Ulgen.)

A137. Yalmzca 1,6 ve 9 rakamlarn kul-
lanilarak yazilan pozitif tam sayilar

Cemal

1,6,9,11,16,- --

diye kiigiikten biyiige dogru dizelim.

a) 1996 min bu dizinin kagina terimi
oldugunu bulunuz.

b) Bu dizinin 1996 inc1 terimini bulunuz.

(I. Ulusal Ortaokul Matematik Olimpiyat
sinavindan)

Cozum. Dizide bir basamakli terimler
1,6 ve 9 iki basamakhlar 11,16, ---,99 dur. Ug
basamakllar iki basamakhlarin bagina sirayla 1,6
ve 9 eklenerek bulunur. Buradan 1 basamakh
3,2 basamakh 3 =9,---, n basamakh 3" terim
oldugu goriiliir. 1999 sayis1 4 basamakli ter-
imlerden 1 ile baglayanlarin sonuncusudur; O
halde 3 + 9 + 27 4+ 27 = 66’ mnc1 terimdir.
O halde 1996,65’inci terim olur.Dizide 6 veya
daha az basamakh 3 4+ 9 4 27 + ... 4+ 36 =

1092 terim, 7 veya daha az basamaklh 1092 +
37 = 3297 terim oldugundan 1996’mc1 terim
7 basamakhdir. 1996 — 1092 = 904, 3% =
729, 2-3% = 1458 oldugundan aradlglmlz terimin
7’inci basamag 6’dir. 904 — 729 = 175, 35 =
243 oldugundan 6)inc basamak 1 dir; 34 =
81, 2 3% = 162 oldugundan 5’inci basamak 9
dur; 175 — 162 = 13, 33 = 27, den 4’iincii
basamak 1;3? = 9,2 -32 = 18 den 3’iinci
basamak 6, 13—9 = 4 ve 2-3 den 2’inci basamak
6, 4 — 3 = 1 den son basamak bulunur. Yani
1996’1nc1 terim 619166 duir.

(Cozenler: Atasajun
Ozboga.)

A138. ABCDE duzgun_besgeninin
i¢cindeki bir F noktasi i¢cin m(FDC) = 66°,
m(F’ﬁC) = 60° ise AFE aqs: kag derecedir?

Coziim. ABCDE diizgiin beggeni ¢izilip
iginde m(FDC) = 66° ve m(FBC) = 60°
alindiginda, BF' D iggeninde siniis teoreminden,

Baykal, Cemal

|BD| = 2|BF|sin54° bulunur. |BD| =
2|BC|sinb4° oldugundan |BF| |BC| elde
edilri. |BF|=|BC| den m(BFC) = m(BCF) =

60°. Buradan m(FCD) = 48° ve m(CFD)
66°, m AFE) = 84° bulunur.

(Cozenler: Atasagun  Baykal,  Kocaeli
Korfen Fen Lisest II-C Swnafi, Cemal Ozboga.)

A139. B aqs1 dik ag olan bir ABC
ligeninin i¢ tefet ¢emberinin merkezi I, [AI
ve [CI nm [BC] ve [AB] m kestigi noktalar
E ve D, E ve D den i¢ teget ¢cembere ¢izilen
tegetlerm hipoteniisii kestigi noktalar K ve L ise
tan(KBL) kagtir?

Coziim. Probleme uygun sekil
gizildiéinde ABE tggeni ile AKE {iggeninin
ve DBC tggeni ile DLC ucgeninin es olduk-
lari goriilir. ~ Buradan m(KLB) = 45° ve

tan(KBL) =1 elde edilir.
(Cozenler: Atasagun

Ozboja.)

A140. ABCD konveks _bir dortgen,

kogegenlerin kesigsim noktasi F, ADB = ACD

EC EA
ADC = DAC ve DBC = DCB ise %8~ ED

Baykal, Cemal

ifadesinin degeri nedir?

Cozum. m(AﬁB) = m(A)C:Q) =
a, m(ACB) = 8 ise m(DBC) = m(DCB) =

a + ( olur. m(D/A\C) - m(AﬁC) :,1_§0° -
(a 4+ 2f)a = m(ACD) = 180° — 2m(DAC) =
20 + 463 — 180° ve o + 48 = 180°,m(DAC) =

28, m(D/B\C) = o+ f = 180° — 33 bulunur.



Kosegenlerin kesistigi nokta da £ olmak iizere,
EBC ve EAD iiggenlerinde siniis teoreminden

|EC| sin 343

— 25
|EB| = Smp ~ 1o F-1

|[EA]  sina  sin4f 9
|ED| = 528 ~ sinzg 2082 =tcos 2,

|[EC| |EA| _ -

\EB|  |ED| 1 elde edilir.
. (Cozenler:Atasagun  Baykal, Recep
Ulgen.)

Y136. 22— 42 — 2 = 0 denkleminin
koklerinin
(1'2—31—2)2—3(:132—31:—2):2+:c.

denklemini de sagladigim gostererek ikinci denk-
lemin tiim koklerini bulunuz.

Cozim. z 2 4z-2=01ise 22—3z—-2 =
:z: olur. Ikinci denklemde yerine koyunca, yine
22 -32=2+7 ten

(z°—32-2)2-3(z-32-2) =223z =z +2

bulunur. Bu ise p(z) = (22 — 3z — 2)% — 3(z? -
3z — 2) — z — 2 polinomunun z? — 4z — 2 ile
boliindigiini séyler. Bolmeden sonra

p(z) = (2° — 42 — 2)(z? — 22 — 4)

ve kokler 22 =2+ V6, r34=1% V5 cikar

(Cozenler:  Murat Aygen, Atasadun
Baykal, Kocaeli Korfez Fen Lisesi II-C' sinift,
Naim Uygun.)

Y137. a,b,c gergel sayilar igin 8a +4b +
2¢ = 0 ise aa®+ ba? + ¢ = 0 denkleminin [0, 2)
araliginda en az bir koku oldugunu gosteriniz.

Coziim. p(z) = az®+bz? + ¢ igin p(0) =
¢,p(2) = 8a+ 4b + ¢ dir. 8a+4b+2¢c = 0 ise
p(0) + p(2) = 0 dir. Buradan p(0) = p(2) = 0
veya p(0) ve p(2) nin sifirdan farkli ve ters igaretli
oldugu gikar. p(z) siirekli oldugundan ikinci du-
rumda (0, 2) araliginda en az bir kok vardir.

(Cozenler:  Murat Aygen, Alasajun
Baykal, Cemal ézbog"a Recep Ulgen.)

Y138. Bir ABC egkenar liggeninin ig
holgesinde m(APB) = 150°, |AP| = 2v/3 cm
ve |BP| = 2 c¢m olacak bigimde bir P noktas
almyor |PC| yi bulunuz. (I. Ulusal Orlaokul
Matematik Olimpiyatl sinavindan)

Coziim. ABC eskenar ii¢geninin [AC)|
kenari izerine diga dogru APB liggenine eg

AQC iicgenini kuralim. (PTQ) — 60° ve
|AP| = |AQ| oldugundan APQ iicgeni de (bir
kenar uzunlugu 2V/3 olan) egkenar ticgen olur.
mPQC = 90° elde edilir. (PQC) dik iiggeninde
Pisagor bagintisindan [PC| =4 elde edilir.

(Cozenler:  Atasajun Baykal, Kocaeli
Korfen Fen Lisesi II-C' sinify, Cemal Ozboga,
Naim uygun, Recep Ulgen.)

Y139. Herhangi bir ABC' iiggeninin ig
bolgesinde, DAB = DBC 2 DCA olacak
bicimde birtek D noktasmm bulundugunu ispat-
layiniz. cot(DAB) nin bu tggenin alani ve ke-
narlar cinsinden deferini bulunuz. A

Coziim. m(DAB) = m(DBC) =
m(DCA) = a olsun. (ABD) cemberini
gozoniine alalim. m(DBC) = m(DAB
oldugundan BC dogrusu bu c¢embere teget
olur. Dolayisiyla, (ABD),(BDC) ve (CDA)
¢emberleri ayn1 noktadan geger.

AB dogrusuna A noktasinda teget olup
C den gegen, AC dogrusuna C noktasinda
teget olup B den gegen ve BC dogrusuna teget
olup A dan gecen ii¢ ¢ember aym bir nok-
tadan gecer. Bu nokta tek olup tggenin ig
bolgesinde bulunur. Bu noktanin gizimle elde
edilmesi: AE//BC ve CE dogrusu (ABC)
cemberine teget ise (ACE) = (ADC) olur.
(CE) gemberl ile BE nin kesistigi nokta D nok-
tasdr. ACE = ABC, EAC = BCA ve
CEA = CAB = CDA oludugundan D nok-
tasi (ACE') qembermm uzerindedir. Tammdan
DBC = DCA = DEA olup, B, D, E noktalar
dogrusaldir.

A ve E nin BC fzerindeki izdiisiimii
sirasiyla H ve F olsun.

|BF|  |BH|
[EF| = |EF|

|HC)|
|EF|

|CF|

cota =
|EF|

=cot B+ cot C + cot A

bulunur. Siniis ve cosiniis teoremlerinden

aE + b2 + C2
ot A+ cot B e = — =
¢ cot b + co TA(ABC)
bulunur.
(Cozenler:Murat  Aygen, Alasagun
Baykal.)

Y140. Bir ABC iiggeninin [AB],[BC] ve
[C'A] kenarlar uizerinde sirasiyla [DB| = 2|DA|,
|[EC| = 2|EB|, |FA] 2|FC| eitliklerini
saglayan D, E, F noktalari alimyor. ADF,
BED, CEF iiggenlerinin cevrel ¢emberleri eg



ise bu tggenlerin i¢ teget ¢emberlerinin de eg
olacagin ispatlayiniz. '
Coziim. ABC tlggeninin AB, BC,CE
kenarlari  izerinde verilere uygun olarak
D, E, F noktalarim alahm. ADF ,BED,CEF
uggenlerinin alanlan ve (ADF),(BED),(CEF)
cemberlerinin yarigaplan esit oldugundan DEF
ile CAB benzer uggenler olup alanlarn oram

1 ‘1. .
5 benzerlik oram 71.5 tir. Bu nedenle a =

V3|DF|, b = V3|DE|, ¢ = V3|EF| dir. ADF
ve ABC iiggenlerinde A igin cosinus teore-
minden a? = 2b% — ¢® bulunur. Bepzer bigimde,
b = 2¢® — a®,c® = 2a® — b? elde edilir. Bu
ii¢ esitlikten @ = b = ¢ bulunur. Uggenlerin
esliginden i¢ yarigaplarinin egligi elde edilir.

Atlasagun

(Cozenler:  Murat Aygen,

Baykal, Cemal Ozboga.)

veriyoruz.

kavusmak.

icreti yatirmamalari.
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06531 ANKARA adresine,

Gﬁzﬁmleri génderirken liitfen su noktalara dikkat ediniz : \
1. Her sorunun ¢6zimund ayri bir kagida, okunakli ve anlagilir bir bigimde yaziniz.

2 Kagidin sag st kogesine adinizi, soyadinizi, adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve sinifinizi yaziniz.

3. Gozimleri, Prof.Dr. Albert Erkip, Orta Dogu Teknik Universitesi, Matematik Bélimi,

\ 30 Agustos 1997 tarihine kadar ulasacak sekilde génderiniz. /

(Saym Okurlarimiz, \

Matematik Diinyasi'nin (g ve dort cildini
kapsayan cilt kapaklari hazirlanmigtir.  Cilt
kapaklari igin posta geki hesabina 350.000.-
TL. yatirdiklarinda, isteyen abonelerimize, Ka-
paklar 6nimuzdeki say ile birlikte postalana-
caktir.

Matematik Diinyasi'nin, 1996 yili abone (c-
reti 400.000.-TL., tane satig fiyati ise
100.000.-TL. olarak saptanmstir. Abone ol-
mak Isteyen okurlarin, posta ¢eki aracilig ile
ddemeleri yapmalari halinde dekont ve adres-
lerini Matematik Diinyasi, (Matematik
Bélimd, ODTU 06531 Ankara) adresine gén-

\derme!ermi énemle rica ederiz. /

YAZARLARA

Dergimiz matematide ilgi duyan herkesi ya-

zar kadrosunda kabul etmektedir. Yayinia-

nacak yazilarin matematik ile ilgili olmasi di-

sinda herhangi bir kisitlamamiz yok. Fikir

vermesi agisindan su konular: sayabiliriz:

* Konu sunuslari.

* Matematiksel distincenin dedisik alaniar-
daki uygulamalarini vurgulayabilecek yazi-
far.

* Yillardir ¢6ztim bekleyerek yeni ¢6zilmis
ya da henlz ¢éziileremis tnlt problemle-
rin tanitimi.

* Matematide ilgi duyan d&grencilerin kendi-
lerini asmasina yardimci olabilecek prob-
lemler.

* Matematiksel kavramiar tarihi ve mate-
matikgilerle ilgili yazilar. .

* Daha sadliklt bir mifredat programint
olusturmaya ydnelik inceleme, elestiri ve
alternatif oneriler.

* Matematik dinyasindan gtincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yayinlanabilecedi

gibi bitdnligu bozmayacak bazi dedisiklik-

lerle de yayinlanabilir. Simdilik olanakiari-
miz yazariara telif Ucreti 6demeye elverisli
degildir. Bu nedenle anlayisla karsilanacadi-
mizi umuyoruz. Génderilecek yazilarin oku-
nakii el yazisi ya da tercihan daktilo ile,
diizgtin ve tam cimlelerle, Ttrkge dilbilgisi
kurallarina uyularak, Ust Gste formdl yigin-
larindan kaginilarak yazilmasi, bes sayfayi
gegecek yazilarda bélme noktas! belirtilmesi
rica olunur. Yazilar

Matematik Dinyasi
ODTU Matematik Béldmii
06531 Ankara

adresine gdnderilecektir.
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