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MATEMATIK DUNYASINDAN...
Diinya Matematik Yih olan 2000 yihnimn 10. ayina

ICINDEKILER

girerken dergimizin 4. sayisiyla sizlerle yeniden Matematik Diinyasindan... 1
bulugsmaktan mutluyuz. Ugiincii  sayimizda = .

duyurdugumuz gibi, V. Antalya Matematik Be§1{101.Antalya Matematik Olimpiyad: 2
Olimpiyad1 2. Asama Smavinin sorularinin Ikinci S-ec,‘{ne Sinavi 4

yamtlarini bu sayimizda yayinhyoruz. H.ah! I. Karakas-Ilham Aliyev-

Bu sayimizda, Sinan Sert6z ’iin Antalya Ce- el rikal

bir Giinleri ’ni dind & “Bili

i .u’fle nin ardindan yazdig1r ve “Bilim ve Dorusal Kodlar 3
Teknik” dergisinde yayinlanacak olan yazisini, Sevda Sezer

Sevda Sezer ’in “Dogrusal Kodlar”, Metehan o =

Aydin 'in “Euclides ’in ‘Elementler’ ’i” ve A. Nabi B i o
Duman ’in “Egitsizlikler Yardimiyla Denklem Antal;? Cebg (jtuél;en %
Coziimi” baghkl yazilarini zevkle okuyacaginizi R

umuyoruz.

):' u e Erdos ’tin Bir Problemi 18

D-f'!['%llel.n degismez parcasi “Problemler ve Ogiin f)ge

Coziimleri” kisminda yine ilging alstirma ve
yargma problemleri bulacaksiniz. Yarisma prob-  Eyclides ’in “Elementler” i 22
lemlerinfa ¢oziim gonderenlerin sayis1 artmaya de- Metehan Aydin
vam ediyor; ancak 2001 yilinda Matematik

Diinyas1 'nin yaymin iistlenecek bir ekip heniiz Esitsizlikler Yardimiyla 24
ortaya gikmadi. Denklem Coziimii

2000 Diinya Matematik Yih ’min son saymsinda Ali Nabi Duman
yeniden bulusmak ve o zamana kadar Mate-

matik Diinyas1 'm 2001 yihnda yayinlamay1 Problemler ve Céziimleri 29

ustlenecek bir ekibin ortaya ¢ikmasi dilegiyle
timiniize Antalya ’dan selam ve sevgiler...
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BESINCI ANTALYA MATEMATIK
OLIMPIiYADI IKINCi SECME SINAVI
Halil i. Karakas-Ilham Aliyev-Fikri Gékdal

Akdeniz Universitesi, Matematik Bolimii,
07058-ANTALYA

Besinci Antalya Matematik Olimpiyadinin ikinci
segme smavi 19 Mayis 2000 Cuma giinii saat 10:00
" da Akdeniz Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi
A anfisinde yapildi.

Bilindigi gibi, Beginci Antalya Matematik Olimpi-
yadinin Birinci Se¢me Sinavi 8 Nisan 2000
Cumartesi giinii yapilmig ve olimpiyada iilkemizin
cesitli yorelerinden binin tzerinde lise ogrencisi
katilmisti. Lise I ve Lise II-III gruplarina 20
'ser soruluk testler olarak uygulanan birinci se¢me
smavi (bu smavin sorulari ve cevap anahtarlari
bundan 6nceki sayimiz olan Cilt 9, Say1 2 'de ve-
rilmisti; ¢oziimleri de Cilt 9, Say1 3 te verilmisti)
degerlendirildi ve Lise I grubundan 16, Lise II-
IIT grubundan 19 6grenci ikinci segme smavina
cagrildi

Ikinci sinavda, her iki gruba 5 ’er sorudan olugan
klasik tip smavlar verildi ve sinav siiresi olarak 3
saat siire tamindu.

Besinci  Antalya  Matematik  Olimpiyadi
Ikinci Se¢me Smavinin sorularim ve ¢oziimlerini
asagida sunuyoruz. Bazi sorular igin jirinin
onerdigi ¢oziimlerle birlikte yarismacilarin degisik
¢ozlimlerini de sunuyoruz.

Her zaman oldugu gibi, sevgili okurlarimizin
burada sunulan ¢oziimlere bakmadan 6nce kendi
¢oziimlerini iretmelerini salik veriyoruz. Kolay
gelsin.

Lise I Grubu Soru ve Coziimleri:

Soru 1. p ve q tek asal sayilar ve p ile q arasinda
baska asal say1 yoksa, p + ¢ sayisiin, her biri 1
'den biiyiik en az ii¢ tane dogal saymn ¢arpim
olarak yazlabilecegini gosteriniz. (Carpanlarin
farkh olmalar gerekmez.)

Coziim. p ve q tek oldugundan, p + q cifttir ve

%—2 sayist p ile g arasinda bir sayidir. p ile g
arasinda bagka asal say1 bulunmadigindan, f—}"'-
asal degildir; yani, 1 'den biiyiik iki tane dogal
saymin ¢arpimidir.  Dolaysiyla, p + g sayisi, 1
'den biiyiik ii¢ tane dogal sayinin ¢arpimidir.

Soru 2. Sifirdan farkh z,y, z sayilan

2 2 2

?—yf=yz ve yY-2=zz
esitliklerini saghyor. z? — 2?2 = zy oldugunu
gosteriniz.

Coziim. Verilen iki denklem taraf tarafa
toplaninca
2? — 22 = (z+y)z

elde edilir. Bu nedenle, iddianin ispat1 i¢in
(z+y)z ==y

oldugunu gostermek yeter. Eger birinci denklem
z ile ikinci denklem (—y) ile garpilip taraf tarafa
toplanirsa,

28 —m? — S —y2? =0,

2 y® +zy? — 2

B y
elde edilir. Diger yandan, birinci denklemden

a_ ot — 2332?}2 _ y4
= y2

elde edilir. 22 icin elde edilen iki ifade esitlenirse,

z

vt +ay - 2y =2t — 20%? + o,
o — 22y = 2% — 2,
sty — o +2° — my? = P,
(@ -y =@ -y
Y Y
yz+zz=zy, (c+y)z==zy

=Ty,

elde edilir. Bu, istenileni ispatlar.

Soru 3. Her biri 100 'den kiicik olan 10
farkh pozitif tamsaymin olusturdugu her kiimenin
bos olmayan ve ayrik oyle iki altkiimesi vardir
ki, bu altkiimelerden birindeki sayilarin toplam
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digerindeki sayilarin toplamina egittir; ispat edi-
niz.

Cozum. Her biri 100 'den kiigiik olan 10 farkh
pozitif tamsayinin olugturdugu bir kiime K olsun.
K ’nin bog olmayan altkiimelerinin sayis1 2101 =
1023 ’tur. Ayrica, K ’nin bog olmayan her bir
altkumesi A igindeki sayilarin toplamien az 1, en
cok

91+92+...4 99+ 100 = 955 ,
90+91+...4+ 98+ 99 =945

‘tir. O halde, K 'nin bog olmayan en az iki farkli
altkiimesi A ve B igin A daki sayilarin toplam ile
B ’deki sayilarin toplam birbirine esittir. Simdi,
S = A\(ANB) ve T = B\ (AN B) tamimlayalm.
Bu takdirde, S kiimesi bog olamaz, ¢iinkii, aksi
halde, A C B ve dolayisiyla A = B olurdu. Ben-
zer sekilde, T' de bog olamaz. Tanimdan dolay1 S
ve T ayrik olup, S ’deki sayilarin toplam, T ’deki
sayilarin toplamina esittir.

Soru 4. Duzlem tzerinde, hepsi bir dogru lize-
rinde bulunmayan 2000 tane nokta igaretlenmis
ve bu noktalarin herbirinin yamna o nok-
tanin yuku diyecegimiz bir reel say1 yazilmgtir.
Uzerinde en az iki isaretlenmis nokta bulun-
duran her dogrunun tim isaretlenmis nokta-
larinin yiikleri toplamu sifir olduguna gore, her
noktanin yiikiiniin sifir oldugunu kanitlayiniz.

Cozuiim. Bir isaretlenmis nokta n ile, n ’nin
yuki y, ile; n ’den gegen ve uzerinde en az
iki isaretlenmis nokta bulunduran dogrularin
sayist da s, ile gosterilsin. Tum igaretlenmig
noktalar bir dogru tzerinde bulunmadigindan,
sn > 1 olacaktir. n ’den gecen dogrular
lizerinde bulunan tiim isaretlenmis noktalarin
yikleri toplamina y diyelim. s, tane dogrunun
her biri tizerindeki igaretlenmis noktalarin yikleri
toplamu sifir oldugundan, s, tane esitligl taraf
tarafa toplarsak,

Y+ (sn =1y, =0 (%)
elde ederiz. s, —1 > 0 ve y , y, ’lerin toplam
oldugundan, y = 0 olmak zorundadir (y > 0
veya y < 0 varsayimi geliski yaratir; ciinkd,
y ile y, ’lerin igaretleri farkli olmahdir; bu ise
olanaksizdir). Boylece, S = 0 olmahdir. () ’dan
yn = 0 oldugu goriliir.

Soru 5. Dar agh bir ABC iiggeninin cevrel
cemberine A ve B noktalarinda teget olan
dogrulann kesisim noktasi D; DC ile [AB] ’nin
kesisgim noktasi da E ile gosteriliyor. % =

Ac|? . . i
‘W‘T oldugunu ispat ediniz.

Cozum.

DC dogrusu ile (ABC) gemberinin kesigim nok-
tast K olsun. ’

a A A a
DKA~DAC ve DKB~DBC

|KA| _|DA| _ |KB| _|DB|
|AC| — |DC| |BC| ~ |DC| "~
|DA| = |DB| =
|KA| _ |KB| |[KA| _ |AC| (1)
|AC| — [BC[ ' |KB| — |BCj
|KA|.|KE|sina _ |AE| (2)
|KB|.|[KE|sinf ~— |EB|
lAC] _ _ |BC| |AC| _ sina
m_zR_— sin 8 :>|TCJ'|--si:11ﬁ (3)

) ve (8) = fics}- {5t = I3t
(4) ’te (1) yazlarak:

|AC| |AC| _ |AE|
|BC|'|BC| ~ |EB|

G _ 1458
[BC? ™ |EB]

bulunur.



Lise II-IIT Grubu Soru ve Coziimleri:

Soru 1. Bir n dogal sayisimn kendisinden
kiiciik tiim dogal sayilara béliinmesiyle ortaya
cikan farkl kalanlarin toplami K (n) ile gosterilsin
(Ornek: K (9)=1+2+3+4=10). K(n) = n olan
tim n dogal sayilarin1 bulunuz.

Coziim. Bu ozellige sahip olan tek say1 yoktur.
Gergekten, n = 2k — 1,k > 1, ise, bu takdirde, n
yi2k—2,2k—1,...,k+1,k ile bolince, sirasiyla,
1,2,3,...,k — 1 kalanlan elde edilir. n yi k dan
kiiciikk olan sayilarla bdlince de bu kalanlardan
biri elde edilir. Dolayisiyla,

K@k-1)=2%—-1=
14243+ +(k=1)=2k-1

= Db _gp_
= k2_-5k+2=0

oldugu goriiliir. k% — 5k + 2 ’nin hi¢ tamsay1
¢6ziimii bulunmadigindan, n tek olunca K (n) # n
'dir.

Simdi, K(n) = n olan cift sayilari aragtirahm.
n = 2k ise, n ’yi 2k—1,2k—2,...,k+1 ile bolince,
srasiyla, 1,2,3,... &k — 1 kalanlarim elde ederiz.
n’yi k +1 ’den daha kiigiik sayilarla boliince de,
bu kalanlardan biri elde edilir. Dolayisiyla,

K(2k) = 2k
& 1+2+--+=2k
o gk—;mz,?k
& R —-5k=0
& k=35

(k > 1oldugundan). Demek ki, K(n) = n olan
tek say1 n = 10 dur.

Soru 2. Iki &grenci, tahtaya 2% + 19z + 91
polinomunu yazarak soyle bir oyun oynuyorlar:
Birinci oyuncu,polinomun bagkatsayis1 digindaki
katsayilardan birini silip, onun yerine bir fazlasin
veya bir eksigini yaziyor. Benzer sekilde ikinci
oyuncu da ortaya ¢ikan polinomun baskatsayisi
disindaki katsayilardan birini silip, onun yerine
bir fazlasim1 veya bir eksigini yaziyor ve oyun
bu sekilde siirdiiriiliiyor. Bir siire sonra, tah-
tada z2 + 91z + 19 polinomu yazilmis olduguna
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gore, bundan 6nce yazilan polinomlardan en az
birinin koklerinin ikisinin de tamsayr oldugunu

kanitlayniz.

Coéziim 1. fo(z) = z? + 19z + 91 diyelim
ve k—mnc1 adimda ortaya gikan polinomu fi(z)
ile gosterelim. Her k > 0 igin fi(=1) ve
fis1(—1) tamsayilarimin farkinin mutlak degeri
1 olur. Simdi, fo(=1) > 0 ve fo(=1) = z? +
91z + 19|31 < 0 oldugundan, en az bir k i¢in
fe(=1) = 0 olacaktur. fi(z) = z? + pr + q der-
sek, 2 + pz + ¢ = 0 denkleminin bir koki tam
oldugundan, diger kokii de tam olacaktar.

Coziim 2. (M. Bumin Yenmez, Alp Simsgek, Mu-
rat Ak, Caner Pisgin, Emre Cakir, Fatih Deniz,
Ali Adali, Murat Bilge Badem) Tahtada cikan
polinomlara sirasiyla 72 + q;x + b; diyelim; ¢ =
1,2,---,n. Birinci polinom z2 + 19z + 91, n-
inci polinom z? + 91z + 19 ’dur. Simdi, a; —
b; farklarma bakahm. a; — b = 19 —91 =
T2 g — by = 91 — 19 = T2 'die. Soruda ver-
ilene gore, bu fark her adimda ya 1 artiyor ya da
1 azaliyor. Baslangigtaki fark —72, sonraki fark
72 oldugundan, 1 < s < n olan uygun bir s sayisi
icin as — bs = 1 olmahdir. Dolayisiyla, s-inci poli-

nom,
2+ (bs +1) +bs = (z+bs)(x+ 1)

bicimindedir ve bu polinomun kékleri —b, ve —1
tamsayilaridir.

Soru 3. n > 3 olmak tizere ay,ay,---,a, reel
sayilar icin

a1 +az+-+an>n ve a¥+aZ+-- +a2>n?

esitsizlikleri saglanmaktadir ay,as, - - -, a,, sayilari
icinde 2 ’den kiigiik olmayan en az bir say1 bu-
lundugunu ispat ediniz.

Coziim 1. Aksini varsayalim. O zaman, her k =
1,--+,ni¢in ax < 2 olur.

ay+ay+-4a, 2n=ap >n-2n—1)=2-n
= (ax — 2)(ar — (2—n)) <0
:>ai—(4—ﬂ)ak <2n-4

(1 < k < n). Son esitsi
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toplaninca,

Zaﬁ +(n— 4)Zak < n(2n —4)
k=1 k=1

n
ap 2>

n
oldugu goriilir. Burada ) a? > n? ve
k=1 k=1

n oldugu kullanilirsa,

nf+n—-4n < n2(n-2),
2n? —4n < 2% —4n

celigkisi elde edilir.

Coziim 2. (M.Bumin Yenmez, Alp Simsek) a;
lerin k tanesi pozitif veya sifir, n—k tanesi negatif
olsun, 1 <k < n. a; ’leri

ar2a22 - 2a,20>04, 2120,

bigiminde siralayabiliriz.

Simdi, soruda verilen 6nermenin yanhs oldugunu
varsayalim. Yani, a; < 2 olsun. Bu durumda,

a1 +ax+--+a, 2N

=ap+az+-+a >n— (App1 4+ +an)

=2k > ay+ay+--+ag > n— (a1 + - +ay)

= (2k—n) > —(agr1 ++ - +0a,) >0

=

(2k—n)? > (apq1++an)? > af, +---+ad.
Diger yandan,

ap < <ay<2=at++al <4k (¥
'dir. Son iki esitsizlik taraf tarafa toplanirsa,
n<al+--+a <(2k—-n)’+4k

elde edilir. Buradan,

4k? —dkn+4k >0 = 4k(k—n+1)>0

= k—-n>-1
= k=—n>0
= k=mn,

yani, a;’ lerin hepsinin pozitif oldugu goriiliir. (%)
esitsizligi ve hipotezden,

n2§af+--‘+aﬁ<4n=>4>n

celigkisi ortaya cikar.

Soru 4. Bir miihendis, her biri diizlemde uygun
bir paraboliin i¢ bolgesini aydinlatabilen sonlu
saylda fener ile tiim diizlemi aydinlatabilecegini
soyleyince, matematikgi olan arkadasi bunun
miimkiin olmadigin1 kamthyor. Bunu siz de
kanitlayimz.

Coziim 1. Diizlemde bir parabol alalim ve ko-
ordinat sistemini Oyle secelim ki, bu sistemde
paraboliin denklemi y = az?, (a > 0) ok
sun. Paraboliin i¢ bolgesindeki (z,y) nokta-
lar1 (smirdaki noktalar dahil) icin y > az?
saglanacaktir.

Simdi, y-eksenine paralel olmayan herhangi bir
y = kx + b dogrusunu alahm. Bu dogrunun
en fazla sonlu bir kisminin “aydinlanabilecegini”
gorelim. Aydinlanmig noktalarin birinci koor-
dinat1 olan z icin kx + b > az? esitsizligi
saglanmalidir. Buradan, az? — kz + b < 0 oldugu
goriilir. Eger P(z) = az? —kz +b (a > 0)
polinomunun diskriminant1 D = k? — 4ab negatif
ise, dogru, parabolii hi¢ kesmiyor;D > 0 ise;
dogru, parabolii (z1,41), (z2,92) gibi D = 0 du-
rumunda ¢akigan, iki noktada keser ve dogrunun
aydinlanan kismi bu iki noktay: birlestiren dogru
pargasidir. D = 0 durumunda dogrunun bir
tek noktasi aydinlanmigtir. Béylece, paraboliin
simetri eksenine paralel olmayan her dogrunun en
fazla sonlu bir pargasi aydinlanabilir.

YJ\

Yy =azT

y=kx+b

» X

Simdi, sonlu sayida fener, dolayisiyla, onlarin
aydimlattig sonlu sayida parabol, diizlemde nasil



yerlestirilmis olursa olsun, bu parabollerin hig
birinin simetri eksenine paralel olmayan bir
dogrunun tamamu aydnlanamaz. Bu nedenle,
diizlemin tamami aydinlanamaz.

Coziim 2. (Sabri Yilmaz)

YJ\

of

A

Bir paraboliin i¢ bélgesini istedigimiz kadar kiigiik
bir agimn i¢ bolgesi igine alabiliriz.  Ciinkii,
diizlemde koordinat sistemini, sekilde goriildiigu
gibi, paraboliin tepe noktasi orijin ve simetri
ckseni y-ekseni olacak sekilde secersek; parabol
iizerinde y-eksenine gore simetrik olan iki nok-
tadan tegetler cizersek, bu tegetler y-ekseni
{izerinde bir A noktasinda kesisirler. Boylece
olusan aginin i¢ bolgesi, paraboliin ig bolgesini
icerir. Tegetleri uygun yerden gizerek, olugan
a agism istedigimiz kadar kiigiiltebilecegimiz

acgiktr.

Parabollerin sayis1 n olsun ve her bir parabolii
kosesi A;, 1 < i < n de olan ve 27} 'den
kiiciik olan «; agisinin igine alalin. Eger diizlem
bu sekilde -2”—" 'den kiiciitk n tane ag1 tarafindan
ortiilebilseydi, koseleri cakisan n tane 27—1" 'den
kiigiik aq1 tarafindan da ortiilebilmesi gerekirdi.
Fakat bu miimkiin degildir; ¢iinkii, so6zii edilen or-
tak koseyi merkez kabul eden bir ¢ember ¢izilirse,
cemberin bu agilarla ortiillemeyecegi goriilir.

Soru 5. Dar agli bir ABC iiggeninin gevrel
cemberinin merkezi O; [OA] tizerinde alman bir
E (A # E # O) noktasmdan [AB], [BC],
[CA] kenarlarina indirilen dikmelerin  yaklari,
sirasiyla N, L, M; ABC ii¢geninin A 'dan gegen
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yiiksekliginin [BC] kenarim kestigi nokta D ile
gosterilmek iizere; N, L, D, M noktalarinin bir
cember fizerinde bulundugunu ispatlayiniz.

Coziim.

Cap1 gordiikleri igin ABK = ACK = 90° daire

ve buradan,

MN/BC (1)

A A s —
'dir. ABK~ADC (AKB = ACD) oldugundan,
(2)

|K B

|BA| _ |KA| _
DAl — J{'C_A'I = IcD1

A A
ANE~ABK ’dan

INA| _ |EA]

|BA| KA
ve (1) 'den,

EA| _ |[MA

KAl — CAI (3)
bulunur. (2) ve (3) 'ten

184l _ |EA]

IDA| — |[MA|
boylece,

1BA| _ IDA|

|[EA| — |[MA
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A A —
oldugu gorilir. ABK~ADC ’den, BAE =

A A
DAM ‘’di. O _halde, BAE~DAM ‘dir
(KAK). Buradan ABE = ADM ve NBLE
‘nin gemberselliginden, //_EB\E‘ = NLE bulunur.
Dolayisiyla, NLD = MDL olur; yani, MNLD
dortgeni bir ikizkenar yamuktur ve bu nedenle M,
N, L, D noktalar1 ayn1 gember iizerindedir.

MATEMATIKSEL OZDEYISLER

Asagida cesitli matematikgilerin 0zdeyislerini ya da
matematik¢i olmayan kisilerin matematik konusun-
daki 6zdeyislerini bulacaksiniz. Internet'ten derlenen
bu ozlli sozleri begeneceginizi umuyoruz.

0O Henkin, Leon: “Matematik konusunda
smifta yaptigimiz en biiyiik yanls anlamalardan
biri, 6gretmenin tartigilan herhangi bir problemin
¢oziimiinii hep biliyor gériinmesidir. Ogrenciler,
sanki, bir yerlerde tiim ilging sorularin dogru
yanitlarim barindiran bir kitabin varoldugunu ve
ogretmenlerin bunlar: bildikleri gibi bir diiglinceye
kapilirlar.  Ayrica bu kitaba sahip olunursa
her seyin ¢oziimlenecegini sanirlar. Matematigin
gercek dogasina ne kadar da aykiri bir durum!”

O Hermite, Charles (1822-1901): “Abel,
matematikcilere, onlar1 500 yi1l mesgul edecek
kadar i birakmstir.”

0O Hermite, Charles (1822-1901): “Bizler

matematikte usta degil hizmetgiyiz.”

O Hilbert, David (1862-1943): (Mezar taginin
tstindeki yaz): “Wir miissen wissen. Wir wer-
den wissen. (Bilmek zorundayiz. Bilecegiz.)”

O Hilbert, David (1862-1943): “Matematik,
kagit iizerinde belirli kurallar iginde anlamsiz
isaretlerle oynanan bir oyundur.”

O Hilbert, David (1862-1943): “Matematik
hi¢ bir irk ya da sinir tanimaz. Matematik igin
kiiltiirel diinyamiz biricik iilkemizdir.”

O Hilbert, David (1862-1943): “Sonsuz!

Bunun diginda hig bir soru insan ruhunu boylesine
derinden etkilememigtir.”

O Jacobi, Carl: “Her zaman genellestirmeliyiz.”

O Jacobi, Carl: (Descartes ’in kiillerinin
Fransa’ya geri donmesi konusunda): “Genellikle
biiyiik insanlarin kiillerine sahip olmak, onlarin
kendilerine sahip olmaktan daha kolaydir.”

0O Kant, Emmanuel (1724-1804): “Mate-
matik bilimi, salt akil yiriitmenin, dene-
yimin yardimi olmaksizin, basarili bir bigimde
sinirlarini nasil geniglettiginin en parlak ornegini
olusturmaktadir.”

0O Kepler, Johannes (1571-1630): “Maddenin
oldugu her yerde geometri de vardir.”

O Kline, Morris: “Bir kanit, bize kugkularimizi
nerede yogunlagtirmamiz gerektigini gosterir.”

O Kline, Morris: “Mantik, giiven iginde yanhs
yapma sanatidir.”

O de Laplace, Pierre-Simon (1749-1827):
“Bildiklerimiz ¢ok fazla degildir. Bilmediklerimiz
ise sinirsizdir.”

O de Laplace, Pierre-Simon (1749-1827):
“Euler ’i okuyunuz. O her seyde ustamizdir.”

O Leibniz, Gottfried Whilhem (1646-1716):
“Temiz olan, pis kokmayan ve sakadan anlayan
bilge bir kisi bulmak ¢ok giigtiir.”

O Lobatchevsky, Nikolai: “Ne kadar soyut
olursa olsun, matematigin dallar1 arasinda, bir
glin gergek diinyanin olaylarina uygulanamayacak
olani hi¢ yoktur.”

O Luther, Martin (1483-1546): “Tip in-
sanlar1 hasta eder, matematik iizgiin, teoloji de
kuskucu.”

O Mann, Thomas (1875-11955): “Biiyiik bir
gergek, tersi de buyiik olan bir gergektir.”

O Mathesis, Adrian: “Yeni teoreminiz g¢ok
biliyiik bir basitlikle ifade edilebiliyorsa, bu du-
rumda patolojik bir aykir1 durum sozkonusudur.”

O Mathesis, Adrian: “Tim biiyik teoremler
gece yarsindan sonra kegfedilmistir.”
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Sonlu cisimlerin! 6nemli ve ilging uygulama alanlarindan biri de cebirsel kodlama teorisidir. Hab_erles—
mede meydana gelen bazi problemleri ¢6zmek igin ortaya ¢ikan ve yaklagik 50 yillik bir gegmisi olan
bu teoride, kisa ge¢misine ragmen, onemli geligmeler kaydedilmistir.

Bu yazida, Kodlama Teori 'sinin tarihsel gelisiminden ¢ok, konu hakkinda bilgisi olmayan ma.tematikse-
verlere, kodlama yonteminin 6nemi, tanim ve ozellikleri hakkinda temel bilgiler verilecektir.

iki kisinin, iki tilkenin veya kisacas: iki tarafin “dogru bir sekilde” haberlegmek istedigini digiinelim
(burada haberlesmenin gizli olmas: gerekmiyor). “Dogru bir sekilde” ifadesini kullandim; ¢linkii, in-
san hatasindan veya parazitten (agir1 1s1, radyasyon v.b.) dolay1 bazen bir tarafin mesaj karsi tarafa
hatal bir sekilde ulagabiliyor. i§te Kodlama Teorisi de, haberlesmenin dogru bir sekilde yapilmasini
amaclayan, eger haberlesmede hata olusmugsa bu hatanmn nerede olabilecegini inceleyen ve bun-
dan daha da 6nemlisi hatah olarak ulasan mesajdan dogru mesaj elde etmek igin cesitli yontemler
gelistiren bir teoridir.

Giinliik yasantimizda, gerek telefon gerekse karsilikli konugmalarimizda, 6nemli bir mesaji (Ornegin;
adimiz1, soyadimiz1 v.b bilgiyi) karsimizdaki kisiye ilettifimizde “Liitfen kodlar misimz ?” sorusuyla
hemen hemen hepimiz kargilasmigizdir. Bu durumda genelde izlenilen yol, “karsi tarafa mesajla birlikte
bazi ek bilgilerin iletilmesiyle mesajin dogru anlagilmasini saglamak” ’tan ibarettir. Ornegin, telefonla
onemli bir rezervasyon yaptigimi disiinelim. Tlgili kisi benden adimi kodlamami istediginde, eger
ben adim harf-harf S-E-V-D-A olarak kodlarsam (s6ylersem), adim SELDA, SEYDA, SEYDA v.b.

bicimde yanls (hatali) anlagilabilir. Oysa, ben adim1
Samsun 'un S 'si, Edirne 'nin E 'si, Van 'in V 'si, Denizli 'nin D 'si, Antalya 'nin A 'si
olarak kodlarsam, adimin (mesajimin) dogru anlasilma olasiligini oldukca arttirmis olurum.

Kodlama Teorisinin 6nemini su ornekle daha iyi anlayabiliriz: Diyelim ki, Diinya’dan Mars’a bir uzay
araci gonderiyoruz ve bu aracin bize gonderecegi goriintilere gore, aracin Mars’a inip inmeyecegine
karar verecegiz. Eger goriintiler iyi olursa aracin Mars’a inig yapabilecegini, aksi durumda da
yoriingede kalmas: gerektigini, sirasiyla, 1 ve 0 mesajlar1 (isaretleri) ile ona iletecegiz. Eger, uzay
aracindan gelen goriintiiler, aracin Mars’a giivenli bir sekilde inis yapamayacagin1 gosterir ve biz buna
ragmen yanlslikla 0 yerine 1 mesajim gonderirsek ya da (0 mesaji bazi parazitlenmelerden dolay: 1
olarak araca ulasgirsa gerisini siz diisiiniin artik... Gitti camim keten helva...

Peki bu veya benzeri istenmeyen durumlarla kargilasmamak igin ne yapilabilir? Gerek bizden gerekse
dis etkenlerden kaynaklanan hatalar sifira indirgenemeyeceginden dolay1, demek ki mesaj ahg-verigle-
rinde az da olsa hatali mesajlarla kargilagilacaktir. Bu noktadan hareketle kodlama ile ilgili cahsmalar-
da “hatall mesajdan dogru mesaj1 elde edebilme olasihigini arttiran kodlama ydntemlerini bulup,
geligtirme” konusu biiyiikk 6nem kazanmaktadir.

Demek ki, bir mesajin karg: tarafa hatah gitme olasihgi var. Bu durum iizerinde biraz olasilik
hesaplar1 yapmaya ne dersiniz? Belki bu arada “Neden kodlama yontemlerine ihtiyag duyulmak-
tadir?” sorusuna da bir cevap bulmug oluruz. Bunun igin once bir mesaji (herhangi bir kodlama
yontem uygulamadan) kars: tarafa génderelim ve mesajin dogru elde edilebilme olasihgini hesaplaya-
hm. Daha sonra da mesaji baz ek bilgilerle birlikte (yani, uygun bir kodlama yontemi uygulayarak)

'Sonlu cisim kavramimi bilmeyen okurlar, sonlu cisim olarak Zz = {0,1} i alp islemlerini (mod 2) ’ye gore
yapabilirler.
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kars: tarafa gonderelim ve bu durumda da mesajin dogru elde edilebilme olasihgm hesaplayalim.
Sonugta da bu iki olasihg kargilagtiralim. Yine yukaridaki rnegi ele alahm ve { 0,1 } 'den olusan
mesaj birimlerimizden herhangi birisinin kars: tarafa “dogru” gitme olasihg 0.99; “yanhg” gitme
olasihg da 0.01 olsun. 500 birimlik bir mesaj: kars: tarafa direkt (herhangi bir yéntem uygulamadan)
gonderdigimizi diigiinelim (mesaj iletiminde, her birimin dogru veya yanhs da olsa karg: tarafa ulastig
ve herhangi bir birimde meydana gelen bir hatanin diger birimleri etkilemedigi kabul edilmektedir).
Bu durumda, 500 birimlik bir mesajin dogru elde edilebilme olasihig, her birimin “dogru” gitme
olasiiginin garpimina esittir, yani (0.99)% 2 0.0066 *dir. Goriildiigii gibi bu olasihk hi¢ de icacicy
degil; siz de, mesajlarin dogru ulasma olasih@ bu kadar diisiik olan bir yontemi kullanmak iste-
mezsiniz, degil mi?

“Acaba mesajimzin dogru elde edilebilme olasihgim biraz daha arttiracak yontemler gelistiremez
miyiz?” sorusunun cevabi, daha fazla islem yaparak ve daha fazla zaman harcayarak, “EVET” tir
(yani, zaman ve iglem yiikiiniin artmasiyla sozii edilen olasihn artmasi dogru orantihdir). Bu olasihg
arttirict yontemlerden birisi de n-li tekrar yontemidir. n-li tekrar yonteminde, n bir tek tamsay
l k o8 s, . . . . = one 1 sen ses ass aee
olmak iizere, mesajdaki her bir birimin n defa yanyana (rnegin; 0110 yerine U L’II u U )

n !ar.u:n tanen tanen tane
yazilarak karsi tarafa gonderilir. Kars: taraf da elde ettigi mesaji, sirasiyla n-li bloklara aymrir, her

blokta hangi say1 en fazla tekrarlanmigsa, n-li bloga o sayiy1 karsilik getirerek orjinal mesaji elde
etmeye caligir (mesajin ulagiminda, hata sayis: arttikca olaymn meydana gelme olasilig azalacagindan,
kodlama yéntemlerinde az hatah durumlar ele alinir).

Biz 6rnegimize kaldifimiz yerden devam edelim ve 500 birimlik mesajimizi 3-lii tekrar yontemi
ile kars tarafa génderelim. Yani, 0 yerine 000 , 1 yerine de 111 yazarak 500 birimlik mesaji 1500
birimlik mesaj olarak kars: tarafa gonderelim. Burada dikkat edilecek nokta 000, 100, 010, 001 iiglii
bloklarinin her birine 0 ‘in (benzer sekilde; 111, 110, 101, 011 iiglii bloklarinin herbirine 1 *in) karsilik
gelmesidir. Bu nedenle, bir birimin (0 veya 1 ’in) dogru elde edilebilme olasihg, bu ii¢lillerin meydana
gelme olasiliklarinin toplamina esittir. Bu olasihk da,

(0.99)° + (0.99)%.(0.11) + (0.99)2.(0.11) + (0.99)2.(0.11) ¢ 0.9997

'dir. Dolaysiyla, 3-li tekrar yontemiyle 500 birimlik bir mesajin dogru elde edilebilme olasihi,
(0.9997)3% 22 (.86 olur (tekrar says: arttikca bu olasihin artacag aciktir). Kodlama yontemlerine
neden ihtiya¢ duyuldugu veya 6neminin ne oldugunu sadece 0.0066 ve 0.86 olasiliklarini karsilastirarak
da anlayabiliriz.

Asagidaki sema ile, Kodlama Teorisinde bir mesajin karsi tarafa gonderilip ¢éziiliinceye kadar hangi
asamalardan gegtigi agiklanmaktadir:

kodlayice _ ulagtiricy  kod ¢ozici
Mesaj - — — — —— > Kodlanmis Mesaj — — — — —— > Ulagan Mesaj — — — — —— > Coziilmis Mesaj

. 3-li lekrar yontemi 2. girdide hata olugsun en fazla tekrar yontemi
Ornegin, 0 - ——————— —— >000 ————————— >00 ———-——————— >0

Asagida kodlama yontemi, kod ve kodlanmig mesajlarin matematiksel tanimina yer verilmistir:

Tanmm 1 : IF sonlu bir cisim ve M tiim mesajlarimzdan olusan kiime olsun. M ’nin k—boyutlu
bir IF-vektor uzay1 oldugunu kabul edelim. M ’yi

F™i={ (@1 vyln) * GET =1, um }

‘nin k—boyutlu bir C altvektor uzayina doniigtiiren bir IF-dogrusal déniisiime kodlama yéntemi, C
've bir [n, k| dogrusal kod, C ’nin elemanlarina da kodlanmas kelimeler (mesaglar) denir. Ayrica, eger
I =Z; (= {0,1}) ise C ’ye binary (ikili birime dayanan) kod denir (bu tiir kodlar en ¢ok kullamlan
kodlardur).
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C k—boyutlu bir IF-vektor uzay1 oldugu icin, C 'nin eleman sayisinin IC|= IIF|* olacag aciktar.
Bundan sonra IF bir sonlu cisim, C de [n, k] kod olarak diigtiniilecektir.
Ornek 1 : IF = Zs,

M = {0000,0001, 0010, 0100, 1000, 1100, 1010, 1001,0110,0101,0011, 1110, 1101, 1011,0111,1111}

ve

f:M '—>]F7, f(a1:a25035a4) =(al,az,as,a4,a1 +ag +az, a1 +a3+a4,a2+a3+a4)

olmak iizere asagidaki tablo elde edilir:

M / c

0000 — 0000000 Bu sekilde olusturulan C  bir [7,4] koddur, bu kod
0001 — 0001011 Hamming [7 , 4] kodu olarak adlandirlr.

0010 — 0010111

0100 — 0100101 Yandaki 6rnekte eger bir kodlanmig kelime karsi
1000 — 1000110 tarafa 0111111 olarak ulagirsa, bu kelime C ’nin
1100 S 1100011 elemam olmadig icin bir yerlerde hata olustugu
1010 — 1010001 anlagilir ve yapilan incelemelerde bunun 1111111
1001 — 1001101 olarak gelmesi gerektigi sonucuna varilir. Clinki;
0110 — 0110010 bu durumda sadece bir hata (ilk girdide) meydana
0101 — 0101110 gelmistir, diger durumlarda ise en az iki hatanin
0011 — 0011100 (yapilmis olmasi gerekir (daha once de aciklandig1
1110 — 1110100 gibi, az sayida hata yapma olasihif1 cok sayida hata
1101 — 1101100 yapma olasihgindan fazla oldugu icin, mesaj als-
1011 — 1011010 veriglerinde olasihig fazla olan durum incelenir,
0111 — 0111001 diger durum gozardi edilir.) Goriildiigi gibi,

1111 — 1111111 baz1 kodlama yontemlerinde, kodlanmig bir mesa)

hatali olarak ulagsa bile bunun diizeltilebilme
imkam bulunabilmektedir.

Kodlama Teorisinde asagidaki kavramlar bityiik 6 em tagunaktadir:

Tamm 2 : IF bir cisim, a = (a1, an), b= (byy .oy bp) € F™ igin

d(a,b) := {7 ¢ a; £b i=1,..,n Yo, w(a):= 1{i : a; #0}
olmak tizere, d(a,b) 'ye a ve b 'nin Hamming® uzakhg, w(a) 'ya da a 'mmn Hamming agurhge denir.
Ayrnica, € bir kod olmak iizere

d(C) := min{ d(a,b) : a,beC a £b}=min{fw(c) : c€C cF (0;...,9) }

sayisina C ’nin minimum uzokhge (veya agurhge) denir.

Srnek 2 : Hamming [74] kodunda, @ = (0001011), b = (0LLLO0L), w = (1111111), v = (0000000)
olsun. Bu durumda, d(a,a) = 0, d(a,b) = 3, d(a,u) = ¥, d(a,v) = 3, d(b,u) = 3, d(u,v) =7,
w(a) = 3, w(b) =4, w(u) =7, w(v) =0ved(C )= min{3,%,7} = 3 tur.

olarak tanumlanan d(C)

Simdi de Hamming uzakhg ve Hamming agirhg ile ilgili baz ozellikleri inceleyelim:

, 1942 'de illinois Universitesi Matematik Bolimiinde doktorasim yapti. 1950
diizeltme kodlari ile ilgili makalesi bilgi teknolojisinde bir doniim noktas
‘e yakin makalesi, yarimm diizineden fazla da kitabi

2Richard W. Hamming (1915-1998)
yihnda yaymlanan hata-arama ve hata-
olmugtur. Gerek bilgisayar gerekse haberlesme alaninda, 75

bulunmaktadir.
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Ozellikler : C bir [nk] kod; d , w daha &nce tanimlandig gibi (swrasiyla,

Hamming uzakh@ ve
Hamming agirh@i) ve u = (uy,...,u,) , v = (1,0, )

y 8= (8S1,...,8,) € F" olsun. Bu durumda,
(1) d(u,v) = d{v,u) = w(o - ) = wu—v),
(2) d(u,v) < d(u,s) +d(v,s)
"dir.
ispat (1) :
d(u,v)

{i + wi# v}

{i @ vi#w} , (= d(v,u))
i tvi—uwi#0} , (=w(v-uw)
it wi—vi#0} , (=w(u-v))

1

"dir.

(2) : Sozkonusu esitsizligi karsihkh girdileri inceleyerek ispatlayabiliriz. Eger uygun bir j €
{1,...,n} i¢in u; # v, ise (aksi durumda esitsizligin saglanacag agiktir) hem u; = s; hem de v; = s;
olamaz. Ciinkii, bu durumda uj = s; = v; olmahdir ki, bu baglangigtaki kogulumuz olan u; # v,

ile gelisir. Ayrica, diger durumlar igin esitsizlik saglanacagindan dolay1, d(u,v) < d(u,s) + d(v,s)
olmaldir.

Asagidaki teorem sayesinde, bir kodun diizeltilebilme (hatali ulagan mesajdan dogru mesaji elde etme)
kapasitesini belirleyebiliriz:

Teorem 2 : C bir kod olmak iizere, eger sifirdan farkli her ¢ € C icin w(c) > 2.t + 1 olacak
bigimde bir ¢ € IN varsa, C ’nin herhangi bir elemaninda meydana gelen t veya t ’den daha az hata

diizeltilebilir (yani, dogru) mesaj elde edilebilir. (Buradaki ¢ sayisina C ’nin diizeltilebilme kapasitesi
denir).

Ispat : Eger, v € F™ ve d(v,c) <t olacak bigimde bir ¢ € C varsa c¢ ’nin tek tiirlii belirli (yani,
¢ € C \ {c} icin d(v,c') > t) oldugunu gdstermek ispat igin yeterlidir (Neden?). v € IF™ | t veya t
'den daha az hatayla elimize ulagsin. Bu durumda, dyle bir ¢ € C vardir ki, d(v,c) <t olur. Diger
yandan, ¢' € C \ {c} i¢in ¢ — ¢’ # 0 olacagindan

26+1 < w(c—c') =d(c,c') <dv,¢) +d(v,c') <t +d(v,c') = d(v,c') > ¢t
esitsizligini elde ederiz. Bu da, bize v 'nin ¢ olarak diizeltilmesi gerektigi sonucunu verir. O

Teorem 2 ’yi Hamming [7,4] koduna uygulamak istersek; sifirdan farkh her ¢ € C icinw(c) > 2.1+1 =
3 oldugundan, teorem geregi, kodlanmig mesajlarin ulasiminda meydana gelen 1 hata diizeltilebilir,
yani C ’nin diizeltilebilme kapasitesi 1 ’dir. Ornegin, v = 1001011 alinip (v & C olduguna dikkat
edelim), her ¢ € C igin d(v, ¢) "ler hesaplandiginda, ¢ = (0001011) igin d(v,c) = 1 ve her ¢’ € C \ {c}
icin de d(v,c¢) > 1 oldugundan, v 'nin ¢ olarak diizeltilmesi gerektigi sonucuna varilr.

Dikkat edecek olursak, Hamming [7,4] *deki kodlanmis mesajlarin ilk 4 girdisi asil mesajdan olusmakta,
diger 3 girdisi ise fazladan bilgi icermektedir. Bu 6zelligi saglayan doniisiimleri (dolayisiyla, kodlar:)

inceleyelim:

Tanmim 3 : C bir [n, k] kod olmak iizere, satirlar1 C ’nin taban elemanlarindan olugan k x n matrise
C ’nin bir drete¢ matrisi denir ve G ile gosterilir.

G , C ’nin bir iireteg matrisi olmak iizere C = { a.G : a € F* } olacag agiktr.

Ornek 3 : Mesajlarimizin kiimesi M = {00,01,02, 10, 11, 12,20, 21,22} olmak iizere IF = Zg
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tizerinden
G — 1 0 21
N [ 01 2 2 ]
ile bir [4,2] kod elde etmek istersek mesajlar ve bunlara kargilik gelen kodlanmig kelimeler tablodaki
gibi olur:
., . g c

00 — 0000
01 — 0122
02 — 0211
10 — 1021
11 — 1110
12 — 1202
20 — 2012
21 — 2101
22 — 2220

Burada goriildiigii gibi, sifirdan farkh her ¢ € C igin w(c) > 2.1+1 oldugundan, bu kodun diizeltilebilme
kapasitesi 1 ’dir.

Orne 4 : Hamming [7,4] kodu icin bir iireteg matris

oo o
o O O

1
0
1
1

oo o
cCo o
o = =
=== o

'dir. Burada G , Iy 4 x4 birim matris, A da girdileri IF ’nin elemanlarindan olusan k x (n— k) matris
olmak iizere, G = [ I; A ] bigimindedir. Eger, G bu ornekte oldugu gibi, G = [ Ix A ] formunda
ise G ’ye C ’nin standart direteg matrisi (veya standart kodlama matrisi), C ’ye de sistematik kod
adi verilir. Ayrica, sistematik bir koddaki herhangi bir elemanin (yani, bir kodlanms kelimenin) asil
mesajdan olusan ilk k—birimlik kism bilgi kisma; geri kalan (n — k)—birimlik kism da kontrol kisma

olarak adlandinlir.

Her dogrusal kod bir sistematik kod olarak disiiniilebileceginden [2] ve asil mesajlan igerdigi igin
sistematik kodlarla ¢alismak ok daha avantajh olacagindan dolay, bu tir kodlar Kodlama Teorisinde

onemli bir yer tegkil etmektedir.

Elimizde, mesajlarimizi kodlayabilecek uygun (¢ matrisi yardimiyla) bir metot olmasina kargilik
maalesef, kodlanmig mesajlarin hatali ulasmasi durumunda, bunlari her zaman igin ¢ozebilecek bir
yontem bulunmamaktadir (1 hatanin diizeltilebilecegi bir yontem harig). G , [ Iy A ] formunda olmak

lzere,

—a1;  —a12 —Q1(n-k) ]
A —0k1  —0k2 —0k(n—k)
Lk nx (n—k) 0 1 0 .
- 0 0 1 4 nx(n—k)

matrisine C ’nin kontrol matrisi denir. Eger ulasan kodlanimms mesajda 1 tane hata yapilmigsa, ‘H
matrisi yardimiyla bu hatanin hangi girdide meydana geldigi ve dogru mesajin ne olmasi gerektigi

hemen belirlenebilir:

Diyelim ki; w mesaj1 elimize ulasti,
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1. Adim : w e C ise, mesajmn dogru geldigini kabul ederiz.

2. Admm : w & C ise, wH yi hesaplariz. Elde ettigimiz sonug¢ H ’nin 4. satirinin s katina

(s € IF\ {0}) esit ve c 1= w — (00...0 5_0..0) € C ise, w 'nin i. girdisinde bir hata oldugunu
i.girdi

anlariz. Bu nedenle w yerine ¢ 'nin ulagmas gerektigi sonucuna varinz (% ’nin herhangi iki satirinin

dogrusal bagimsiz oldugunu kabul ediyoruz). Ozel olarak IF = Z3 , w ’de 1 hata olugmus ve w.H ,H

‘nin i. satirina esitse, w ’nin i. girdisinde hata olugmus demektir. Eger, i. girdi 1 ise 0 ile; 0 ise de 1
ile degistirilmelidir.

3. Adim : Eger 1. ve 2. adimdaki kosullar saglanmiyorsa ulasimda en az 2 hata yapilmig
demektir. Bu durumda bu yontemle dogru bir ¢oziim elde edilemeyebilir.

Ornek 5 : Ornek 4 *deki Hamming (7,4] koduna karsilik gelen kontrol matrisi

O O = = =
O O = O -
—_— oo~ F~=O

'dir. Elimize w = (0000110) mesaji ulagtiginda, w € C oldugundan, w.H ’yi hesaplarsak; w.H =
(110) "1 elde ederiz. (110), % ’nin 1. satin oldugu igin s=1 ve ¢ = w — (50...0) = (1000110) € C

oldugundan; w ’nin, (1000110) 'n 1. girdisinde 1 hatann olusmasiyla elimize ulagtif: sonucuna
variriz.

Kabul edelim ki, ¢ = (1001100) kodlanmis mesaj1 elimize w = ( 1001010) olarak (en az iki hatayla)
ulagsin. w ¢ C oldugundan, w.H ‘yi hesaplarsak H ’nin 3. satirim, yani (111) i, elde ederiz. Bu
nedenle s = 1 olmahdir. Fakat, diger yandan ¢ = (1001010)—(0010000) = (1011010) & C oldugundan,

en az iki hatanin yapilmas: durumunda bu yéntemle dogru bir sonug elde edemeyecegimizi gormiis
oluruz.

Bundan sonra, “C bir [n, k,d] kod” denilince, C 'nin IF™ ’nin k—boyutlu bir IF-altvektér uzay: oldugu
ve bu kodun minimum uzakhgnin (veya agirhginin) d oldugu anlagilacaktir. Daha 6nce Teorem 1 'de
bir kodun diizeltilebilme kapasitesinin w ile (dolaysiyla d ile) dogru orantili oldugunu gordiik. Simdi
de, “Acaba, bir [n, k, d] kodunda d, n ve k arasinda ne gibi bir iligki var?”’ , “d 'nin n ve k ’ya bagh
olarak alt ve iist sinirlarim belirleyebilir miyiz?” sorularina cevap aramaya ¢alisalim:

Onerme 1 (Singleton Sir) : C bir [n,k,d] kod ise, k +d < n +1 'dir.

Ispat : §:= {(a1,...,an) € F™ : her i>d igin a; =0 } olarak tanimlanirsa; S, IF" ’nin (d — 1)-

boyutlu bir alt vektdr uzay olur. Ayrica, dikkat edilecek olursa, her a € § icinw(a) < d-1veSNC =
beS = wk)<d

{(0,..,0) } 'dir (Giinkii, 0 £be SNC = celigkisi elde edilir.) Bu
beC = w()>d

nedenle,

k+(d—1) = boyut C +boyut S = boyut (C +8)+boyut (C NS) = boyut (C+S)<n=k+d<n+l
dir. O

k+d = n+1 olan [n, k, d| kodlar maksimum uzakhkla ayriabilen kodlar olarak adlandirilir. Kodlarr.l.a
Teorisindeki 6nemli kodlardan birisi de maksimum uzaklikla ayrilabilen kodlardir. Ciinki, bu tiir
kodlar, n ve k verildiginde d ’si (dolaysiyla, diizeltilebilme kapasitesi) en fazla olan kodlardur.
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Reed Solomon? kodlar1 bu tiir kodlara bir érnek teskil eder:

Reed Solomon Kodlar : |F|=¢,n=¢g—1ve €\ {0} m bir ilkel kokii (yani, IF\ {0} =
{8,8% .00 =1}=< B> ) olsun. 1 < k < n olmak iizere,

My ={geT[z] : dereceg<k—1}

kiimesi IF 'nin k—boyutlu bir altvektor uzayidir.

fiMy— T, [(9) = (9(8),9(8),...,9(8™))

olarak tammlanirsa; f , F—dogrusal ve gek f = {0} oldugundan (giinkii, derece g < k — 1 icin
Bs..:8" , g 'nin n farkh kdkii olamaz, dolayisiyla ¢ek f sifirdan ibarettir) bire-bir bir déniisiimdiir.

Bu nedenle
Cioi={ (9(8), 9(6?),.,9(8™) : g€ My } CT

olarak tammlandiginda, Cy bir [n,k] kod olur. Iste bu koda Reed Solomon Kodu adi verilir. Burada,
0# c €Ck igin

w(e)=n—{i: g(f)=0, i=1,.,n}>n—dereceg>n—(k—1)

oldugundan, d = min{ w(c) : c¢€Ci, c#0}>n—(k—1)dir. Boylece, d+k >n+1ve
d+k <n+1 (Singleton Sinin) esitsizliklerinden d + k = n + 1 elde edilir ki bu, C ’nin maksimum
uzaklikla ayrilabilen bir kod oldugunu gésterir. Reed Solomon kodlarini bir érnekle pekistirelim:

Ornek 6 : F=7Zg, n=4 (ve dolaysiyla k = 2) alahm. TF \ {0} = {1,2,3,4} =< 2 > oldugundan,

Mz = {geZslz]: dereceg<1}={a+bz: a,beZs}
= {0,1,2,3,4,z,2z,3z,4z,1 + 2,1 +2x,1 + 32,1 + 42,2 + z,2 + 2z,
2+3z,2+42,3+x,3 + 22,3 + 3,3 + 4z, 4 + 2,4 + 2,4 + 3z,4 + 4z}

ve

Co = {(f(B),f(B*), f(8°), £(BY) : feM:}

(2,4,3,1),(4,3,1,2),(1,2,4,3),(3,1,2,4),(3,0,4,2),
(0,4,2,3),(2,3,0,4),(4,2,3,0),(4,1,0,3),(1,0,3,4),
(3’43150),(0’3’4’ 1))(0’2,134)’(2?1’470),(4,0,2, 1),
(1,4,0,2),(1,3,2,0),(3,2,0,1),(0,1,3,2),(2,0,1,3)}

olur. Burada, d = d(C) = 3 oldugu kolayca goriilebilir (n+1l=k+d=—=4+1-2=d=d = 3).

Bu nedenle, C ’nin diizeltilebilme kapasitesi 1 ’dir.

Burada Kodlama Teorisindeki kisa gezintimize, istemeyerek de olsa, son veriyoruz. Diger kodlama
yontemlerini incelemek igin, yeni gezintilerde bulusmak dilegiyle...
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yapmaktadir.
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ANTALYA CEBIR GUNLERI

Sinan Sertoz
Bilkent Universitesi, Matematik Boliimii, 06531-ANKARA

Diinyanin degisik yerlerinden gelen elli kadar matematikg¢i gegenlerde Antalya ’da miitevazi bir otelin
barinda bulugtular. Sabah saat dokuz. Antalya ’da milkemmel bir bahar sabahi baslarken mate-
matikgiler perdeleri kapattilar ve daha 6nceden bosaltilip sinif haline getirilen barda yerlerini aldilar.
Yash bir matematikei eski ama héla ¢oziilmemis bir problemi anlatmaya bagladi. Perdenin arahgindan
Akdeniz 'in parlak maviligine inen Toroslarin silueti goriiniiyor. Dinleyiciler bu muhtesem gériintiiye
kacamak bir bakig bile atmiyorlar. Tiim dikkatlerini bu eski problemi anlamaya vermisler. Onlar
matematikci... Neden bu meslegi segmisler, bilinmez.

Yirminci ylizyihn baglarinda yagamig matematikgilerden Caratheodory, neden onca is
varken sece sece matematigi sectigini su sézlerle anlatmaya gahgir: "Hayatima anlam verecek
tek seyin hig bir kisitlama olmaksizin kendimi matematik calismaya adamak oldugu yoniindeki saplantimdan
kendimi kurtaramadim."

Maddi imkansizhiklar: ciddiye dahi almadan, bir otelin barimi1 simfa ¢evirme pahasina, hatta yol pa-
ralarim1 da kendileri vererek gelen bu matematikgileri buraya ¢eken ne? Disaridaki havuzda gighk
c1ghiga eglenen cocuklarin sesleri arasindan tahtadaki yash matematikginin kisik sesiyle anlattig prob-
lemi dinlemeye ¢calisan bu matematikgilerin ilgisini bu denli toplayan bu konu, matematik, nasil bir
sey?

Eflatun "Bir karenin kdsegeninin, kenarlarla orantilanamayacagini bilmeyen kimse insan sifatina layik
degildir" der.

Dakikalar ilerledi. Artik yash matematik¢i problemin tanimlanmasini ve tarihgesini bitirdi. Simdi
teknik ayrintilara girecek. Buraya kadar olan kisim matematik egitimi almis herkesin anlayabilecegi
duzeydeydi. Bundan sonra dinleyenler kendi konularinin sayilar teorisine olan uzaklhigiyla ters orantih
olarak sirayla konugsmadan kopacaklar. Sonlarda ise yalnizca o problemle ilgili bir kag¢ kisi kalacak
konusmay1 aktif olarak takip eden. Peki, digerleri ne olacak?

Tecriibeli hoca derse baglamadan once sinifa doner ve “Eger sinifta uyuyan olursa beni uyandirin”
der.

Onlar yillardir bu cesit konferanslarda yapmaya alstiklar1 seyi yapacaklar. Once konusma tama-
men onlarin ilgi ve bilgi alan1 disina gikincaya kadar dinleyecekler. Sonra konusmay: birakip kendi
kafalarmn icindeki diinyaya gececekler ve o dakikaya kadar dinlediklerinin kendi ugrastiklar1 prob-
leme nasil uygulanacagini diisiinmeye baglayacaklar. Yavag yavag akillarina yeni fikirler gelecek.
Onlerindeki kagida bu fikirlerin ana hatlarim giziktirecekler ilerde hatirlamak iizere. Ilerde hatirlamak?

Giiniimiizden yaklasik 4000 y1l 6ncesine tarihlenen ve Plimpton 322 diye bilinen Mezopo-
tamya tabletleri iizerinde, kenarlar1 tamsay1 olan ve belli bir kurala gore siralanmg dik
licgenlerin kenar uzunluklar1 verilmigtir.

Tahtadaki yash matematik¢i konugmasim yillarin kazandirdigi rahatlikla Gyle bir ustalikla anlatiyor ki
kendi kafalarindaki matematik diinyasina gitmis olanlar sik sik geri gelip konugmaya katilma ihtiyaci
duyuyorlar. Aym konuyu geng bir matematikgi anlatsaydi goktan herkes kendi diinyasina kagmig
olurdu. Zaten o genc¢ konusmaci da dinleyicilerden habersiz kendi probleminin labirentlerinde tek
bagina dolagiyor olurdu.

Hocalik hayatinin ilk dersinden ah al moru mor gikan geng matematikgi yan simiftan sakin
ve memnun bir gekilde ¢ikan yash matematikgiye sarilir ve " ‘Ogrenciler bana matematik ne
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ise yarar?' diye sordular, ok zorlandim. Size sorduklarinda siz ne yapiyorsunuz?' diye sorar. Yash
matematikgi hic umursamadan cevaplar: "Bana sorduklarinda ben soylliyorum.”

Konusma bitti. simdi kahve molasindayiz. Havuzun kenarindaki ¢ardagin altindayiz. Akdeniz ’in
gdz kamasgtiran giinesi, Toroslarin heybeti ve agiklarda sezonun ilk turistlerini gezdiren motorlarin
patpatlar1 arasinda mitkkemmel bir Antalya giini mayalaniyor. Ama bizim matematikgilerin bun-
dan etkilendikleri sylenemez. Kulak kabarttigimz zaman Tiirkge, Ingilizce ve Rusga konusmalarin
cogunun az onceki konusmada konu edilen problemle ilgili oldugunu goriiyorsunuz. Kimileri bazi
tekniklerin neden bu problemi ¢ozemedigini anlamaya galsiyor. Kimileri bir masaya oturmuslar,
onlerindeki kagida cizdikleri bir kag sembole derin derin ve hareketsiz bakiyorlar. Zaman zaman
biri bir soz soyliiyor ve o sembollere bir tane daha katiyor. Obiirii onayhyor. Sonra tekrar uzun
uzun kagida bakiyorlar. Bazilar oturmug harl harl yakaladiklarin sandiklan bir teoremi kagida
geciriyorlar ve ayn: telagla kahvelerini igiyorlar. Herkesin elinde bir kahve. Zaten matematikgiler
kahveyi teoreme geviren makineler degil midir? Peki matematikgileri bunca teoremi bulmaya iten
diirtii nedir?

Diinyann tepsi gibi diiz oldugunun okullarda okutuldugu yillarda diinyanin egik olmasi
gerektigini diigiinen ve yerkiirenin egimini hesaplayan Knidos ’lu Eudoxus bir giin bagim
goge kaldirip arkadaglarina “Su giinesin yapisini, seklini ve biiyiikligiini tam olarak kavrayabilecegimi
bilsem yanina gidip yanmaya razi olurdum” der.

Ogleden sonra yine bardayiz. Bu kez orta yagh bir matematikci bir boliimiinii ¢ozdiigi, kalan
boliimiiniin de nasil ¢oziilecegini kesfettigi bir problemi meslektaslariyla paylasiyor. Dinleyiciler
Kolomb ’un gemisinden Yeni Diinyanin bilinmezliklerine bakan tayfalarin heyecanyla konusmay1
izliyorlar. Sabah konusan yash matematikginin yillar icinde kazandig rahatlik heniiz bu konusmaciya
ulasmamis. Ne de olsa bu konusmaci daha geng. Cok kisa siirede konusmay1 konunun teknik
ayrintilarina getiriyor. Artik konugmay1 yalniz o konuda kendileri de aragtirma yapan matematikgiler
izliyorlar. Oyle ki konusma arasinda bir soru sormak isteyen sanki digerlerini rahatsiz etmek iste-
mezmis gibi alak sesle soruyor. Digerleri kendi diinyalarinda haril haril gahsiyorlar. Matematikgilerin
béyle ayr1 bir diinyaya gekilip kendi problemlerinin sirlarim ¢ozmek i¢in kullandiklar1 en uygun mekan-
lar bu cesit konferanslar, fakat onlar diger firsatlar: da degerlendirirler. Ornegin hatir igin katildig:
partide bir kenarda oturup somurtan matematikgi “Beni rahatsiz etmeyin, mesguliim” demektedir.
Zaten yolda karsidan karsiya gecerken hayati tehlike atlatmayan ya da dusa girip de ¢ikmay1 unut-
mayan matematikgciye camiada iyi gozle bakilmaz.

Evinin bahgesindeki gimlerin iizerine sirt iistii yatmig bulutlara bakan matematikgiye
oglu pencereden seslenir “Baba, cok galistin, artik iceri gel."

Konusma ilerledikge Antalya sicag: bara dolmaya bashyor. Havuza atlayanlarin gigliklar: ve mevsimin
ilk sicaklarini karsilayan kuslarin saskin ve tereddiitlii otiisleri bardakilerin dikkatini dagitmaya yet-
miyor. Konusmadan kopanlar zaten kendi problemlerine yogunlagmis ¢oziim ariyorlar. Konusmay:
takip edenler ise orta yasgh matematikcinin ¢izdigi sekillerin simgeledigi kavramlan kendi matematik
gozlerinde canlandirmak iizere konusmaci ile birlikte baska bir boyuttalar. Zaten tahtaya ¢izilen
sekiller iki boyutlu gergel figiirler, oysa anlatilan konu karmasik sayilarla ilgili gok boyutlu bir uzayda
olan bir olay. Poincaré geometri igin “Yanhs sekillerle dogru diigiinebilme sanatidir” der. Barda
bu diinya ile temas halinde kalan tek kisl oturum baskani. Onun gérevi de konugmanin zamaninda
bitmesini saglamak. Bar, i¢indekilerle birlikte bir kara deligin icinden bambasgka bir evrene 1g1inlanmis.
Zamani gelince bu bar1 yine bu otelin birinci katindaki kogesine geri getirme gorevi oturum baskaninda.
Sik sik saatine bakiyor. Tiim sorumluluk onda.

Yirminci yiizyihn en yetkin matematikgilerinden Hilbert ’e eger bin yil sonra diinyaya
geri gelebilse ilk merak edip 6grenmek isteyecegi seyin ne olacag: soruldugunda "Riemann
hipotezi ¢oziildi mii diye soranm" demigtir.

Konferansin son giinii. ok geng bir matematikgi iizerinde cahstigr bir problemi anlatiyor. Bu
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son konugsma olmasina ragmen bar yine dolu. Geng matematikginin konuyu ¢ok kisa siirede teknik
ayrintilara bogacagl ve dinleyicilere kendi problemleriyle ilgilenmek igin ok daha uzun bir siire
verece§i tahmin edildigi igin kimse bu firsati kagirmak istememis. Gergekten geng matematikgi
oyle bir cogku, heyecan ve siiratle teknik labirentlere daliyor ki onu 6n siralarda dinleyen hocasi fe-
nalik gegiriyor. Her geng matematikginin konusmasinda oldugu gibi konusma derhal iginden cikilmaz
hesaplara ve kendinden bagka kimsenin anlamadig1 ayrintilara kayiyor. Oysa dylesine biiyiik bir cosku
ve sevgiyle anlatiyor ki.

Bu tutkunun, bu sevginin, bu atesin bir tarifi var m? .

Matematigi Misirlh matematikcilerden bile daha iyi bildigini soylemekten ¢ekinmeyen
Democritus tiim bu kibirine ragmen "Her hangi bir seyin nedenini kavrayabilmeyi tiim Pers kralligini
fethetmeye tercih ederim” demistir.

Konusmay: takip edebilenler artik konuyu birakmiglar, geng matematikginin makul bir agigin1 yakala-
yip onu biraz hirpalamak istiyorlar. Bu cesit iyi niyetli hirpalamalar matematik egitiminin bir
pargasidir.  Onde oturan hoca da boyle bir hirpalama baglarsa hangi safhada miidahele etmesi
gerekeceginin hesabini yapiyor. Ama tiim heyecanina, siiratine ve tecriibesizligine ragmen geng
konugmaci beklenen agig1 vermiyor. Herkes memnun. Oturum bagkan1 saatine bakiyor ve bar tekrar
yerkurenin Antalya civarindaki eski yerine 1ginliyor. Konusmanin ve konferansin bittigini ilan ediyor.

On yedinci yiizyil ingiliz sairlerinden Alezander Pope bir siirinde soyle der:

Ogrenmenin azi tehlikeli bif~istir;

Kana kana i¢, ya da tadina bile bakma ilham pinarinin.
Orada sig akintilar basini dondiiriir, sarhos eder

ve ancak bol bol icince ayiltir yeniden.

Amerika Birlegik Devletlerinde tniversite ya da aragtirma enstitilerinde galigan matematikgilerin
tiye oldugu Amerikan Matematik Derneginin iiye sayisi yaklagik 30,000 ’dir. Uygulamaya yonelik ve
endustride ¢alisgan matematikgiler de Uygulamali ve Endustriyel Matematik Dernegi 'ne iye olurlar
ve o dernegin de yaklagik 10,000 iyesi vardir. Demek ki Amerika yaklagik 235 milyon niifusu iginde
40,000 kayith matematikgi barindirmaktadir. Kaba bir hesapla Tiirkiye ’de de bu oranlar gegerli olsa,
10,000 civarinda kayith matematik¢imizin olmasini bekleriz. Oysa bizde bu say1 500 civarindadir.

Napolyon “Bir iilkedeki matematik biliminin giici ile devletin giici birbirine paraleldir' der.

Matematikgiler artik ertesi y1l yine toplanilmasi dilekleriyle otelden ayrilmaya bagladilar. Toplantiy
ertesi yil diizenleme gorevini verdikleri matematikgiye toplantinin daha iyi olmasi i¢in ne yapmasi
gerektigi konusunda fikirler veriyorlar. Verilen fikirler hep konularin se¢imi, konusmalarn igerikleri
ve tartigma zamanlarinin ayarlanmasiyla ilgili. Kimse konferans boyunca bir tiirli ¢aligmayan hava-
landirma sisteminden, gikan yemeklerin kalitesizliginden, en acil durumlarda gogen resepsiyon bil-
gisayarlarindan ya da barin ders igin pek de ideal bir mekan olmadigindan sikayet etmiyor. Nasil
olsa seneye konugmalar basladiginda herkes o konugmadan alacag) kadarini alip kendi problemlerinin
diinyasina gekilecek. Bu diinya ile ilgili hi¢ bir talepleri o yiizden olmuyor. Ama bunun bir istisnasi
var. Kahveler zamaninda ve kivaminda hazir olmali. Eger kahve servisi biraz aksasaydi yikarlard

otell...

NOT: Bu yazi, TUBITAK "in “Bilim ve Teknik" dergisinin 392.sayisinda (Temmuz/2000) 66-68.sayfalarda

yayinlanmistir.




18

ERDOS *'UN BiR PROBLEMI

Ogiin Oge i
Ozel Selim Pars Lisesi, Florya/ISTANBUL

Giris. P. Erdés, k > 8 ise 2% sayismin 3 ’iin farkh kuvvetlerinin toplami seklinde yazilamayacagini
iddia etmistir. Erdés ’iin bu problemi hala ¢éziilememistir [1]. Bu calismada Erdés 'iin iddiasinin
sonsuz sayida k icin dogru oldugunu gosterdik.

TEMEL SONUCLAR:
k > 8 bir tamsay1 olmak iizere 2* 'min 3 tabanina gore yazihsy:
2% = 0,3" +6n_13""1 +an_23"" 2 +... +3;3 +a;-13 1 + ...+ a1+ a0 (1)

olsun. Eger bu yazilista bir ¢ (0 < i < n) icin a; = 2 ise, 2* sayis1 3 ’iin farkh kuvvetlerinin toplami
seklinde yazilamaz. O halde Erdés ’iin iddias1 suna denktir:

k > 8 olmak fiizere,
¥ =, 3" +a,_13" T +a, 23" 2 +..+a;3+ap

ise, a; sayilarindan en az biri 2 ’dir.

Oncelikle (1) yazilisinda ag # 0 ’dir. Giinkii ap = 0 igin, 2¥ = 3(an3™"! + ... + @) olup buradan
3|25 elde edilir ki bu miimkiin degildir. Simdi (1) yazihginda bir katsay1 (varsayalim kia; j2>1
katsayisi) 2 olsun. (1) ’deki esitligi mod 3 i¢in yazarsak,

P ia— a_,,-3j +ct,-_135"_1 +t+a3+a=23 +aj_13j_1 +...+a13+ap (mod 3+
elde edilir.

Simdi t = 2.3 +a;_13""! + ... + 213 + ao dersek, 2F =t (mod 37*1) bulunur. Fakat ag > 1 ’den
t > 2.37 + 1 elde edilir. O halde sunu elde ederiz:

Sonug 1: 2¢ (k> 8) sayismin 3 tabanindaki (1) yazihsinda 37 'nin katsayis: 2 ise,
2* = t(mod 3t1), t>2.37 +1
'dir.
Simdi k > 8 olmak iizere bir j (j > 1) tamsaysi igin
28 =1t (mod 3711) (2)
olup burada t > 2.37 + 1 olsun. (¢ < 3’*1 oldugunu kabul edebiliriz.) Kongriians tanimindan
2k =m. 39+ 4 ¢ (3)

elde edilir. Burada m > 0 ’dir. Ciinkii m < 0 olsa, 2 < —37+1 437+ — 1 < —1 olur ki bu miimkiin
degildir. m = 0 da olamaz, ¢iinkii bu durumda 2¥ =t < 37t1 < 2% celiskisi elde edilir. m > 0
sayisinin 3 tabanina gére yazilisi

m=b.8" +by 13 b3+ (0<b; <2)
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olsun. Bunu (3) 'te kullanarak,
2k = b 3T A p b 3T L 4 b3+t (4)
elde edilir. ¢ sayisinin 3 tabanindaki yazihs
t=c3* +..+c13+c0 0 <2) (5)

olsun. Burada ¢; = 2 ve j = s oldugunu gésterelim. j < s olamaz, ¢iinkii ¢, > 1 oldugundan
t > 1.37*! bulunur ki bu t < 39*1 ile gelisir. s < j ise,

-1

t<2.37 142324 L 423+2=2(143+..+3 ) =2 ST

t <3’ —1 bulunur kibut > 2.3/ +1 ile gelisir. s = j olsun. Bu durumda ¢, = 2 olmahdir. Aksi
takdirde, c; = 1 ise,

. : . , : L L1
E<F +237 1 423724 L 428342=8+2(1+3+..+3" 1) =3 =

t <2.39 — 1 bulunur ki bu da t > 2.39 + 1 ile gelisir. O halde (5) 'teki yazihg
t=23 +¢;i 13 1+ +e3+c
olup bunu (4) ’te kullanarak
28 =5, 3" b3t 4123 4 434
bulunur ki bu bize 3 tabanina gore yazilisinda en az bir basamagin (sondan (j 4+ 1). basamagmn) 2

oldugunu gosterir. Diger yandan, 2F = 2 (mod 3) ise, bu bize 2F = 4, 3" + ... + ;3 + 2 oldugunu
gosterir ki burada da birler basamag 2 *dir. O halde su teoremi elde ederiz:

Teorem 1. k > 8 bir tamsay1 olmak {izere 2* 'nin 3 tabanina gore yazihginda en az bir basamagin 2
olmasi icin gerek ve yeter kosul,

2k = tl(mod 3) t]_ =2
28 =ty(mod 32) t,>28+1
2k = ts(mod 3%) t3>23%+1

28 =ti(mod 3) ;> 2371 +1 (6)
2k =ty(mod 39) t,>2.3971 41
kongrilanslarindan en az birinin saglanmasidir. (Burada ¢ tamsayis1 39t1 > 2" > 39 kogulunu
gergekleyen pozitif sayidir.)
Simdi baz1 k degerleri i¢in (6) 'daki kongriianslardan bazilarinm saglandigim gosterecegiz. Bunun
i¢in asagidaki teoremi kullanacagiz:
Teorem 2. (Euler) (a,m) =1 (a€Z, m¢€Z, m> 1) olmak iizere a?(™ = 1(mod m) 'dir.
.m = 3? i¢in Euler Teoremini uygularsak, ©(3%) = 2.3°~1 = § oldugundan 26 = 1(mod 3?) elde edilir.

Kongriianslarin 6zelliklerinden 2° = 1(mod 3) oldugu da cikar. Simdi 28 (k > 8) sayisim 6 ile
hilelim. k= 6n+j, 5 =0,1,2,3,4,5 oldugunu biliyoruz. Boylece
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1 (mod3), t= 1#2

i=1 Iqm 2k = 26n+1 =2 (mod 3J), th1=2;
j=2igin 2% = 26n+2 = 1 (mod 3), t, = 1#2;
§ = 3 icin 2F = 2°"*3 =2 (mod 3), 4 =2
j=dign 28 =2"*=1(mod 3), t=1#2
j =5 igin 2% = 25"%5 = 2 (mod 3), t) =2

bagmtilarini elde ederiz. Yine mod 32 'yi kullanarak,

j=0igin2*=2" =1 (mod3?) 1223+1
j=1igin 2ks26"+1—2(mod32) 2223+1
j=2i¢in 28 = 2"*2 =4 (mod 3%)  4223+1
j=3igin 28 = 25"+3 =8 (mod 3?) 82>23+1
j =4 igin 28 = 22"+ = 7 (mod 32) 7>23+1
j=>5igin 28 = 26"+ =5 (mod 32)  5Z23+1

elde edilir. O halde Teorem 1 'den dolay1 su son cu elde ederiz:

Sonug 2. k > 8 bir tamsay: olmak tizere, k = 6n + 1, 6n +3, 6n +4, 6n+5 formunda ise, 2* sayisi
3 %in farkh kuvvetlerinin toplam seklinde yazilamaz.

Bu formda olan pozitif sayilarin sayisi sonsuz oldugundan sunu elde ederiz:
Sonug 3. Sonsuz sayida k igin Erdés ’iin iddiasi dogrudur.

Simdi m = 3 igin Euler Teoremini uygularsak (33) = 2.32 = 18 olup, 2! = 1(3°) bulunur. Bunu
kullanarak k = 18n+j, 7 =0,1,2,3,...,17 olmak iizere

j=0icin 2¢=1(3), 2¢=1(3), 2¢=1(3)
j=1licin 2¢=2(3), 2¢=2(8), 2°=2(3) (¥
j=2ign 26=1(3), 2¢=4(3%), 2"=4(3)
j=3ign 26=2(3), 2*=8(3%), 2°=8(3%). (¥
j=dicin 26=1(3), 26=7(3%), 2"=16(3) (v
j=5igin 28=2(3), 2*=5 (32), 2¢=5(3%) ()
i=6ign 26=1(3), 2¢=1(3%), 26=10(3)
j=Ticin 26=2(3), 2¢=2(3%, 26 =20 (3%) (%)
j=8iin 26=1(3), 2¢=4(3?), 22=13(3)
j=0iin 2v=2(3), 2"=8(3%), 26=26(3) (¥
j=10iin 26=1(3), 2¢=7(3), 26=25(3) (¢
j=1licin 2F=2(3), 2¢=5(3%), 26=23(3) (¢
j=12icin 26=1(3), 2¢=1(3), 262=19(3) (¥
j=13icin 2¢=2(3), 2¢=2(3%), 26=11(8) (¥
j=14icin 26=1(3), 2¢=4(3?), 2°=22(3%) (%)
j=15icin 2¢=2(3), 26=8(3%), 2°=17(3) (¥
j=16igin 2¢=1(3), 2*=7(3%), 2°=7(3%) (¥
j=17i¢in 2¢=2(3), 2*=5(3%), 26=14(3%) (¥

Bu tabloda “(x)” ile gosterilenlerde Teorem 2 ’deki kongriianslardan en az biri saglanir. Bunlarin
sayis1 14 tanedir. O halde sunu elde edebiliriz:

Teorem 3. k> 8 ve k=18n+74, (j #0,2,6,8) igin 2k, 3 *iin farkl kuvvetlerinin toplam seklinde
yazilamaz.
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Simdi N > 8 bir tamsay1 olsun. k = 18n+j, 0 <j < 17 ise, bu formda olan ve 8 < k < N kosulunu
gergekleyen sayilarin sayisini bulalim.
j N-j5 N

8 —
8«1 i < N < — < it S
<18n+j< ve 1< T3 <n< T <18 1

olup bu formda olan sayilarin sayis1 en az % — 1 'dir. O halde bunu kullanarak asagidaki teoremi
elde ederiz:

Teorem 4. N > 8 olmak iizere 8 < k < N kosulunu gercekleyen sayilarin en az }—gN — 14 tanesi igin
Erdos "in iddiasi dogrudur.

Euler formiiliini 3* (¢ > 3) i¢in kullanirsak Teorem 4 'teki 4 oranmin daha da biiyiik olacag

18
sezilmektedir.

Boylece bu galismada Erdds ’iin bu iddiasinin k ’nin belirli sonsuz formlarda olmas: halinde dogru

oldugu sonucunu elde ettik. Bu bulgu Erdés ‘iin bu iddiasinin dogru oldugu savim kuvvetlendirmek-
tedir.

KAYNAKLAR
(1] Richard, K. Guy, Unsolved Problems in Number Theory, Springer-Verlag (1994).

BIR BOYAMA PROBLEMINDE “FERMAT SURPRizZi”

p sayisi asal olmak uzere, bir daire p tane esit dilime boliinmiistiir. Verilmis n rengi kullanarak dilimleri
boyuyoruz. (Her dilim, sadece, bir renk kullanilarak boyaniyor!) Dairenin ddnmesiyle cakisan durumlari bir
kez saymak koguluyla, dairenin kag farkli boyanmasini elde etmek miimkiindiir?

Coziim. Her dilimi n tane rengin herhangi biri ile boyayabilecegimizden, daire igin n? tane boyama elde
ederiz, ve bunlardan n? — n tanesinde en az iki renk kullanilmistir. Donmeler sonucu gakisan durumlarn
bir kez saymak durumunda oldugumuzdan, en az iki rengin kullanilmis oldugu farkli boyama sayisi "Pp‘"
olacakt|r Bu sayiya, sadece bir renk kulanilarak yapilan boyama sayisini (yani n sayisini) da eklersek,
8=n = — 1 n sayisi problemde bulunmasi istenen sayi olur.

Bu formiilden gériildiigii gibi, p 'nin asal olmasi halinde n? —n sayisi p 'ye tam boliiniir. iste size Fermat
‘min “Kiigitk Teoremi”!
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EUCLIDES ’IN “ELEM.ENTLER” ‘i

Metehan Aydin
Ozel Samanyolu Lisesi, ANKARA

Eski Yunanhlar igin matematik 6ncelikle geometri demekti: Onlarin matematiksel diigiinceye katkilari
en basta geometride kendini gosterir. Euclides sistemi bunun somut bir 6rnegidir.

Bu noktada akla goyle bir soru gelebilir: Yunanhlarin geometride tamk oldugumuz biiyiik basans,
neden sayisal iligkileri igeren aritmetik ve cebirde kendini géstermez? Bu sorunun kesin yanmitini bilmi-
yoruz. Ancak, Pythgorasgilarin irrasyonel sayilari tiim abalarina karsin tamsayi olarak gosterememe-

lerinde nedeni arayanlar vardir. Onlan tedirginlige iten bu tiir bir gii¢lik geometride ortaya ¢ikmamis-
tir.

Yunan oncesi donemin zelligi smama-yanilma yontemine dayah ampirik bilgi diizeyinde kalmis ol-
masidir. Babilliler gibi Misirhlar da daha gok yasamun pratik ihtiyaglarindan kaynaklanan dlgme ve
hesaplama iglemlerini gelistirme ve kullanma ¢abasi i¢cindeydiler. Yunanhlarin her iki kiltir gevresinin
birikimlerinden 6nemli élgiilerde yararlandiklarim biliyoruz. Ne var ki, onlar aldiklariyla yetinmediler.
Bir kez Yunanhlarin matematikteki ilgisi, felsefede oldugu gibi, pratik olmaktan ¢ok teorik nitelikte
idi: Bilgide kesinlik ariyorlardy; agikl mak ve anlamak baslca kaygilariydi. Geometriyle, ise yaradigi
i¢in degil; bilme, 6grenme ve anlama tutkularimi doyurmak i¢in ugrasiyorlardi. Onlar i¢in geometri
uzaysal iliskilerin bilimiydi - iistelik diger alanlarin elvermedigi siki diisiinme ve ispatlama yontemini
iceren bir bilim! Pythagoras ve ondan esinlenen Platon 'un goziinde geometrinin onemi entellektiiel
bir disiplin olmasindaydi. Soyut ve katiksiz niteligiyle matematik, ozellikle ispata dayanan geometri,
metafizik diigiince gibi insan kafasinin, degeri kendi iginde olan bir iiriiniiydii.

Euclides 'in “Elementler” ‘i diye bilinen iinli yapit (MO 300) geometride doruga erisen Yunan
matematik diigiincesini 6rneklemektedir. Yizyillar boyunca insan diigiincesinin “yetkin” bir iiriini
olarak etkisini siirdiiren bu yapitta, daha onceki dénemlerin bulus ve birikimlerinin mantiksal bir
diizenlemesini bulmaktayiz. “Elementler”, klasik ve ortacaglarda oldugu gibi, Yeni ve Yakin Caglarda
da (XIX. yiizyihn sonlarina dek) tiim yiiksek 6grenim kurumlarinda rakipsiz ders kitabi olarak oku-
tulmugtur. Daha da 6nemlisi, Euclides 'in geometride ortaya koydugu aksiyomatik sistemin tiim diger
bilimler i¢in 6zenilen bir model olugturmus olmasidir.

Bu basarili modelin mimar1 Euclides "in kendisine iligkin bilgimiz yok denecek kadar azdir. Bu konuda
Proclus ’tan sadece sunlar1 6greniyoruz:

Euclides “Elementler” adl yapitini, Eudoxus "un ispatladig1 teoremleri bir araya getirerek olugturmus-
tur. Aslinda onun bagarisi yeni teoremler bulmasinda degil, kendisinden énce ortaya konmus teorem-
leri mantiksal iligkileri iginde 6zgiin bir bigimde sunmasindadir. Dogum ve o6liim yillar kesinlikle bi-
linmemekle birlikte, yasamimin Ptolemy I donemine rastladigi soylenebilir. Bu dénemden hemen sonra
yasayan Archimedes, Buclides 'ten soz etmektedir. Gene, sylentiye gore, Ptolemy I, {inlii geometriciye
zor buldugu “Elementler” ’i okumaksizin geometriyi kestirmeden 6grenmenin yolunu sordugunda, Eu-
clides, geometriye giden bir Kral Yolu olmadigim soyler. Bunlara ve Platon "un yazdiklarina bakarak,
Euchdeb in Aristoteles 'ten hemen sonra, ama Eratosthenes ile Archimedes ’ten 6nce yasadig, “Ele-
mentler” i M.O. 300 siralarinda, yasadig Iskenderiye 'de yazdig1 anlagilmaktadir. Egitimini Atina 'da

Platon 'un “Akademi” ’sinde tamamlamis oldugu samlan Euclides, iinlii Ibkenderlye Universitesinde
matematik 6gretmeniydi.

“Elementler” ’e her dénemde matematik diisiincenin klasik aniti goziiyle bakilmustir. Doga bilim-
lerinde, hatta felsefede Euclides modelinin giiniimiize dek siiren etkisi gézoniinde tutuldugunda bu
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ifade yerindedir. Gergi Eclides 'ten 6nce de benzer kitaplarin yazildig1 bilinmektedir. Ama bunlardan
hig biri “Elementler” "in etki giiciinii gostermedigi i¢in zamanla hepsi unutulmustur. Ashnda &zgiin bir
galisma olmadig: bilinen bu yapitin etki giiciiniin nereden kaynaklandig sorulabilir. Kisaca sdylemek
gerekirse, “Elementler” geometriye, hig bir diigiince alaninda ornegi gosterilemeyen mantiksal bir
biitinlik kazandirmigtir. Euclides, daha 6nce degindigimiz gibi, kendisinden 6nceki dénemlerde
ortaya konan, degisik bigimlerde ispatlar1 verilen 6nermeleri ‘aksiyom - teorem’ iligkisi iginde sun-
maktadir. Bagka bir deyisle, 6nciil diye sectigi az sayida aksiyom, postulat ve tammlardan, dediiktif
¢ikarimla, geriye kalan tim 6nermelerin ispatlarini vermektedir. Aksiyomatik sistemde ispatlanan
onermeler, sistemin teoremlerini olugturur. “Elementler” ’in olaganiistii etkisi geometriyi bu bi¢imde

sunma basarsiyla agiklanabilir.

“Elementler” ’i olusturan 13 kitapta 465 onerme vardir. Cogu kez sanildiginin tersine, bu énermelerin
onemli bolumi dogrudan geometriye degil, sayllar teorisine ve cebirsel geometriye iligkindir. Ilk ki-
tapta, kimi agiklamalarla birlikte, cakigma, paralel ¢izgiler ve dogrusal sekillere ait teoremler yer
almaktadir. Ikinci kitap hemen tiimiiyle cebirsel geometriye; iiciincii kitap daireye; dordiincii kitap
dizgin gokgenler olusturmaya ayrilmig, besinci ve altinc kitaplarda ise Eudoxus 'un oranlar (‘pro-
portions’) teorisi, teorinin geometriye uygulanmasi ele alinmstir. 102 6nermeyi igine alan yedinci,
sekizince ve dokuzuncu kitaplarda basit sayilar teorisine; onuncu kitapta irrasyonel (6rnegin /2)
sayllara yer verildigini gormekteyiz. Geriye kalan tig kitap hacimlerle ilgilidir. Giiniimiizde orta dere-
celi okullarda okutulan ders kitaplarina, diizlem ve hacim konular1 bakimindan, Euclides 'in I, III,
IV, VI, XI ve XII. kitaplarmin birer 6zeti gozilyle bakilabilir.

Goriildiigi gibi ayrica “Elementler” igerik yoniinden olduk¢a kapsaml bir kaynaktir.

EGLENCELI BIR MATEMATIK SORUSUNUN YANITI

Onceki sayimizda sordugumuz “Bglenceli Bir Matematik Sorusu” 'na okurlarimiz Ahmet Arag 'tan
(Denizli Erbakir Fen Lisesi, DENIZLI) ve GGksel Giiven 'den (Yozgat Sehitler Fen Lisesi, YOZGAT)

birer yamt geldi:

RERERE  CIM _ vG+S
RARARA  BOM  /C4i+M + BTOM

121212 _ 360 _ VIFT
181818 ~ 540 B3+ 6+0++/5+4+0

NOT: G ile S ’nin degerleri yer degistirebilirler.
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ESITSIZLIKLER.IN YARDIMIYLA
DENKLEM COZUMU

Ali Nabi Duman
Ozel An Fen Lisesi, ANKARA

Bu yazida esitsizliklerin yardimiyla denklem
coziimleri anlatilacaktir. Sunus kolayhgi olmas:
icin problemler dort gruba ayrilmistir. Elbette
ki bu gruplarin sayis1 ve iglerindeki soru cesidi
artinlabilir.

(a) Siralama Yo6ntemi: Bir simetrik denklem
sisteminin bilinmeyenleri ;, z3, ..., z, (n € IN)

olsun. Bu sistemin ¢oziimiini bulurken z, 2>
Tp_y = ... > x; kabul etmemizde bir sakinca
yoktur. Bu sekilde elde edilen (z,Z2,...,Tn)

¢oziimiiniin  permiitasyonlar: tiim swrali ¢oziim
takimlarim verecektir. Simdi bir kag ornekle
yontemin kulanimin gorelim:

Ornek 1: a® + b2 + ¢ + d® = a’b’cPd?
denkleminin pozitif tamsayilarda ¢ozimiinin
olmadigim gosteriniz. (1991 Olimpiyad: Takim
Se¢me Sinavi)

Coziim: Denklem sistemi simetrik oldugundan,
a>b>c>d>0 kabuli gozum ktimesini
degistirmez. Buradan a? > 0%, a2 > c®vea® > d?

elde ederiz.

222 (1)

b2 +c2+di=a

= 402 > a2 + b2 + 2 + d? = a?b2Pd?

= 4a? > a?b%c?d*® bulunur.

a? > 0 oldugundan esitsizligin iki tarafim a?
've bolmek esitsizligin yoniini degistirmez, 4 >
b2c?d? elde edilir.

b, ¢, d birer pozitif tamsay1 oldugundan son
esitsizlik ancak b =2, c = 1, d =1 veya b = 1,
¢ =1, d = 1 oldugunda miimkiinduir.

Eger (b,¢,d) = (2,1,1) ise, (1) ‘den a?4+22+1%+
12 = 4a? elde edilir. Buradan a® = 2,a = Fv2
bulunur ki buda a € IN ile ¢eligir. Eger (b,¢,d) =

(1,1,1) ise, (1) 'dena®+3 = a = 3 = 0 geligkisi
elde edilir. Yani a2 + b + ¢ + d? = a?b*d?
denkleminin pozitif tamsayilarda ¢oziimil yoktur.

Ornek 2: (Kanada Olimpiyadi)

2
T ~ (1)

442 ‘
Tr4g? — (2)

®)

T — ™

sisteminin (z,¥, 2) ¢ozim takimlarini

denklem

bulunuz.

Coziim: z° > 0 oldugundan

2

4z
2> >0=y>0.
4z 0:1+4$2_ .=

Benzer sekilde > 0, z > 0 elde edilir. Simdi
y > z kabul edelim. y > 2, (1) ve (2) ’den

4z? 49°
T+4z2 < T+4y2)

1 + 422 > 0 oldugundan igler dislar carpimi
yapmamiz esitsizligin yoniinii degistirmez:

422(1 + 4y°) > 4% (1 + 42?)
= 422 > 4y? = 2?2 > %

z,y > 0 oldugundan z > y elde edilir. Dolaysiyla
z >y > zolur. x>y, (1) ve (3) 'ten,

2
L > 4 2t = >
bulunur.
Yani 2> x>y >z olurkibu z =y =2

durumunda miimkindir. —J‘%P- = z denklemi

2 = 0 i¢in saglanir. Coziimin biri (0,0, 0) olarak
bulunur.

'L>0:>-m-y—l:>4$=l+4l'2
=47’ —4z+1=0=(2z-1)*=0
:>2£L'—1:0=>1‘:%.

Buradan (4, 3, 3) bir baska ¢oziim olur.
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Ornek 3:
.17]?' + 2(1.1‘1 + b2 =23

-l':'_f o 2(1.1,‘2 + [)2 = I3

zl + 2az, + 02 = 2,

sisteminin tim ¢oziimlerini bulunuz (b>a>0).
Cozlim: b > a = b2 > ¢% = p2 _ g2 >0 ve
(z +a)? > 0 ’dir. Bu iki esitsizligi taraf tarafa
toplarsak,

224 2az+ a4 b2 — g2 > 0= 224 2az+ b2 >0
bulunur. Dolayisiyla denklemlerin sol tarafi po-
zitif oldugundan sag taraflan da pozitiftir, yani
zi 2 0olur (: = 1,2,...,n). Eger z;, = zq ise,
esitlikleri taraf tarafa cikaralim.

T3 — &9 = (:Lg - LL‘%) -+ 2(5(-172 = 31)

24 — z3 = (25 — 22) + 2a(zs — za)

-1 1’2__2) * 20(1‘”_1 = 3n—2)

S

Th— 2y =(z

Ty = 2y = (22 ~ zi_))+ 2a(zn — zp-1) .

z) = z3 durumunda esitliklerden z; = z, = ... =
zn bulunur. Eger z; > z; ise, esitliklerden

L3 > Ty, T4 >I3,..., T > Ty, T1 > Ty,

bulunur.
Dolayisiyla 1 > z, > 2,y > ... > g >
zy,z) > ry geligkisi elde edilir. 27 > 2z du-

rumu da benzer sekilde yapilir.
i+ 2az,+0% =2, = el +(2a—b)z +42 =0

1-2a54/(1-2a)2—4p?
5 )

= r =

Karekok i¢inin pozitif olmasi icin gerek ve yeter
kosul

(1-2a)2-4p2 >0
& (1 =2a—2b)(1 - 2a+2b) >0
‘dir. b > a> 0 oldugundan 1 —2a + 2b > 0 'dur.

Eger 1-2a—2b < 0 ise, egitsizlik saglanmaz. Bu
durumda sistemin ¢éziimii olmaz.

Eger 1 —2a— 2b > 0 ise,

1 —2a+ /(1 - 2a)? — 42
2 ?

(1= 2a)% — 462
2

n=..=z, =

1—-2a-

Ty =..=2, =

goziimleri bulunur.

(b) Aritmetik-Geometrik Ortalama
Esitsizligi Yardimiyla Denklem Coziimi

Oncelikle aritmetik ortalama, geometrik ortalama
ve harmonik ortalamay hatirlayalim (a; € IR):

A.O‘: a,iazn:t‘..ian .

G.0.= vajas...a,

HO—_— :Ll—'}'_fl-'f'_a# w
Her 7 € IN igin a; > 0 ise, A.O. > G.0. > H.0.
‘dir.  Esitlik durumu ise
oldugunda miimkiindiir.

(11:(12:...20,1_
Ornek 4: 2 4 £ + 2 = 3 denkleminin dogal
sayilarda ¢oziim kiimesini bulunuz.

Cozim:
esitsizligini

z,y,2 € IN oldugundan A.0.-G.O.

Q) = —, as =
y

z )
-, 3=
4

8| w

alarak kullanalim:

RS > Yagay > I+ L 42> 3,

H (&

Esitlik durumu ise tim terimlerin esit olmasinda

mumkiindiir; 5 = B Z =1 olur. Buradan

=y =z=a (e¢a € IN) olmahdir. Coziim
kiimesi (a,a,a) bicimindedir.
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Ornek 5:

et e g -

B E =1 §—1  2—1
=2(VT+2+y+2+vz+2)

denkleminin ¢oziim kiimesini bulunuz (z,y,z >

1).
Coziim: Oncelikle soyle bir diizenleme yapalim:

$+I—f1=m+l—l+$—§-1-:$—l+§{—f (1)

3 _ +2 3 _ 2
y+y—_r—y—1+%-_—], z2+z 1—~—l+;’—3.

(1) 'de ay =z -1, ag = ff—f icin A.0.-G.O.

esitsizligini kullanirsak,

(x +2)
(@—1)

x—1+22
2o e

>+ 2
=>m—1+%_>_2\/:c+2
bulunur. Benzer gekilde

9 2
y—1+-?{+—122\/y+2,z—1+i—+—122vz+2
y._. —

bulunur. Denklemimizde esitligin olmasi igin

bu esitsizliklerin esitlik olmasi gerekir. Esitlik

durumu da terimlerin esit olmasiyla miimkiindir.
r—1=22 =22 2z +1=2+2

=722-3z-1=0

3 13
=>271.2:£2£-

—AC3_2 13 () oldugundan bu bir kok olamaz, ¢linku
,y,z > 1 ‘’dir O halde coziim kiimesi
3+y13 3413 3413

(Stds, sbple SI22) olur.

Ornek 6:

1 1 1
i +—=1
T I2 In

(z; > 0,n € IN) denklem sisteminin ¢oziim
kiimesini bulunuz.

Ali Nabi Duman

Coziim: A.O.-H.0. esitsizliginden,

:r1+:52—+-..,+xn> i
T =+

9 n .
=>=>=,=29>n%,
n 1

n>0=3=2n

()n=1=>z, =9ve zl—l = 1 olmaldir; bu ise
miimkiin degildir.

(2)n=2:>:c1+.1:2=9ve;11- E%:l’dir.
Boylece T, + T2 = Z1Z2 = T1T2 = 9 ’dur. z; ve
o, t2 — 9t + 9 denkleminin kokleridir.

9F 45

T2 = D)

(B)n=38=z1+z2+23 =9 ve %-Ff;%—i: 1
‘olur. Bu ise A.0.=H.O. demektir ki bu da
terimlerin esit olmasi durumunda miimkiindur:
Ty =Ty =23 = L.

(c) Tamkisim Fonksiyonu ve Egitsizlikler

[x], = ’ten kiigiik en bilyik tamsayidir. Bazi
tamkisim fonksiyonlu problemler esitsizliklerin
yardimiyla ¢oziilebilir.

Ornek 7: =z[z[z[z]]] = 88 denkleminin
pozitif reel sayilarda ¢ozim kimesini bulunuz.

Coziim: z>4=>4444<z[zz[z]]] =
88 olur ki 256 < 88 miimkiin degildir. Eger
r<3ise, 8 =z[z[z[z]]] <3 elde ederiz.
88 < 81 olur, geligki gikar.

Demek ki 3 < z < 4 ’tir, [z] =3 bulunur.
xz[3z] ] =88'dir,3 <z =9 <3zolur 3z >
10 olsaydi 88 = z[z[3z]] > 3[3.10] = 90
olurdu. Dolayisiyla, 9 < 3z <10 olur. [3z] =
9 elde edilir.

z.[9z] = 88,9 < 3z = 27 < 9z < 30 olur.
[92] = 29 olsaydi, 30 > 92 > 29 olmasi
gerekirdi. Ama 9z = g_é%_g = 27, ... "dif:

27 olsaydi, 28 > 9z > 27 olmasi

[9z] =
gerekirdi. Ama 9z = %f‘.ﬁ =29, ..., yani [9z] =
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‘ Py
29 olmahdir. Buradan 2 = ‘72 bulunur. Kontrol
edildiginde denklemin saglandigi goriilebilir.

Ornek 8:

1 1 1
= —= ==t —
Vi V10 V108
ise, [y] kaca esittir?

Coziim: vk < vVE+ 1= 2VE < vVE+VEkF+1

1 1
= AT <R 1)

VE>VE—1=20/k> VE<1+Vk

ke 1 S 1
VE—1+vVE = 2R

1 VEFI-Vk
VEAVEET (VR vEID (/R k)

k+1-+vk,

1 _ VE—E-1
VE+vVE=1  (Vh+Vh-1)( k— k1)
=vEk—vk—1.
(1) ve (2) 'den

1 1 1
< & -
vVE+vE+T 2VkE  VE+VE-1

:>\/k+1—\/z<2—\1,;<\/_"—\/k—1

Burada k yerine 9 'dan 10° 'a kadar olan
tamsayilar1 yazip olusan esitsizlikleri taraf tarafa
toplayalim:

VIO- VI < e <VI-+B
VIT-VID < 7= < VIO -9

V108 ¥ 1 — 108 < ﬁu—) < V108 — 105 -1

1(l°+1—?<——u<\/1( = /B

27

elde edilir. Buradan 997 < %y < 997,172 ve
1994 <y < 1994, 344 = [y] = 1994 bulunur.

(d) Cauchy-Schwartz Esitsizliginin
Yardimiyla Denklem Coziimii

Cauchy-Schwartz esitsizligi: z;,7; € IR icin,

T1Yh +TaY2 + ... + Tpln <

Vet +ai+ai+ .+ a2 Syl 4. 2
Esitlik durumu fll = ?2- = .. = Z= oldugunda
miimkiindiir.

Ornek 9:

(+4dy+2+5t)2 =43(22 + % + 22+ 12) (1)
2 +y% 4+ 23 + 88 =5157 (2)
denklem sisteminin ¢o6ziim kiimesini bulunuz.
Coziim: z, = 1,23 =4, 23 =1, 24 = 5 ve
Y1 =T, Y% =Y, Y3 = 2, Yy =t kabul edelim ve
Cauchy-Schwartz esitsizligini uygulayalim:

lz+4dy+1lz+51t<

VA2 + 52+ 12+ 12\/22 2 + 22 +- 2,

x+4y+z+5t§\/'L1_3\/:1;2+y2+z2+t2,
(z+4y+ 2+ 5t)2 < 43(z? + 92 + 22 +12).

Esitlik durumu + = 4 = 1

durumunda mumkun(fur

=35
-1

% keRR,

(2) 'de =k, y=4k, 2 =k, t = 5k yazahm
(k e R):
+5%?®

k3 +43Kk8 + k3 =5157 .

Buradan k¥ = 3 bulunur. Coziim kiimesi ise

(3,12,3,15) olur.

Ornek 10: z, y, z sayllann 2% + y? + 22 = 1993
denklemini saglayan pozitif tamsayilar oldugunda
T + Yy + 2z saysuun bir tamkare olamayacagini
gosteriniz.
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Coziim: Cauchy-Schwartz esitsizliginden,

z+y+2< V32 +yd+ 22

z+y+z2< V31993, ve z +y +2 < 78 olur.

Aksini varsayahm, = +y+ 2z bir tamkare ol-
sun. O zaman z +y+ 2z 64, 49, 25, 16, 9, 36
sayllarindan biri olmahdir. Herhangi bir tamkare
tek ise bunun kare kokii de bir tek tamsayidir.
Aym sey ¢ift sayilar igin de gegerlidir. z2 4y? 422
‘nin bir tek say1 olmasi igin z, y ve 2 'nin hepsinin
tek olmasi veya ikisinin cift, birinin tek olmasiyla
miimkiindiir. Bu da @ +y + 2z 'nin tek olmasini
gerektirir. Dolayisiyla z+y+z, 64,16 ve 36 ola-
maz. (z+y+ 2)? > 22 +y? +2? oldugu agiktir.
(z+y+2)?%>1993 >625 = z+y+2>25
oldugundan, z +y + z = 25 ve 9 olamaz.
T+y+2z =49 ise, z%+y? = 1993 — 22,
z +y =49 — z olmaldur.

(z+y)?>2?+y% = (49— 2)? > 1993 — 2*
= 22 — 4924+ 204> 0 ,

2.3 = @ = z > 43 olmahdr.

2 =44 = z+y = 5, % 4+ y? = 57 sisteminin
¢oziimi yoktur.

2> 45 = 22 > 1993. Bu da z? +y? + 2% = 1993
ile geligir. Dolayisiyla kogullar saglayan z+y+2
sayis1 bir tamkare olamaz.
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PROBLEMLER VE COZUMLERIi

Uyarr:  Dergimize ahstirma problemlerinin GO~
zumlerini degil, yalmizca yarigma problemlerinin

cozumlerini yollaymiz.  Céziumleri gonderirken
liitfen su noktalara dikkat ediniz:

- Her sorunun ¢6ziimiinii ayn bir kagida okunakli
ve anlasilir bir bigimde yaziniz.

- Kagidin sag iist kosesine adimz1, soyadinizi,
adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve sinifiniz1
yaziniz.

- Cozlimleri, Akdeniz I“Iniversitasi, Matematik
Bélimii, 07058-ANTALYA adresine 30 Kasum
2000 tarihine kadar génderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERi

A.216. -.-12345678987654321 biciminde olup
19992000 sayisina bolinen dogal say1 var midir?

A.217. 2 — 622 +az+a =0 denkleminin kékleri
olan z,, 3 ve z3 sayilarinin

(1= 3)° + (z2 - 3)° + (23 ~-3)%=0

esitligini saglamasim garanti eden a sayilarinn
hepsini bulunuz.

A.218. Toplamlar 1 ’e esit olan herhangi pozitif
0, (g, O3 + -+ (v, Sayllan i¢in
n

(87 n
S >
2—a; " 2n—-1

=1

esitsizliginin saglandigini gosteriniz.

A.219. Ut; boyutlu uzayi, birbiriyle kesismeyen
ve birbirine kongruent olan 1001 tane kiimenin
birlesimi bigiminde ifade etmek miimkiin miidiir?

A.220. Bir ABC tggeninin ¢evrel ¢emberinin
BC' yay1 iizerinde alinmig Pnoktasindan, BC,
AC, AB dogrularina, srasiyla, PK, PL, PM

dikleri indirilmistir.

|BC|  |AC|
|PK| — |PL|

|AB]
|PM]

esitligini ispatlayimz.
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YARISMA PROPLEMLERI

Y.216. abc =1 ve a3 > 36 ise,

2
a
—3-+b2+c2>ab+bc+ca

esitsizliginin saglanacagim kamtlayiniz.

Y.217. Diizlem hanelere boliinmiig ve bu hane-
lerden rasgele 100 tanesi isaretlenmistir. ispat
ediniz ki hig ortak noktas: olmayan en az 25 tane
isaretlenmis hane vardir.

Y.218. Her z € [-1,1] igin |P(z)| < 1 kosulunu
saglayan P(z) = az® + bx? + cx + d, (a,b,¢,d €
R) polinomlar kiimesine M diyelim.Bu takdirde,
oyle a sabiti vardir ki, M 'den secilen her poli-
nomun bag katsayis1 a igin |a] < A esitsizligi
saglanacaktir; kanitlayiniz.

Y.219. Koseleri bir gember iizerinde bulunan bir
kare verilmigtir. Cember iizerinde alinmis her-
hangi bir noktadan karenin késelerine kadar olan
uzakhklar1 gésteren dort sayidan en az birinin ir-
rasyonel oldugunu ispatlayiniz.

Y.220. Alam S olan A; A3 A3 iiggeninin A;, {i=
1,2,3) tepesinden cikan yiiksekligine A;H; diye-
lim. A} A2A3 tiggeninin eskenar olmasi igin gerek
ve yeter kosulun

3
1
S= g;lAiAHl”AiHily (Ag = Ay)

oldugunu gésteriniz.

COZUMLER

A.206. z+y =1 kosulunu saglayan sayilar
icinde 2 + zy + 3 polinomuna minimum deger
veren x ve ¥ 'yi bulunuz.

Coziim. z+y=1 olduguna gore,
2’ +ay+1° = (¢ +y)(2? — 2y +12) + 2y
=z’ —zy+yP+ay = 22 492 = 22+ (1 —2)?
_ 1y2 1
= 2(.’,E - 5) + 2
olur. En son ifadenin minimum olmasi icin z =
olmalhdir. £+ y = 1 kosulundan da y =
bulunur.

(%] o % o

A.207. Bir n dogal sayisimin tiim pozitif
bélenleri sayisia s diyelim. n ’nin tim pozitif
bélenleri ¢arpimim n ve s cinsinden bulunuz.
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Coziim. Eger ¢;, (i = 1,2,...,s) n 'nin bir pozitif
béleni ise, n = ¢;p; saglanacak bigimde bir p;
pozitif boleni bulunacaktir. ¢; 'lerin artan sirada
dizildigini, yani,

l=q<@2<...<g_1< g =n

oldugunu varsayarsak |,
Ds—1 > Ps =1 olur.

{QI'IQZJ"':(IS} ve {plaPZP--,pg} kiimelerinin aym
kiimeler oldugunu gérmek zor degildir. n = p;qg;
esitliginden
n° = P1G1-P292.--PsGs = (P1P2.-Ps)(q142..-05)
= (192--4s)?
elde edilir ki, buradan da q;¢z...q; = /n® olur.

n=p >p > .. >

A.208. a,,a5,as,...,
w2 by 20 ise,

n n
Zaibi < Zaj
i=1 i=1

esitsizliginin saglanmasini garanti eden bir k € N
bulundugunu kamtlaymmz. (Samanyolu Matem-
atik Grubu)

a, €ER ve 1>b,2b >

Coziim. Ap=0veher k=1,...,n igcin A =
a; +... +a, olsun. Bu durumda, her i =1,...,n
igin
a; = Ai o A.i_
Yoaiby =Y (A — Aim1)b;

=3 Abi =3 A1 b;
=3 Aib; — ) Aibiyy

1 olur ve

= Al’tbﬂ. e Z Ai(bt . b£+l)
elde edilir. Eger maks{A;,As,.., A} = Ai
ise,
|Z aibi| S |Aﬂ.l bn + Z: [At.l (bl = bi+1)
< |Ak|bn + |Ak| 3 (b = biv1)
= |Ak| by < |Ak] = 3 ay
olur.

A.209. z; ve 3,22 — 6z + 1 = 0 denklemini
saglayan sayilar olsun. Hig bir n dogal sayisi icin

Problemler ve Coziimleri

x} + % sayisinin J ile bolinmedigini ispatlaymiz.
(Samanyolu Matematik Grubu)

Coziim. Her n dogal sayisi igin

zy +xh
= (e} 7 + 257 (@ +32) — @y 2p 7 — 2T
= (2P 2l ) () +22) — (2P 2 425 7%)

'dir. Vieta Teoreminden, z;+x2 =6 ve x;z3 =
1 oldugu goriilir. O halde,

7 + 2} = 6(z - =

I B CHa
'dir. Her » > 1 igin z} + 2% = a, olsun. Bu
takdirde, her n >3 igin

Gp = ap_1 — ay_2 ( Mod 5)

olur. Diger yandan,

a; = 1( mod 5) : ap = 4( mod 5),
az =2(mod5) ag = 4( mod 5),
a5 = 1( mod 5) ; ag = 2( mod 5),
a7 = 1( mod 5) ; ag = 4( mod 5),

ve tiimevarimla, her k > 1 igin
ar = ax+6( mod 5)

oldugu goriiliir. Bu, her n > 1 i¢in a, = 0( mod 5)
oldugunu gosterir.

A.210. ABCD yamugunun kosegenlerinin
kesigim noktasi E, [BC| tabani iizerinde bir nokta

A A
K ve AKE=DKE ise, C 'nin AK dogrusuna
uzakhg |CC’|, B 'nin DK dogrusuna uzakhg
|CC'| olmak iizere, |BB’'| = |CC’| oldugunu is-
patlayiniz.

Coziim. FE, AKD ’nin agortay: iizerinde
oldugundan, AK ve DK ’dan esit uzakliktadir.
Bu uzakhgin, C 'nin AK 'ya uzakhna oram ££;

cc?
ve B i¢cin de bu oran B—BQT "diir.
AE _ BE AE _ EP DE _ E
EC = ED' Ac — o DB—E'BQ""e
AE BE .
AC T BD JEJ={BR:
Y.206. 25 x 25  karesinin her hanesine

+1 veya —1 sayillarindan biri yazilmistir. -
inci satirdaki sayilarin ¢arpimma a; ve j-inci
sutundaki sayilarin carpimina da b; diyelim.

a1+b1+a2+bg+...+a25+bg5;é0
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oldugunu gosteriniz.

Cozim 1. Kare tizerinde yazilmig biitiin
sayllarin garpimina A dersek . ajaz.ass = A =
bibs...bas olur. a; ve b; 'ler +1 oldugundan, a; +
bi+...+ass+bss = 0 olmas: igin ay, b,.
sayllaninin tam 25 tanesi +1 ve 95 tanesi de
-1 olmalidir. Boylece, a; ler icinde n tane
—1 varsa, b; ’ler iginde 25 — n tane —1 bulun-
malidir. Fakat, n ve 25 — p, sayllarinm biri ¢ift
oldugunda, digeri tek sayl olacagindan, ajas...ass
ve  biby.. .bys sayilarinin bir negatif, digeri de
pozitif olmalidir. Ancak, by carpimlarin ikisi de
ayn1 bir Asayisina esit oalcagindan, bu miimkiin

degildir. Dolayisiyla, ap+by 4 .+ ags 4 beg = 0
olamaz.

- @25, bas

(Cozenler: Erdem Koyuncu (Antalya), Metehan
Aydin (Ankara)).

Coziim 2. +1 ve —1 ’den olusan bir dizinin
terimleri ¢arpimi 41 ya da —1 'dir. By nedenle
a; = F1, b; = ¥1 olmahdir. a; + b, + as + by +
.+ azs + bas = 0 diyerek aksini varsayalim.

Bu toplamin 0 olmasi, terimlerin 25 tane 1, 25 tane
—1 icermesiyle miumkindiir. (1)
Bu nedenle tiim terimlerin ¢arpimi —1 'dir. Fakat
tum terimlerin ¢arpiminda karenin icindeki bir
say ki kez gegmektedir (hem siitunda hem de
satiinda). Bu say1 1ise, (1)> = 1, —1 ise
(—1)2 =1 olur. Yani tiim terimlerin ¢arpim 1
olmaldir. Bu da (1) ile geligir. Yani a; + b; +
ot ags + bas # 0 olmahdir.

- (Cozenler: Ali Nabi Duman (Ankara)).

)

Y.207. Herhangi 3 tanesinden bir iiggen
yapilabilen 5 dogru pargasi verilmistir. Bu dogru
pargalarindan yapilabilen tiggenler icinde en az bir
tanesinin dar agih oldugunu kanitlayimz.

Gozim. Pargaciklarin uzunluklarini azalmayan
sirada dizelim : a < b < ¢ < d < e Bu
pargaciklardan yapilabilen uggenler iginde hic dar
agili bulunmadigin varsayalim. O halde

622az+62,d2262+bz,622d2+62

olacaktir. Esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak,
Atdi+e?>a? + 202 +22 +d2 =
e > a* +26% +¢? = (a® 4 %) + (b2 + ¢?)
> a* 4+ b% + 2be > a? + b2 4 2ab = (a+b)*

41

=>e>a+b olur.

Sonuncu esitsizlikten ise, uzunluklan a, b, e olan
pargaciklardan bir tiggen yapilamayacag goriiliir.

Celigki.
(Gozenler: Ali Nabi Duman (Ankara)).

Y.208.  Asagidaki denklemin tiim rasyonel
kcklerini bulunuz:

abz?+(a®4+b%)z4+1=0 | (a,b € Z)

Coziim. ab # 0 oldugunu varsayalim. A = (a®+
b* )? — ab dersek, denklemin rasyonel kokiiniin
varhg icin VA sayisinin bir tamsay1 olmasimin
gerekli ve yeterli oldugunu soyleyebiliriz.

a =b ise, A = 4a*(a®—-1) saysi, sadece,
a®* =1 igin tam kare olur. Béylece, bu durumda
Yaa=b=1yadaa=b= -1 olmaldir. Her iki
durumda da denklem 2242z+1 = 0 denklemine
dontigiir ve kokii z = —1 “dir.

a #bise, ab< 0 igin (a?+b%)% < A < (a2 +b%+
1)*,ve ab> 0 igin (a24+b2-1)? < A < (a®+5%)?
egitsizlikleri bu durumda A ’nin bir tam kare
olamayacagin gstermektedir.

ab = 0 durumunu incelemek okuyucuya
brrakilmgtir.

(Cozenler: Ali Nabi Duman (Ankara), Necati
Girgin (Denizli)).

Y.209. a” +2" 4+ 1 sayist a"+! 4 27+ 4 1 sayisiny

bolecek bigcimde tiim a ve n pozitif tamsayilarini
bulunuz.

Coziim. a = 1 ve a = 2 i¢in problemin ¢ozumii
olmayacag) kolayca goriilebilir.

a > 3 oldugunu varsayalim.
a4 9ntl 4
=a(a"+2"+ 1)+ 2"t — g 2" —qg+1
esitligini kullanarak a™ 4 2% + 1 | a®*+! 427+ 4 ]
saglanmasl igin gerek ve yeter kosulun,
a"+2"+1|(a—2)2"+a-1

oldugunu soyleyebiliriz. O halde

a"+2"4+1<(a=2)2"+a-1
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olmahdir. Sonuncu esitsizligi

a,. a 1 1
(5) +1<(@-2)+ 55— 57

bi¢iminde yazalin.

>3 ol.dugundan., 2 =1+y,y> 5 yazabiliriz.
Bernoulli esitsizliginden (1 + )" > 1 + ny olur.
Bunlan yukaridaki esitsizlikte gozoniine alirsak,

2+ny <2y + Y

1
2n~1

ve boylece,

¢

1 2 1
n<2+———<2+—=>n<2
2 Yy 2n

oldugu goriiliir. n = 2 durumunda a® +5 < 5z —

9 esitsizligi elde ediliyor. Fakat bunun ¢ozimi
yoktur.

n = 1 halinde, &2 +3 =a+3+ 703 a+3 € N olmahdir
ki budaa+3=7 (a=4) vea+3=14
(a = 11) durumlarinda saglanir.

Boylece, problemin kosulunu saglayan ikililer
(a,n) = (4,1), (11,1) 'dir.

(Gozenler: Necati Girgin (Denizli), Ahmet Arag
(Denizli), Ali Nabi Duman (Ankara)).

Y.210. ABC dar acih iiggeninde A, B, C 'den
[BC), [CA], [AB] kenarlarina indirilen dikmelerin
ayaklar1 sirasiyla D, E, F; yine A, B, C 'den EF,
FD, DE ’ye indirilen dikmelerin ayaklari sirasiyla
P, Q, R ile gosterilmek uzere AP, BQ, CR

dogrularimn aym noktadan gectigini gosteriniz.

Coziim. AEF = AEP = ABC, APE =
ADP = 90° oldugundan BAD = PAE bu-
lunur. AP ile (ABC) gemberinin kesisim nok-

tas1 K ile gosterildiginde AKC = ABC olur. O
halde ACK = 90° ve [AK], (ABC) 'nin capidir.
Dolayisiyla AP, bu gemberin merkezinden geger.
Benzer bigimde, BQ, CR de merkezden geger.

(Cozenler: Necati Girgin (Denizli), Ali Nabi
Duman (Ankara), Metehan Aydin (Ankara), Ah-
met Anag (Denizli), Hasan Karabuk (Izmir) ).

Problemler ve (éziimleri

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosunda kabul etmektedir.  Yaymlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmasi diginda her-
hangi bir kisitlama yok. Fikir vermesi acgisindan
su konular siralayabiliriz:

* Konu sunuglari.

* Matematiksel diisiincenin degisik alanlardaki
uygulamalarin vurgulayabilecek yazilar.

* Yillardir ¢éziim bekleyerek yeni ¢oziilmig
ya da heniiz ¢oziilmemis iinlu problemlerin
tanitimi.

* Matematige ilgi duyan ogrencilerin kendi-
lerini agmasina yardimei olabilecek problem-
ler.

* Matematiksel kavramlar tarihi ve mate-
matikgilerle ilgili yazilar.

* Daha saghkh bir miifredat programmi
olusturmaya onelik inceleme, elestiri ve al-

ternatif oneriler.

* Matematik Diinyasindan giincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi gibi
bitiinligli bozmayacak baz1 degisikliklerle de
yaymlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif {icreti odemeye elverigh degildir. Bu
nedenle anlayigla karsilanacagimizi umuyoruz.
Gonderilecek yazilarin okunakh el yazis1 ya da ter-
cihen daktilo ile ya da PC ’'de Latex program
yarduniyla, diizgiin ve tam ciimlelerle, Tiirkge
dilbilgisi kurallarina uyularak, istiiste formil
yiginlarindan kaginilarak yazilmasi, beg sayfay
gegecek yazilarda bélme noktas: belirtilmesi rica
olunur. Yazilar

Matematik Diinyas:
Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii,

07058-Antalya

adresine gonderilecektir.







Esteencklerin
. EOI01dusu Yerde,
}Ter(:lhler Daima

En lyi Olana Yonelir.

MODERN EGITIM FEN DERSHANELER]

GENEL MUDURLUK (Besiktas) Tel: 259 74 26 (4 Hat) Serencebey Yokusu No:4
SUBE | (Begiktag) Tel: (0212) 260 72 00 (4 Hat) Barbaros Bulvan S. Bagc! Ishani No:56-58
SUBE Il (Kadikay) Tel: (0216) 346 27 58 - 346 27 62 Kusdili Caddesi Sevimli |§;han| B Blok
$UBE n (Bak1rk6y)"l§th(0212) 543 79 13 - 543 79 98 istanbul Caddesi Kirmizi Sebboy Sokak Girdamar is Merkezi
SUBE IV (Kadikdy) Tel: (0216) 347 00 97 (3 Hat) Osmanaga Mah. Yogurtgu Silkri Sok. No:64
http:// www.mef.com.tr
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