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MATEMATIK DUNYASINDAN...

Diiglerin milyarderleri olan insanlarla yine bir-
likteyiz. Ulusal Kurtulug Savagimzin simgesi
olan Izmir’den yaym hayatimizi inadina siirdiirme
kararhh@indayiz.  Artik geleneksel hale gelen ev
sahipligi gorevini bu sefer Izmir Yiiksek Teknoloji
Enstitiisii Matematik Boliimii iistlendi, darisi1 bagka
matematik boliimlerinin bagina.  Ayrica, gegmig
sayllarin yaymindaki katkilarindan dolayr Akdeniz
Universitesi, Matematik Boliimii'ne tegekkiirlerimizi
iletiriz.

Bu sayida, Yahya Gokmen Boyar'm kaleminden
gecen ay yitirdigimiz Fikri Gékdal'in amsina kaleme
alinms ”Oklid Diizleminde Gegen Bir Yagam”
baghkli yazisim bulabilirsiniz. Bizler de Matem-
atik Diinyasi(MD) olarak kendisini saygiyla aniyoruz.
Diger yazilari da aym olgiide zevkle okuyacaginizi
umuyoruz.

Gelecek sayilarimizda Matematik Felsefesi, Matem-
atik Tarihi ve Matematik Egitimi konularim igeren
6zel bir say1 hazirlamay: diigiiniiyoruz. Bu konularda
yazilarimzla MD’na. destek vereceginizden kugkumuz
yok. MD ile ilgili haberlere (http://www.tmd.org.tr),
(http://galois.iyte.edu.tr/mdunyasi)  adreslerinden
erigebilirsiniz. ~ Okuyucularimizin her yil sonunda
MD’nin CD cildini edinmesini saglamaya galigacagz.
Kiiresel ya da ulusal krizlere ragmen inadina diigiinen
ve iireten insanlar1 MD’na ¢agiriyoruz. MD’na abone
olalim ve abone bulalim ki matematigin samanyolun-
dan bir y1ldiz da sizin masamza insin.
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OKLID DUZLEMINDE GEGEN BiR YASAM: FiKR.i_G(‘:’:KDAL

Yahya Gékmen Boyar
Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii, 07058-ANTALYA

Tlim, ilim bilmektir,
Tlim, kendiin bilmektir,
Sen kendiinii bilmezsin,
Ya nice okumaktir?

YUNUS EMRE

ONSOZ: SONSOZ SONRASI

Yil 1999, iiniversiteye yeni bir hoca gelmis, “Belitsel Geometri” dersine girecekmis. Uzaktan gordum
esmer, uzun boylu, olduk¢a zayif, saninm 55-60 yaslarinda, disiplinli birine benziyor, yiiriiytisinden belli
dimdik. Gri bir pantolonu var, lisede giydiklerimize benziyor. Derslerine girmeye bagladim, tahminim
dogruymus disiplinli, ayrica tahtayla tebesiri kalem kagit gibi kullaniyor, ziyan etmeden. Yazisinin giizelligi
okumaya heveslendiriyor insani, gizimleri sasirtici derecede diizgiin, gember gizerken pergel, dogru gizerken
cetvel oluyor sanki, saninm bu hoca dersi dnemsiyor. Zamanla bir ok zelligini daha 6greniyorum, mesela
esinti onu rahatsiz ediyor, derse girer girmez dnce kapi pencere kapatiliyor, bir de dersin takip edilmesi
onun igin onemli, devamsizlik, bize verilmis bir hakki kullanmamak anlamina geliyor. Zaman gegiyor,
pek giiliimsedigini gdrmilyorum ya bir sikintisi var ya da giilecek bir sey yok. Arada bir dersin sonlarinda
rahatlatan bir soz soyleyip, tebessiim ediyor, i¢im giliyor. Adi kalmis insanlardan sézederken de bedeni
heyecanla geriliyor. Dikkat gekilmesi gereken felsefi ciimlelerde kiiciik gozleri, kocamanligiyla beni sasirtiyor.
Ogretiyor, 6greniyorum.

Odasinin kapisi agik, giren tann misafiri, inceligi ruhundaki tebessim, masasinda sicak ¢ay ya da kahve

dumani sigarasinin dumanini kovalamakta, gozler bizim bilmedigimiz bir diinyada gegmisi sorgulamakta,
belki de iki boyutlu bir diinyada tgiincli boyutu aramakta, miizik ise klasikligiyle tiim olanlara eslik etmekte.

Bir yakinlik seziyorum, olgunluk kokusu aliyorum, kendi olan biriyle karsi karsiyayim, saygim sevgi destekli
ve artiyor, artiyor... Zor bir dénemin zorlu sartlarina katlanilmis, yilhnmamis, unvan degil 6z hedef alinmis.

Saskinim, kii¢iliyorum.

Oliimii diinyada hakikat gérdiim.

ASIK VEYSEL

VE BIiR GUN ...

Gin kis glind, hava ilkbahar &zentisi. Belki erken yatilmis giin ncesi kimbilir belki de doyasiya yasanmis
gecesi. Ne olursa olsun giin hep bir dogusa gebe, yeni bir uyanisa. |ki goz kapaginin es zamanli hareketi ve
bir beklentiyle agildi giine goz. Her yeni baslangic gibi biraz da saskin. Yatak, yastik, yorgan herzamanki
aynlisi yasadi bedenden, ayaklar yere dik giiniin ilk adimi digerine éncii, alinan yol prensip geregi aligiimis.
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Yillar calismayla Szdes, tatil ezberlenmemis bir kelime, haftanin sonundaki iki giinden ilki ama yine de
gorev yerinde hazir beklenilmekte. Orasi kutsal, dort duvar.

Seven sayisi tanistigl insan sayisi ama yalnizlik esash bir effitmen sona hazirlik icin. Bir beklenti var ve
herhangi bir evren an' 1; durdu evren durdu, boyutlar an ‘in igindeki saygi durusu; bitti.

Ugurladik, gokyuzunun gozleri bulutlar aglastilar bu miitevazi gidise. Bize dertlesmek kaldi, kalanlan
paylasmak ve biiyiitmek degerlerini.

ARDINDAN SOYLENENLER ...

Klasik geometrinin biiyik istadi, yagam OkKlid diizleminde gecmis biiyiik insan FIKRI GOKDAL
HOCAM ‘a sonsuz sevgilerimle... (ilham Aliyev)

Sizinle birlikte ¢ok sey paylastik bu kisacik donemde. Matematigin yaninda dostlugun, sevginin ne demek
oldugunu o&grendik. Sizin igin tek bir sey sdyleyecegiz ve bu her seye yetecek...

HOCAM, SiZ MUTHIS BIR INSANDINIZ... (Matematik BSliimii 1. smf égrencileri)
Hayatimda tanidigim en diiriist, en kibar ve en saygideger hocaydiniz, kisiydiniz. (Nesrin Tutas)
HOCAM, 10 dakika geg gelirim demistiniz, bir omiir degil. (960304019)

Ellerim titriyor. Kaniyorum. Yiiregim, beynim paramparca. Nietzche 'nin bir sozii var: "Biz varken 6liim
yok, oliim varken biz yokuz” diyor iinli filozof.

Siz hep varsiniz HOCAM. (Sezen iscan)

Her gegen giin ciddiyetten uzaklasan giiniimiiz akademik yasaminda, yaptiginiz her isi nasil da ciddiye
alirdiniz, sevgili hocam (Mutlu Giiloglu) ’

Estetik ve diizenin hep bir arada bulundugu galismalarinizi hi¢ unutmayacaﬁlz. (Ayhan Dil)

Hayati boyunca ilkeli davranmay kendine bir yasam bicimi yapmis hocamiz, her zaman bizi iyiye, giizele
ve salt dogruya yoneltmeye ugrasti. Odasina gidip soru sordugumuzda isin inceliklerini her zaman anlatr,
ylizeysel olmaktan kaginirdi. lyi bir matematikgiyi meseleleri derinlemesine sorgulayan matematikgi olarak
tarif ederdi. Matematigi ve onu anlatmasini ¢ok severdi, zaten bir cumartesi glinii odasinda ogrencilere
matematik anlatirken vefat etti: Su testisi su yolunda kirldi... (Ramazan Tinaztepe)

Matematigin kutsalligini ve felsefesini bize ogrettiginiz icin cok tesekkuirler... Umarm orada Gauss ve Euler
ile matematik toplantilan yaparsiniz. (Yildiz Giildogan)

Yasadiginiz gibi gittiniz HOCAM! (Ugur Giiray)
Cinarlar yatakta degil, ayakta 8liir. Hocam sizi hig bir zaman unutmayacagiz. (Ugur Ozcan)

Durun hocam, nereye gidiyorsunuz? Sizden 6grenecegimiz daha ¢ok sey var... Birlikte gecireceffimiz
matematik sohbetleri var, daha matematik olimpiyatlan yapacagiz; siz sorular hazirliyordunuz ya...

“Dur! Nereye gidiyorsun?” Bunu siz sdylerdiniz hocam... Sizi unutﬁayacaélz. Hep kalbimizde olacaksiniz.
(Simten Uyhan)

Dersleriniz hep sabah 8:40'ta olurdu ve ben uyumayi ¢ok seven bir insanim. Bu sabah sizin icin son kez
yine 8:40'ta okulda idim. Sizi amma gok seviyormusum hocam! (Serife Es)

Pergel ve cetvel kullanarak gizilemeyenlere inat, ne giizel ¢izerdin tahtaya bir tebesir ile cemberi... Sevgi
ve saygilarimla... (Ayse Uyar)

Bu hayat oyununu mutlak diiriistliikle oynayan nadir insanlardan biriydi Fikri Hocam. (Melih Eryigit)
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Boliimiimize ve tek tek her birimize kazandirdiginiz tiim giizellikler iin tesekkiirlerimi sunuyorum. Giile
gile... (Dogan Coker)

SONSOZ

Yollarin kesistigi yerde bir yolcu tanidim

sekli insan,

ruhuna gelince inceligi bedeninden ince.

Yolcu kesisimde noktaladi yolu, bir digerine baglasin diye.
Biz ki yolu bitmeyenler cebimize koyduk yolcudan kalanlari,
icimizde bir aci, tarif etmek tanimsiz

bir de tebessiim takilmis yliziimuize,

yola devam...

MATEMATIKSEVERLER ICIN KiTAPLAR...

SURREEL SAYILAR
Yazan: D.E. Knuth, Ceviren: Mehmet Budak, Nar Yayinlari, 1995

Bu kitap, popiiler bilim kitaplar1 sozkonusu oldugunda akla ilk gelen orneklerden biri degil. Bir
bilimsel alanin giincel tartigmalarini, tarihini veya éncii kisiliklerini ele almiyor. Ancak, 6zgiil bir
alt-alanimn hatta bir konunun daha genis ve derin bilgisini veriyor. Siirreel Saglar, bilimle profesyonel
olarak degil, ancak aktif olarak ilgilenmek isteyen okura uygun bir ¢calisma. O nedenle okurdan biraz
zaman ve emek istiyor. Zaten kitabin bilgisini ve 6ziimsemenin ve tadina varmanin da bir bagka yolu

yok.

MATEMATIKGI GAZETE OKUYOR
Yazan: J.A.Paulos, Ceviren: Celal Kapkin, Evrim Yaymneuvi, 1999

John Allen Paulos, Innumeracy’yi best seler yapan ayni, bildik, dostca, niikteli ve zeki yaklagimla,
her giin okudugumuz makalelerin birgogunda matematigin ve sayilarin nasil bir anahtar Oge oldugunu
gostererek glinliik gazete sayfalar arasinda dolagiyor. Senato’dan, SAT lara, sekse, suca, iinliilere ve
mezheplere, matematikle hic ilgisi yokmusg gibi goriinen Sykiileri aliyor ve matematik bilgisinden
yoksun olmanm onlar1 kavramamiza nasil engel olabildigini gésteriyor.

MATEMATIKLE BASARIYT YAKALAMAK
Yazan: G.Shaffner, Ceviren: Melih Uzmez, Giin Yayincilik, 2000

Bu kitapta matematigin yardimiyla, hayatin gerceklerinin anlagilmasini saglamak hedef almmigtir.
Bilgisayar sanayinde yirmi yil caligmig ve bu siirenin son yillarinda ii¢ biiyiik uluslararasi bilgisayar
firmalarinda CEO ce COO (genel miidiir ve iist diizey yonetici) olarak gorev yapmig, matematigi gok
seven Ui¢ cocugun babasi olan George Schaffner, kitabinda gergek hayat hikayelerinden 6rnekler, bili-
nen kelime ve sayilar1 kullanmak, olaylar1 basit ve kisa tutmak ve denklemleri iclerindeki bilinmeyenle
¢ozmek gibi konular tizerinde duruyor.




KARMASIK SAYILAR VE IKi TAMKARE TEOREMI
Oktay K. Pashaev-Engin Biiyiikagik

[YTE,Matematik Béliimii, Urla, IZMIR

1. Girig
Babilli matematikeiler giiniimiizde Pisagor bagintisi olarak bilinen
z? +y? =22

esitligi ve bunu saglayan (z,y, z) tamsay: iigliilerini merak etmig ve bunun iizerinde caligmiglardir.
Bu bagintiy1 saglayan x,y, 2 tamsayilar1 Pisagor tigliileri olarak adlandirilir.

Hellenistik dénemden beri ilkel Pisagor iigliilerinin (1 diginda ortak carpani olmayan) su yolla
elde edillebilecegi biliniyordu; p ve ¢ aralarinda asal ve ikisi birden tek olmamak iizere a = p* — ¢2,
b=2p q, ¢ =p? + ¢°. Bu durumda a, b, ¢'nin bir Pisagor iigliisii, yani a® + b? = ¢ oldugunu gdrmek
kolaydir. Bunun yaninda, iki tamkare toplaminin, bagka bir iki tamkare toplam ile ¢arpummn yine
iki tamkare toplamina esit oldugu yaklagik 4000 y1l 6nce Babilliler tarafindan biliniyordu.

Orneggin: 2 = 12 + 12, 34=32 4+ 52

68 =2.34 = (12 +12)(3% +5%) =22 4 82

Fibonacci, ”Tamkareler Kitab1” adl eserinde, Diophantus 6zdegligi olarak bilinen bu 6zdeglikten
sozeder.
Bu o6zdeslik bagka bir {inli problemde onemli rol oynar. Bu problem, biiyiik olasilikla Pisagor
licliilerinin yukaridaki gosteriminden etkilenilerek olugturulmus olan ” Herhangi bir pozitif tamsayinin
iki tamkare toplam geklinde yazilip yazilamiyacag” problemidir. Bu broblem, gegmisteki biitiin iinlii
matematikgilerin dikkatini ¢ekmigtir. P. Fermat 1659’da yazdig bir yazisinda, p = 4n + 1 geklindeki
her asal saymnin iki tamkare toplam seklinde oldugunu ispatladigim agiklamigtir. Ancak Fermat’in
bu ispatina iligkin herhangi bir kayit bulunamamigtir. Yaklagik 100 yil sonra kayda gegen ilk is-
patlar 1749’da Euler’e, 1775’de Lagrange, 1776’da Laplace aittir. Gauss’da iki tamkare yaziliminin
tek olmasi gerektigini gostermistir. Bu problemin en basit ispati D. Zagier’e aittir ve bu ispat:
"p = 1(mod4) seklindeki her asal saymm iki tamkare toplamina esit oldugunun bir satirlik ispat:”
adl makalesinde tamitmigtir. Gergekten de ispat tek satir igerir. Bu ispat aslinda Liouville tarafindan
yapilan bir ispattan etkilenen Heath-Brown’in ispatinin basitlestirilmesidir.

Tkinci boliimdeki iki tamkare teoreminin ifadesini vermeden énce birinci bélimde karmagik sayilar
ile iki tamkare 6zdegliginin geometrik yorumunu ele alacagiz.
Hamilton tarafindan gozlemlendigi gibi karmagik sayilar; vektorel toplam ve vektorel carpim yardimuyl:
R? olarak diigiiniilebilir. Bu yaklagim ”quaternionlar ve dort tamkare” ve ” oktanionlar ve sekiz
tamkare” 6zdegliklerine agilimi elverigli kildig1 icin uygundur.

Unlii dért tamkare ozdegligi ve quaternionlar konusu bir sonraki yazimizda ele ahnacaktir.
2. Karmagik Sayilar

Pisagor teoremine gore; dik kenar uzunluklari z,y ve hipoteniisiiniin uzunlugu r olan bir dik
iiggende
z? 4 y2 =r? (1)
esitligi vardir. Simdi R x R = R? diizlemini ele alalm. Bu diizlemdeki her P(z,y) noktas: igin (1)
esitligindeki r gergel sayisi, P noktasmin orijine O(0,0) olan uzakligim gosterir. Her P(z,y) noktas:
z =z + iy (i = 1) ile eslestirilirse bu iglemin sonunda C = {z =z +iy|lz € R, y € R} kiimesi elde
edilir. Elde ettigimiz C kiimesine karmagik sayilar kiimesi denir. 2,, 2 iki karmagik say1 olmak iizere;
bu iki saymin toplami(fark):

z1 % 20 = (21 +iy1) £ (22 + iy2) = (71 £ 72) + i(y1 L o) (2)
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olarak tammmlanir. Bu ise koordinatlari (z;,y;) ve (2,2) olan iki vektoriin toplami(farki)dir. Aynt
sekilde z; ve 23 karmagik sayilarinin garpimi

2123 = (1 + iy1) (T2 + iy2) = (2172 — n1y2) +i(@1y2 + T201) 3)

dir. Ancak bunun (2) deki gibi vektérel bir iglemin sonucu olarak ifadesi kolay degildir. Sézkonusu
ifadeyi olugturmadan 6nce, her z karmagik sayisina Z ile gdsterilen ve 2’nin eglenigi olarak adlandirilan
7 = 2+ i(—y) = z — iy karmagik sayisim kargihk getirelim. Bu iglem karmagik sayilar kiimesinde
o(z) = % olarak tanimlanan bir involiit (bkz. Ek) rnegidir (Gergekten o2 = I ve 0%(z) = z). Bu
involiitiin sabit noktalar1 (o(z) = z) ise z = Z kosulunu saglayan saylardur, yani gergel sayllardir.
Bir z € R modiilii ile z sayisinn orjine olan uzaklifs kastedilir ve |z| ile gosterilir. Bir z =z +1y
karmagik sayisimn modiilii ise Pisagor teoremi yardimiyla;

|22 = 2® +4* =1 (4)

olarak tanmmlanir. Bu son esitlik ayni zamanda birbirinin eglenigi olan iki karmagik sayinin garpimina

karsilik gelir, yani .

B = (z+iy)(:1:—z'y)=a:2+y2=r2 (5)
iki Tamkare Ozdesligi: (Alezandria’s Diophantus)

(6)

(2 + 92) (=% + ¥3) = (za22 — y1y2)’ + (T1y2 + zoy1)?
Bu 6zdesligin ispat1 agagidaki esitliklerden dogrudan elde edilebilir.
(z125 — ylyz)z = (5~'=1f'32)2 + (ylyz)2 — 231229192

(@192 + 1122)° = (2192)° + (122)° + 25182419
Bu dzdeglife gore 21 ve 23 karmagik sayilar icin agagidaki formiil elde edilir.

|12 = |21 22l (7)

Asagida; :
B z
olz) =27 = 2P (8)

(z.271 = 1) ile tammh déniigiim de karmagik sayilarda bir involiit ornegidir.

Problem 1. ¢ mn bir involiit ve o2 = I oldugunu gosteriniz.
Problem 2. Bu involiitiin sabit noktalarim bulunuz.

Simdi (3) formiilii ve bu formiiliin geometrik anlamma geri donelim. Tk olarak u = z + iy igin,

lul?=au=1 (9)

lalm. Bu kiime yarigapt r = 1 olan 22 + y% = r?

kosulunu saglayan noktalar kiimesini gozoniine a
2¢ +sin?t = 1 egitliginden yola cikarak bu

cemberi iizerindeki noktalara kargihk gelir. Ayrica cos

cember iizerindeki noktalar, 0 <t < 2w olmak {iizere,
z =cost, y=sint (10)

geklinde yazihr ve buradan da
u=cost+isint (11)

elde edilir.

uy = cost; +isinty ve ug = costy +isintz karmasik sayilar birim gember iizerinde ve arglimenti
sirasiyla t;, to olan noktalar temsil eder. Simdi uy ve u2 birbiri ile ¢arpilirsa,

uiup = (cost; + isinty)(costz + isintg) =
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(cost, costy — sinty sinty) + i(cost; sinta + cost sint;) =
cos(t; + t2) + isin(t1 +1t2) (12)
elde edilir ve goriildiigii gibi u; .up carpimida birim gember {izerinde argiimenti t,+t; olan bir noktadr.
Boylece her z = z + iy karmagik sayis1 modiili |u| = 1 olan bir u € C igin,

z T+iy T . Y

= +1i
RN e R A . /5% + 42

seklinde yazlabilir. Buradan (11) denklemine gore

U=

T y .
- —cost, ———— =sint
/22 + 2 "+ y?
bulunur. Buradan da herhangi bir z € C igin '
z = r(cost + isint) (13)

elde edilir. O halde
21 =r1(cost; +isint;), 22 = ra(costy + isinty) herhangi iki karmagik say1 olmak iizere

2129 = rirafcos(ty +t2) + isin(ty + ts)] (14)

carpim elde edilir. Boylece herhangi iki karmagik saymmn ¢arpiminim geometrik anlaminin; modiilii
71.7To Ve argiimenti t; + ¢ olan bir nokta oldugu gorilir.

3. Gauss Tamsayilar:

m, n € Z olmak iizere z = m+in karmagik sayisim gézoniine alalun. Bu gekildeki tiim z sayillarimn
kiimesine karmagik tamsayilar ya da Gauss tamsayiari denir ve Z[i] = {n+im|n,m € Z } ile gosterilir.
Geometrik olarak Gauss tamsayilan diizlem iizerinde koordinatlari tamsayilar olan noktalar kiimesini,
baska bir degisle tamsayilar kafesini verir. (2) denklemine gore iki Gauss tamsay1sinin toplam (fark:)
bir Gauss tamsayisidir. (3) denklemine gore z; = n; +imy, 22 = ng +imz icin;

2125 = (ny +1imy)(ng +img) = (n1ng — mimgy) +i(nymg — myng) (15)

carpmm bir Gauss tamsaysidir. Bu son esitlikten iki tamkare ozdegliginin Gauss tamsayilarimn
modiilii icin saglandig goriiliir yani;

(n? +m?)(n3 + m3) = (ning — mimy)? + (nymg + myny)? (16)

C de oldugu gibi o : z = m +in — Z = m — in doniisiimii Zli] lizerinde de bir involit’dir.
Ancak (8) ile tammlanan involiit genelde Z[i]’de involiit degildir. Bunun sebebi bdlme igleminin
Gauss tamsayilar tizerinde tanimli olmamasidir. Bagka bir agidan bakilirsa, z=m +in ve n = kn,,
m = kmy, k € Z yada n = 0(mod k), m = 0(mod k) olacak gekilde bir karmagik say1 ise z = m+in =
k(mj +iny) = k21, 21 € Z[i] olur. Buradan da

|2 = n? + m? = K?(n? + m2) = k|21 (17)
Boylece z = 0(mod k) ise |z|? = 0 (mod k) olur.

Simdi M = {m?+n? | |2|> = m®+n?, z € Z[i]} kiimesinin elemanlarm belirlemeye calisahm. Bu
kiime aslinda iki tamsaymnin kareleri toplami seklinde yazilabilen tamsayilar kiimesidir. Her tamsay1
sonlu sayida asal saymin carpim olarak yazlabildiginden, sézkonusu problem p = m? + n® geklinde
yazilabilen p asal sayilarim bulmaya indirgenir.

Teorem 1. (Fibonacci) p ve g iki tamkare toplam seklinde yazilabilen iki asal say1 ise, carpimlan
da iki tamkare toplami geklinde yazilabilir.
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ispa.t (16) daki iki tamkare 6zdegliginden dogrudan yapilabilir.

Boylece iki tamkare toplam seklinde gosterilebilen asal sayilari bulabilirsek iki tamkare toplami
geklinde yazilabilen biitiin tamsayilan belirlemig oluruz.

Her p > 3 asal sayis1 k €N icin 4k + 1 ya da 4k + 3 seklinde oldugundan bu sayilar dikkate almamiz
yeterli olur.

Teorem 2. p = 4k + 3 geklinde bir asal say1 ise, p iki tamkare toplam seklinde yazilamaz.

ispat: n? 4+ m? toplam ancak n,m sayilarindan en az biri tek oldugunda asal olabilir. Gergekten
n,m cift sayllan icin, (2k)2 + (21)% = 4(k? + i2) olur. Bu durumda n? + m? toplam igin iki olasi
durum vardur: _
Ck+1)2+Q+1)2 =4k +k+12+0)+2
ya da
' (2k+ 12+ ) =4k +k+12) +1

Goriildiigii gibi iki tamkare toplamimin 4 ile boliimiinden kalan 0,1,2 olabilir.
Teorem 3. p = 4k + 1 seklindeki her asal say1 iki tamkare toplam geklinde yazilabilir.
ispat:

o Fdyz=p (18)

denkleminin dogal sayilardaki biitiin z,y, z ¢éziimler kiimesini gézoniine alalim ve bu kiimeyi M ile
* gosterelim. Ispati tamamlamak icin, p = 4k + 1 ise (18) denkleminin y = z olacak gekilde bir (z,y, 2)
¢ozlimiiniin varligim gostermek yeterli olur. Ancak y = z olan ¢oziim M iizerinde tanimlanan;

(2,9, 2) = (2,2,y) (19)

involiitiiniin ( nin bir involiit oldugunu gosteriniz) bir sabit noktasidir. Bu nedenle (18) denkleminin
gozlimler kiimesi olan M’nin eleman sayisinin tek oldugunu gostermek yeterlidir.

Bunu gostermek igin D. Zagier bagka bir 7 involiitii tanimlar ve bu invéliitiin tam bir sabit noktasi
oldugunu gosterir. Boylece M’nin eleman sayismm tek oldugu gosterilmis olur. Ilk olarak (18)
denklemi i¢in agsagidaki ifadelere bakalim;

a. T # 2y, aksi halde p = 22 + 4yz = 4(y? + y=z) asal bir say1 degil,

b.z # y — z, aksi halde p = (y — 2)? + 4yz = (y + 2)? asal bir say1 degil.

Dahas1 y — z < 2y dir. Boylece z degerlerini ii¢ araliga bolebiliriz:

(I) z<y-=z
(II) y—2<z<2y
(III) 2y<z=z
Simdi agagidaki involiitii ele alalim,

(x+22,2,y—z—2), z€(I)

'r(:l:,y,z): (2y—:z:,y,a:—y+z), EE(II) (20)

(z -2y, —y+2zy), =€)
:52 + 4zy denkleminin herhangi bir ¢oziimiiniin 7 involiitii ile ayn1 denklemin bir bagka ¢6ziimiine
doniigtiigiini kontrol etmek kolaydir. Gergekten (I)’de
C(Z+22) +42(y—z—2) =2+ 4yz

(II) ve (IIT)de
(z—2y)* +dy(z — y+ 2) = 22 + 4y=.
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oldugu goriiliir.

Simdi 7(z, y, 2) = (z', ', 2') olsun. x € (I) ise (z < y—2), budurumda &’ = z+2z > 2z = 2y olur
ve (I)’deki bir nokta (I1I)’deki bir noktaya doniigmiig olur yani &’ € (ITI). Benzer sekilde z € (III)
noktasinin z’ € (I) noktasmna doniigtiigii gorilir. Buradan (I) yada (III)'deki bir noktanm; (I)’de
& =z +22 >z ve (III)'de o’ = z — 2y < « oldugundan sabit bir nokta olamiyacag goriiliir. Bunun
anlami sabit nokta yalmz (II) aralginda olabilir ve boyle bir nokta i¢in 2’ =z —y + 2 ve buradan
z = 2 oldupundan z = y olur. Bdylece p = 22+ dyz = % +4zz = z(z + 4z) ve p asal bir say1
oldugundan = = y = 1 bulunur. Sonug olarak p = 4k + 1 ise (1,1,k) bir sabit noktadir. Gergekten
z=1,y=1ve z =k ise, z’=2—1=1,y’=1vez’=1—1+k=kvep=4k+lolur.

Simdi yukaridaki teoremler yardimuyla elde etmek istedigimiz sonucu yazabiliriz.

Sonug: (Fermat) n tamsayisinmn iki tamkare toplami geklinde yazilabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
n’nin 4k + 3 seklindeki biitiin asal garpanlarinm iissiiniin ¢ift olmasidur.

Ornek: 245 = 5.7.7 =72 + 142, 42 = 2.3.7 # a® + b*

Yukandaki sonugtan da goriildiigii gibi her tamsayiy iki tamkare ya da Legendre’nin " ii¢ tamkare
teoremine” gore ii¢ tamkare toplam geklinde yazmak miimkiin degil.
Bundan sonraki yazimizda her tamsayiyin dort tamkare toplam gekli de bir gosterimi oldugunu ifade
eden " Dort Tamkare Teoremi” ni ve bu teoremin, karmagik sayilarin genellesmesi olan quaternionlarla
iligkisini bulabileceksiniz.

Ek: M herhangi bir kiime ve o : M — M bir doniigim olsun. Eger o doniigiimii her m € M icin
o(o(m)) = m kosulunu saglarsa o’ya bir involiit denir. Involiit M’nin elemanlarim (m,o(m)) gibi
ciftlere ayirr. o(g(m)) = m oldugundan m ve o(m) elemanlan icin sirasiyla simetrik (m,o(m))
ve (o(m),m) ciftleri elde edilir. Ancak o(m) = m oldugunda (m,m) eleman elde edilir. Bdyle
bir noktaya sabit nokta denir. Béylece M sonlu bir kiime ise (m, o(m)) noktalar kiimesinin eleman
sayisinin cift yada tek olmasi, sabit noktalarmin cift ya da tek olmasmna bagh oldugu gorilir.

KAYNAKLAR:
1.. V.V. Prasolov, Story of numbers, polynomials and figures, Moscov, 1997.

2. D. Zagier, A one-sentence proof that every prime p = 1(mod4) is a sum of two squares, American
Math Montly, 1990,114

3. D.R. Heath-Brown, Fermat’s two squares theorem, Invariant 1984,3-5.

Modern matematigin kapsadifl o cok genis alan hakkinda bir fikir vermek zordur.
Ben matematik denilince qplak bir diizlik anlamiyorum; matematik, icinde binbir
glizelligin kaynastign nefis manzaral bir vatan kosesi gibidir; dnce uzaktan soyle bir
goriiliir; fakat bu yetmez; bir ugtan, diger uca onun en ince'ayrintilari, vadileri, irmak-
lar1, kayalar1, ormanlari ve cigekleri mutlaka incelenmeye deger.

ARTHUR CAYLEY
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BIR GENiSLEME TEOREMI (1)

Nurettin Ergun )
Istanbul Universitesi, Matematik Boliimii, Vezneciler/ISTANBUL

I. Genisleme Fonksiyonu Kavrami

Bir [a, b] kapah ve siurh araliginda tanimli, siirekli ve gercel degerli bir f fonksiyonumuz var olsun.
Bu fonksiyonun tammm, ¢ < a < b < d olmak iizere [c,d] araligina siirekli olarak genisletebilir
miyiz? Ne demektir bu? Bu, yeni ve daha biiyiik [c, d] arahgmnda tanimh ve siirekli 6yle yeni bir
g gergel degerli fonksiyonu tanimlamak demektir ki, her z € [a,b] igin g(z) = f(z) gergeklessin,
kisacas: g fonksiyonu eski [a, b] tamm araliginda f gibi davransin, iistelik yeni [c, d] tanim araliginda
siirekli olsun ve en 6nemlisi, eger f fonksiyonu bir [o/, '] arahginda degerler aliyorsa g fonksiyonu da
[@/, V] arahiginda degerler alsin. Tammlayabilir miyiz boyle bir genigleme fonksiyonunu, ne dersiniz?
Evet sevgili okurlar, kolayca ve iistelik pek cok farkl bigimde. En kolay tanimlanabilen genigleme
fonksiyonu kuskusuz

a i T € |[cal
go(z)=1< f(z) ; z€lab
v ; z € [bd
dir. Bir bagkasi ise
a + (b - a’)sin(%) ; z€|ea]
91(z) =4 f(=) ; T€lab]

¥ + (b — /) sin(m=Ee2)y o g e b, d]

fonksiyonudur, burada f(b) = b’ ve f(a) = o’ dir. Peki, sdzgelimi [b, d] araliinda g; fonksiyonu [a’,t’]
aralifinda m degerler alr; bu alt aralikta g; siirekli midir? Evet! Dikkat edilirse her = € [b,d] icin

7wz + wd — 27h
i et
7 < - <2r

ve dolayisiyla [, 27r] araliginda siniis pozitif degerler almadigindan kolaylikla, bu alt arahkta

7z + nd — 27d

< /
Fera

o <+ (¥ —a)sin(

bulunur ve ayrica gerek lim,_,,— g1(z) sol limit ve gerekse lim,_,5+ g1(z) sag limit degerleri var ve
f(b) = b’ degerine esit oldugundan g; fonksiyonu bu alt aralikta istenenleri gercekler. Benzer iglemler
[e, a] alt arahg icin de yapilir.

Peki f fonksiyonunun tanim kiimesi (a, b] ya da (a, b) tiiriindeki kapali olmayan arahklar olsaydi, onun
yine tamm araligin1 kapsayan bir araliga siirekli bir geniglemesi tanimlanabilir mi acaba? Dikkat
edilmelidir, bu tiir araliklarda tanimli, siirekli ve sinirh degerler alan gercel degerli fonksiyonlar
icin s6zii edilen nitelikte siirekli bir genisleme fonksiyonunun tanimlanabilmesi her zaman olanakh
degildir. Ornegin z = 0 noktasina sagdan yaklagildikca siniizoidal dalgalar olaganiistii siklikta yap-
maya baslayan ve sifira yakinsayan z,, = # irrasyonel sayilarinda hep sifir degeri alan ve z € (0,1]
icin f(z) = sin% bigiminde tanimlanan siirekli fonksiyonun grafigi asagida yer alir ve goriiyorsunuz
[~1,1] araliinda degerler alan bu sinirli siirekli gercel degerli fonksiyon igin lim,_,o+ f(z) limit degeri
tamimsiz oldugundan, bu fonksiyonun z = 0 noktasim1 kapsayan bir arahifa siirekli genislemesini
tanimlamak olanaksizdir.
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Matematigin siirekli geniglemelere iligkin en iinlii ve en kullanigh sonuglarimn baginda hi¢ kugkusuz
{inlii Tietze & Urysohn Genigleme Teoremi gelir. Bu teoremin ne dedigini, nasil kamtlandigim
ve hepsinden Gnemlisi 6nemini yeterince kavrayabilmek icin ciddi diizeyde topoloji bilmek gereklidir.
Alman matematikgi Tietze tarafindan 1915 yilinda ortaya atilan bu dnermeyi on yil sonra en genel
bicimiyle usta Rus matematikci Pavel S. Urysohn kanitlamigtir. Biz, bu yazida gerekli metrik uzay
bilgisini “biraz” verdikten sonra, Urysohn’unkinden dért yil énce Alman Felix Hausdorff tarafindan
metrik uzaylar igin verilen kamtlamadan soz etmek istiyoruz. Peki sevgili okurlar, infimum denilen
kavram biliyor muyuz? R gergel sayilar kiimesinin bog olmayan bir A altkiimesinin herhangi bir
o alt siurm, her a € 4 igin 79 < a gergekledigini biliyoruz; eger her bir 0 < € i¢in a. < To + ¢
olacak bi¢imde en az bir a, € A elemam bulunabiliyorsa, igte bu 6zel kogulu gercekleyebilen zel zo
alt sinirma A kiimesinin infimumu (en biiyiik alt siniri=e.b.a.s.) denir. Demek ki € pozitif sayisi
ne denli kiigiik olursa olsun inf{a : @ € A} + € artik A kiimesi iin bir alt smir olamayacak ve sonugta
a. < inf{a : @ € A} + € gergekleyen en az bir a. € A var olacaktir. Ustelik eger bir z gercel sayis1 A
kiimesi igin bir alt siur ise, yani her a € A icin z < a gergekleniyorsa z < inf A = inf{a : @ € A} olmak
zorundadir, ciinkii eger, tam tersine inf A < z gegerli olsaydi, (z — inf A)/2 pozitif sayisindan kiigiik
bir pozitif € sayisin1 geligigiizel segerek, son gozlemimiz yardimyla, 6yle uygun bir a. € A var olurdu
ki a, < inf A+ € < £ — € < z bulunur ve sonugta z gergel sayis1 A icin bir alt sinir olamazdi. Iste bu

nedenledir ki, eger her a € A igin = < a gercekleniyorsa, “infimum alarak” z < inf{a:a€ A} =inf A
elde edilir denilir.

Yaz boyunca birkag kez kullanilacak olan bu temel gergekleri kavradiysaniz eger, bu yazidaki tiim
oteki akil yiriitmeleri de benzeri kolaylikla kavrayacaginiza emin olabilirsiniz. Kisacasi okuyup bil-
gilenmeye deger ve kavramasi gili¢ olmayan bir yaz kargisinda oldugunuzu soyleyebilirim.

I1. Metrik Uzaylar: Oz ve Temel Bilgiler

Metrik uzaylar matematigin pek gok alaninda, ozellikle analizde kullanilan neredeyse demirbag uzay
tiiriidiir. Bog olmayan bir X kiimesinin elemanlan ile tanimlanan tiim (z,y) eleman ciftlerine (siral
ikililerine) d(z, y) gergel sayisin1 eslestirirken agagidaki temel kogullari gergekleyen bir d gergel degerli
fonksiyonuna X kiimesinde (ya da X kiimesi iizerinde) tanimlanmig bir metrik denir. Bu kogullar,
z,y, 2 € X elemanlar1 ne olursa olsun

(1) dzy)=0 & =y, (2) d=z,y)=dyz), () dzz2)<d(z,y)+d@y,2)

gerceklendigini soylerler. d fonksiyonu hi¢ bir (z,y) ikilisinde asla negatif deger almaz, giinki
0 = d(z,z) < d(z,y) + d(y,r) = 2d(z,y) nedeniyle 0 < d(z,y) elde edilir; dikkat edilirse ilk
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esitlikte (1) kogulu, sonra kullanilan esitsizlikte (3) kogulu ve en son esitlikte (2) kogulu kullanilmigtir.
Negatif olmayan d(z,y) gercel sayisina d uzaklhk fonksiyonu tarafindan belirlenen z ve y eleman-
lar1 arasindaki uzakhk denir. Matematigin belki de en iinlii uzaklik fonksiyonu R iizerinde, her
z,y € R igin d(z,y) = |z — y| bigiminde tanimlanan bir boyutlu Oklid metrigidir. (1) ve (2)
kogullar1 kolayca gozlenir; (3) kogulunu inli |z + y| < |z| + |y| esitsizligi yardimyla

dz,2) = |z — 2| = (e —y) + (v — 2)| < |z — gl + |y — 2| = d(=z,p) + d(y, 2)

bigiminde gozleriz. C karmagik (kompleks) sayilar kiimesi iizerinde ise, z; ve z; karmagik sayilan icin

d(21,22) = \/|Re 21 — Re 2|2 + |[Im 21 — I 2|2

bi¢iminde tamimlanan d istenen kogullar1 gercekleyen bir uzaklik fonksiyonudur. Burada Re z ve

Im z sirasiyla z karmasik sayisinin gergel ve sanal kisimlari olan gercel sayﬂardlg. Kiiciik bir gabayla
. 2 D

(3) kosulunu gozleyebiliriz. a ve b gercel sayilar1 ne olursa olsun ab < “—‘2& gerceklendiginden,

a1,az,b1,by gergel saylari ne olursa olsun, kisalik i¢in A = la1]? + |az|? ve B = /|b1]? + [b2]?
yazarak '

loa| |ba| | laz|[bo| _ 1lasf? | 1[Ba% | 1]asf> | 1]bef?

—_— —_ < - —_— - - = 1

AB ' AB 14 T3m Ty tip
ve dolayisiyla

la1lba] + lasllbe| < v/laa? +azl.v/os]? + b2l - (CSE)

elde edilir; yukarida negatif olmayan A ve B gercel sayilari pozitif varsayildi, bu sayilardan en az
biri sifir olsaydi CSE = Cauchy&Schwarz esitsizliginde her iki yan sifir olur, esitlik gegerli olurdu.
O halde 2(a1b; + azb2) < 2AB bulunur ve her iki yana A% + B? yani a? + a2 + b2 + b2 ekleyerek
ve bir gercel sayinm karesi ile mutlak degerinin karesinin esit oldugunu ammsayarak sonugta tinlii
Minkowski Esitsizligi (= ME)

Viar 6P o+ b < VP + af + VP P (ME)
elde edilir. Ozel olarak a; = Rez; — Rez3,b; = Rezy — Rezs ve ay = Imz; — Imzy, by = Imzy — Imzs
secilirse kolaylikla d(z1, z3) < d(21, 22) + d(2, 23) bulunur.
Simdi su onemli ve yararh gercegi gozleyelim. X kiimesi iizerinde eger d bir metrik ise, her z,y € X
i¢in '
d(z,y)
1+d(z,y)

bi¢iminde tanimlanan p ayni X iizerinde yeni bir metriktir, gercekten negatif olmayan a ve b gergel
sayllan i¢in @ < b ise, 75 < '1—-% oldugundan ve d(z, z) < d(z, y) + d(y, z) gerceklendiginden

plz,y) =

dz,y) ' d(y, 2)
P22 S T o + w7 L+d(z,y) +d(y, 2)

< pz,9) + p(y, 2)

elde edilir. p igin (1) ve (2) kogullarimin dogrulugunu gézlemek kolaydir: Bu yeni uzaklik fonksi-
yonunun en ilging 6zelligi uzakliklarin < 1 gergeklenmesidir. Bir X kiimesinde d(z,z) =0 ve z # y
i¢in d(z,y) = 1 biciminde tanimlanan d uzakhk fonksiyonu da bir metriktir; dikkat edilirse 0 ve 1
’den baska uzaklk degeri yoktur, iistelik a ve b gercel sayilarmmn en biiyiigii yani max{a, b} kisaca
aV b igareti ile yazilirsa, bu tuhaf metrik, z,y, z € X ne olursa olsun, (3) kogulundan ¢ok daha. giiclii
olan '

d(z,z) < d(z,y) Vd(y,2z) (UME)

kogulunu gergekler, ciinkii gergekten d(z,y) = 1 = d(y, z) ise, elbette d(z, 2) < 1 = d(z,y) V d(y, 2)
olur; yok eger d(z,y) = 0 < 1 = d(y, z) ise, bu kez zorunlu olarak z = y olur ve dolayisiyla d(z,2) =
d(y,z) = 1=d(z,y) Vd(y, 2) olur; d(y,z) = 0 < 1 = d(z,y) durumu benzerdir, vb,... Yalnizca 0 ve 1
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degerini alan bu metrige kesikli (ya da diskret) metrik denir. UME ise ultrametrik esitsizligi olarak
bilinir, ¢linki bu siradigi kogulu gergekleyen bir metrige, onu ilk tanimlayan usta Fransiz matematikgi

Andre Weil’in yakigtirmasiyla ultrametrik denir; Argimedyen olmayan metrik adini kullananlar
da vardur.

Kesikli metrikten farkl olarak UME’yi gercekleyen metrikler de vardir. Bir X kiimesinde tanml
tim dizilerin kiimesi, yani her bir n € N igin 2, € X olmak iizere tiim {x,}°, dizilerini eleman
kabul eden kiime ki, bu aslinda, kartezyen ¢arpim kavramini bilenlerin kolayca gozleyebilecegi gibi,
her bir X, kiimesi X olmak iizere X1 X X3 X X3 X --- kartezyen carpim kiimesinden bagka bir gey
degildir ve kisaca X igareti ile gosterilir, evet X“ kiimesi {izerinde

(o] (o] 0 ;{mﬂ}g‘;l = {yn}:o-—-l )
d n =1 n - = . [oo] oo
({zn}nz1; {yntnla) { e 1ot # {31

biciminde, René Baire tarafindan tammlandifi icin Baire metrigi adin alan metrik de UMFE’yi
gercekler. Bu metrigin 0,1, %, %, -+- rasyonel sayilarindan bagka deger almadigimi kolayca gériiriiz.
Dikkat edilirse d({zn }52;, {yn}32,) = L olabilmesi i¢in gerek yeter kosul gu m tane kogulun tiimiiniin
gerceklesmesidir: =1 = y1,29 = 43, -, Tm—1 = Ym—1 V€ Tm # Ym. O halde ayni uzakhgin < 1/m
gercekleyebilmesi icin gyk 1 = 41, - -, T, = Y, olmasidir. Bu nedenle d({2,}3;, {yn}321) = 1/m
ve d({zn}5l1, {2n}32,) = 1/k ise ve m ile k dogal sayilan sozgelimi m < k gercekliyorsa, kolayca

T1=% =21, Tm-1 = Ym—1 = Zm_1 gegerli olacagindan
@ 1 1 1
d({yn}nz1 {zn}nz1) < ik v el d({yn}, {2a}) V d({zn}, {n})

bulunur. Ultrametriklerin pek gok sasirtici ve “dogal olmayan” ozellikleri vardir, birisiyle agagida
kargilagacagiz. Simdi bir metrik yardimiyla nasil bir topoloji tanimlandigini gorelim, topoloji denen
kavrami daha 6nce tanimig olmaniz gerekmiyor sevgili okurlar.

Uzerinde bir d metrigi tanimli olan X kiimesinin, bog kiimeyi ve ayrica

AKosuluu Vz€G 3 ¢ >0, Sq4(z,6,) CG

kosulunu gergekleyen, yani tiim elemanlarinin uygun bir yuvarlarimi kapsayabilen G altkiimelerini ve
yalmizca bu tiir kiimeleri iiye kabul eden altkiimeler toplulugu 74, X kiimesi iizerinde bir topolojidir.
Burada z € X ve 0 < € igin S4(z,€) = {y € X : d(z,y) < €} yazilmaktadir ve bu kiimeye genellikle
z € X merkezli ve € yarigaph agik yuvar denir, agik sifatinin neden kullamldigim ve topolojinin
ne oldugunu ilerde gorecegiz. Peki X kiimesinin bu kogulu gergekleyen bogtan farkh altkiimeleri
var mudir? Evet, apagiktir ki X ana kiimesi tiim Sy(z,€) yuvarlanim kapsamaktadir, kisacast X bu
kosulu gergekler. Ayrica herhangi bir Sy(z,€) yuvari da bu kogulu gergekler. Oncelikle = € S, (z,¢€)
gozleyelim, bu kolaydir ¢iinki d(z,z) = 0 < € gecerlidir. Demek ki yuvarlar bog degildir ve ayrica
(isterseniz bu yuvarlari belirleyen metrigin ne oldugu agikga belli olsun diye alta yazdigimiz d igaretini
de artik yazmahyim) y € S(z,€) ise d(z,y) < € olur ve y noktasmin, 0 < € < %(e — d(z,y)) kogulunu
gercekleyen pozitif € say1s1 yaricapli yuvari S(y,€') C S(z, €) gergekler, ¢iinkii herhangi bir z € S(y, €')
i¢in d(z,z) < € ve dolayisiyla z € S(z, €) kolayca gozlenir, ¢iinkii

d(z,2) <d(z,y) +d(y,2) <d(z,y) +€ <e—¢€ <¢

gegerlidir. Demek ki agik yuvarlar her elemaninin uygun bir yuvarini kapsayabilmektedirler. Yalmzca
acik yuvarlar degil onlarm herhangi sayida birlesim kiimesi de yukaridaki kosulu gercekler. Aslinda
sozli edilen kogulu gergekleyen bogtan farkh kiimeler ancak ve yalmz “birtakim” acik yuvarlarm
birlegimi olarak yazilabilen kiimelerdir, ¢iinkii bu kogulu gercekleyen herhangi bir G # 0 alindiginda
bu G kiimesi kogulda s6zii gegen tiim S(z, €;) yuvarlarinin birlesim kiimesinden bagka birgey degildir,
yani G = U{S(z,¢;) : ¢ € G} gergeklesir ¢iinkii S(z,€;) yuvarlar zaten G tarafindan kapsandig
i¢in U{S(z,¢;) : = € G} birlegim kiimesi de apagiktir ki G tarafindan kapsanir, tersine herhangi bir
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z € G elemani elbette bu birlesim tarafindan kapsanan S(z, €;) yuvarna ve sonugta bu birlegime
aittir. Peki, herhangi sayida S(z4, €,) yuvarlarmin birlesimi £ = UaerS(Za, €x) neden A kosulunu
gercekler? Bunu gozlemek de gok kolaydir, giinkil E birlegim kiimesine ait olan herhangi bir y € X
elemani, uygun bir ag € I indisi yardimiyla y € S(Tag,€ay) gercekler ve yukarda gosterildigi gibi
uygun bir € pozitif saysi sayesinde S(y,e) C S(Tag, €ao) C E bulunur. Ayrica, eger G; ve G2
kiimeleri kogulu gercekliyorlarsa G; N G kesigim kiimesi de gergekler, ¢iinkii £ € G1 N G, elemant
ne olursa olsun uygun birer €; ve e pozitif sayilan sayesinde S(z,€1) € G1 ve S(z,e3) C G; olur
ve sonugta 0 < € < €; ve 0 < € < €z gercekleyen pozitif € sayesinde S (z,€) € G1N Gy olur, clinkii
¢ yarigaplh yuvar hem S(z,€1) ve hem de S(z,€2) yuvarlan tarafindan kapsanir; demek ki G; N G,
kesigim kiimesi her elemaninin uygun bir yuvarim kapsama kogulunu gerceklemektedir. Evet sevgili
okurlar, iste X kimesinin, 74 altkiimeler toplulugunun gercekledigi agagidaki ozellikleri gercekleyen
herhangi bir 7 altkiimeler topluluguna X iizerinde tammlanmis bir topoloji (ya da ilinge) denir.
Nedir bu 6zellikler: (1) 7 *nun herhangi sayida iiyesinin birlesim kiimesi 7 {iyesi olmalidir, (2) 7 “nun
herhangi iki iiyesinin kesigim kiimesi 7 iiyesi olmalidir ve, (3) 0 ve X kiimeleri 7 tiyesi olmahdir. Peki,
bu 6zellikleri gercekleyen bir altkiimeler ailesi neden 6zel bir isimle aniip ayrintilariyla incelenme
geregi duyulmugtur? Bunun nedeni sevgili okurlar, matematigin iki temel tag kavrami olan limit ve
stireklilik kavramlarin soyut kiimeler {izerinde tanimlayip incelemeye elveren yapiy1 belirlemeleridir.
Bir X kiimesi iizerinde bir topoloji tammlamadan bu kiimede “limit almaktan”, o kiime iizerinde
tanimlanan bir fonksiyonun siireklilifinden soz etmek olanaksizdur, iistelik fonksiyonun gonderildigi
kiime {izerinde de bir topoloji tanimlanms olmasi gereklidir. Biz bu kavramlart yalnizca yukarda
tanimlanan 7,4 topolojisi icin, gok kisa bir bigimde, ¢ok ayrntiya girmeye sayfalar ve bu derginin
amac1 elvermedii icin, kisaca verecegiz. X kiimesi ve onun iizerinde tanimlanan bir 7 topolojisinin
belirledigi topolojik uzay kisaca (X,7) igareti ile gosterilir, 7 ‘nun iiyelerine bu topolojik uzaym
agik kiimeleri denir. Demek ki yukaridaki A kogulu (X, 74) uzayinda agik kiime olabilme kogulundan
bagka bir sey degildir, bu nedenle S4(z, €) yuvarlarmna agik yuvar denilmistir. (X, 74) metrik uzayinda,
bir {z,}2° ; dizisi icin ancak ve yalniz limy_c d(@n, o) = 0 ise, limy_00 Tn = To yazilir ve bu diziye
2¢ € X elemanina yakinsiyor denir. Yukarida belirttigimiz gibi herhangi bir (X,7) uzay i¢in limit
kavramindan ne yazik ki soz agamiyoruz. Simdi bir g € X elemam icin agagidaki kogullarin esdeger
olduklarini gosterelim:

(1) Ve > 0 igin S(zo,e) NA# 0 olur ;
(2) Tiim terimleri A kiimesinden segilmig bir {an},o, dizisi igin lim,,_,, a, = 2o olur.

Gergekten de (1) gecerliyse, her n € N i¢in a, € S(o, 1)N A elemanlarim segerek tammlanan
{an}oo, dizisi, hern € N igin 0 < d(an,z0) < % gecerli oldugundan, kolayca lim,, ,o, d(an, o) =0
verir; tersine A kiimesinin (2) koguluriu gergekleyen bir {an},-, dizisi varsa, {d(an,z0)},—, gercel
say1 dizisi igin limy, o d(an,To) = 0 nedeniyle, 0 < ¢ verildiginde ' :

In. € N,Yn>n, igin 0<d(an,z0) <€

olacagindan {ay, : ne <n} C S(zo,€) N A bulunur, yani (1) gegerli olur. Ashnda bir metrik uzayda,
herhangi z € X elemani ve herhangi bir § # A altkiimesi i¢in, a € A ne olursa olsun 0 < d(e,z)
nedeniyle 0< inf {d(z, a) : @ € A} bulunur. (Dikkat: A = 0 i¢in d(a, ) uzaklik degerlerinden s6z ede-
bilecegimiz a € A elemanlan var olmadigindan bdyle bir infimum dogal olarak tammlanamayacaktur.)
Negatif olmayan bu infimuma,  noktasi ile bogtan farkl A altkiimesinin arasindaki uzaklik denir ve
bu gergel say1 kisaca d(z, A) igareti ile yazilir; elbette bu say1 d(A, z) ile gosterilen inf {d(a,z) : a € A}
infimum degerine esittir. Yukaridaki esdeger (1) ve (2) kosullarimn

(3) d(zo,4) =0

kosuluna esdeger olduklarimi gozlemek gii¢ degildir. Gergekten (2) kogulundaki dizi yardimiyla,
(infimumun bir alt smir olmasi nedeniyle herhangi bir a € A i¢in d(zo,A) < d(zo,a) gegerli
oldugundan) her n € N igin d(xo, A) < d(zo, ax) bulunur ve kolayca 0 < d(zo, 4) < limy, o0 d(Z0,an)
= limp—.00 d(an, To) = 0 ve sonugta (3) kosulu elde edilir. Tersine, (3) kogulunu gergekleyen zo € X



Nurettin Ergun ) 15

elemam igin, bu yazinin baginda infimum igin sylenen temel gercek nedeniyle, uygun bir a. € A icin

d(zo, ac) < inf {d(zo,a) : a € A} + % = d(zo, A) + % = % <€
ve dolayisiyla a. € S(zo,€) NA bulunarak (1) elde edilir. Yeri gelmigken () # A C B ise, herhangi
bir z € X icin d(z, B) < d(z, A) gerceklendigini gorelim; gergekten her a € A i¢in d(z, B) < d(z, a)
oldugundan d(z, B) < inf{d(z,a) : a € A} = d(z, A) bulunur. Bu arada yeni kavramlara gegmeden d
eger bir ultrametrik ise, S4(z,€) acik yuvarinin tiim elemanlarinin bu agik yuvarin merkezi oldugunu
soyleyen sasirtici iddiay1 gosterelim. Aman ne sagmalk, olmaz bdyle gey diyorsunuz, ama gercek
boyle! Herhangi bir y € Sa(z, €) icin Sa(z,€) = Sa(y, £) gerceklesir; ¢iinkii z € S4(y, €) icin d(z,z) <
d(z,y) V d(y,z) < € olur ¢linkli hem d(z,7) < € hem de d(y, z) < € gecerlidir ve sonugta z € Si(z,¢),
yani Sq(y,€) C Sa(z,€) bulunur; tiimiiyle benzer bigimde Sq(z,€) C Si(y,€) gosterilir. Demek
ki d bir ultrametrikse ve y € Sq(z,€) ise, bu y eleman Sy(z,€) yani S4(y,e) 'un “merkezidir”.
Ilgili ve merakh okuyucu, efer d bir ultrametrikse, z € X elemam ve 0 < £ ne olursa olsun

S4(S4(z,€),€) = {y € X : d(y,S4(x,€)) < €} yuvarmin Sy(z,€) yuvarma esit oldugunu kolayca ve
sagirarak gosterebilir.

Ashinda ultrametrik kadar aligilmadik ve garip 6zellikleri olan bagka metrikler de vardir. Ve ultra-
metriklerin daha nice sagirtic1 ozellikleri de ... , ama amacimz bu ozel bilgileri anlatmak degildir.
Simdi de metrik uzaylarda diizgiin siirekli fonksiyonlarin ne denli yalin ve kolay tanimlanabildiklerini
gozleyelim. Bogtan farkli herhangi bir A altkiimesi yardimiyla, her z € X i¢in f(z) = d(z, A)
bigiminde tammlanan gergel degerli f fonksiyonu diizgiin siireklidir, hatta d(z, y) < € ise, |f(z) —
f(y)| < € gergekler, neden mi? Once herhangi bir a € 4 icin d(z,4) < d(z,a) < d(z,y) + d(y,a)
gozleyerek d(z, A) —d(z, y) < inf {d(y, ) : a € A} = d(y, A) ve dolayisiyla, d(z, A) < d(z,y) +d(y, A)
elde edelim. Benzer bicimde, ya da z ve y ’nin iistlendikleri rolleri degistirerek bu kez d(y, A) —
d(z,y) < d(z, A) buluruz. Tiim bunlar ise -d(z,y) < d(z,4)— d(y,A) < d(z,y) ve dolaysiyla,
|f(z) — f(y)| = |d(z,A) — d(y, A)| < d(z,y) verir ve yukarda soylenen diizgiin siireklilik iddiasi
elde edilir. Aman sakin yanlis anlamayn litfen, bir metrik uzayda tanimlanan tiim diizgiin siirekli
fonksiyonlarin yukandaki bigimde tanimlandig1 diigliniilmesin; ornegin, her z € R igin f(z) =sinz

biciminde tanmimlanan tinlii siniis fonksiyonu |f(z) — f(y)| < |z — y| gergekler ve diizgiin siireklidir, ve
yukaridaki fonksiyon gibi tammlanmamigtir.

Simdi de bir metrik uzayda “kapah olma” kavramindan bahsedelim. Bunun igin yapigik nokta
kavramini bilmeliyiz. Bogtan farkl bir A kiimesi verildiginde d(z, A) = 0 kosulunu gergekleyen
bir z € X elemanma, A kiimesine yapigik ya da yanagik nokta denir. A kiimesine yapigik tiim
noktalarin olusturdugu altkiimeyi, gimdilik ve gegici olarak Yap(A) ya da daha kisa olarak Y (A)
isareti ile gosterelim. Kiigiik kiigiik ama her biri yaln ve énemli bazi gozlemler yapabiliriz: Ornegin,
oncelikle, Y(4) = {z € X : d(z, A) = 0} tammim vurguladiktan sonra herhangi bir z € A igin 0 <
d(z,A) < d(z,z) = 0 gozleyip, her A altkiimesi icin A C Y (A) kapsamasin elde ederiz; sonra, 0
kiimesine uzaklk tanimsiz oldugundan d(z,0) = 0 gergekleyen bir 2 € X elemaninin var olmasi
s6z konusu olamayacaktir ve kolayca Y (@) = @ buluruz; bir bagka sagirtici gercek her z € X ve
bog olmayan her A altkiimesi i¢in d(z, A) = d(z,Y (A)) esitligini gozlemektir, dikkat edilirse zaten
A C Y(A) nedeniyle d(z,Y(4)) < d(z, A) gecerlidir, iistelik herhangi bir y € Y(A) igin yukarida
gosterilen d(z, A) < d(x,y) + d(y, A) esitsizligi ve d(y, A) =0 gercegi kullamlarak d(z, A) < d(z,y)
bulunur ve sonugta infimum alarak d(z,A) < inf{d(z,y) : y € Y(4)} = d(z,Y(4)) ters esitsizligi
de bulunur. Bir de sunu gozleyelim: A kiimesine yapigik olmayan tiim noktalarin kiimesi olan {z €
X :0 < d(z,A)} agk bir kiimedir. Neden mi? Once bu kiimeye, gerektigi icin, bir isim verelim
dilerseniz. Evet sevgili okurlar bu kiimeye 4 ’min disi denir ve digA ile gosterilir. Y (A) kiimesine
ait bir z € X elemammnn 0 < d(z, A) kogulunu gerceklemeyecegi kolayca goriiliir, demek ki yalmzca
A degil Y (A) bile dis A ile ayriktir; iistelik 2 € dig A ise, 0 < g9 < d(z0, A) gercekleyen porzitif £
sayesinde S(zo,0) CdigA olur, ¢iinkii z € S(zo, &) ise, d(z, A) > d(zo, A) — d(z0,z) > d(z0, A)—
€9 > 0 gegerlidir. Evet artik kapal kiime kavramim 6grenebiliriz: (X, 74) metrik uzaymnda ancak
ve yalmz Y (A) C A (ve dolayisiyla, ters kapsama zaten gecerli oldugundan A = Y(A) kogulunu)
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gergekleyen bir A altkiimesine kapal kiime denir. Tiim altkiimeler gibi Y (X) kiimesi de X kiimesi
tarafindan kapsandif igin, éncelikle X ana kiimesi ve () kiimesinin kapali olduklar1 gozlenir. Ustelik
her A altkiimesi igin Y (A) kiimesi kapahdir, giinkii daha once gozledigimiz gibi her z € X icin
" d(z, 4) = d(z,Y(4)) idi, dolayisiyla bu uzaklklardan ikincisi sifir ise elbette birincisi de sifir olur
ve sonugta Y (Y (4)) C Y(A) bulunur. Ayrica, bog olmayan bir A altkiimesi ve 0 < e sayesinde
tanimlanan
{xe X :d(z,A) <e},{z€ X :e<d(z,4)}

altkiimeleri de kapalidir. Birinci kiimeye K; diyelim ve Y (K;) C K; gosterelim. d(z,K1) = 0
gergekleyen bir z eleman igin, eger, x € K olmasaydi 0 < d(z, A) — ¢ olur ve sonugta her bir y € K;
igin d(z, A) < d(y, 4) + d(z,y) < d(z,y) + £ nedeniyle 0 < d(z,4) — ¢ < inf {d(z,y):y € K1} =
d(z, K1) = 0 celigkisi dogard1. Oteki kumey1 K 4(¢) ile gosterip onun kapalilik kanitlamasmi okuyu-
cuya birakalm. Ustelik disA=J2>, K A(2) gerceklendigini sdylemekle yetinelim. Ilgili ve istekli
okurlarmn biraz cabayla bu sasirtici ger(;egl gosterebileceklerini umuyoruz. Demek ki metrik uza-
yda agik bir kiimenin sayilabilir tane kapali kiimenin birlegimi olarak yazilmasi gergeklegebiliyormus.
Bu saydiklarimdan farkh kapal kiimeler de vardur, ornegin { xn}n >, dizisi zo limitine yakinstyorsa,
{Zo,z1,%2,...} kiimesi kapahdir. Ayrica bir metrik uzayda sonlu sayida elemanli tiim kiimeler de
kapahdir; gercekten A = {z,,z,...,z,,} kiimesine yapisik bir z € X almdiginda, bu elemanin zj
elemanlarina uzakliklar olan gergel sayilar icin, yeniden numaralama sayilan kullanarak, sozgelimi
d(z,Tn,) < d(T,Tn,) < ... < d(z, Tn,,) gergeklesiyorsa, sonugta

0 = d(z, A) = inf{d(z,2x) : 1 < k < m} = d(z,2n,)

olur ve dolayisiyla metrik kosullariin birincisi nedeniyle z = Tp, € A bulunur.

Son olarak sunlar1 vurgulayalm. Bir (X, 74) metrik uzaymda herhangi bir A altkiimesini kapsayan
kapal kiimelerin en “kiigiigii” Y (A) kiimesidir. Oncelikle A C B ise, Y (A) C Y (B) gerceklendigini
gozlemleyelim, gercekten her bir z € X eleman icin gegerli olan 0 < d(z, B) < d(z, A) bize isteneni
verir. Ustelik yukarda 4 C Y (A) gergeklendigini ve Y (A) 'nin kapali oldugunu kanitlamigtik, ayrica
A kiimesini kapsayan herhangi bir K kapal kiimesi i¢in bu son gézlem yardimiyla Y (4) CY(K) C K
buluruz. Demek ki Y(A) kapah kiimesi A ’y1 kapsayan tiim kapali kiimeler tarafindan kapsanmak-
tadir. Genel olarak herhangi bir topolojik uzayda ancak ve yalmz tiimleyenleri agik kiime olan
altkliimelere kapali kiime denir ve bir altkiimeyi kapsayan tlim kapal kiimelerin en kii¢ligiine ise o
kiimenin kapamis1 denir; ashinda A ’nin kapamsi A isareti ile gosterilir ve A ’y1 s6z konusu uzayda
kapsayan tiim kapali kiimelerin olusturdugu aile K(A) ile gosterilirse, A =N{K : K € K(A)} esitligi
gegerlidir. Bu genel bilgiler (X, 74) metrik uzayinda da gecerlidir, ¢iinki X — Y (4) = dig A ne
deniyle Y(A) ’nin tiimleyeni agiktir ve s6z konusu metrik uzayda Y'(A) € K(A) ve her bir K € K(A)
i¢cin Y(A) C K gegerli oldugundan Y (A4) = N{K : K(A4)} bulunur; kisaca metrik uzaylarda bir 4
kiimesinin kapanigi
A=Y(A)={z € X :d(z,A4) =0}

gergekler. Ote yandan dig (X —A) agik kiimesine ise A kiimesinin igi denir ve bu kiime kisaca icA ile
gosterilir. O halde, icA={z € X : 0 < d(z, X — A)} gecerlidir. Eger z € i¢A ise, 0 < g < d(z, X — A)
gergekleyen pozitif €, sayisi sayesinde S(z,e,) C A gozlemek giig degildir. Tersine eger bir z € X
eleman igin, uygun bir 0 < £ yardimiyla, S(z,e) C A gerceklesiyorsa, X — A tiimleyen kiimesine ait
herhangi bir y elemam S(z,€) yuvarma ait olamaz ve sonucta

0<e<inf{d(z,y):y€X - A} =d(z,X — A)
nedeniyle z € i¢A bulunur. Demek ki bir metrik uzayda, herhangi bir A altkiimesi i¢in icA={z €
X:0<d(z,X - A)}={z € X :3e;,>0,5(z,e,) C A}

gegerlidir, kisacas1 ancak ve yalmz uygun bir yuvan A tarafindan kapsanabilen elemanlar i¢ A
kiimesine aittirler. Ilgili okuyucu, i¢4 'nim aslinda A kiimesinin kapsadig tiim agik yuvarlarin birlegim
kiimesi oldugunu kolayca gosterecektir, yaniliyor muyum? Aman dikkat, bog olmayan bir kiimenin ici
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bos olabilir; R kiimesi iizerinde tanimlanan bir boyutlu Oklid metriginde, rasyonel sayilar kiimesi, hi¢
bir S(z,e) ={ycR:|ly—z|<e} ={yeR:z—e <y<z+e} = (z—¢&z+¢) yuvarm kapsaya-
maz, ciinkii bu yuvarda yani (z — €, + €) araliginda sonsuz tane irrasyonel say1 vardur, dolaysiyla
bu metrik uzayda rasyonel sayilar kiimesi Q i¢in i¢Q=0 gergeklenir.

Bir metrik uzayda bir A altkiimesi i¢in 64 = AN X — A kiimesine, yani hem A ve hem de onun
tiimleyeni X — A kiimesine yapigik olabilen noktalarin kiimesine A ’min simir kiimesi denir. Bu
kiimenin elemanlarina hem A kiimesinin ve hem X — A kiimesinin elemanlarmi kullanarak tanimlanan
yakmnsak dizilerle yakinsanabilir. Herhangi bir kapanig kiimesi i¢in A =i¢cAU 8 A gergeklestigini ve
icAN AA = 0 oldugunu sdylemekle yetinelim. Bir boyutlu Oklid metriginde 0Q = R oldugunu
gozlemek ¢ok kolaydir. z € R ne olursa olsun, 7, € (T — %,:v + %) gercekleyen r, rasyonel ve
gn € (z — 2,7+ 1) gergekleyen g, irrasyonel sayllarinn belirledigi {ra}o2 ; ve {gn}n., dizilerinin
ikisi de z € R gercel sayisina yakinsarlar.

Temel bilgilere ayirdigimiz bu boliimii, metrik uzaylarda tanimh gergel degerli fonksiyonlarin siirekli-
ligine iligkin bir iki temel bilgiyle stirdiirelim. (X,74) metrik uzayinda tanimlanmug gercel degerli bir
f fonksiyonuna, ancak ve yalniz, herhangi 0 < ¢ verildiginde, zo € X noktasmin

F(S(zo,6:)) C (f(zo) — &, f(zo) +€), yani d(z,z0) < & ise, |f(z) — f(zo)| <€

kosulu gerceklenecek bigimde &, yarigaph bir agik yuvarl bulunabiliyorsa, evet iste ancak bu kosul
altinda zo € X noktasinda siireklidir denir. j fonksiyonuna, (X, 74) uzaymn tiim noktalarmda
siirekli olabiliyorsa siirekli fonksiyon denir. o noktasinda siireklilik icin bir baska onemli egdeger
kosul, (X,74) metrik uzayinda lim,_,. Zn = Zo gercekleyen her {zn}oe, dizisi icin {f (Zn)}ors
gercel say1 dizisinin f(zo) gergel sayisina yakmsamasi kosulunun gerceklesmesidir. Bu iddiamn
yalnizca yeterliligini gostermekle yetinelim. zo noktasma yakinsayan her {zn}or, dizisi i¢in f(zn) —
f(zo) olsun. Bu hipotez altinda f fonksiyonu zo € X noktasinda siireksiz olsa, yani her 0 < 4 icin
f(8(z0,6)) € (f(zo) —&o, f(zo) +£0) gerceklenecek bigimde bir 0 < £o var olsaydi, ozellikle her n € N
icin

£(S(a =) € (7(z0) ~ &0, f(z0) + £0)
olurdu; bu ise en az bir z,, € S(zo, L) elemam i¢in f(z,) gercel sayssmn  (f (zo) — €0, f(Zo) + €0)
araligina ait olmamasi demektir. Oysa 0 < d(zn,%0) < 1/n esitsizlikleri her n € N igin gegerli
oldugundan limy_, 0 d(Zn, To) = 0, yani lim, .0 T, = o oldugu halde f(zn) — f (zo) gergeklesmez
ciinkii f(zn) gercel sayilarmin hig birisi  (f(z0) — €0, f(z0) + go) arahigina ait degildir.
Temel bilgilere ayrilan bu kismi olaganiistii 6nemli bir bilgiyle kapatalim: X kiimesi {izerinde tanimh
bir d metriginin belirledigi 74 topolojisi ile pz,y) = % bigiminde tanimlanan p metriginin
belirledigi 7, topolojisi esittir, bagka bir deyisle 74 ve 7, altkiime topluluklar esittir. Oncelikle
o(z,y) < d(z,y) yardmiyla, z € X ve 0 < € ne olursa olsun Si(z,€) C Sy(=z,€) ve sonra da gok
zorlanmadan S, (z, ﬁg) C Sy(z,e) gozleyebiliriz. O halde, bu bilgiler yardimiyla, 74 topolojisinin
tanimindaki A kosulunu gercekleyen bogtan farkl herhangi bir G kiimesinin, p metriginin belirledigi
7, topolojisinin tanimindaki benzer

VreU e, >0, Sp(z,e;) CU

kogulunu gergekleyecegi ve tersine bu yeni kogulu gercekleyen U kiimelerinin de onceki A kosulunu
gercekleyecegi kolayca goriiliir, yani kisacasi 74 ve 7, altkiime topluluklari tiimiiyle aym kiimelerden
olusurlar. Metrik uzaylar terminolojisinde d ve p metriklerine egdeger metrikler denir. Dikkat,
0 < p(z,y) < 1, kisaca 0 < p < 1 gergeklendigini unutmayahm. Evet, bu kadar temel bilgi yeter!
Yazimizin ikinci boliimiinde ise bu konunun devamini bulabileceksiniz...
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GALILEO GALILEP'NIN iLGING BIR Dizisi
Ogiin Dogru
Ankara Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Bolimii, 06100, Tandogan-Ankara

Bir ¢ogumuzun adini duydugu 17. yiizyilm {inlii astronomi bilgini Galileo Galilei’nin (1564-1642)
ilk kez diirbiinii uzaya gevirme fikri ile teleskopu bulmasi, yalmzca yildizlar1 incelemesini gerektirmedi
ve teleskopunu biraz da sayilara gevirerek matematikte de ilging gézlemler yapti. Yazimizda bu
gozlemlerden birini bulacaksimz.

1615 yiinda Galileo ortaya attig1 bir fikirde % sayisi ile ardisik tek dogal sayilar arasinda bir iligki
kurdu. Bu iligki
1 143 1+345

3 BT PAOEIL T

esitliklerinin saglanmasi idi(Bkz.[1]). Kugkusuz baglangicta bu gozlemi ortaya koymak, simdiki teknikl
ispatlamaktan daha zordu.

Ispat basittir; 14+ 3+ ... + (2n — 1) = n? egitliginin kullanilmasiyla

1434+ ..+(2n-1) N
1+3+..+(An-1)-(1+3+..+(2n-1))
z:=1(2k L 1) _ n?

@E—1) =Y (2k-1) 4n®—n?

olur. Simdi Galileo’nin bu g621efninden esinlenerek buna benzer bir esitlik yazahm;

=4
~3

1D 13 +33 o 134334+ 5° -
3 RA+3)-16+7 [20+3+5)-17+9+11)

ispat i¢in
PB4 4 2r—1P=n?2n?<1)
(Bkz.[2]) esitliginden hareketle

B4+3+..+(@2n-1)7 B
2(1+3+..+(2n—-1))-1)((2n+1) +...4+ (4n - 1))
ShGk-1P
[2Y 1 2k — 1) ~ [ 2k~ 1) - Th, 2k — 1))
n?(2n?-1) = 1

[2n2 —1][4n2 —n?] ~ 3

bulunur.

Sim.di de % icin bu esitliklere benzer ilging baska esitler yazalim ve yazacagimz esitliklerin de
benzer ispat yontemi ile basitge ispatlanabileceklerini soyleyerek ispatlar okuyucularimiza birakalhm.

1 RPN STRAG ) i o e o

3 2B8+5+4+7) 2B+5+7+9+11)
10 12422 12422 12422432

3 5(1+2) 5(1+2) 7(1+2+3)

547  T+9+11
17+19  254+27+29

L
3
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L 547 - 7+9+11 L
3 14+3+5+7+9+11 1+3+5+7+9+11+13+15+17

Hemen burada "Neden bu ve benzeri esitlikler 1/3 igin gegerli?” sorusu kafaniza takilmasm, ¢linkii
bu tiir egitlikler 1/3'ten farkli kesirler igin de gegerli olabilir. Gergekten pay1 1, paydasi tek dogal say1
olan tiim kesirli ifadeler igin,

1 ZZ=1(2’“ -1)

-1 Y (2k—1) = Yo, (E— 1n(2k - 1)

esitligini yazabilir yazabilir ve bu esitlik yardim ile de 1/3, 1/5, 1/7,... geklindeki biitiin kesirler i¢in
benzer esitlikler elde edebiliriz.

Ayrica, tiim dogal sayilarin kiiplerinin kendi sayilar: kadar ardigik tek dogal saymin toplami olarak
yazilabilecegini de belirterek, agagidaki esitliklerle yazimizi noktalayahm.

B=1
=345
¥=7+9+11
£ =134+154+17+19 "
55 =21+23+25+27+29

n3:((n—1)n+1)+((n—1)n+3)+...—I—((n—l)n+2n—1)=Z((n—1)n+2k—1)
: $ k=1

KAYNAKLAR ] :
[1] O.P. Ma, Galileo’s sequences and dangling problem, Amer. Math. Mont. No:1, pp.67-71 (1979).

[2] O. Dogru, Gauss toplamlan icin agik formiiller, Matematik Diinyasi, Cilt 8, No:3, sayfa:13-17
(1999).

Simdiki Adresim:
Giilhane Askeri Tip Akademisi,
Dekanlik Egitim-Planlama Subesi, Bilgisayar Ders Kurulu Temsilcisi, 06018, Etlik-Ankara

Bir matematikgi, bir sair veya ressam gibi modeller yaratir. Eger modelleri digerlerinin
modellerinden daha kalici ise, diigiincelerle yapildigindandr...bir satrang problemi, ba-
sitge sOylersek, katiksiz bir matematik uygulamasidur.

G.H. HARDY
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ZAYIF ASAL SAYI TEOREMI VE BAZI SONUGLARI

Emre Alkan
Bogazigi Universitesi, Matematik Boliimii,
Bebek-ISTANBUL

Asal sayilarin dagilimlari ile ilgili bir ok problem matematikgileri uzun bir siire ugragtirmigtir. Asal
saylarin dagilim iizerine kose tas1 kabul edilebilecek bir sonug, Rus matematikecisi P. L. Chebyschev
(1821-1894) tarafindan elde edilmistir. Chebyschev’ in elde ettigi sonug kabaca goyle ifade edilebilir.
Eger n(z), < z olan asal sayilarin sayisim veren fonksiyon ise, dyle a, b sabitleri vardrr ki, z > 2 icin,

T
a_log:v <7(z) < b—loga:

esitsizlikleri saglanir. Bu sonug Zayif Asal Say1r Teoremi olarak bilinmektedir. Chebyschev ’in
analizinde a,b sabitleri 1 ’e olduk¢a yalindir. Bu ise Asal Say1 Teoremi olarak bilinen ve asal
sayilarin asimptotik davranigina 11k tutan, ’

log =

lim {r(z) =27} =1

savinin ortaya atilmasim desteklemistir. Bu sonug ise ilk defa 1896 ’da J. Hadamard tarafindan
kanitlanmgtir. Bu yazidaki amacimiz, Zayif Asal Sayr Teoremini kanitlayip, bazi sonuglarni elde

etmektir.
Lemma: 1,2, --,n sayilarmm en kiigiik ortak kati f(n) olsun. n>1 igin f(2n) 22" olur.

Kamt: (2:) = (3)2 + (?)2 Tt (:)2 > )+ G+ + (%) = 2" oldugu goriilebilir. n > 1
icin f(2n) > (2”:) oldugunu gorelim. (2:) — -(7—”'—}1,L2—7—‘ sayisiin 2n ’den biiyiik asal boleni olamaz.

2 < p < 2n olacak gekilde herhangi bir p asal sayisinin (®™) *yi bélen en biiyiik kuvveti,

S {2 a2} = 5o {5 - 25},

T

j=1 j=1
[log 2n]
m =
logp
olarak bulunur. [22] —2[%] < 2 —2(% —1) =2 oldugundan 23] -2[5] <1 elde ederiz. Boylece

P 'nin (2:) ’yi bolen en biiyiik kuvveti en fazla m = [1%%2;"] olabilir. Ote yandan en kiigiik ortak
katm tanimindan,
femy = [[ o'
2<p<2n

yazilabilir. Bu derhal f(2n) > (2:) > 2" oldugunu gosterir.

Teorem: Oyle a, b sabitleri vardir ki z > 2 igin alog - < 7(z) < bloz — olur.

Kamt: Lemma yardimiyla,
nlog2 <log f(2n) =3 scpcon logp[lT".%zf]
< m(2n)log2n

ve hemen

< m(2n)

n
log 2
= log2n —
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elde ederiz. Herhangi bir z > 2 sayisi alahm. 2n, < z olan en biiyiik cift say1 olsun. Boylece

m<zr<2n+2 ve §<2n oldugu sOylenebilir. Buradan kolayca

n  log2 2n T
log2n 2 log2n bl log z

n(z) > m(2n) > log2

artan bir fonksiyon oldugundan,

2n 5 _ T > T
log2n ~ 2log 3 =~ 2logz

ve sonug olarak e

4 logz

elde ederiz. a = lﬁfl alabiliriz. Bundan sonra w(2n) —n(n) ifadesi ile ilgilenecegiz.
n (n n\2 n)2
) =@+ G ++()
2
<{@+@+-+C)
— 22n

oldugu goriilebilir. Ayrica n < p < 2n olacak bicimde bir p asal sayis1 icin PI(Z:) oldugu agiktir.

Boylece,
@) < [ p< <2n) <o
n<p<2n n
ve buradan i
w(2n) — m(n) < 210g2@ < 8n(n)
ve

m(2n) < 97 (n)

elde ederiz. Biz m(z) < bi2; olacak bicimde bir b sabitinin yalnizca varhigim gdsterecegiz, bu sabiti

hesaplamayacagiz. w(2n) — m(n) < 2log2; o’g‘n sonucundan kolayca su elde edilir:

T

z > 2igin m(2z) — 7(z) < klog:z;

olacak bicimde bir k sabiti vardir. (k burada 2log2 ’den biraz farkh olabilir.)

T T
wa) = n(3) < kg,
T T A
mPMHE) < hEgm

egitsizliklerini toplayarak,

m
T log =
k _ = -
w(z) < ;2] g & ' m [10g2] 1
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elde edilir. Simdi f(z) = ) mg,-l%;—_x, fonksiyonunun asimptotik davramgini anlamaya galigalim.
§=1 2

z > 2i¢in f(z) > in: % olacagindan, z biiyiik iken m de biiyiik oldugundan, z ’den bagimsiz
j=1

f(z) £ A< 1 olacak bigimde A sabiti olamaz.

_ logz log z log z
f(z) —ﬁ,%'g+§:%g§+'--+2[

] z
log T
logz logz
+2[?]+1 log —mZ + + 2™ log 3

SR

<mig (h+d+ot )

logz 1
tapn g 0t

+2m—_[1!;1?flog 3=t

Simdi k=1,2,---,m—[2] icin, 2¢'log S > 1 oldugunu gorelim. k=1 icin

T
log2["2n']—-+-]:>1

esitligi z yeterince biiyiik secildiginde saglamr. Bundan sonra k lizerine tiimevarim yapabiliriz.
Timevanim adimi igin, log 535y > %bgzl,, oldugunu gormek yetecektir. Bu ise n < %%g% -2
olmasina egdegerdir. Tilimevarim siirimizdan n < m—1= []1—23% -2< %%g—; —2 oldugunu biliyoruz.
Dolayisiyla istedigimizi gostermis olduk. Bu sonucu ve m—[%] < [2]+1 oldugunu gézoniine alarak,
z yeterince biiyiik iken

log z ].0g1:([-72&] + 1)
fl) < logz — [3]log2 olF1+1
m 2
elde ederiz. log;([ | +]f- D ifadesi (l%g;—ﬂL ifadesi civarmdadir. Bunu,
22Tog

logz([3]+1) (log z)°
ST )

2l% 1+ o7tes

2 5
olarak ifade ederiz. = — oo iken Q’FQ— — 0 oldugundan, = yeterince biiyiik iken ikinci terim

27log7
ihmal edilebilir. Ote yandan,
m logz 1
2 ~ 2log2 2
ve
log z < logz
logz—[$]log2 = logz—log 2(;—‘1’5512—' 3
s 2logx
~ log z+log 2 <2

oldugundan f(z) asimptotik olarak iistten simrhdir. Ek olarak, toplami, [2| yerine bir n > 2

igin [2] keserek, - log—ml"[s%“’—lﬂ < ;27 olmasim saglayabiliriz. 7 > 0 sayis1 verilsin; hem z hem de
n yeterince biiyiik segilirse,
T

w(z) < k(1+mn) -y
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olacaktir. z biiyiik iken, n = [z] alirsak, 7(2n) — m(n) ve m(2z) — w(z) ifadeleri hemen hemen ayni

olacaktir. m(2n) — 7(n) < 2log2izy oldugunu biliyoruz. Béylece z biiyiik iken
m(2z) — w(z) < 2log21Z3 olacaktir. k = 2log2 segebiliriz. Sonug olarak M uygun bir smir

olmak iizere z > M iken 7(z) < (2+¢€)log2;%-,e = 2n saglanir. Bu esitlik £ < M degerleri

logz’
icin de saglanacak bigimde (24 €)log2 sabiti uygun bir b sabitiyle degistirilebilir. Boylece = > 2

i¢in m(z) < bronz olacak bicimde bir b sabitinin varoldugunu gosterdik. Bu sonug zayif asal say

teoreminin kanit1 tamamlar.

Simdi bazi sonuglar: ele alalim:
Sonug 1: Yeterince biiyiik « i¢in, 7(9z) —n(z) = O(Z7) saglanir.
Kamt: z > M = M(e) iken

m(9z) — n(z) > 2log 2oz — (2+¢€)log 2%,

e>0

sayisil 2+ & < % olacak bigimde secelim. log’”% = logQ-T—logz’ @ civarinda olacagindan, z biiyiik

iken o= < m(9z) —n(z) olacak bigimde bir @ > 0 bulunabilir. Ote yandan,
T
7(9z) — m(z) < 7(9z) < 5Bg_z

geklindeki bir B > 0 ise zayif asal say1 teoreminin bir sonucudur. Bu ise 7(92) — 7(z) = O(ﬁ)
oldugunu gosterir.

Zayf Asal Say1 Teoreminin kanitinda ister istemez ¢(z) = log f(z) = Y. log p[i—gg—i] fonksiyonunu
p<z

ele aldik. B—Zﬁ] kuvvetleri saydigindan 9(z) = 3 logp olarak da sdyle gosterilebilir: Bu toplamda
pm<z

baskin terimler, 6(z) =3, logp fonksiyonunda geger. 6(z) = O(z) ve y(z) = O(z) oldugu
bilinmektedir. Burada bunlarin kamtlarina girmeyip, yalniz su ilging sonucu vermekle yetinelim.

Teorem: (Erdos-Kalmar) z > 2 igin 8(z) < 2zlog?2 olur.

Kamt: [] p carpimnmn (nz_"'_‘l sayisini boldigi goriilebilir. (nz_:l) < (2:) < 2% olacagindan
n<p<2n

logaritma alarak

0(2n—-1)-6(n—-1)= Z logp < 2nlog 2
n<p<2n

elde ederiz. n lizerine tiimevarim yapahm. n = 2 igin yapilacak bir sey yok. m < n icin 0(m) <
2mlog2 oldugunu kabul edelim.
n cift ise O(n) = 6(2m) = 6(2m — 1)
< 2(2m—1)log2 < 2.2mlog?2
= 2nlog?2,
ntekise f(n) = 6(2m—1)=6(2m —1)
- fm-1)+6(m-1)
< 2mlog2+2(m —1)log?2
= 2(2m —1)log?2 = 2nlog2.
Timevarim tamamlanir. > 2 igin n = [z] alirsak,

b(z) =3 ,c;logp=3,,logp

=0(n) < 2nlog?2 < 2zlog2
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olmasi kaniti tamamlar.
Sanug 2: P,, n—inci asal say1 olsun. Bu durumda oyle a, b sabitleri vardir ki, n 2> 2 igin
anlogn < P, <bnlogn esitsizlikleri saglanir.

Kamt: z > 2 igin 7(z) < b7 oldugunu biliyoruz. z = P, alarak n=n(Py) < bl—cfn,: ve ?u?men
inlog P, < P, elde ederiz. n < P, oldugundan kolayca inlogn < P, bulunur. Benzer bigimde

< m(z) oldugunu biliyoruz, = P, olarak,

a’lo:z
1
P, < Enloan

elde ederiz. Simdi, n yeterince bilyiik oldugu zaman P, <n? olacagiu gérelim. Tersine kesin artan
bir ny dizisi igin P, > ni olsaydi,

2

Tk g m(nd) < ng

a.2 log 7.

elde ederdik. Fakat n; yeterince biiyiik iken elde edilen esitsizlik saglanmaz. O halde n > N icin
P, < n? olmalidir. Béylece
2
P, < —-nlogn, n> N
a
elde ederiz. n=2,3,---, N — 1 igin de P, < cnlogn olacak bigimde bir ¢ sabiti olarak kolayca n > 2
icin
P, < maz(c, 2)nlogn
a
elde ederiz. Bu sonug 2 ’'nin kanitini tamamlar.

Sonug 3: g(z) = Y, -:; ise, g(z) = O(loglog =) olur.
p<z

Kamt: Sonug 2 ’den P, asal sayisi nlogn civarmdadir. Boylece

9(), Z nlc}g n

P.<z

civarinda olur. Bu seri ise integral testi ile,

v odt
/2 flogt — O(loglog )

civarindadir. Ayrintilar1 okuyucuya birakiyoruz.
Sonug 4: lim;_,, ﬂzﬂ = 0, asal sayilarin yogunlugu sifirdir.

Kamt: ﬂzﬂ, 10‘% civarinda oldugundan kolayca goriilebilir.

Sonug 5: k > 1 sayisi verilsin, n > N = N(k) icin P;' = PyPs--- P,_; olur.

Kamt: Logaritma alinca istenen,
n—1

klog P, < Z log P;

i=1

gseklinde yazilabilir. P, < cnlogn oldugundan,
klog P, < k(logn + loglogn + logc) = O(logn)

olur. Ote yandan,
n—1

> "log P, = 8(Py_1) = O(P,_1) = O(nlogn)

i=1
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saglanir, ¢linkii Sonug 1 ’den z biiyiik iken z ile 9z arasinda bir asal say1 vardir ve bu P,_1 < P, <
9P,_; olmasi demektir ki P, = O(Pn_1) yazilabilir. Sol taraf logn civarindadir. Bu, kamti tamamlar.

Teorem: g(z) = [p<z(1 - %) ise z > 2 igin (logz)~¢ < g(z) < c(logz)~! ¢, £ > 0 sabitleri vardur.

Kamt: Rlz—) =Ilp<a(1 — %)'1 yazalim.
1 1 1
1-=) =144+
( p) p P
yazilarak p < x bu serilerin Cauchy garpimi yapihrsa, gikan toplamda, [z] ’e kadar olan dogal sayilarm

tersleri gecer. Boylece,

1 1
—-:7r<11——-_1> —>k].0g$
el A
olacak bigimde bir k sabiti vardir. (3, ¢, 7 = O(logz) oldugunu biliyoruz.) Boylece,

ole) < 7 (log2) ™
elde ederiz. Simdi

(logz)™* < g(z)
olacak sekilde bir € < 0 sabiti bulahm. Logaritma alarak,

—cloglogz < log g(z) = Zlog(l - %)
p<z

ve P
Zlog 1 < eloglogz
p<z P=

elde ederiz. 27 = 1+ -1z ve 0 < z <1 igin log(1 + ) < z oldugundan,

r—1 P
Zlogpfl <2z:L < Z% gloglog =

-1
p<z p<z p p<z

elde edilebilir (Sonug 3 ’den dolay1). Bu, kaniti tamamlar.

Pozitif tamsayilarin kesin artan dyle bir n dizisini ele alalim ki dizinin herhangi iki terimi aralarinda
asal olsun. Ornek olarak asal sayilar dizisi ve Fermat sayilar1 dizisi k = 1,2, - - - igin 92°+1 verilebilir.
Daha zor 6rneklerin hepsinde sozii edilen dizilerin yogunlugu sifirdir ve bu bir raslanti degildir. Bu

son sonugla yaziy1 bitirelim:

Teorem: ny yukarda soylendigi gibi bir dizi olsun. f(z), bu dizinin < z olan terimlerinin sayis ise,
limg 00 ﬂxﬂ =0 olur.

Kamt: Dizinin terimlerinin en az bir asal ¢carpam vardir ve bu garpanlar farklidir. B6ylece hemen
f(z) < 7(z) elde ederiz. Sonug 4 kaniti tamamlar.

KAYNAKLAR
[1] E. Alkan, Fermat ve Euler Teoremleri Uzerine Uygulamalar, Matematik Diinyasi, Cilt: 5, Say: 3.

[2] G. H. Hardy, An Introduction to the Theory of Numbers, E. M. Wright, 1979.
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OKLIiD ALGORITMASININ BiR UYGULAMASI

Ismail Aslan o
[YTE, Fen Fakiiltesi, Matematik Béliimii, Urla, IZMIR

e-posta: iaslan@likya.iyte.edu.tr

n x n tipinde bir A matrisini géz oniine alahm. m pozitif tamsay: olmak tzere, A-A--- A (m garpan)
carpim yine bir n X n matrisidir, bunu A™ ile gosterelim. Bu yazida, zengin uygulama alani olan
Oklid Algoritmasim (Bkz.[1]) kullanarak, m nin biiyiik degerleri icin,

arA™ + a1 A"+ L+ a1 A +aol,
matris polinomlarinin hesaplanmasindan sz edecegiz (Burada I,, nxn tipindeki birim matrisi goster-

mektedir). Bu amagla, oncelikle baz1 tanimlara ve teoremlere gereksinimimiz olacak.

Tamm: Eger AV = AV olacak sekilde sifir olmayan n x 1 tipinde bir V matrisi varsa, A sayisina, A
matrisinin bir 6zdegeri denir.

A matrisinin determinantini |A| ile gosterelim ve asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem: A sayisimn A matrisinin bir 6zdegeri olmasi igin gerek ve yeter kogul
|A=A,| =0

olmasidir.
Simdi k-inci dereceden

P(z) = apz* + ...+ a1z + ao

polinomunu goéz 6niine alalim. A, bir n X n matris olmak iizere,
P(A) = az A* + ... + 014 + aol,

olarak tanimlayalim. P(A) polinomunun yine bir nzn matris oldugu agiktir.

Tamm: A, bir n x n matris olmak tiizere, |z I, — A| polinomuna A matrisinin karakteristik poli-
nomu, |z, — A| = 0 denklemine de A matrisinin karakteristik denklemi denir.

Teorem: Her n x n matrisi kendi karakteristik denklemini saglar.

Yani, A, bir n x n matris olmak lizere, A matrisinin karakteristik polinomu
"+ an 12" 4 ozt ag

ise
A" +a,_ A" 14+ .. taA+tagl, =0

dir. Buradan da bir matrisin karakteristik denkleminin koklerinin sézkonusu matrisin
ozdegerlerini verdigi sonucunu gikaririz.

Simdi de polinomlar i¢in Oklid Algoritmasr’ni ifade edelim:

f(z) ve g(z) # 0 polinomlar1 verilsin ve f(z)’in derecesi g(z)’in derecesinden biiyiik ya da esit olsun.
Bu durumda

f(@) = g(2) q() + r(z)

olacak sekilde () ve r(z) polinomlar: vardir. Burada r(z) polinomunun derecesi, g(z) polinomunun
derecesinden kiigiiktiir ya da r(z) = 0 dir.
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Ornegin,
-2 4 3
A=| 0 0 0
-1 5 2

matrisi icin A2%1 — 24%2%%° matrisini hesaplayalm. Bu amagla f(z) = 22001 _ 222000 diyelim. A
matrisinin karakteristik polinomu

r+2 -4 =3
eIz —Al=| O T 0 |=2-%
1 -5 -2

olup, z* — = 0 karakteristik denklemini ¢6zerek 0, —1, 1 6zdegerlerini buluruz. Oklid Algoritmasim1
2001 _ 942000 ye 43 — 3 polinomlarina uygulayarak

720t — 9790 _ (33 _ 1)q(x) + (a0 + 017 + apz?) (1)

denklemini elde ederiz. Ote yandan A matrisi kendi karakteristik denklemini saglayacagindan, A3 -
A =0 olup, bu gergegi ve (1) denklemini kullanarak

A 247 = aol3 + a1 A+ a4 (2)
denklemini elde ederiz. Ayrica (1) denkleminde, 0, —1, 1 6zdegerlerini kullanarak,

0=aqg
-l=ag+a1+az
—-3=a9—a1t+a
sistemini elde eder ve buradan da ap = 0, a; ="1 ve ag = —2 olarak buluruz. Boylece (2) denkle-

minden

‘ -4 -10 3
A0 _ 942000 — o I+ g1 A+ a0 A2 = A -242 = 0 0 O
-1 -7 0
matrisini buluruz.

Ote yandan, A = (a:;) olmak iizere, A* matrisini hesaplamak icin Mathematica programin kullanmg
olsaydik, agsagidaki komutlar: igletmek yeterli olacakt.

A = {{a11, a12, a13}, {a21, a2, az3}, {as1, a3z, @a33}}

matrixpower[b_, 1] := b;

matrixpower[b_,n| := b.matrixpower[b,n — 1J;

matrixpower 4, k;

Alhstirma:

o= O
- O -

— - o
Ss——

matrisi igin A5 matrisini hesaplayiniz.

KAYNAKLAR

[1] Kog, C: Oklid Algoritmasi, Matematik Diinyasi, 4, Say1 1,2-5 (1994)
[2] Kolman, B: Elementary Linear Algebra, Prentice Hall, 1996
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MOSKOVA MATEMATIK BAYRAMI

Liidmila Kadets
Kharkov Lisesi No:45

Kharkov-UKRAYNA

10 seneyi askin bir siiredir Moskova’da her sene 6. ve 7. smif grencileri icin Matematik Bayrami
denilen Matematik olimpiyad: yapilmaktadir.

Bu bayram, Moskova Universitesi 6gretim iiyeleri ve 6grencileri katkilariyla gergeklesir. Bu sene
yarismaya Rusya’dan, Ukrayna’dan ve Beyaz Rusya’dan 3000 grenci katildi. Yarisma 18 Subatta
Moskova Devlet Universitesi binasmda saat 10’da basladu. Iki saathk bir siire icin herkes 6 soruyla
bas basa kald1. Olimpiyatta 6nerilen sorulardan iki tanesi agagida veriyoruz. Peki, siz bu problemleri
¢oOzebilir misiniz?

1. (T. Golenisceva-Kutuzova, V. Kleptsyn) Saga, Paga ve Masa kar topu oynuyorlar. Ilk kar
topunu Maga att1. Daha sonra kendisine isabet eden her kar topunun kargilafinda Sasa 6 kar topu,
Pasa 5 kar topu ve Masa 4 kar topu atti. Bir siire sonra oyun bitti. Hedefe ulasmayan kar topunun
say1s1 13 olduguna gore, her kigiye kag tane kar topu isabet ettigi bulunuz. (Kisi kendi kendisine kar
topu atamaz.)

2. (I. Akulich) 8x8 boyutlh kareli tahtanin karelerini, her kare boyandiktan sonra boyanmig
bolgenin bir simetri ekseni bulunacak sekilde, birer birer boyuyoruz.
a) 26 karenin;

b) 28 karenin bu kosulu saglayarak nasil boyanabilecegini gosteriniz. (Coziim olarak 1’den 26’ya
kadar veya 1’den 28’e kadar olan sayilar1, boyanan karelere boyanma sirasi ile yazinz).

Yarigmadan sonra jiiri ¢dziimleri kontrol ederken, gocuklar konserleri ve ¢izgi filmleri izlediler.
Bazilan diinyanin en biiyiik ve giizel sehirlerden olan Moskova’y1 gezmeye ciktilar. Herkes igin iinli
Moskova Universitesinde bulunmak heyecan verici idi.

Aksam saat 6’da galipler jiiri tarafindan ilan edildi ve &diillendirildi. Térenin sonunda tiim
katilanlara bu ve onceki yarigmalarda gikan problemleri ve bunlarn géziimlerini igeren kitaplar
dagitildi. Onceki senelerde ¢ikmis 2 soruyu asagida veriyoruz.

1. (1990) Diizlem iizerinde, her biri geriye kalanlardan {igline 1 birim uzaklikta bulunan 6 nokta
bulunuz.

2. (1994) Bir ailede herkes birer fincan siitli kahve igti (fincanlar aymdir). Katya tiim siitiin i'nii
ve tiim kahvenin %’m icti. Aile kag kisiden olugur?

o Matematik Bayram: tlim ¢ocuklarin ¢ok hoguna gitti. Herkes anilarini okula arkadaslariyle paylasm
icin bir an 6nce eve donmeyi bekliyordu.

Matematik, ne.ha:kkmda, konustugumuzu asla bilmedigimiz ve sdylediklerimizin dogrult
hakkinda da bilgi sahibi olmadigimiz bir konudur. BERTRAND RUSSELL
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PROBLEMLER VE COZUMLERI

Uyar:: Dergimize alistirma problemlerinin ¢6-
ziimlerini degil, yalnizca yarigma problemlerinin
coziimlerini yollaymuz. Coziimleri génderirken
liitfen su noktalara dikkat ediniz:

— Her sorunun ¢oziimiinii ayr1 bir kagida okunakl
ve anlagilir bir bicimde yaziniz.

- Kagdin sag iist kogesine adimzi, soyadinizi,
adresinizi, ogrenci iseniz okulunuzu ve sinifiniz
yaziniz.

- Goziimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,

Matematik Béliimii, Giilbahge Kéyﬁ,Urla/izmir
adresine 31 May1s 2001 tarihine kadar gonderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.226. ABC liggeninde agiortaylarin kesigim
noktasi I, i¢ teget cemberin yarigap: ise,
|AI| + |BI| + |CI| > 6r oldugunu gdsteriniz.

A.227. Bir pozitif tamsaymmin ard arda gelen
herhangi iki rakaminin olugturdugu iki basamakl
say1 17 ’ye veya 23 ’e boliiniiyorsa, bu sayiya ”il-
ging say1” diyelim. Kag tane 2001 basamakh il-
ging say1 vardir?

A.228. Her pozitif gergel a, b, ¢ sayilar1 ve pozitif
n sayisl igin

a+b., s bFeq ke ;
Er+ (o + (T2 2802

[

esitsizliginin dogru oldugunu gosteriniz.

A.229. Tiim gergel sayilar kiimesinde taniml
olan f fonksiyonu her 2 icin

flz+3) < f(2) +3,f(z+2) < flz)

esitsizliklerini saglar. g(z) = f(z) — = fonksiy-
onunun periyodik oldugunu gosteriniz.

A.230. N arkadag birkag kere beraber tiyatroya
gittiler. Her gidiglerinde ayni sirada bulunan yan-
yana N koltugu paylagtilar. Her ikili tam bir
kez yan-yana oturdular. N’nin ¢ift say1 oldugunu
gosteriniz.

29

YARISMA PROBLEMLERI

Y.226. Pozitif tamsayilardan olugan kesin olarak
artan sonsuz dizide 4.’den baglayarak her terimin
karesi bundan daha once gelen herhangi ii¢ ter-
imin kareleri toplamina egittir. Bu dizide sonsuz
sayida bilegik sayiya rastlanacagini ispat ediniz.

Y.227. 5x5 boyutlu tabloya 1’ den 25’ kadar
olan pozitif tam sayilar yazilmigtir. Icerdikleri
sayllar arasindaki fark en az 5 olacak gekilde iki
komsu hane bulunacagim gosteriniz. Not: Bir
ortak kenari bulunan iki haneye komsu haneler

denir.

Y.228. ag,ay, ..., a, pozitif sayilar olmak iizere

2"t 4 a,z" — ap_12™ ! — ... — ap polinomunun
Zo,T1,...Tn KOKleri igin z, < Zp_1 < ... S T2 <
z1 < zg egitsizlikleri saglanir. —z1, —%2,... — Tn

sayilarinm z” —nz™ 1 4+ b, — 2272 + ...+ boz? —
nz+ 1 polinomunun kékleri oldugu bilinirse, ; =
Ty =.. = Tp_1 = Tn oldugunu gosteriniz.

Y.229. ABC iiggeninin BC,CA ve AB ke-
narlar iizerinde, [A4| < 1,|BB| < 1,|CC| <
1 olacak sekilde srrasiyla A;,B; ve C; nokta-
larn alinmigtir. ABC {iggeninin alamnin 71§’ﬁ

agmadigini gosteriniz.

Y.230. Ojle saatinde (12:00’de) iig sinekten biri
saatin akrepinin, digeri yelkovanin ve glinciisii
de saniye gostergesinin iizerine oturdular. Bun-
lardan biri digerine yetistiginde yer degigtirdiler
(saniye gostergesi ayni zamanda yelkovana ve
akrepe yetistiginde saniye gostergesi ve akrep
Uzerindeki sinekler yer degigtirdiler).  Gece
yarisina kadar sineklerin her biri ka¢ kez merkez
etrafinda déndii?

gt')zi'JMLER

A.216. ...12345678987654321 biciminde olup
19992900 gavisina boliinen dogal say1 var mudir?

Coziim. Evet vardir. Yazilmin kolayhig1 igin
A = 12345678987654321, B = 1999%°% diyelim
ve B + 1 tane A, AA, AAA4, ..., AA.. A sayilarma
bakalm. Bu sayilar iginde B’ye esit kalanla
boliinen en az ikisi vardir. S6z konusu iki sayinim
farki olan
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AA A-AA. A=AA . A 10F™
—_—— Y—\— =

k tane m tane m tane
sayisi, B’ye tam boliinecektir. Fakat 10~™ ile B
sayis1 aralarinda asal oldugundan, AA...4 saysi

B’ye boliinmek zorundadir. m tane

A.217. 23 —6z2+ax+a = 0 denkleminin kékleri
olan 1, z5 ve 3 sayilariin (z; —3)3+ (z2—3)3 +
(z3 — 3)® = 0 esitligini saglamasini garanti eden
a sayllarinin hepsini bulunuz.

Coziim. y = z — 3 diyelim. O halde, y; =z —
3,y2 =z — 3,y3 = T3 — 3 sayilan '

(y+3)°—6(y+3)°+aly+3)+a=9y"+3y°+
(a — 9)y + 4a — 27 polinomunun kokleri olacaktir.
Vieta teoremine gore,

1 +y2+ys=-3,

y1y2 +Y1y3 + yeys = a— 9,

y1y2ys = 27 — 4a egitlikleri saglanacaktir.
Simdi biz a parametresini, hem Vieta esitlikleri
ve hem de 3} + y3 + y3 = O esitligi saglanacak
bicimde segmek istiyoruz. Direkt hesaplamalarla
agagidaki 6zdesligi kontrol edebilirsiniz:

B+ +u3 = (n+y2+ys)® -3 +yiys+
y2y3) (y1+y2+y3)+3y192y3. Yukaridaki esitlikleri
bu son dzdeslikte goz oniine alirsak, 0 = (—3)% —
3(a—9)(—3) +3(27 —4a) = —27—3a,a = —9 elde
ederiz. .

A.218. Toplamlar1 1’e egit olan herhangi pozitif
o1, 02, ..., 0y sayllarn icin

n - -
>
ZZ—Q; “2n-1

esitsizliginin saglandifim gosteriniz.

Coziim. B; = 2 — a;, (i = 1,2,...,n) diyelim. O

halde,
n
Y Bi=2n-1

i=1
olacaktir. Simdi Aritmatik ve Geometrik Ortala-
malar arasindaki esitsizligi kullanarak,

Sekill
2n? 2n? n

Bt Bt tBn | 2m-1 = 2m-—1
elde ederiz.

A.219. Ugboyutlu uzayi, bir-biriyle kegismeyen
ve bir-birine kongruent olan 1001 tane kiimenin
birlesimi bigiminde ifade etmek miimkiin miidiir?

Coziim. Evet mimkiindiir. Ug boyutlu uzaym
86z konusu pargalanmasina bir ornek gosterelim.
OoXYZ

kordinat sisteminde diigiinecegimiz (z,y, z) nok-
talarm soyle simflandiralim: M;(i = 1,2, ...1001)
kiimesine, ilk koordinat #’in tam degerinin

[[z]|=¢ (mod1001)
denkligini sagladig1 (z,y, ) noktalarina ait ede-
lim. Kolayca anlagailacag gibi, M; ler ikiser-

ikiser kesigmiyorlar, bir-birine kongruentler ve
birlegimleri tiim uzay1 vermektedir.

A.220. Bir ABC iiggeninin gevrel gemberinin
BC yay1 lizerinde alinmig bir P noktasindan,
BC, AC, AB dogrularina, sirasiyla, PK, PL, PM
dikleri indirilmistir.

|BC| |AC| @ |AB]|

|PK| ~ |PL| * |PM|

esitligini saglayimz.

Céziim. BC parcasi iizerinde PNB = PCA
saglanacak bigimde N noktast vardir. (Ciinkd:
PCB < PCA = 180 — PCB; sekil 1'den iz-
leyiniz). Simdi,

A A A A
BPN~APC ve CPN~APN (1)
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bagntilarin yazabiliriz. Sekilden, PK’nin 'BF"N

ve CPN iiggenlerinin ve PL ile PM ’nn.l ise
sirasiyla, APC ve APB tiggenlerinin yﬁksskllklerl
oldugunu gorebiliriz. (1) bagmtisint da gozoniine
alarak sunlari yazabiliriz.

\Ac| _|BN| 14B| _ |CNI

—

\PL| _ IPK|'|PM| |P I
Bu son bagntilardan
Ac| . |AB| _ |BN|, |CN| _ |BNI+ICN| _ |BC|
ITPJM+HPM = {BRI+ PRI = S5 1PK]
elde edilir.

Y.216. abc =1 ve a® > 36 ise,

a2

T 12+ 2 >abtbetca
esitsizliginin saglanacagimni kanitlaymiz.
Coziim.

a2
—+b+c—ab—bc—ca=

3
—1—2+b2+c2—ab—bc—ca+%=
(%—b—c)2—3bc+(1l—;=(g—b—c)2+%—§ =
G-ty

ifadesinde a® — 36 > 0 oldugunu gozoniine alirsak,
istenen esitsizlik ispat edilmis olur.

Y.217. Diizlem hanelere boliinmiig ve bu hanel-
erden rastgele 100 tanesi igaretlenmistir. Ispat
ediniz ki, bir biriyle hig ortak noktasi olmayan en
az 25 tane igaretlenmig hane vardur.

Coziim. Tiim diizlemi, her biri 4 haneden
olusan karelere bolelim ve her karenin iist sag
hanesini siyaha, iist sol hanesini beyaza, alt sag
hanesini kirmiziya, alt sol hanesini de maviye boy-
ayalm. Aym renge boyanmig hanelerin hig or-
tak noktasinin olmadigr agiktir. Simdi, 100 tane
igaretlenmig hanenin en az 3’ii (yani, en az 25
tanesi) ayn1 renge boyanmig oldugundan, iste bu
haneler problemde iddia edilen &zellige sahip ola-
caklardr.

Y.218. Her z € [-1,1] i¢in |P(z)| < 1 kogulunu
saglayan P(z) = a2®+be? +cx+d, (a,b,c,d € R)

3

" polinomlar kiimesine M diyelim. Bu takdirde,

dyle A sabiti vardir ki, M ‘den olan her poli-
nomun bag katsaysi a icin |a| < A esitsizligi
saglanacaktir; kamtlayimz.

Coziim. Oncelikle, Po(z) = 4a® — 3z polinomu-
nun M ’den oldugunu gozlemleyelim. Gergekten,
Po(~1) = =1, Ps(1) =1 ve yerel ekstremum nok-
talari olan i ve 5t noktalarinda P(3) =1,
Po(3) = -1 oldugundan, her z € [-1,1] icin
|Po(z)| < 1 egitsizligi saglanacaktir.

Simdi gosterelim ki, problemde adi gecen A
sayisi olarak, Po(z) ’in bag katsayisi olan 4
almabilir; yani, M ’den olan her P(z) polinomu
icin |a| < 4 olacaktir.

Aksini varsayalim: Oyle P; () polinomu vardir
ki, ¥z € [-1,1] igin |Py(z) < 1 olmasina ragmen,
|a| > 4 ’tr.

Q@) = Rila) S Pi(o)

polinomunu ele alalm. Q(x)’in derecesi
2’den fazla degildir. Ote yandan

.

Ar@I= 2P <P < 1= LRE)-

la

oldugundan, Q(-1) < 0, Q(F) > 0, Q(3) <0
ve Q(1) > 0 olur. Buradan Q(z) polinomunun en
az ii¢ kokii oldugunu soyleyebiliriz. Oysa, Q(z)
polinomunun derecesi 3’ten kiiciktir. Celigki.

Y.219. Kogeleri bir cember iizerinde bulunan
bir kare verilmistir. Cember lizerinde almmg
herhangi noktadan karenin koselerine kadar olan
uzakliklar1 gosteren dort sayidan en az birinin ir-
rasyonel oldugunu ispatlayiniz.

Coziim. Cember lizerinde rastgele P noktasi
alalm ve sekildeki |PA|, |PB|, |PC|, |PD|
uzakliklarinin hepsinin rasyonel say1 olamay-
acagini gosterelim.  Karenin AC kosegenini
(bu hem de gemberin capidir) gizelim ve onun
uzunluguna d diyelim. Ayrica, ABP = ACP =
ADP = a diyelim. Sekilden,

|AP| = dSina, |CP|=dCose,

|BP| = dSin(PDB) = dSin(c:+45) =

V2 _ V2
&3

= Y2(14P|+ [CP)

d(Sina + Cosa) -
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oldugu goriiliir. Buradan, |AB| ve | BP|’ nin rasy-
onel olmasi halinde |BP|’ nin irrasyonel olacag
agiktr.

Y.220. Alam S olan A;,Aj, A3 iiggeninin
A;,(i = 1,2,3) tepesinden gikan yiiksekligine
A;H; diyelim. A;A2As3 licgeninin egkenar olmasi
icin gerek ve yeter kogulun

1 3
§ =22 |Aidinal - |AH, (A= A1)

i=1
oldugunu gosteriniz.

Qaziim. a = |A2.A3|, ag = |A1A3], az =
|A142|, hy = |A1Ha|, he = |A2Ha|, hs = |AsHj|
diyelim.

Bu takdirde, Aritmetik-Geometrik Ortalama
Egitsizligi’'nden, aghy + a1hs + azhs = a1h: 3 +
azhz%; +0-3h3§§' = 25(%% + % + %'g') Z 25-3-

al az as

Sonuncu esitsizligin esitlige doniligmesi igin
gerek ve yeter kogul,

Ezﬂzgﬁalzazzas

a asg as
egitliklerinin saglanmasidir.  Boylece, ash; +
arha+ashs = 68 esitliginin saglanmasi icin gerek
ve yeter kosul, a; = a3 = a3 olmasidir.

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosuna kabul etmektedir. Yayinlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmasi diginda her-
hangi bir kisitlama yoktur.  Fikir vermesi
agisindan su konulan siralayabiliriz:

* Konu sunuglar.

* Matematiksel diigiincenin degisik alanlardaki
uygulamalarim vurgulayabilecek yazilar.

* Yillardir ¢oziim bekleyerek ya da heniiz
¢oziilmemig {inlii problemlerin tanitim.

* Matematige ilgi duyan &grencilerin kendi-
lerini agmasina yardimei olabilecek problemler.

* Matematiksel kavramlar tarihi ve matem-
atikgilerle ilgili yazilar.

* Daha saghkh bir mifredat programini
olugturmaya yonelik inceleme, elestiri ve alter-
natif oneriler.

* Matematik diinyasmdan giincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi gibi
biitiinliigii bozmayacak bazi degigikliklerle de
yayinlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif ticreti 6demeye elverisli
degildir. Bu nedenle anlayigla karsilanacagimizi
umuyoruz. Gonderilecek yazilarin bilgisayar or-
taminda yazilmig olmasi (Latex, Word, Scientific
Work-Place), diizgiin ve tam ciimlelerle, Tiirkce
dilbilgisi kurallarina uyularak yazilmasi, beg say-
fay1 gececek yazilarda bolme noktasi belirtilmesi
gerekmektedir. Yazilar ya bir adet yazicidan
ctkmig ornegi ve bir 3.5 inc’lik diskete kayit
edilmig olarak

; Matematik Diinyasi
Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,
Matematik Béliimii, 35435
Giilbahge-Urla,iZMIR

adresine posta ile gonderilmeli, ya da
mdunyasi@galois.iyte.edu.tr adresine elektronik
posta ile gonderilmelidir.
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fotokopi ve faks cihazlari Teknik servis, yedek Tel: (0.232) 483 67 91 - 489 88 42
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