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MATEMATIK DUNYASINDAN...

Ikinci sayiyla yine kargimizdayiz. On yildir ahgila
gelmis kapag degigtirmig olmanin korkusunu sizler-
den gelen olumlu elegtiriler bizlere ayr bir giig verdi.
Bu sayidan sonra Matematik Diinyas: igerik zenginligi
ile daha geniy kitlelere  ulagsin istiy-
oruz. Yazarlarimizin farkh kurum ve kuruluglardan
olmas, egitimci ve felsefeci dostlarimizin birikim-
lerini okurlarimizla paylagmas: Matematik Diinyasini
daha bir biiyiitecektir. Ankara’daki 2. Matematik
Etkinlikleri ve Sempozyumunda da dile geldigi gibi
ogrenciler lise tiglincii sinif matematik konularina yeni
sinav sistemi ile biitiiniiyle yabancilagmakta, matem-
atiksel diigiincenin temeli olan Temel Matematik
konularindan uzaklagmaktadir. Bu konuda Matem-
atik Diinyasi’na tarihi bir misyon diigiiyor ve bu misy-
onu yerine getirecegimizden de kimsenin kugkusu ol-
masin,

Bu sayimizda Antalya Matematik Olimpiyatlarina
genig yer aywrdik.  Gelecek sayimizda ise Ege
bolgesinde yapilmakta olan benzer bir yarigmaya, yer
verecegiz.

Okuyucularimiz bolgelerindeki benzer Matematik
Etkinliklerini haber olarak bize génderdikleri tak-
tirde dergimizde imkanlarimiz el verdigi dl¢iide onlara
yer ayirmaya calgacagiz. Matematik Diinyasi dost
okuyucularina giizel bir yaz tatili diliyor.
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VL. ANTALYA |
MATEMATIK OLIMPIYATI-2001
(SORULAR VE KISA GOZUMLER)

Ilham Aliyev-Dogan Coker

Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimi,
07058-ANTALYA

1996 yilindan beri diizenlenmekte olan ‘Antalya
Matematik Olimpiyat:’ nin altincisinin 1.agamasi
bu yil Nisan ayinda Akdeniz Universitesinde
yapiudi. Tiirkiye genelinden 166 okuldan gelen
neredeyse 1100 ’i agkin iistiin yetenege sahip
Lise I ve Lise II 6grencisinin katilmig oldugu bu
olimpiyat, beklenildigi gibi, gencecik matematik-
severler icin bir bilgi bayrami havasinda gecti.

Bu arada bizler (Jiiri iiyeleri ve Olimpiyat
Diizenleme Komitesi), TUBITAK ve Antalya
Matematik Olimpiyatlarinda yeri doldurulama-
vacak hizmetleri gecmis USTA GEOMETRICI,
hepimizin ¢ok sevdigi ve saydipn Dr. Fikri
Gokdal i, olimpiyata bir kag giin kala ansizin
olimiinden dolay1 yagadigimiz biiyiik iiziintiiyii
Olimpiyatin bayram havasina yansitmamaya
calgtik. 6. Olimpiyatin sevgili hocamiz Dr.
Fikri Gokdal amsmna yapilmasina oybirligi ile
karar vererek, kendisine olan sonsuz vefa borcu-
muzu az da olsa 6demeye caligtik...

Olimpiyat Jiirisi, 1. agamamn sonuglarini
degerlendirerek Lise I ve Lise II gruplarimn her
birinden en bagarih 23 Ggrencinin 2. agama
sinavina c¢agrimalarim uygun gérdi. Bundan
bagka, Antalya ilinden olan dgrenciler icin kendi
aralarinda bir siralama belirleyebilmek igin, 1.
agamamin barajim agamayan 5 Antalyal 6grenci
daha 2. agamaya davet edildi.

Mayis-2001 ayinda Akdeniz Universitesinde
yapilmg olan 2.agama sinavinin sorularim ve kisa
yanitlarini da bu yazinin ardinda bulabilirsiniz.

TESEKKURLER: Jiiri olarak, 6. Antalya Mate-

matik Olimpiyatinin yapilmasindaki katkilarindan
dolay,

Akdeniz Universitesi Rektdrliigiine,

Akdeniz Universitesi Saglik, Kiiltiir ve Spor
Dairesi Bagkanhi'na,

Konyaalt: Belediyesi'ne,

Prof. Dr. Halil ibrahim Karakas'a
(Baskent Universitesi, Ankara),

Prof. Dr. Rafail Alizade'ye .
(Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitilsii, lzmir)

en icten tesekkiirlerimizi sunanz.

SORULAR
1. 23 +pz?+qz—2001 = 0 denkleminin kdkleri a,
b, c ise, p* — 2q ifadesi agagdakilerden hangisine
egittir?
A)a?+¥+c B)(a+b+c)? Clab+ac+be
D) abe E) 2001

2. Asagdaki denklemin tamsayilar kiimesinde
kag tane ¢Oziimii vardir?

A)5 B)2 C)3 D)1 E)Sonsuz ¢oklukta

3. [z|, = ’in tam deger fonksiyonu olmak {izere,
{z} = z—|z] olarak tanimlansin. Her z reel sayis1

icin,
z = f(z) + f({=})

egitlifini saglayan f fonksiyonunun z=-17
noktasindaki degeri nedir?
A)-% B)-% C)-3D) -3 E) - %

/
4. Asagidaki denklemler sisteminin ¢6ziimii olan
kag tane (z,y) reel sayn ikilisi vardir?

2y =4 - z2

2e=4—4>°

A)2 B)1 C)3 D)4 E) Sonsuz ¢oklukta,

5. ABCD karesinin AB kenarn iizerinde E nok-
tas1 ve AD kenan iizerinde F noktasi, AFE acisi
15° olacak bicimde almmigtir. [EF] ile [AC]
'nin kesigtigi nokta G' olmak fizere |AG| = 1 ise,
g + ];,IT[ toplam1 agagidakilerden hangisidir?
A)VE B)3
D)(2+ v2)sin75° E)1+ ¥2

6.

C)vV2+1

n=37" 4+ 738" | 60"



Itham Aliyev-Dogan Coker

sayisinin onluk say: sistemindeki yaziiminda son
iki basamak agagidakilerden hangisidir?
D)73 E)41

A)03 B)69 C)75

7.2>0,y>0, 2z>0vezx+y+ z=1 olmak

lzere
1 9
_+_
T Yy

25

z

ifadesinin alabilecegi en kiigiik deger kagtir?

A)75 B)73 C)105 . D)83 E)81

8. 8 x 8 boyutlu bir kare bulmaca hazirlanacaktir.
8 siyah kare Oyle yerlegtirilecektir ki, soldan
saga ve yukandan agagiya olugacak en az 2
harfli sézciik sayis: olabilecek en biiyiik degerine
kavugsun. Bu en biiyiik deger agagidakilerden
hangisidir?

A)24 B)32 C)30

D)28 E)Higbiri

9. Kag tane a reel sayis1 i¢in

ly +100] + |y + 99| + -+ + |y + 1| + |y

+ly=-1+---+|y—99| + |y —100| =a

denkleminin yalmzca bir reel ¢oziimii vardir?

A)3 B)1 C)2 D)0 E)3’tencok

10. ki ¢ocugu olan Ahmet Bey, oglunun bugiinkii
yaginda iken, kizinin dogmasina 16 yil vardi. Oglu
kizinin bugiinkii yaginda iken, Ahmet Bey ’in yag
oglunun yaginin 4 kat1 idi. Ahmet Bey ilk kez kag
yaginda baba olmugtur?

A)18 B)32

C)24 D)30 E)2%

A
11. Sekilde ABC dik ii¢geninin dik kenarlan
iizerinde F' ve G noktalan alinarak, hipoteniise
[GK] ve [FH) dikmeleri cizilmigtir. |BC| = 3,
|AB| = 4 olduguna gore [HF| + |FG| + |GK]|

toplaminin alabilecegi en kiigiik deger nedir?

A
H
F
K
BE c
NE BY OF D¥ BY

12. 30 farkh kitap 3 kigiye, kigilerdeki kitaplarin
sayisi bir aritmetik dizi olugturacak bicimde kag
farkh gekilde dagitilabilir? (Aritmetik dizinin ilk
terimi sifir da olabilir.)

4)3.(0)-() B)34.(%) ©)3.2". (o)
D)2.3°.(33) E)Higbiri

13. ap =1 vehern > 1igin

a. — an—1
" n2.a,1+1

bigiminde tanimlanan (a,), n = 0,1,2,... dizisi
i¢in a@3; nedir?

Az B)ss
14. Yangaplan egit olmak zorunda olmayan 11
cember bir diizlem iizerinde Gyle yerlegtirilmigtir
ki, herhangi iki cemberin tam iki ortak noktas:

vardir ve herhangi {i¢ gemberin ortak noktas: yok-
tur. Bu gemberler diizlemi kag parcaya béler?

Aciklama: Agagidaki gekilde ii¢ cember diizlemi
8 parcaya bolmiigtiir.

Oz D By

A)121 B)110 C)99 D)112 E)92
15. 5" — 1 says1 22901 gayisinin bir kat1 olacak
gekilde en kiiciik n dogal says1 agagidakilerden

hangisidir?



A)2'%L-B) 2198 (C)22002 ) 92001 ) 92000

16. z ve y reel sayilan

B -3z =10 ve ¥ -3yz?=5

egitliklerini ~ saglarsa,  z2 +y? ifadesi
agagidakilerden hangisine egittir?
A)18 B)1I0 C)8 D)13 E)5

17. 60 ardipk dogal say1 iginden, toplamlan 3
ile boliinebilen ii¢ farkh say: kag farkh gekilde
secilebilir?

A)11420 B)10240 C)11240 D)10420 E)12440

18. Asafidaki gekilde ABCD konveks dortge-
ninde, [AB] ve [CD] kenarlarmin her biri 5
egit parcaya bGlinmiig ve ortaya gikan kiigiik
dortgenler numaralandinlmigtir. 1 numarali
dortgenin alam 12/5 ve 5 numarali ddrtgenin
alam 46/5 birim ise, 4 numarali dortgenin alam
agagidakilerden hangisidir?

A

A)7,2 B)6,8 C)7,7 D)6,4 E)7,5

19. AﬁC dik {icgeninde C' noktasindan hipotenii-
se (yani [AB] kenarina) indirilen yiiksekligin
hipoteniisle kesigim noktasi H olmak fiizere,
|AH| = 5 ve |BH| = 7 birimdir. [CH)]
yiiksekligini ¢ap olarak kabul eden ¢embere A
ve B noktalarinda cizilen ([AB] ’den farkl)
tegetlerin cembere degme noktalan sirasiyla F,
K ve bu tegetlerin kesigim noktasi G olsun. Bu
durumda |FG| uzunlugu agagidakilerden hangi-
sidir?
A)2y/3

B)4y/3 C)3 D)4 E)3/2

Ilham Aliyev-Dogan Goker

20. Yaricaplan 4 ve 8 olan, birbirlerine A nok-
tasinda digtan teget iki gember verilsin. Biiyiik
cember iizerinde alinmig bir B noktasindan,
kiiglik gembere bir C' noktasinda teget olan dogru
cizilmigtir. |AB| = v/2 ise, | BC| nedir?

A)v3 B)2 C)2v/3 D)2v2 E)32

KISA GOZUMLER -

1. Vieta Teoreminden
p=—(a+b+c), g=ab+bc+ca
ve buradan da .
) pP—2g=a’ + b+
olur. YANIT A

2. Vz € R icin
z+5
2* —— >0 - 1
>0=>4—41‘> =>-5<r<
=2>-4<2<0.
Deneme yolu ile z = -3, 2 = =2, z = -1 'in

¢oziim oldugu goriiliir. YANIT C

8. 2 = — 4 koyarsak,

yine verilen egitlikte z = } koyarsak,

4 4 4 2
=GR =) =5 .

Bunu yukarida gozoniine alirsak,
17 17 2 19
fegl=—3-7=-7
YANIT B



flham Aliyev-Dogan Coker
4. Denklemleri taraf tarafa gikarirsak,

(y-2)2-(y+2))=0

olur. y—z =0 ve y +2z = 2 durumlarimn her biri
iki ¢oziim veriyor. YANIT D

A
5. AFE= 15° olmas: kogulu kullanilmiyor.

A A A
Alan(AEF) = Alan(AEG) + Alan(AGF)
’den
|AE|.AF| = |AE|.|AG).sin 45° + | AG|.| AF|. sin 45°

=§(]AE|+|AF|)=>|A'T+]{T[=\/§-

YANIT A
A F D
E
B c

6. n 'nin 100 ile béliinmesinden olugan kalani bul-
maliy1z. Euler Teoremini kullanacagiz: a#(™ =
1 (mod m); (a,m)=1. :

¢(100) = (22.5%) = 2.20 = 40. Bdylece,
377! =1 (100), 69%' =1 (100); 41%7 =1 (40)

= 4137 = 40.m + 1 = 734" =73 (mod 100).
YANIT C

7. “Ha.rmon_ik Ortalama” < “Aritmetik Orta-
lama” egitsizligini kullanacagz:

9
1 3 3 3 5 5 5 5 5
;+§+§+;+;+;+;+;+;

gBiute 1,1, 8. 85u
9 9 =z y

olur. Egitlik durumuz = },y =1, 2=} icin
elde edilir. YANIT E

8. Once merkezdeki 6 haneyi zaptediyoruz (gekle
bakiniz), sonra gekildeki gibi 2 haneyi (6rnegin A
ve B) daha boyuyoruz. YANIT C

9. Sol taraf y 'nin cift fonksiyonudur. Buna gore
de yo ¢oziim ise, —yo da ¢Oziimdiir. Tek ¢ozim
olmasi icin yp = -pw=2>p=0=>a=2(1+2+
... +100). YANIT B

(NOT: f(y) = |y+100|+ ...+ |y| + ... + |y — 100]
fonksiyonu y > 0 i¢in artandur!)

10. Baba, ogul ve kizin gu andaki yaglarn,
sirasiyla, 7, y, z olsun. Agagidaki denklemler elde
edili: z—y =2z+16vez — (y — 2) = 42. Bu
ikisinden z = 8 ve z — y = 3z = 24 olur.

YANIT C

11. Ucgeni dik kenarlara gdre simetrik
déndiiriirsek, |FH| = |FH'|; |GK| = |GK'| olur
ve problem, |H'F|+|FG|+ |GK'| toplamimn
alabilecegi en kiigiik degeri bulmaya indirgenir.

Bu minimum deger AC'A'C rombiisiiniin
yiiksekligine egittir:
234 _ A
V342 5
YANIT E



HI

o B

Al

(NOT: Sozkonusu say, ficgende B ’den AC ’ye
indirilen yiiksekligin iki katidir.)

12. Kigilerden biri 10 kitap alacaktir. Bu kigiye
10 kitap (fg) sayida yolla verilebilir. Geriye
kalan 20 kitabin her birinin 2 “gegenegi” bu-
lundugundan, bu 20 kitap 2 kigi arasinda 22° yolla
dagitilabilir. Aritmetik dizinin orta terimi (10)
bu kigilerden herhangi birine rastlayacagindan,
dagitim sayis1 3.2, (%) olur. Bu saydan
fazla saydigumz 2. (37). (20) saysim gikarirsak tiim
farklh dagitim sayisim elde ederiz. YANIT E

13. LYOL: b, = L dersek,
bp=n2+b,_1 = b, —by_y =n?
= by —bp =12+ 22 4 .+ p? = Dot
= b, = MotD(antD) n+162n+1 +bo=>an; =

L
507 *

1 _
bun
ILYOL: n = 1,2,3,... icin dogrudan hesapla-
yarak, ay, igin bir formiil bulabiliriz. YANIT D

14. LYOL: (Euler Formiiliinii bilenler icin)
Diizlemin pargalar sayisina P, diiglim noktalar:
sayisina D, cemberlerin béliinmiig oldugu yaylar
sayisina Y dersek, P =Y — D + 2 olur. D =

2.(3) =110; y = 2.10.11 (¢linkii 11 cemberin her

[lham Aliyev-Dogan Coker

biri diger 10 cemberin her biri ile 2 ayr1 noktada
kesigiyor). Boylece, P = 220 — 110 + 2 = 112.

ILYOL: Soru, topolojik bir soru oldugundan,
cemberler yerine kareler alarak dogrudan sayim
yapabiliriz. YANIT D

15. 52" —1 = (52" - )62 +1). Ikind
carpim 2 ile boliiniiyor, fakat 4 ile boliinmiiyor.
527" —1= (52" = 1)(52" " +1) i¢in de aym sey
soylenebilir. Bu gekilde devam edersek, sonugta
(52" — 1)(5" + 1) = 24.26 elde ederiz ki, bu-
rada 24, 23 ile béliiniiyor. Buradan goriiniiyor
ki, n = 219% alimirsa, 527 —1= (52" =1) (5% +
1)(5% +1)(52°+1)...(57""™ +1) yazilabileceginden,
Sag taraf 23_21998 = 22001 ‘e boliiniir ve 22002 aye
bolinmez. YANIT B

18. 10° + 5% = (z° — 3zy*)? + (3 - 3yz?)? =
(> +y?)3 =22 +42 =5. YANIT E

NOT:(6zimin “kisa” gorinmesine bakmayiniz;
bu sinavn en zor sorusu bu soru olmugtur!

17. 60 sayiy1, birbirleriyle kesigmeyen 3 simifa
ayiralim:

- 3 ile tam bdliinenler (bu simifa A diyelim)
3 ile béliiniince 1 kalan verenler (B simify);
3 ile boliniince 2 kalan verenler (C simft).

)

Segilen ii¢ sayin ii¢ii de ayni simftan olabilir:
(toplam: 3.(%) secenek).

Segilen fi¢ sayinin biri A ’dan, biri B ’den, biri de
C ’den olabilir: (toplam: -9 = ()2
secenek). .



ilham Aliyev-Dogan Goker

Boylece, farkh secenekler sayisi:
3.(5) + )P
= 3. 720 + (2% = 11420
YANIT A

18. Dortgenlerin alanlar1 bir aritmetik dizi
olugturuyor. Aritmetik dizinin dizi farkina d
denirse, 9,2 = 2,4 + 4d egitliginden d = 1,7
bulunur. Bdylece, 4 numarali dértgenin alani
9,2-1,7=17,5 olur. YANIT E

19. Asagidaki ¢oziimden goriilebilecegi gibi,
|AH| ve |BH| uzunluklar degil, sadece onlarm
toplamlar: olan |AH| + |BH| biliniyorsa, prob-
lem yine ¢dzilebilir. |AH| = y,|HB| = z diye-
lim (bizim problemde |AH| = 5,|HB| = 7 'dir).
y+z = 12 'dir. |KF| = |KG| = =z diye-
lim. O halde |CH| = ,/yz olacaktir. Bun-
A

dan bagka, KAB ii¢geninin icteget gemberinin
yangapimn uzunlugu 3|CH| = %,/yz olacaktur.

A
KAB ’nin alanim 2 yolla hesaplayam: Heron
formiilii S = \/u(u —a)(u —b)(u —c) ve S =u.r
(burada u = z +y + 2z ve r = 3,/yz dir).

Boylece,

Viz+y+2)zyz= (z+y+z)%\/y_z

ve buradan da vz = L(z+y+2); y+2 = 12
oldugundan, z = ;(z + 12) = z =4. YANIT D

20. BA dogrusunun kiigiik c¢emberle ikinci
A A
kesigim noktast D olsun. B0, A=D0,A

A A
oldugundan, BO, A~DO- A.

AD O.D| _ 4 _
Bu:adan,ﬁgylz BBl _4-15
|AD| = |4B|.} = ¥,
IBC? = |BALIBD| = v2.(vV2+ L) = 3
= |BC| = \/5
YANIT A

LN

SHRSEL MATEMATIK ...

Giizel ve zariftir enaz siir kadar
Rasyonel diigiinme giiciine gii¢ katar
Tutkunlan takdir edilmeli, zira
Matematik agk: kafay1 din¢ tutar

Anonim




VI. ANTALYA MATEMATIK OLIMPIYATI-2001 2.SECME SINA
(SORULAR VE KISA COZUMLER) :

flham Aliyev-Dogan Coker

Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimi,
07058-ANTALYA

LISE I SORULARI

1. abed = 1 egitligini saglayan a, b, ¢, d pozitif reel sayilan icin

l1+abc 1+ bed 1+cda-|_1+da.b>4
1+a 1+5b 1+e¢ 1+d —

egitsizligini kamitlayimz.

2, 22001 1 32001 — pk (5 k'€ IN) saglanacak bigimde n ’nin varlig igin k sayis: 1 ’e esit olmahdur;
kamtlayimz. .

3. Bir gember 32 eg parcaya boliinmiigtiir. Ug noktalar: gakigan herhangi 2 parcaya “komgu par calar”
diyecegiz. Ahmet ve Betiil gdyle bir oyun oynuyorlar: Once Ahmet kendi istegine gore segtigi 3
pargay: boyar. Sonra Betiil, boyanmamg parcalardan herhangi 3 tanesini boyar. Daha sonra Ahmet
boyanmamig 3 parcay1 boyar ve oyun bu gekilde devam eder. En sonda kalan boyanmamig 2 parga
komsu degilse, Ahmet kazamr; komgu ise, Betiil kazamir. Dogru stratejiyi uyguladif: takdirde hangi
oyuncu oyunu kesinlikle kazanir?

4. Kose noktas: O olan bir agi ve bu aginin 1ginlarma A ve B noktalarinda teget olan bir ¢ember
verilmistir. A noktasindan [OB igmina paralel olan dogrunun bu cember ile kesigtigi noktaya C
diyelim. [OC] pargasinin gemberle kesisgtigi diger nokta E olsun. [AE ve [OB ginlannin kesigim
noktasina K denirse, |0 K| = | K B| oldugunu gosteriniz.

5. Dikdértgen geklindeki karton levha makasla 2 pargaya béliiniiyor. Par¢alardan biri alinarak tekrar
2 parcaya béliiniiyor. Sonra bu 3 parcadan biri alinarak yine 2 pargaya béliiniiyor ve bu iglem bu
sekilde siirdiiriiliiyor. Belirli bir anda ortaya gikan parcalar icinde tam 77 tane 29-genin bulunmasi
icin, makasin en az 2001 kez kullanilmasi gerektigini kanitlayimz.

LiSE 1 KISA COZUMLERI
Coziim 1. abe = }, bed = 1, eda = §, dab = L oldugunu verilen esitsizligin sol tarafinda gozoniine
alirsak,

1+abc+1+bcd+l+da,c+1+dab_ 1+d % l1+a " 1+0 N l+¢
l+a 1+b 1+e¢ 1+d d(+a) a(l+bd) b(l+c) c(l+d) ="

(Aritmetik Ortalama > Geometrik Ortalama oldugundan)

A+a)Q+b)A+c)1+d) 1\
24 (abcd(1+a)(1+b)(1+c)(1+d)) =4 (ab—cd) =4
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olur. a = b = ¢ =d =1 igin egitlik durumu elde edilir.

Coziim 2. 92001 . 32001 _ 2+ 3)(22000 — 21999 31 4  _ 2131009 4 32000).
3k = (-2)* = (-1)*.2* (mod 5) oldugundan,
22(!)0 - 21999.31 o 32000 = 22000 + 22000 + ot 22[])0 + 220(”
= 2001.229 = 1 (mod 5) "tir.

Boylece, 22001 + 32001 gayiq; 5 ile béliiniiyor, fakat 25 ile bélinmiiyor. n* 'mn 5 ile béliniip, 5 ile
boliinmemesi icin k = 1 olmalidur.

Céziim 3. Diizgiin oynarsa, oyunu Betiil kazanir. Betiil, 5rnegin, gdyle bir strateji uygulayabilir. O,
pargalar1 1 'den 32 ’ye kadar numaralar ve agagidaki 16 tane ikiliyi diigiiniir:

(1,2), (3,4), -, (29,30), (31,32) .

Eger Ahmet 3 tane ayrn ikilinin her birinden bir par¢ay: boyarsa, Betiil de aym ikililerin boyanmamig
pargalarini boyar ve biylece, boyanmamg ikililer sayisin1 16 — 3 = 13 ’e diigiiriir. Eger Ahmet bir
ikilinin her iki pargasim boyarsa, bu durumda, Betiil Ahmetin ele aldig ikinci ikilinin diger parcasim
boyar ve bundan bagka, boyanmamg bir ikiliyi daha boyar. Bu takdirde yine de boyanmamug ikililer
sayis1 3 azalarak 13 olur. Betiil bu taktigi kullanarak ikililer sayisim1 1 ’e indirebilir ve boylece, en
sona kalan boyanmamg parcalarin komgu olmalarin saglar.

Coziim 4. C noktasinda gembere glzllrmg tegetm [OA ve [OB ginlan ile kesigtigi noktalara P ve Q
diyelim. [AP| = |PC| oldugu i¢in APC' ve OPQ ikizkenar {iggenlerdir.

P
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' A A A
Bundan dolay1, | 40| = |0B| = |BQ| = |QC| dir. OAK=ACE=EOK ve AOB=COB oldugundan,

a_ a 0K| _[QC] 1
OAK~QOC = —d=1%41__,
Q I0A] = 1Q0| = 2

|0A| = |0B]| oldugundan, 13Xl = 1 = |0K| = |k B|.

Coziim 5. Dikdértgenin i¢ agilar: toplamu 2 °dir. ilk kesimden sonra ortaya cikan 2 cokgenin ig¢
aglar toplam en fazla 2w + 27 = 4r; ikinci kesimden sonra ortaya ¢ikan 3 gokgenin i¢ acilar1 toplam
en fazla 4w + 27 = 67 ve biylece k. kesimden sonra ortaya ¢ikan k + 1 tane gokgenin i¢ agilar toplami
en fazla (k+1).2m olur. Yani, makasin her kullanihgindan sonra tiim ¢okgenlerin i¢ agilarinin toplami
en fazla 27 artar. Bu, agagidaki gekilden de anlagiliyor:

(Bu gekile gore: “artig” = (1 + az) + (81 + B2) = (o1 + B1) + (@2 + f2) = 27.)

Cokgenler icinde tam 77 tane 29-gen bulunmas: icin gereken adim sayis: k olsun. O halde k. adimdan
sonra ortaya ¢ikan k+ 1 tane cokgenin i¢ agilar1 toplam, yukarida belirtildigi gibi, en fazla (k +1).27
olacaktir. Bu (k+ 1) cokgenden 77 tanesi 29-gendir ve bunlarin ig agilar: toplam 77.27.7 'dir. Geriye
kalan k + 1 — 77 = k — 76 tane gokgenin her biri en azindan 3-gen olacagindan, onlarin i¢ acilan
toplami en az (k — 76).w ’dir. Boylece,

(k+1)2.7 > 77.27.7 + (k — 76).7
olur. Buradan
2k+2-k27727T-T76 =k > 77.27T - 78 =77.26 — 1 = 2001,
k.> 2001
elde edilir.

NOT: Makas: 2001 kez kullanarak tam 77 tane 29-gen elde edilebilir. (Siz kendiniz bunun nasil
yapilabilecegini diigiiniliniiz!) : '

LiSE II SORULARI

1. abed =1 egitligini saglayan a, b, c, d pozitif reel sayilar icin

1 1 1
z=a+b+c+d, y=;+3+%+a ve z=a*+b"+c%+d8
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denirse,
z+y<22

oldugunu kanmtlayimz.

_ 23 — az? + bz — 1 polinomunun 3 pozitif reel kokii (egit veya farkl) oldugu

2. Reel katsayili P(z)
ciik degerin 6 oldugunu kamtlayinz.

biliniyorsa, a + b toplaminin alabilecegi en kii

3. Tiim kogeleri tamsay1 koordinath noktalarda bulunan herhangi bir kirigler gokgeninin cevrel
gemberinin yarigap uzunlugunun karesi bir rasyonel say1dir; kanitlayiniz.

4. 22001 _ 3 ve 72—z tamsay ise, 2 'in de bir tamsay1 oldugunu gosteriniz.

5. a ve b pozitif tamsayilar icin
32 —2a2=1

egitligi saglansin. m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere, [a\/i, bv/3] aralifinda m+/2 + nv/3 geklinde

hi¢ bir sayinin bulunmadigim gosteriniz.

LIiSE II KISA COZUMLERI

Céziim 1. z < z ve y < z oldugunu géstermek yeter. Once z < z oldugunu gérelim. Genel kuvvet

ortalamalar1 arasindaki egitsizlige gore

a+b+C+d)3 )

3 33
a+b+c+d<(a +b +63+d3)1/3 = z=al+b5+E+d° >4 4

4 - 4

4.(otbtetd)d > g4+ b+c+d oldugunu gosterirsek ig biter. Sonuncu egitsizlik, atbietd > 7 jle denktir.
Bu ise, abed =1 olmasindan dolay1, dogru egitsizliktir.

Simdi de y < z oldugunu gorelim.

3 33
fjlsﬁzefasbscs:abc=$;
B+ +d 1 a®+E2+d8 1 a®+0b°+d° 1
3 Zde—E’ —'—3—_20‘11—3, 3 Zﬂbd—z
egitsizliklerini taraf tarafa toplarsak,
(@ +b+EF+a®) 1 1 1 1
- Qe B O, AP Wt
3 _a.+b+c+d=>z2y

olur.
Coziim 2. r, s ve t pozitif sayilar: verilen polinomun kdkleri ise,

Pz)=(z—r)(z—8)(z—t) verst=1



12 flham Aliyev-Dogan Coker

olacaktir. §imdi, P(-1) = -1-a-b-1= -2 - (a + b) ifadesinden
a+b=-2-P(-1)=-2-(-1-r)(-1-8)(-1-1¢)
==24+(1+r)(1+8)(1+1¢) > -2+42/r2/8.2/t =-2+8Vrst = -2+8=6, a+b> 6 olur.

r=g8=t=1icin (1+r)(1 + 8)(1 + t) = 8 oldugundan,
P(3)=(5—1)(3—1)(3—1)=(z—1)3=:t:3—31:2+3a:—1
polinomu igin a + b = 6 olur.

Coziim 3. Cokgenin herhangi 3 kogesini alahm: A(z1,y1), B(22,y2), C(23,ys). Burada z;, 1, 22,
Y2, T3, Y3 sa.ylla.r}3 birer tamsay1 olup, A, B, C' kogelerinin koordinatlaridir. Cokgenin gevrel gemberi

ayn1 zamanda ABC {icgeninin gevrel gemberidir. a = |BC|, b = |AC| ve ¢ = |AB| diyelim.
= (@2~ 23)" + (y2 ~ 95)*, b = (21— 25)* + (31 — y3)” ve & = (21 — 22)* + (y1 — ya)" say1lan birer
tamsaydir.

ABC iiggeninin (ve dolayisiyla, verilen gokgenin) evrel gemberinin yarigapina R denirse, Siniis Teo-
remine gore,

R= _“_A_
) 2.8in BAC
olur. Ote yandan, Kosiniis Teoremine gore,
A ¥ +c? - a?
COS(BAC) = 2—bc
'dir. Boylece,
a? a2 _ a2p 2

R* = AT A
4.sin®* BAC  4.(1 - cos? BAC)

ve sag taraf bir rasyonel sayidir.

T WRE - (B + 2 - a?)2

A
NOT: ABC iiggeninin gevrel gemberinin merkezinin koordinatlarinm rasyonel sayilar oldugunu goste-
rirseniz, problem yine ¢oziiliir. (Analitik geometri yontemi kullanarak, [AB] ve [BC] dogru pargalariny
orta noktalarindan gecen ve bu parcalara dik olan dogrularin kesigim noktasim1 bulunuz ve bu noktanin
“rasyonel nokta” oldugunu gosteriniz.)

Coziim 4. 72 —z = n diyelim. n = 0 ise, z = 0 veya z = 1 olabilir. Yani, z bir tamsaydir.
Simdi n > 1 olsun. Once, 220! = az + b saglanacak bicimde a > 1 ve b > 1 tamsayilarimn varligim
gosterelim. Bunun igin, tiimevarim yardimiyla, her k > 2 tamsays: igin z* = gz + by saglanacak
bigimde ax, by pozitif tamsayilarimin var oldugunu ka.mtlayahm k = 2 i¢in iddia dogrudur. k = m
icin varsayarak m + 1 icin ispatlayahm. Varsayim geregi, ™ = amZ + bm, (@m,bm € Z) ’dir Bu
egitliin her iki yamim z ile carparsak ve z® = z + n oldugunu gézéniine alirsak,

g™ = 0,7 + b = A (T + 1) + b = (A + b)) T + N = Gy T + bpy1,
(afm-}-l = G + b, bm+1 = am)-
Her m > 3 igin a,, > 1 olacag: agtkca goriilmektedir.
Simdi z2%! = az +b, (a > 1) esitliginden z2%! —z = (a— 1)z +b elde ederiz. Problemin varsayimina
gore, 2991 — z ve dolayisiyla, (a — 1)z + b bir tamsayidir. a — 1 # 0 oldugundan, z bir rasyonel
sayidir. £ = Z,((r,s) = 1) olsun.

2 r? r r

r'—T=n=> g --=n=>—
82 s 8

2
=r+ns.
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Sag taraf tamsay1 oldugundan, sol taraf da tamsay: olmalidir ve dolayisiyla s = 1 ’dir.

Coziim 5. Problemin iddiasimin aksini varsayalim:

aV2<mv2+nvV3<bV3 (¥)
egitsizligi saglanacak bicimde m ve n pozitif tamsayilar: var olsun. (*) ’dan m < a gikar. Zira, m > a
olursa, 0 < (m — 6)v2 + nv3 < bv/3 — av2 < 1 egitsizliginden 0 < nv/3 < 1 celigkisi elde edilir.
(bv3-av?2 < 1 olmasy, 35? — 2a% = 1 & (v/3b— v/2a)(v3b+ v/2a) = 1 bagmtisinn basit sonucudur.)

Ote yandan, (*) ’dan n < b olmas: cikar. Boylece, m < a ve n < b olduguna gore,
0<nV3+(a-m)V2<bV3+av2

egitsizligi saglanir. Bu egitsizligi, (*) ile denk olan
0<nV3-(a-m)V2<bv3-av2

egitsizligi ile taraf tarafa carparsak,
0<3n?-2(a-m)? <3’ -22=1

ve buradan da, 0 < 3n? — 2(a — m)? < 1 olur. Sonuncu egitsizlikten de

3n’-2a-m)’=0

elde edilir. Fakat, sonuncu egitligi saglayan sifirdan farkli tamsayilar yoktur.

NOT: 3b® — 2a® = 1 denklemini saglayan sonsuz coklukta (a,b) tamsay: ikilisi vardir: (1,1) bir
¢oziimdiir ve (a, b) bir ¢bzlim ise, (5a + 6b,5b + 4a) da bir ¢oziimdiir.

MATEMATIKSEVERLER iCiN KiTAPLAR...

MATEMATIK MASALLARI
Yazan: A. Herscovici, Ceviren: Erctiment Akad, Giincel Yaysncalk, 2001

Sayilar evreninden muhtegem Oykiiler...3ehrazat masal anlatmaya 1002. geceden devam ediyor. Ama
bu kez agk degil, matematik masallar1 anlatiyor. Bu kitap sizi sayilarin harika evrenine gétiirecek
ve diinyadaki uyumun gizemlerini bulma olanag verecek. Sari rrmagn biiyiilii kiyllarindan halifeler
déneminin Bagdat’ina, eski Yunan’dan Vancouver adasina yapacaginiz yolculuklarda size, matematigit
sonsuz uzayinda eglik edecek olan Thse, Archibald Arcsonius, Imparator Yu ve Sehrazat ile kargilacaks:
Anlagilmas: zor gibi goriinen, fakat bir o kadar da gerekli olan matematik mantigim biraz olsun an-
lamak isteyenler igin... '

MATEMATIGIN GIZLI DUNYASI
Yazan: D. Wells, Ceviren: Selcuk Alsan, Sarmal Yaysnevi, 1995

Ucgenlerin sirlariyla baglayan Matematigin Gizli Diinyas: sizi Eski Yunan matematikgilerinden kuan-
tum kuramina kadar uzanan bir yolculuga gikartiyor. Kitaptaki her béliim, kuramsal agiklamalarin
yam sira kutular icinde konuya iligkin sorular da igeriyor. Bunlarin kimisi kolay, kimisi de olduke¢a zor,
ama hepsinin tek amaci var: sizi diiglindiirmek. Coziin onlar ve siz de matematikgiler arasina katilin.
Tabi gok sikugtiginizda ve kimi sorulann altinda ezildiginizi hissettiginizde yamtlara bakabilirsiniz.

(Devami 32. sayfada)
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KUATERNIYONLAR VE DORT TAMKARE TEOREMi
Oktay K. Pachaev-Engin Biiyiikagik
IYTE Matematik Bélimii, iIZMiR

hayir oldugu agagidaki teorem yardimiyla kolaylikla gériilebilir.

Teorem.1 n pozitif bir tamsay1 ve n

= 7(mod 8) ise, n tamsayisi {ic tamkare toplami geklinde
yazilamaz.

Ispat 0’dan 9’a kadar olan sayilarin kareleri mod 8’e gore 0, 1 ya da 4’e denktir.Bdylece ii¢ tamkare
toplami mod 8’e gére 0, 1, 2,3, 4,5 ya da 6’ya denk olur ancak 7’ye denk olamaz.
Fermat her pozitif tamsayinin dort tamkare toplamina egit oldugunu iddia etmigtir. Lagrange
1770 yilinda Fermat'in bu iddiasin yani; her pozitif n tamsayis: icin
n=z%+y% 4 22 +

olacak gekilde z, y, z, w tamsayilarimin bulundugunu ispatlamigtir. ﬁmegin;

100 = 5% + 52 4 52 4 52
ve

118 =10% + 42 412 + 12,
Jacobi ise n tamsayisinin bu gekildeki gdsterimlerinin sayisin1 bulmugtur.
Dért Tamkare (")zdegliﬁi: Eger m ve n,

m = a} + a} + a3 + a2
ve A
n = b7 + b + b2 + b2
geklinde yazilabilen iki tamsay: ise bu durumda mn=¢} + ¢+ + ¢ dir.
Ispat:Bu 6zdegligin ispati,
¢ =ay1b + asbs + asbs + aqb4
Cca =ay1by — asb, + asbs + a4b3
c3 =a1bz — asb; — azby + aqb2
(7] = a1 by — asd, + azbs — azbh2
egitliklerinden dogrudan yapilabilir.
Yardime:r Teorem: Her asal say1 dort tamkare toplami geklinde yazilabilir.
ispat: p asal bir say1 olsun. 2 =12 412 4 (2 4 (2
Ik olarak p’nin bir katinin dért tamkare toplami ge
X={z220 <z < (L;_ll }veY = {-1- V0 <y < L)-gl } kiimelerinin herbiri mod p’ye gore
birbirne kongiirent olmayan itz'l eleman icerir (gercekten X ve Y’deki biitlin elemanlar p den

kiiciik dolayisiyla birbirinden farklidir). mod p'ye gore birbirine kongiirent olmayan p tane eleman
ve diger taraftan X ve Y kiimelerinde toplam p + 1 eleman oldugundan; X kiimesinin bir eleman;

oldugundan p’yi tek say1 olarak kabul edebiliriz.
klinde yazilabilecegini gosterelim.
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Y kiimesindeki bir elemana mod p'ye gore kongiirent olmahdir. Béylece 22 = —1 — 3? (mod p) yani
kp=1+ z? + 42, ve buradan da kp = 22 + y? + 12 + 0 olarak bulunur.
Sindi yaptigimiz son iglemlerden dolayr kp = 22 + y? + 2% + w? ve k > 1 oldugunu kabul edebiliriz.
Amagladigimiz gey k’y1 k = 1 oluncaya kadar indirgemek. -

k cift ise, z, y, 2, w’den ift olanlarin sayis: tektir; gerekirse siralarin degigtirerek z = y (mod 2)
ve 2 = w (mod 2) oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda

k z+y

ap= (327 + (7 + 227 + E55)

2 2 2
olur. Ve bu iglemi p'nin bagindaki sayi tek oluncaya kadar uygulayabilecegimizden, kp = 2% + y* +
22 +w?, k > 1 ve tek bir say1 olarak kabul edebiliriz.
SMdi T =20, Yy=VYo, 2 =20, W=Wp (mOd P) olsun. Burada |30|1 |y0|7 IZOI’ Iwol < k/2’d11' Bu
nedenle

0< 2} + v+ 20 + wiy < (k/2)? + (k/2)* + (k/2)* + (k/2)* =&

ve boylece
eyt =+ 2+ 22 +w? =0 (mod k),

buradan da z3 + 33 + 22 + w2 = kl, 0 < | < k bulunur. Simdi Dért Tamkare Ozdegliginden;
Ty = TTo + YYo + 220 + wwo = 2> + 3y + 22 + w? =0 (mod k),

1 = (TYo — Toy) + (2wo — 2ow) =0 (mod k),
21 = (220 — To2) — (ywo — Yow) =0 (mod k),
w1 = (Two — zow) — (240 — zoy) =0 (mod k),

igin;

Klp = (kp)(kl) = (2% + % + 2% + w?) (22 + 3 + 22 + vd)
=z + 9 + 27 + v}
elde edilir, buradan da
Ip=(21/k)* + (11 /k)* + (21/k)* + (w1 /k)?
dort tamkare toplami olur ve 1 < I < k’dir. Sonlu adim sonra aym indirgeme yOntemi ile £ = 1 elde
edilir. Bu ise p’nin dért tamkare toplamina egit oldugunu gosterir.
Simdi yukarida verdigimiz teoremlere dayanarak agagidaki sonucu yazabiliriz.
Sonug: Her pozitif tamsay1 dort tamkare toplami geklinde yazilabilir.
Jacobi bir tamsaymin farkli dort tamkare toplam geklindeki gosterimlerinin sayis: iizerinde ¢aligmig
ve bununla ilgili agagidaki teoremi bulmugtur.
Theorem.2 n pozitif bir tamsayt olsun. n = z? + y% + w? + 22 olan (z, y, w, 2) dértliilerinin sayisi,
n tek ise, 8 Zdl" d; n cift ise, d tek olmak iizere 24 Zd]ﬂ d’ ye egittir.
Ornegin n = 5 ise teoreme gore, 5'in 8(1+5)=48 tane dort tamkare gdsterimi vardir.

Kuaterniyonlar

Bir kuaterniyon, ¢ = w + iz + jy + k2 karmagik sayilarda oldugu gibi; reel kissm w = Re(q) € R ve
sanal kisim olan Im(q) = iz + jy + kz € R? nin toplamindan olugur.

Kuaterniyonlar ¢ = w + iz + jy + kz formundaki genellegmig karmagik sayilar (hiperkompleks) olarak
diigiiniilebilir. Buradaki i, j, k arasinda agagidaki ¢arpim kurallan vardur;

ij = k = —ji,
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jk=1i=—kj,
ki=j = —ik

Yukanda tamimlanan ¢arpim bagintilarindan, kuaterniyonlar kiimesinin (H) ¢arpma iglemine gore
degigmeli olmadigim gérebiliriz.

g = w+1iz + jy + kz olmak {izere g’nun eglenigi § = w — iz — jw — kz olarak tamimlanir. Buradan da
@=w+iz+jy+k)(w—iz—jy—kz)=..=

w2+ +22 =g

elde edilir. Elde edilen |g| reel sayisina ¢’nun normu adi verilir. Boylece |q|2_ # 0 yaniq # 0
oldugunda q(]ﬁy) = 1 olur bunun anlam: ise, sifirdan farkh her ¢’nin g~ ile gosterilen carpmaya gdre
tersi oldugudur ve

-1 9
T
dir- -
%a = 61 +1ia2 + jas + kas ve gy = by + iby + jbs + kb iki kuaterniyon olmak iizere, g,qp carpimu:
- gag@s = (@101 — azbs — agbs — aqby)

+i(a1b2 + asby + azbs — agbs)

+j(a1bs + agby + asbs — azby)

+k(a1bs + asby + azbs — azbs)
bulunur. Buradan da iki kuaterniyonun ¢arpiminin normu igin

|2aas|® = |ga|?|gs|?

egitliginin saglandig goriiliir. Bu ise birinci bliimde gordiigimiz

"Dort tamkare 6zdegligi”’nden
bagka birgey degildir.

Gegen sayidaki yazimizda z = z + iy ve |z| = 1 kogullanim saglayan her karmagik sayimin
z=cosp+isingp
bigiminde bir gésterimi oldugunu gostermigtik. Benzer gekilde g =w + iz + jy + kz, |g| = 1 ve

iz + jy + kz

Va2 +y? + 22

i =

olmak l'ize;'e, ¢ kuaterniyonu
. g = cos(p/2) + fisin(p/2)
@klinde yazilabilir.

Gaauss tamsayilarinin Z[§) = {z +iy| z,
Benzer gekilde kuaterniyon tamsayilari
. yabiliriz. Boylece "bir tamsayim
bir kuaterniyon tamsayisinin

Yy € Z} seklindeki karmagik sayilardan olugtugunu gérmiigtiik.
yani katsayilar: tamsay1 olan kuaterniyonlar kiimesini tanimla-

n dort tamkare toplami geklinde yazilabilmesi gerek ve yeter kogul
normuna egit olmasidir” sonucunu gikarabiliriz.
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BiR GENISLEME TEOREMI (II)
Nurettin Ergun '
istanbul Universitesi, Matematik Boliimii, Vezneciler/ISTANBUL

III. Hausdorff’un Genigleme Teoremi

Evet, artik bunca bilgiyle donatildiktan sonra bu yazinn ana sonucunu ve kamtlamasim gorelim.
Asagidaki kanitlamay: okumadan dnce temel bilgiler kisminda anlatilanlar1 bir kez daha sindirerek
okumanizi éneririz.

Hausdorff Teoremi (1919): Metrik bir uzayin kapal bir alt uzayinda tammh olan her siirekli ve
simirh gergel degerli fonksiyonun uzaya siirekli bir geniglemesi vardur.

Kamtlama: X iizerinde d metri#i tammh olsun, genelligi bozmaksizin 0 < d <1 alabiliriz, ¢linki
X iizerindeki topolojiyi, bu son kogulu gercekleyen ve d metrigine egdeger olan bir metrigin be-
lirledigini, ammsayacaginiz gibi, zaten gostermigtik. Alt uzay kavramim ayrintilariyla bilmeden bu
kamitlamay1 basarabiliriz, tek bilmemiz gereken (X,74) uzayinda kapal: bir K kiimesinde taimh ve
K’nmin her noktasinda siirekli olan f : K — [0, 1] gercel degerli fonksiyonun siirekli bir geniglemesinin
(X, 74) uzayinda tammlanabildigini gostermektedir. Peki, simrh f fonksiyonu [0, 1] araliginda degil,
geligigiizel bir [a,}] araliginda degerler alsaydi ne degisirdi? Bu Gnemli ve can alici soruyu sona
birakalim, gimdi kamtlamada “teknik kolayliklar” sagladif: igin, her z € K igin 0 < flz) <1
gerceklendigini varsayarak genigleme fonksiyonu tamimlayalim; bu 6zel varsayim altinda kanitlamay1
bagarirsak eger, f : K — [a, b] durumunda da kolaylikla bagarabilecegimizi sonradan gorecegiz. Jimdi,
yine [0, 1] araliginda degerler alan

_ | inf{f)+ 2% -1:9€K} ; z€X-K
F(m)—{ df(ﬁ i zekK

tammlayalim. Dikkat edilirse K kapali oldugundan, herhangi z € X — K igin, negatif olmayan d(z,K)
gercel sayisinin sifir olmas: yani z noktasimn K kiimesine yapigik olmas: sbz konusu degildir, kisacasi
her z € X — K igin tammda paydada yer alan d(z,K) pozitiftir ve dolaysiyla bu yeni fonksiyon
X uzaymn tiim noktalarinda tammlidir ve iistelik K kiimesindeki her z noktas i¢in F(z) = f(z)
olmaktadir, iistelik F fonksiyonu f’nin bir geniglemesidir, ¢iinkii o da [0, 1] aralifinda degerler alir:

- d(z,y)
X-K F(z) <

Vz € icin F(z) < iz, K)
olur, ¢iinkii f(y) —1 < 0 dir ve sonugta y € K elemanlan {izerinden infimum alarak F(z) <
in_f::"} = E(#Tinf{d(x,y) : y € K} = 1 bulunur. Ustelik 0 < ;((:—'% -1ve0 < fy) <
fly) + 3"-((3,'7"% — 1 nedeniyle, her bir z € X — K igin 0 < F(z) < 1 ve sonugta her z € X igin
0 < F(z) < 1 bulunur. $imdi bu yeni fonksiyonun uzaymn her noktasinda siirekli oldugunu ve
dolayisiyla aranan genigleme fonksiyonu oldugunu gésterelim. Bu, uzun ve gergekten caba gerektiren
bir kanitlama, olacaktir. Oncelikle herhangi bir z; € X — K noktasinda siirekliligi gosterelim.
iddia: Vz,,z; € X — K igin |F(z1) — F(z2)| £ d(z1,22) (1 + d(if.-’f) + d(z:,m) . Bu iddiamin
kanitlanmas: sirasinda, yine kisalik ve kolaylik amaciyla 0 < 6, = d(z), K) yazahm. z; = z igin
iddia apagiktir; eger T1 # 22 ise d(z1,Z2) uzakhi pozitif olacagindan, infimum tamm geregi uygun
bir y € K elemani icin

f(y) + %‘ -1 <F(£1)+d($1,$2)

gergeklenir ve iistelik igin ilging yami y € S(z1,36;) olmak zorunadadir, giinkii aksi halde 3d(z;, K) <
d(z,y) olur ve sonugta

2<fy)+2< f(y) + g(%% —-1< F(z) +d(z1,22) <2
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celigkisi dogardi. Demek ki yukaridaki egitsizligi gergekleyen araci y eleman1 K N S(z1,36:) kiilmesine
alttir ve bunun arach yardimiyla

d(m21 y)
d($2, K)

d(zg,y) _ d(zliy)
d(z2,K) d(z1,K)

F(z2) < f(y) +

—-1< F(zy) +d(z1,22) +

bulunur. Oysa son fark igin

d(z21y) _ d(ﬂh,y) < |d(22ay) _d(zlv y)l
d(zg,K) d($1,K) - d(Ig,K)

bulunur, glinkii gergel sayilarda

|d(z2, K) — d(z1, K)|
d(z;, K) - d(z2, K)

+ d(zla y)

1

—a—i [By = bo|
by - b

|51 - b
egitsizligi gegerlidir. d(z,,y) < 34, oldugu anmimsamrsa, sag yan -

d(z1, z2) 301 d(z1,22) _ 4d(ﬂ:1,$2)
d(xz,K) d(Il,K) d(tz,K) - d(ﬂ:g,K)

as

1
< — a1 — az| + |ag|
|6

ifadesinden ve dolayisiyla 4d(z;,z3) ( d(zi, ® +3a (z:.x)):den kiiglik kalir. Tiim bunlar

4 4
F(Ig) - F(xl) < d(21:32) (1 + d(zl,K) + d(:!:2,K))
verir. z; ve zs'nin rollerini degigtirerek elde edilecek olan benzeri egitsizlikten yararlanilirsa, yukaridak
iddia elde edilir. Oysa temel bilgiler kisminda gézledigimiz gibi Vo € X icin g(z) = d(z, K) biciminde
tanmimlanan gercel degerli g fonksiyonu siirekli (aslinda diizgiin siirekli) oldugundan, z; noktasindaki
siireklilik geregi

: PR ) é
VzeS(ene) isin @) € (sl - Guolen) + 5 )
olacak bicimde 0 < ¢; vardir; kisacas1 z € S(z1,€1) igin %1 = g(z1) - & < g(z) = d(z,K) ve

2
dolayisiyla gy < 7 bulunur. O halde iddiadaki egitsizlik kullanilacak olursa, gok zorlanmadan

Vz € S(z1,€1) igin |F(z) = F(z1)| < (1 + g) d(z,z,)

bulunur. Burada ¢; =1+ % sabitinin yalmzca siirekliligin incelendigi z; € X — K noktasina bagh
oldugu gozlenmelidir. Tiim bunlarin sonunda, 0 < 8, < min{e1, =} pozitif sayis segilirse her bir z €
S(z1,8¢) icin |F(z) — F(z1)| < € gergeklesir, kisacas: F' fonksiyonu z; noktasinda siirekli olur. Simdi
de F fonksiyonunun herhangi bir yakinsak {z,}52, dizisi i¢in lim, 00 F(z,) = F(20) gerceklendigini
kamitlayarak gozleyelim. Dikkat: K kiimesi kapali oldugundan 8K C K = Y (K) C K gegerlidir ve
dolaywsiyla zo € K ve F(zo) = f(2o) ilk gozlemimizdir. Ayrica herhangi bir z € X — K elemam
igin z # z9, 0 < d(z,z0) ve dolaysiyla inf{d(z,y) : y € K} = d(z,K) < d(z,K) - (1 + d(z, zg))
gegerli oldugundan uygun bir 0 < €, ve y, € K sayesinde d(z,y;) < inf{d(z,y) :y € K} + ¢, <
d(z,K)-(1+d(z, o)) bulunur; dikkat edilsin: a ve b gercel sayilari i¢in a < bise a+ 9;—“ < b- "‘T“ <b
gegerli olur. O halde bu arac1 y; € K elemam sayesinde F(z) < f(y.) + %?ﬂ%} -1< f(yz) +d(z, zo)
bulunur. Ayrica yukarida yapildiga gibi, uygun bir v, € KN S(z,34;) eleman: yardimyla f(y;) +

& :""' =1< F(z) +d(ze,z) ve sonugta

10) - dioymn) < Fl@) - (G221 -1) < Feo)
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bulunur. Burada d; = d(z, K) > 0 yazilmigtir. Demek ki her bir z € X — K el ici
elemanlar yardimiyla P e A

f(yz) = d(z,20) < F(z) < f(yz) + d(z,20) (*)
l?ulunur. Oysa Zo € 0K C X — K oldugundan, tiim terimleri X — K agik kiimesinden alinmig ve
lim, o = 2o yani limy,_,o d(zn, o) = 0 gergekleyen herhangi bir yakinsak {z,}%2, dizisi igin de bu
egitsizlikler yardimiyla

F(¥n) — d(z0,2n) < F(zn) < f(yn) +d(z0,2n) (Vn€N)

gergeklenecek bigimde araci yy,,y!, € K noktalan var olacaktir. Dikkat edilirse y, € K noktalannin
tanimi geregi 0 < d(2n,Yn) < d(Tn, K) - (1 + d(zo, z,)) gerceklegmektedir. Oysa 0 < |d(zn, K) —
d(zo, K)| < d(zo, ) nedeniyle lim,, o d(z,, K) = d(z0, K) = 0 ve dolayisiyla limy, 00 @(Zn,%n) =0
elde edilir. Limit iglemi yardimiyla, kanitlamanin nasil bagaryla siirdiiriildiigiiniin ayrimina variyorsur
degil mi sevgili okurlar? Daha bitmedi! Ustelik 0 < d(y,,z,) < 3d(zn, K) gerceklendigini, y;, €
KNS(zp,3d(zy, K)) elemanlarinin tammindan gikarinz. O halde énce limy_,o0 (¥, Tn) = 0 ve sonra
da bu sonugtan ve 0 < d(yn, Zo) < d(Yn, Tn)+d(zn, To) esgitsizliklerinden kolayca limp 00 d(Yn,Zo) =0
_buluruz. Demek ki bu araci y,,y,, € K elemanlarinin belirledigi diziler i¢in sirasiyla limp_,c0 Yn = Zo
ve limy, 00 ¥, = To sonuglarma ulagiriz. Oysa gercel degerli f fonksiyonu K kiimesinin her nok-
tasinda ve ozellikle zo € K noktasinda siirekli oldufundan sonugta limp00 f(¥n) = f(z0) ve
-lilz'nn_.oo (") = f(zo) elde ederiz. Simdi yukanda bulunan (*) egitsizlikleri kullamlarak, her n € N
i¢in

fWh) — f(zo) — d(zo, %) < F(2n) = f(20) < f(yn) — f(20) + d(20, Zn)

gecerli oldugundan, sol ve sag yan sifir gercel sayisina yakmnsadig icin sonugta limp—ye0 F(Zn) =
f(zo) = F(zo) buluruz. Evet, arkaniza yaslanip biraz soluklanin, igin onemli kismim bagardik.
“Peki geriye ne kaldi, tanr1 askina?” diye sorabilirsiniz. Ufak ama &nemli ayrintilar kaldi. Dikkat
edilirse F fonksiyonunun zo € 8K noktasinda siireklilik kamtlamasimn tam anlamiyla bitirilmig
olmas igin zo noktasina yakmsayan her tiir {5}, dizisi icin bu son sonucun gosterilmesi gerekir.
Ama béyle bir dizinin ister i) sonlu tanesi diginda tiim terimleri K kiimesinden secilmig olsun, ister
ii) sonlu tanesi diginda tiim terimleri X — K kiimesinden segilmig olsun ve isterse iii) sonsuz sayida
terimi K kiimesinden ve sonsuz sayida terimi X — K kiimesinden secilmig olsun, hep F(z,) = f(zo)
gerceklegecektir, nedenini kolayca gbsterebileceginizi umuyorum. Son irdelenmesi gereken durum ise
F fonksiyonunun herhangi bir zo € ic(K) noktasinda slirekli oldugunu gostermektir, oysa bu durumda
S(zo, €0) C K gergekleyen bir agik yuvar vardir ve bu yuvardaki tiim noktalarda F' ve f egit degerler
alirlar ve f fonksiyonu bu yuvarn tiim noktalarinda siireklidir, sorun kalmaz. Kisaca sonug olarak
F fonksiyonu tammlandifx metrik uzaymn her noktasinda siireklidir. Evet, yazimn sonunda gimdi, ya
f:K = [a,b] yada f : K - R olmas: durumlarinda siirekli bir genigleme fonksiyonu var midir
acaba, bunlar: bir aragtiralim bakalim. Birinci durumda g9(z) = ﬂbi_)-;i bi¢iminde tammlanan siirekli
ve gergel degerli g : K — [0, 1] fonksiyonunun tim uzaya yapilan siirekli geniglemesini G : X — [0, 1]
ile gbsterecek olursak, F(z) = a + (b — a)G(z) fonksiyonunun siirekli olsdugunu, F : X = [a, b]
gerceklendigini ve iistelik her bir z € K igin F(z) = a + (b— a)g(z) = f(z) gergeklestigini kolayca
goriiriiz. Peki ya f : K - R durumunda ne yapabiliriz? “Ama nasil olur, bu durumda f(K) goriintd
kiimesinin smirl: bir aralik tarafindan kapsanmig olmas: giivence altinda degil ki, Hausdorff genigleme

teoremini nasil uygulayabiliriz?” diye sorabilirsiniz. Oysa her z € R igin h(z) = 5% olmak iizere hof
bilegke fonksiyonunun [0, 1] araliginda degerler aldigmi ve iistelik A fonksiyonunun bire-bir ve siirekli
oldugunu goézlemek gii¢ degildir.

Peki ya sonra... neler yapilmaldir? GCok kolay sevgili okurlar,
biraz dikkat liitfen. Yazinin sonunda sizlere

bir &nerim var. Once biraz soluklanin sonra biraz miizik
dinleyin, 6rnegin biiyiik tiirkii ustas: Ruhi Su’nun

Pir Sultan Abdal'mni ve daha sonra _Ha.usdorﬁ' 'un
gu giizelim kamtlamasim bir kez daha okuyun, usta igi matematigin degerine varmn. Iyi caligmalar
sevgili okurlar!
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DOKUZ NOKTA CEMBERI

Svetlana Gadetska
Ukrayna Bankacilik Akademisi, Kharkov Subesi, Kharkov, UKRAYNA

Halide Sagidova
247 sayili okul, Nesimi Bolgesi, Bakii, A ZERBAYCAN

GiRris

Eski zamanlarda matematik denildiginde geometri anlagibyordu. Son yiizyillda matematigin ¢ok
cegitli dallanmin ortaya gikmasina ragmen geometri gagdag matematikte Snemini korumaktadir.

Eski zamanlardan beri ilgilenen her kigiyi biiyiileyen ¢ok sayida geometrik problem bilinmektedir.
Kiibiin {i¢ kat1 biiylitilmesi, aqimin {ig esit parcaya boliinmesi ve bir dairenin alamna egit karenin
bulunmasi gibi, {inlii geometrik ¢izim problemlerini ¢ézme ¢abas: matematigin yeni dallarinin ortaya
cikmasina neden oldu.

19. asirda yapilan birgok ciddi incelemeler sonucu klasik noktalar, dogrular ve gemberlere yenileri
eklendi.

Biz bu yazida Euler dogrusu ve dokuz nokta cemberinden bahsedecegiz.

EULER DOGRULARI

Bir iiggenin kenarlarinin orta noktalarim birlegﬁirdiﬁmizde elde edilen {iggene, o {iggenin orta
Uggeni diyelim. Sekil 1’deki A, B'C" iiggeni ABC figgeninin orta tiggenidir. Bu {iggenlerin elemanlar:
arasindaki baz: bagintilan gorelim. '

ABC iicgeninin agirhk merkezini R ile, diklik merkezini H ile, cevrel gemberinin merkezini O ile
gosterelim. O noktass ayns zamanda A'B'C’ iiggeninin diklik merkezidir.

AB'A'C' paralelkenar oldugundan, [AA'] ve [B' C'] kigegenlerinin P kesigim noktas: bu kdgegenleri
yariya béler, dolaysiyla A’ B'C' iiggeninin [A’P] kenarortay1, ABC iicgenin [AA'] kenarortay lizerinde
Benzer gekilde A'B’'C’ iiggeninin diger kenarortaylarinin da ABC tiggeninin kargihk gelen kenaror-
taylan {izerinde oldugu goriiliir. Boylece R noktasi, A'B'C’ licgeninin de agirhik merkezidir. ABC
ve A'B'C’ iiggenlerinin benzerlik oram 2:1 oldugundan, | AH |= 2 | A’O | ve | AR|=2| A'R | dir.
(BC] kenarina ait yiikseklik [AD] olsun. AD ve A'O dogrularinin paralelliginden, AHR ve A'OR
tiggenlerinin Kenar-Ag-Kenar (K.A.K.) benzerlik teoreminden 2:1 oraniyla benzer oldugunu, buradan
da ARH ve ARO agilannm egit oldugunu elde ediyoruz. Dolayisiyla H,R,0 noktalan dogrusaldur.
Aynica | HR |= 2 | RO | oldugundan, bu da R noktasmin H ve O noktalarimin arasinda bulundugunu
gostermektedir.

Boylece, agagidaki teoremi kamitladik.

Teorem 1. Her hangi bir {iggenin agirlik merkezi, diklik merkezi ve gevrel gemberinin merkezi

dogrusaldir. Agirlik merkezi, diklik merkezi ile gevrel cemberinin merkezi arasindaki uzakhg 2:1
oraninda béler. O

Teoremde s6zii gegen bir iiggenin agirhk merkezi, diklik merkezi ve gevrel gemberinin merkezinin
lizerinde yer aldi1 dogruya Euler dogrusu denir.
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DOKUZ NOKTA GEMBERI

Sekil 1'i incelemeye devam edelim. ABC figgeninin A'B'C" orta figgeninin gevrel cemberine bakalim.
O ve R noktalar1 A’B'C" iiggeninin sirasiyla diklik ve agirlik merkezleri oldugundan OR, bu iicgenin
Euler dogrusudur. PN,[B'C’] kenarinin orta dikmesi olsun (burada N bu dikmenin OR ile kesigim
noktasidir). Teorem 1'den dolayr A’B'C’ iiggeninin gevrel gember merkezi (bu merkez dogal olarak
PN iizerindedir) OR Euler dogrusu iizerinde bulunacaktir. Oyleyse A'B'C' iigeninin gevrel cember
merkezi N noktasidir, ayrica r = |[NA'| = |[NB'| = |NC'| yaricapi ABC figgenin cevrel gember
yaricapinn yarisidir (ABC ve A'B'C’ iiggenlerinin 2:1 oraniyla benzerliklerinden dolay1).

AH, PN ve A'O dogrulan paralel oldugundan ve [AA’] dogru pargasi PN dogrusu ile kendi orta
noktast olan P noktasinda kesigtigiden, PN dogrusu AH ve A'O dogrularindan egit uzaklhktadir.
Boylece N, [HO] dogru pargasinin orta noktasidur. [AH] dogru pargasimin F orta noktasin ele alalhm.
Daha 8nce elde ettigimiz | AH| = 2|4'O| baglantisndan |NA'| = [N F]| esitligini elde ediyoruz, yani A’
ve F, N merkezli r yaricapli gember fizerindeki antipodal (cember ve bir capinn kesigtigi iki nokta)
noktalardir. O halde F noktasi A'B'C' iiggeninin gevrel gemberi {izerindedir. ABC fi¢geninin diger
yiiksekliklerinin kégeden H diklik merkezine kadar olan parcalarinin orta noktalarimn da aym zellige
sahip olacag agiktir. Bu iig nokta da Euler’in adim tagiyorlar.

A'DF dik agis sozii gegen gemberin [A'F] capini gordiigiinden, D noktasinin (ve benzer gekilde
ABC iiggeninin diger yiiksekliklerinin ayaklarinin da) bu gemberin {izerinde oldugunu elde ediyoruz.
Boylece A'B'C' iiggeninin cevrel cemberi ABC' iiggeninin Euler noktalarindan ve yiiksekliklerinin

ayaklarindan geger.

Bagka bir deyigle, ABC iicgeninin dokuz Gzel noktasindan gegen bir ¢emberin bulundugunu
kamitladik. Bu énemli sonucu agagidaki teorem geklinde verelim.

Teorem 2. Herhangi bir ii¢genin tiim yiiksekliklerinin ayaklari, tiim kenarlarinin orta noktalari
ve Euler noktalar: ayni bir gember {izerinde bulunur. Bu ¢emberin yarigapi, liggenin evrel gemberinin
yarigapinin yarsina egittir, merkezi de Euler dogrusu tizerindedir ve iicgenin diklik merkezi ile gevrel
cemberinin merkezi arasinda bulunur. O

Teoremde bahsedilen gember dokuz nokta gemberi olarak bilinir.

Teoremin ispatnda kullandifimiz gekildeki {icgen dar agiliydi. Genig agihi iicgende diklik merkezi
ficgenin diginda kalacaktir (Sekil 2’deki H noktas1). Dik ficgende ise ele alinan 9 nokta Sekil 3’teki
B,A',K,0,C' gibi beg noktaya donisir.
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Sekil 2

Asagdaki dort problem ise okuyuculara aligtirma, olarak verilmigtir.
Dokuz nokta teoremi hakkinda daha fazla bilgi icin kaynakcada belirtilen kitablara bakabilirsiniz.

PROBLEMLER
1. Genig acih {iggen igin Teorem 2’yi detayh gekilde kamtlayimz.
2. Dik iicgen icin Teorem 2’yi detayh gekilde kamtlayimz.

3. ABC iiggeninin i¢ aciortaylarim, gevrel gemberi D, E, F noktalarinda kesene kadar uzatalim. Ag
ortaylarinn kesigim noktas: L olmak iizere, [AL], [BL],[CL], [DL)],[EL}, [FL), [DE), [EF}, [DF] dogru
parcalarinin orta noktalarimn aym ¢ember iizerinde bulundugunu kamtlayiniz.

4. Bir kirigler dortgenin kogegenleri birbirine dik ise, bunun kenarlarinin orta noktalar ve kogegenlerin
kesigim noktasindan kenarlara inilen dikmelerinin ayaklar1 aym1 ¢ember iizerindedir. Kamtlaymz.

Kaynakca
1. H.S. Coxeter, 5.L. Greitzer. Geometry Revisited. Mathematical Assn. of America, New-York

2. H.S. Coxeter. Introduction to Geometry. 2-nd Ed., J.Wiley&Sons, 1989
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SUREKLI KESIRLER

_ismail Aslan o
IYTE, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii, Urla, IZMIR

e-posta: iaslan@likya.iyte.edu.tr

Bu yazida rasyonel yaklagim teorisinde dnemli bir yeri olan ve birgok transandantal sayilar
olugturmada kolayhk saglayan siirekli kesirlerden stz edecegiz. Siirekli kesirleri, %1 gibi,
bilegik kesirlerin bir genellegtirilmesi olarak diigiinebiliriz. Ornegin,

11 3 1 1 1 1

T=li=l4 —=l4op=ld—— =14—
8 8 8/3 23 2+37§ 2+m§'

Bu yazim bigimi her g rasyonel says1 igin de gegerlidir, yani ag, a1, . . ., a, pozitif tam sayilar
olmak iizere ‘

P 1
q al ﬂ2+...+;

olarak yazlabilir. Gosterim kolayhg i¢in bunu genellikle p/qg = [ag,ay,...,a,] seklinde
ifade ederiz. Ayrica belirtelim ki irrasyonel sayilar da siirekli kesirler geklinde ifade etmek
olanakhidir. Ornegin, /3 irrasyonel sayisim goz oniine alacak olursak

1 1 1
3 = 1+.7320508... =1 =1 =1
V=14 T O DU S L Bro— —
1+ 5 7aa0008. e m—

Bu tiir kesirleri sonsuz siirekli kesir olarak isimlendirmek yerinde olacaktir. Sadece rasyonel
sayllarin sonlu siirekli kesir olarak yazilabilecegine dikkat edilmelidir. Genel olarak her z
gergel sayisinin z = [ag(%), a1(z), . ..] geklinde bir agilm vardir. Ornegin,

m=1[3,7,15,1,202,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84,...]

e=[2,1,211,411,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,14,1,1,16,...]

Bir sayinin siirekli kesir olarak agilimimnin en 6nemli 6zelligi, bagtan itibaren alinan rakamlar-
dan olugturulan kismin, genellikle bir yakinsama olarak adlandirilir, agilim yapilan sayiya
gok iyi bir yaklagim saglamasidir. Diger bir deyigle, [ag,ai,...,ay) siirekli kesirinin k-inci
yakimsamasi, ¢ = [ag, a1, .. -, ak] olarak tammlanir. Burada k > n igin ¢ = [ag,a1,...,an)
olduguna dikkat edelim. Ornegin, [1,2,3,4] siirekli kesiri icin,

c=1
1 3
1
Cy = 1 -+ = E
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SV ]

1 30
+ 3+
vecy =05 =...= 3 dir. Bagka bir érnek igin,
7=1[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2, 1,84, .. ]
sayisim ele alirsak, ilk iki rakamdan olugan bir yakinsama

1 - 22
a=03,7=3+-=—
=BT =3+7=7
olup, bu say1 7 sayisma iyi bir yaklagik degerdir. Diger bir yaklagik deger i¢in 292 den 6nce
gelen rakamlar: alarak olugturacagimsz yakinsama olan

1
L 3534150090

c3 = [3,7,15,1] =3+
7+ 4T 113
sayisim elde ederiz ki bu da = = 3.141592653 . . . sayisina oldukga yakin bir degerdir. Yaptigim
bu girigten sonra siirekli kesirlerin matematik tarihindeki yerinden 86z etmek yerinde ola-
caktir. Siirekli kesirler, bir milenyum olmasa da, yiizyillarca insanlig biiyiilemigitr. Kut-
sal oran(bu terim Ronesans’tan gelmektedir) ve kendine- benzerlik Gzelliklerine sahip bir
dikdortgenin olugturulmas: ¢abalari,

1445 1

¢= = 1
2 R s e
H'E:»--

altin oraminn siirekli kesir agilimimin geometrideki kopyasindan bagka bir sey degildi. Siirekli
kesirlerin cikig noktasim tam olarak belirlemek oldukga zordur. Bu zorluk, siirekli kesir-
lerle matematikte son 2000 yilda kargilagilmas: fakat 1600’larin baglarma ve 1700’lerin son-
larima kadar gegen siiregte bu kavramim tam olarak oturtulamamasindan kaynaklanmaktadur.
Buna karsin, siirekli kesirlerin kékeni, geleneksel olarak, Oklid Algoritmasimin yaratildig: za-
manla cakistirihr. Oklid Algoritmas: iki saymmn en bilyiik ortak bélenini(ebob) bulmada
kullamlir. Bu Algoritmay1 ustaca kullanarak, p ve ¢ mn ebob'unu bulmanm yerine, p/gq
rasyonel sayisinn siirekli kesir agilimini bulabiliriz. Bunu gérebilmek igin, frnegin, 348 ve
124 sayilarina Oklid Algoritmasim tekrarli olarak uygulayalm.

348 = 124 x 2 + 100

348 . 100 1
— =2+ =241
1 T T
124 = 100 x 1 + 24
124 24 1
_— -—=1 00
0~ tio~ 't

100 =24 x 4+4
4 1

24 24 z
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24=6x4
Biitiin bu kesirler yerlerine konulup yeniden yazilirsa, %—3—2 =24 l—+—1;— stirekli kesiri elde

edilir ve kisaca 332 = [2,1,4, 6] olarak ifade edilir.

Oklid ve kendinden dncekilerin bu Algoritmay: siirekli kesirleri olugturmada kullamp kul-
lanmadiklan tartismahdr. Fakat Oklid Algoritmasmm siirekli kesirlerle olan yakin iligkisinde
dolay1, Oklid Algoritmasinin kegfinin siirekli kesirlerin geligimine yol agtig1 yaygin bir inanigtir

Yallar icinde yapilan ve siirekli kesirleri iceren herhangi bir ¢aligma cok 6zel drneklerle
siurhydi. Hintli matematikci Aryabhata (M.S. 550), siirekli kesirleri dogrusal belirsiz den-
klemleri ¢ozmek igin kullanmigt:. Yunan ve Arap matematik yazininda da siirekli kesirlerin
izleri ve 6rnekleri ile kargilagmak gagirtici olmasa gerek. Tabii ki bunlarm kullanig: yine 6zel
orneklerle kisithydi.

Siirekli kesirler, Wallis’in(1616-1703) cahgmalar: esnasinda baghbagina bir ilgi alam oldu.
Wallis,
4 3x3x5x5x7TxT7x9...

T 2x4x4x6x6x8x9...
ozdegligini geligtirdi. Brouncker(1620-1684), bu 6zdegligi

4 g

_:1+__32_

™ 2+2+_55_
z+§’_—2_

olarak belirledi. Brouncker, siirekli kesir kavramim o zaman diigiinmemigti ama Wallis ilk
adimi atarak siirekli kesirler teorisini genellegtirmede ve goz kamagtiric: bir konu olmasinda
biiyiik rol oynadi.

Siirekli kesirlerin uygulanmasina ilging bir ornek olarak yazicilardan gikt1 aldigimiz A4
boyutundaki kagitlar gbz niine alahm. Bir A4 kagidi kendine-benzerlik ozelligine sahiptir.
Yani, kagit katlanildiginda, kenarlar arasindaki ilk oranla yaklagik olarak aym olan bir oran
elde edilir. Bilindigi gibi bir A4 kagidimn boyu 29.7 cm ve gemghgl de 21 cm. olarak
tammlanmigtir. Kenarlar arasindaki oram hesaplarsak, 2 21 =3 = [1,2,2,2,2,2] elde ed-
eriz. Ayrica v2 = [1,2,2,...] oldugundan, 2 oranmmn v2 saylsma bir yakinsama oldugu
goriilecektir.

Simdi de, kisaca, siirekli kesirler teorisinden stz edelim. Bunu yapabilmek igin bazi
tammlara ve teoremlerin ifadelerine gereksinimimiz olacak. ai,az,... ve by, be,.". sayilan
gercel ya da kompleks sayilar olmak iizere .

bo

a1+2TJL5::

ag +

bigimindeki ifadeye bir siirekli kesir denir. Burada a; ve b; sayilar1 sonlu ya da sonsuz saylda
olabilir. Her i icin b; = 1 olmasi durumunda, elde edilen kesire basit siirekli kesir denir.
Basit siirekli k&alrler, lnsa.ca. [ao; 61,2, . ..] seklinde gosterilirler. Ayrica terimlerin sayisi
sonlu(sonsuz) ise sonlu(sonsuz) basit siirekli kesir terimi kullamlr. Bu tanimlamalardan
sonra, sayilarla ilgili iki giizel teoremi agagidaki gibi ifade edebiliriz.



26 Ismail Aslan

Teorem: Bir saymm rasyonel olmasi, o saymn sonlu sayida terim iceren basit siirekli kesir
olarak ifade edilmesiyle egdegerdir.

Bu arada, herhangi bir rasyonel sayimn birden fazla siirekli kesir agilimina sahip ola-
bilecegini de belirtelim. Ornegin,

47 1 1
w=2+ =2+ 1
- 1+3+—[ 1+3+

4 3+{

Teorem: Her irrasyonel saymn basit siirekli kesir agilum sonsuz sayida terim igerir.

* Bu teoremlerin kamitlar1 zor olmamakla beraber, ilgili okuyucu kaynaklarda belirttigimiz
caligmalara bagvurabilirler. Yazimizi birkag siirekli kesir ornekleri ile noktalayalim:

14 1 9z + 14 1
_=2_____1 =1+ 1
= =
. 1 tan 1
e =1 __—=_— = 3
leg— T 1~ =Ry
Tz -
5+v5 V541 ox 1
( 2 9 )3":—8-7
1+~—4—1+ A
1+ﬁ_—5__’f

Yukarnidaki en son kesir, matematik dehas: S. Ramanujan’m bir bulugudur.
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[1] Brezinski, C: History of Continued Fractions and Pade Approximations, Springer-Verlag,
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BASINDA MATEMATIK...

FERMAT TEOREMI
Ercan Kumcu, Radikal, Ekonomi Sayfasi, 15 Mayis 1999

Ortaokul matematik kitaplarinda ilk 6grendigimiz konulardan birisi de d1k agihi bir iiggenin iki ke-
narimn karelerinin toplam hipoteniisiin karesine egit oldugudur. Formiil a? + b? = 2 olmaktadur.

Eski Yunan matematikgisi Diofantus’un Aritmetik kitabini okuyan 1601 dogumlu Fransiz Pierre de
Fermat, Pisagor’un bu teoreminin anlatildig1 sayfanin kenarina bir geyler karalamigtir. Rakamlarin
kareleri alindiginda yukaridaki egitligi saglayan sonsuz sayida a,b ve ¢ tam sayilar vardir. Fakat
sayilarin kesimi degil de, daha biiyiik iislerini aldiginizda bu esitligi saglayan higbir a,b ve ¢ tamsay1si
yoktur. Bir bagka deyisle, a™ + b® = c¢" ifadesinde n, 2 den biiyiikse bu egitligi saglayan, a,b,
ve ¢ tam sayilar1 bulunamaz. Aslinda matematik¢i olmayip Kral 14.Louis’nin hizmetinde hakimlik
yapan Fermat kitabin kenarina bunun ispatim: bildigi fakat yer darhg nedeniyle kitabin kenarina
yazamadigini not diiger. Kitap Fermat 6ldiikten sonra bulunur, fakat ispat1 bulunamaz.

Séylendigine gore, hicbir matematik problemi matematikgilerin kafasim bu kadar uzun siire meggul
etmemigtir. Fermat bu teoremi 1637 yilinda kitabin kenarina yazmg, teoremin dogrulugu ise 357 yil
sonra 1994 yilinda gen¢ matematikci Andrew Wiles tarafindan ispatlanmigtir.

Fermat teoremi iizerinde 357 yil boyunca kimler caligmadi ki? Ispatlamaya c¢aligirken de, bircok
matematikgi hem iine kavugtu hem de yeni geyler buldular. Bulamadiklar tek gey Fermat teoreminin
ispatiydi. Sophie Germain ¢ok 6zel bir durum igin Fermat teoremini ispatladi. Ozel durum n nin asal
say1 olmasiydi. Asal bir saymin karesini alip bir eklediginizde bir bagka asal sayiya ulagiyorsunuz.
Ornegin, 22 + 1 = 5. Burada 2 de 5 de asal sayilar. Bu asal sayilara Sophie’nin asal sayilar1 denmeye
baglandu.

Meshur matematikci Gauss da biraz bu konuya kafa yordu. Gauss, konuyla kendi ugragmaktansa
Germain’i yiireklendirmeye galgt:. Germain’dan sonra en ciddi yaklagimlardan biri Alman matem-
atik¢i Ernst Eduard Kummer’den geldi. O da ancak 6zel baz sayilarda Fermat teoremini ispat-
layabildi. Daha sonra Alman ve Fransiz bilim akademileri teoremi ispatlayanlara &diiller koydular.
Yalnizca 1908 yilinda 6diilii almaya caligan 621 galigma geldi. Odiiliin peginde 1970°li yﬂlara kadar
koguldu, fakat bagarili olunamadi.

Fermat teoreminin ispati konusunda son yaklagim 1986 yiinda Ken Ribert’ten geldi. Ribert
problemin ¢6ziilmesine gok yaklagt:, fakat bagaramadi. Wiles, Ribert’in ¢caligmasim okuduktan sonra
hi¢ kimselere haber vermeden tam sekiz yil bu konu iizerinde sessiz sedasiz galigt:. Teoreme son
darbeyi vurdugunu sandi. Wiles 1993 yilinda matematikgiler dniinde verdigi konferansta ispatim
sundu. Alkiglar aldi. Yiiz yillarca matematikgilerin riiyalarina giren bir teoremi ispatlayarak bir
bilinmeyeni de yok ettigini sandi. Ispatta bir hata vardi. Hata ancak 14 ay sonra diizeltildi. Wiles,
Fermatin Son Teoremi’ni ispatlammgti. Alman Bilimler Akademisi’nin 90 yil 6nce koydugu &diild
o giinkii degerine alabilseydi, Wiles 2 milyon dolar alacakt:. Hiperenflasyonla erimig Alman Marki
Wiles’ye 1997 yilinda ancak 50 bin dolar olarak déndii.

Wiles artik herkesin tamidig meghur biriydi. Amerikan tlevizyonlarinin meghur spikeri Barbara
Walters kendisiyle miilakat yapmak istedi. Wiles, Barbara Walter’in kim oldugunu bilmiyordu.
Ciinkii hayatinda hig televizyon seyretmemigti.




28

MATEMATIK ETKINLIKLERI 2001’E DAIR
Tina Begeri - S.Eylem Erdogan
IYTE, Fen Fakiiltesi, Matematik Béliimii, Urla, IZMIR

Matematikgiler Derneginin duyurusunu ve igerigini ilk duydugumuzda Matematik Egitimi {izerine
bdylesine yogun ve detayh bir programdan ister istemez ¢ok etkilendik. Davetli konugmacilar ve
secilen konular ise igin bir bagka cazibeli noktasiydi. Bir Aragtirma Gérevlisinin maaginin yarisina
mal olacak masraflar: hi¢ diisiinmeden , Izmir’den ¢iktik yola. Pergembe sabahi Ankaradaydik. O
glin Ankara bir bagka giizeldi, yesgilin yogunlugu , gokyiiziiniin maviligi icine serpilmig fraktal bulutlar
giliniin ilk konugmasinin habercileriydiler sanki. Bekleme salonunda ii¢-dért kugak yiizlerce matem-

atik¢i ve misafirler toplanmigt:. Matematikgiler Dernegi ve bizim Matematik Diinyas: standimiz
Oniindeki kalabalik bizlere ayn bir seving veriyor

du. Kimisi dergiyi ilk kez duyuyor, kimisi tekrar
derginin ¢ikiyor olmasina, seviniyor, kimisi ise yeni kapag yadirgiyordu.
Ik konugma ismini liseden beri ders kitaplarimizda,
ilk kez kargilagtigimiz Timur Karagay hocamizdi. Onun
merhaba demesinden ayn bir keyif aldik.

matematik sozliiklerinde gérdiigiimiiz ama
hastaliklan geride biralup yagama yeniden

Konugmas: ise keyiften de dteydi: ”Matematik ve Sanat”.
Matematigin ve sanatin benzerlik ve ayrimlarim betimleme yoluyla ortaya koymay: amaglad: ve ayrica

estetifin matematik ve fiziksel bilimlerde ne denli ciddiye alindigini rneklerle gdstermeye caligti.
Bu konugmada ”Neden matematik Ogreniyoruz?” sorusuna yanit ararken, "Matematiksel giizellik
nedir?” sorusuyla kargilagtik ve samldiginin aksine, egitim ve kiiltiir sistemimizin, matematigi liberal
sanatlardan ¢ok daha iyi Ogrettigi sonucuna ulagtik.

Ertesi gilin Oner Cakar hocarmzin

”Dogadan Matematiksel Esintiler” iizerine diya egliginde yaptiga
konugmas: biz matematikgilerin A

nkara’nin bahar keyfini doya doya yagamamiza neden oldu.

Sergi salonunda ii¢ giin boyunca cegitli kurum ve kuruluglar poster gosterilerini sundu, biz de
molalarda bu yerlerde matematik oyunlar ile beyin cimnastigi yaptik. Bazen gocuk olmak ve cocuk
gibi sevinmek insana ayr1 bir huzur veriyor.

Bizi en ¢ok etkileyen sunumlardan bir digeri de , Ankara Fen Lisesi grencilerinin ” Ogrenci Goziiyle
Matematik Ogretimi” adli sunumuydu. Ankara Fen Lisesi 2. simif Ogrencilerinin matematigi farkl
Ogretim metodlariyla sevdirme ve yeni arag ve gerecler {iretme konusunda yapmug olduklan ¢aligmalar
bir ¢ok profesyonele tag cikartacak nitelikteydi.

Unal Ufuktepe hocamiz ise

"Bir Eglenceli Matematik Deneyimi” adlh konugmasinda, matématik
ayan alternatif bir 6gretme modeli de i

Sempozyumun son etkinligi olan ”Matematik

ve Toplum” adli panel, Timur Kar.
Ziya Aktag, Orhan Giivenen, Biilent Karasozen, '

Emrehan Halic1 ve Unal Ufuktep
gruya ulagmasi icin matematik ug

agay bagkanliginda
e 'nin katihmlanyla,

Son S6z: Bu tiir toplantilara iilke olarak

; ¢ok ama ¢ok ihtiyacimiz var. ¢
matematik sempozyumlarinin daha sik aral

iklarla diizenlenmesi dilegiyle...




PROBLEMLER VE COZUMLERI

Uyar:: Dergimize aligtirma problemlerinin ¢5-
ziimlerini degil, yalmzca yarigma problemlerinin
goziimlerini yollaymz. Coziimleri génderirken
liitfen gu noktalara dikkat ediniz:

— Her sorunun ¢6ziimiinii ayr: bir kagida okunakli
ve anlagilir bir bigimde yaziniz.

— Kagidin sag {ist kogesine adimzi, soyadimzi,
adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve simfimz
yazimz.

- Coziimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Ens-
titlisi, Matematik Bolimi, Giilbahge Kdyii,

Urla/Izmir adresine 31 Agustos 2001 tarihine
kadar gonderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.231. 1’den bir n > 1 pozitif tam sayisina
kadar olan saylarn art arda yazlmasindan
elde edilen sayiya ”seri” diyelim (Grnegin,
1234,12345678910111213 v.s.). Iki serinin
carpimimn seri olamayacagim ispatlayimz.

A.232. ABC dik iicgeninin AB hipoteniisii
lizerinde, BM — MC ve |AN| = |AC)| olacak
gekilde, M ve N noktalar1 alinmgtir. Sonra
|BP| = |BN| ve |AQ| = |AM| olacak gekilde, BC
ve AC kenarlar iizerinde sirasiyla P ve @ nok-
talar1 alindilar. C,Q, M, N, P noktalarimin aym
cember iizerinde bulundugunu gésteriniz.

A.233. a;,as9,...,a0200 sayllarindan bir kismu
mavi kalemle, geriye kalanlari1 kirmiz: kalemle
yazilmigtir. Kirmizi sayilar silersek, geriye 1’den
100’ kadar olan tiim tam sayilar (artan sirayla)
kalacak. Mavi sayilar: silersek, geriye 100°den 1’e
kadar tiim tam sayilar (azalan sirayla) kalacak.
a3, as, ..., @100 Sayllar: arasinda 12’den 100’e kadar
olan tiim tam sayilarin bulundugunu ispat ediniz.

A.234. her n pozitif tam says1 i¢in

(VIO + (V) + ..+ {V(n

oldugunu gosteriniz. (Burada {z} = z - [|z], =
sayisinin kesir degerini gstermektedir).

A.235. 2z2z2 boyutlu kiibii dort tane 1zlzl
boyutlu kiibiin agihim ile kapatmak miimkiin
miidiir?

YARISMA PROBLEMLERI]

Y.231. Her n > 2 tam sayis1 igin

an =_22"‘—1 —9m_1

sayisimun bilegik oldugunu gosteriniz.

Y.282. ABC ikizkenar iicgeninde (|AB| =
|AC|)AK ve BL kenarortaylandir. BAK =
CBL = 30° ise, ABC iiggeninin i¢ agilanmn
kosinfisiinii bulunuz.

Y.233. Bir iilkede N tane havayolu girketi var
ve her kentten tiim girketlerin birer ucugu bu-
lunur. Herhangi iki kentten birinden digerine
ucakla gitmek miimkiindiir (dogrudan veya birkag
ucak degigtirerek). Ekonomik krizden dolayr N-1
tane ugug iptal edildi, fakat higbir girketin birden
fazla ugugu iptal edilmedi. Yine de herhangi kent-
ten digerine ucakla ulagmamn miimkiin oldugunu
gosteriniz.

Y.234. Agagidaki kogullar1 gercekleyen tum fa

R — R siirekli fonksiyonlar: bulunuz.
a-) Her z € R igin f(z) =z + f(z - f(z))
b-) £(0) =
Y.235. Pozitif tam sayilar kiimesi birbiriyle

kesigmeyen iki sonsuz kiimeye ayrilmigtir. Her iki
kiimede toplamlar: birbirine egit olan 100’er say:
bulundugunu gésteriniz.

COZUMLER

A.221. Terimleri tam sayilar olan bir sonsuz ar-
itmetik dizinin bir terimini tam kiip oldugunu
varsayalm. bu dizinin terimleri iginde sonsuz
coklukta tam kiipler bulundugunu kamitlaynz.

Coziim.Dizinin tam kiip olan terimlerinden
birine m? diyelim. Dizi farki da d olsun. O halde
k herhangi dogal say1 olmak iizere,

+Kd =
=m? +d- [3m*k + Imk?d + k3d?]

Sayis1 bir tam kiiptiir ve verilen aritmetik dizinin
bir terimidir.

(m + kd)® = m® + 3mkd(m + kd)

A.222, istenilen dért tanesinin bir ortak noktas:
bulunan beg ¢emberin beginin de bir noktadan

gectigini kamitlayimz.



30

Céziim. 1.,2.,4. ve 5. cemberlerin ortak nok-
tasina A; 1.,3.,4. ve 5. cemberlerin ortak nok-
tasina B; 2.,3.,4. ve 5. cemberlerin de ortak nok-
tasina C diyelim. A, B ve C noktalar icinde en
az ikisi cakigmak zorundadir. Ciinkii bu nokta-
larin {icii de 4. ve 5. cemberlerin kesigme nok-
talar igindedir. (Iki ayr1 cember, en fazla iki
farkli noktada kesigebilir). Boylece, noktalardan
en az ikisi (diyelimki, A ve B) gakigmak zorun-
dadir. O halde, cemberlerin hepsi A noktasindan
gececektir.

A.223. Diizlem lizerine alinmug A, B,C, D nok-
talar Gyledir ki, herhangi P noktas: icin |PA| +
|PD| > |PB|+|PC]| esitsizligi saglanmaktadir. B
ce C noktalarimn AD dogru pargasi iizerinde bu-
lunduklarimi ve |AB| = |C D| oldugunu gosteriniz.

Co6ziim. P noktasinin segimi {izerine bir kisitlama
olmadigindan, énce P = A koyalim. O halde
|AD| > |AB| + |AC| olur. Sonra da P = D
koyalim. Bu durumda |[AD| > |BD| + |DC|
olur. Egitsizlikleri taraf tarafa toplarsak, 2|AD| >
|AB| +|AC| + |BD| + |CD| elde ederiz. Ote yan-
dan, iiggen esitsizligine gore, |AD| < |AC|+|CD|
ve |AD| < |AB| + |BD|’dir. Bu egitsizliklerin
egitlige doniligmesi icin C ve B noktalarimin AD
parcas: iizerinde olmasidir. Son iki egitsizligi taraf
tarafa toplarsak, 2|AD| < |AB| + |AC| + |BD| +
|CD| olur. Yukaridaki egitsizligi de gdz Oniine
alirsak, 2|AD| = |AB| + |BD|+ |DC| +|CA]| elde
ederiz.Bu sonuncu egitlikten de A,B,C,D nin
dogrusal olmasi ve yukarida yazilan egitsizliklerin
hepsinin egitlik olmasi ¢ikar. Bundan sonra
|AB| = |CD| olacagim gérmek zor degildir.

A.224, Negatif olmayan her a ve b sayilar i¢in
L@+ )2 + L(a +b) > avb + b\/a esitsizliginin
saglandigim1 gosteriniz.

Coziim. Esitsizligi gu bicimde yazalim:

a+b

la+b+ ]>\/_(f+f) (1)
Simdi,%® > Vvab ve a + b+ 1 > a +
Vb (sonuncuyu siz kanitlayimiz) esitsizlikleri

dogru egitsizlikler oldugundan, (1) esitsizligide
dogrudur. -

A.225. ABC iiggeninin [AD)] yiiksekligi iizerinde
bir P noktasi alimyor, BP ve CP dogrularimn
[AC] ve [AB] ile kesigim noktalar1 sirasiyla E

ve F ile gésteriliyor. [DA’'min, FDE agsina ait
aglortay oldugunu ispatlayiniz.

Coziim. A noktasindan gegen ve BC dogrusuna
paralel olan dogru ile DE ve DF dogrularinin
kesigim noktalar1 H ve G olsun. Ceva teoremi

geregince,

FB DC EA~
ve ilgili {icgenlerin benzerliginden

AF AG CE _ DC
FB BD'EA AH

yazilarak, bunlardan AG=AH elde edilir. AD L
GH oldugundan DGH ikizkenardrr, dolayisiyla
[DA, FDE nin agiortayidir.

Y.221. Heri =1,2,..,nicinz; > 0ve z;1 +z2 +

.. + z, = 10 baglantilarim saglayan z1, 2, .-, Zn
saylarn igin S = z1Z2 + T2Z3 + ... + Tp_1Zn

toplaminin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.

Céziim. maz{z,z2, ...

n—1
S = Z TiTiy1 =

i=1

»Zn} = Z§ olsun.O halde

k-1

Z TiTiv1 + Z TiTit1 <

i=k

k-1 n
l‘k'z-'ﬂi+-’5k' Z z; =25 (10 —zx) <
i=1 i=k+1
zg + (10 — z) o 10

Ote yandan, z; =z, = 25, T3 = x4 = ..
0 icin S(z1,®2,...,Zn) = 25 olur. Dolaysiyla,
z1, T2, ..., Tn, sayillarimin sagladig kogullar altinda
S(z1,%2,...,Zn) toplaminin alabilecegi en biiyiik
deger 25tir.

=25=>5<25

0= By =

Y.222. Her n € N icin sistemin reel ¢oziimlerini
bulunuz:

I +$2+“.+$n=3

2+l 422 =32

Coziim. n=1 igin z; = 3 ; n=2 icin
x+x2=3

z? + 23 =32



sistemi elde ediliyor. Birinci egitlikte her tarafin
karesi alimp, ikinci ile taraf tarafa gikarilirsa,
Zoxz = 0 olur. Buradan: ya z; = 0,2, = 3;
yada z, = 3,2, =0.

Simdi, n > 3 olsun. Sistemden agagdaki iki
denklemi ele alalim:

T} + 25+ ..+ 22 =32,
3+ 23+ ..+ =3

Birinci egitligi (3)° + ()2 + ..+ (%) = 1
bigiminde yazarsak, her i = 1,...,n igin (%)2 < 1
ve dolaysiyla, (3)® < (%)? < 1 olur. Boylece,

elde ederiz. Dolayisiyla, her i i¢in ya z; = 0,
ya da z; = 3 olmalidir. Yani, sistemin ¢Gziim
kiimesi (3,0,...,0),(0,3,0,...,0),(0,0,...0,3) tiir.
(Goriindiigii gibi, n > 3 igin tiim sistemin ¢ziim
kiimesi, II. ve III. denklemlerden olugan sistemin
kiimesi ile ¢akigiyor.)

Y.223. Hera<lvel2>z; 2222 ..22,>0
sayilari igin (1+ 1 + 9 +...2p)* < 1+1°7 12y +
20132 4 4+ n® 122 egitsizliginin saglandigim
gosteriniz.

Coziim. Tiimevarim uygulayalim. n=1 i¢in
egitsizlik aciktir. Simdi, egitsizligin bir n i¢in
dogru oldugunu varsayarak n+1 icin ispatlayalim.
(1+I1+52+...Iﬂ+zn+1)a—(1+$1+$2+...£n)a =

Tn+1
+Z2+ .7y

1421 +23+..20) *|( )*-1] <

1
+1+.’L’1

{1+ 2)* €1+ az egitsizligini (Bernoulli egitsizligi)

uyguluyoruz)
<SA+z+z2+.2,)* 21 < (@a-1<0
oldugunu goézoniine aliyoruz)
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< (R + 1D)2ps1]!  2pyy = (n+ 1)*=ta.
egitsizliginden ve tiimevarim varsayimindan

(1471 422+ 0Zp +2p41)° <

(1+2 +22+..2,)" + (n+1)*71 .22, <
141%7 23420 28+ 400 152 4 (n41)" 122, |

elde ederiz.

Y.224. Uzayda uzunluklar: egit olan 3 dogru
parcasi rasgele yerlegtirilmigtir. Bu parcalarin
ortogonal(dikey) izdiigiimlerinin egit oldugu bir
diizlemin varhgm gosteriniz.

Coziim. Once basit bir gézlem yapalm: Verilen
bir parcay: kendi kendine paralel olacak bicimde
kaydirirsak, onun bir diizlem {izerindeki ortogonal
izdiiglim{iniin uzunlugu bundan etkilenmez.

Simdi, bir O noktas: alahm ve parcalar: kendi-
lerine paralel kaydirarak bir uglarim O noktasina
getirelim. Ortaya cikan parcalara OA,0B,0C
diyelim. |OA| = |OB| = |0C| oldugundan, A,B
ve C noktalan bir dogru iizerinde degilller (bir
gember iizerindeler). Simdi, O noktas: A,B ve C
noktalarim {izerinde bulunduran diizlem iizerinde
ise, problemde istenen diizlem olarak bu diizlemi
alinz. (Cinki OA,0B,0C ’nin bu diizleme
izdiigiimleri kendileridir ve |0A| = |OB| =
|OC'dir.) O boktasi ABC diizleminde olmasin.
Bu takdirde ABC' diizlemi istenen diizlemdir.
Gergekten, O ABC diizlemine indirilen dik-
menin ayagina P dersek, OPA,OPB,0BC dik
licgenlerinin hipotenuslar: ve bir dik kenarlan egit
oldugundan diger dik kenarlar1 da egit olacaktr:
|PA| = |PB|=|PC|

Y.225. Bigimini degigtirmeyen bir ABC
licgeninin A kdgesi sabit olup B kogesi bir cember
iizerinde hareket etmektedir. C kogesinin ge-
ometrik yerinin bir cember oldugunu ispatlayiniz.

Coziim. B kogesi O merkezli cember iizerinde
hareket etsin. AC iizerinde AB' = AB alip AOB
licgenine e3 AO'B’ {iggenini ¢izelim. O’AB’ =
OAB ve 0'AO = B'AB olur. Dolaysiyla AO',
sabit AO dogrusu ile sabit agq1 yapar. AQ'
niin dogrultusunun sabit olugu béylece anlagilir.
AO = AO' nedeniyle O' sabittir. O'B' = OB
den-de-B' -niin-0'-den daima OB uzakhifinda
oldugu yani B’ niin geometrik yerinin O’ merke-
zli OB yarigapl cember oldugu anlagilir. AA—ET =
ﬁ% sabittir. O halde C nin geometrik yeri B’
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niin geometrik yeri olan cemberin homotetigi olan
cemberdir.

(13. Sayfanin devam)

DOGANIN SAYILARI
Yazan: I.Stewart, Izdigum Yaysnlars, 2000

Her

gece gokyiiziinde yildizlar dairesel ydriingelerde
hareket ediyor. Mevsimler yillik ritimlerde kendi-
lerini tekrarliyor. Hicbir kar tanesi bir digerinin
ayni degil, fakat hepsi de altigen simetriye sahip.
Kaplanlarin ve zebralarn kiirkleri gubuk desenli,
leoparlarla sirtlanlarinki benekli, vb. Doga mod-
ellerle ve bu modeller de yagam bilmecesine iligkin
ipuglariyla dolu. Matematigin dogaya yaklagimi,
Sherlock Holmes’un kii¢iik bir kamt parcasina
yaklagimina benziyor. Unli dedektif nasil bir
sigara izmaritinden sahibinin dzelliklerine iligkin
sonuclar qikarabiliyorsa, matematik de, Ornegin
kar tanelerinin altigen formundan buz kristal-
lerinin atom geometrisine varabiliyor. stewart
bu kitabinda, keman yaylarindan damlatan mus-
luklara, hayvanlarin yiiriiylig ritimlerinden ¢igek
yapraklarimn sayisal diizenine kadar, hayatin
icerdigi pek ¢ok somut model {izerinden giderek,
yagamdaki degigim ile siireklilik iligkisi, kelebek
etkisi ve kaos teorileri, vb. bir¢ok soyut tartigma
konusuna ulagiyor. Kitap boyunca matematiksel
evrende bize rehberlik yapan Stewart, okuyucu-
lara matematiksel bir Sherlock Holmes olmanin
nasil birgey oldugunu gostermeyi amaghyor.

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosuna kabul etmektedir. Yayinlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmas: diginda her-
hangi bir kisitlama yoktur.  Fikir vermesi
agisindan gu konular: siralayabiliriz:

* Konu sunuglan.

* Matematiksel diigiincenin degigik alanlardaki
uygulamalarim vurgulayabilecek yazlar.

* Yillardir ¢oziim bekleyerek ya da heniiz
¢oziilmemig iinlii problemlerin tanitimi.

* Matematige ilgi duyan &grencilerin kendi-
lerini agmasina yardima olabilecek problemler.

* Matematiksel kavramlar tarihi ve matem-
atikcilerle ilgili yazilar.

* Daha saghkh bir miifredat programim
olugturmaya yonelik inceleme, elegtiri ve alter-
natif Gneriler.

* Matematik diinyasindan giincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yaymnlanabilecegi gibi
biitiinliigli bozmayacak baz1 degigikliklerle de
yayinlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif licreti O6demeye elverigli
degildir. Bu nedenle anlayigla kargilanacagimizi
umuyoruz. Gonderilecek yazilarin bilgisayar or-
taminda yazilmig olmasi (Latex, Word, Scientific
Work-Place), diizglin ve tam ciimlelerle, Tiirkce
dilbilgisi kurallarina uyularak yazilmasi, beg say-
fay1 gececek yazilarda bolme noktasi belirtilmesi
gerekmektedir. Yazilar ya bir adet yazicidan
¢tkmig Ornegi ve bir 3.5 inc'lik diskete kayit
edilmig olarak

. Matematik Diinyas:
fzmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,
Matematik Béliimii, 35435
Giilbahge-Urla,IZMIR

adresine posta ile gonderilmeli, ya da
mdunyasi@galois.iyte.edu.tr adresine elektronik
posta ile gonderilmelidir.
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Kapsam

Aragtirma Problemleri : Ozellikle lisansiistii 63rencilere yonelik,
agtklamalar).

Anadolu Universitesi

Fen Fakiiltesi Matematik B&ldmii
Yunusemre Kampusu 26470
Eskisehir, Tiirkiye

Tel: +90 222 3350580-5108

Fax: +90 222 3204910
email: mat2001@anadolu.edu. tr

PEKER wswau et 0.232.483 89 80

Dizi ve Gagnili Konugmalar : Belirli alanlarda yeni gelismelerin ele alinaca
Geng Aragtrmacilar Béliimii : Doktorasini yeni bitirmis ya da kisa siire i
Ogrenciler Konusuyor : Lisans velveya lisansiisti 6grenim yapmakta ola
Aragtirma Sunumlan : Giincel arastirmalarin anlatildi§ kisa bildiriler.

91, diger alanlana iligkileri vurgulayan tamitici (gagrnil) dizi konugmalar.

inde bitirecek olan geng matematikgilerin doktora tez konularini tanitacaklan konugmalar.

n 8grencilerin ilgilerini geken bir konuyu tanitan bildirileri.

giincel aragtirmalar gergevesinde ortaya gikan aragtirma problemlerinin sunumu (poster + kisa
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