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TAMSAYILARIN BOLUNTUSU iciN
CEBIiRSEL OZDESLIKLER VE ALGORITMALAR

M. Cihan GIRGINTAS - Selim OZGEN

Izmir Fen Lisesi

1. GIRiS

Béliintd, bir pozitif tamsayinin, pozitif tamsayilarin toplami bigiminde ifade edilmesidir. Bu .ifade:
de toplananlarin sirasinin bir 8nemi yoktur. Ornegin 3 says1 icin 3 =2+ 1 ve 3 = 1+ 2 gosterimleri
6zdes kabul edilmektedir. Bir saymin boliintiisiinde toplanan konumundaki tiim saylara béliintiilenen
saymn parcalar1 denmektedir. Bir n sayisina ait boliintiiler, béliintiiyii olugturan parcalarin azal-
mayan sirada listesi geklinde ifade edilmektedir. Ote yandan birden fazla kez kullanilan pargalarin

kag kez kullamldig: parcanmn istiine yazilarak gosterilir. Ornegin, 12 =3+3+2+2+1+ 1 icin
gosterimi, (122232) geklindedir. ’

TANIM:

Bir n dogal sayisimn tiim béliintiilerinin sayisi p(n) boliintli fonksiyonuyla ifade edilmektedir.
p(0) = 1 kabul edilmektedir. Béliintiiniin tanimindan n negatif tamsayi ise p(n) = 0 olmaktadir.
(Hig bir negatif tamsay: pozitif tamsayilarin toplam geklinde yazilamasz.)

n’nin kiiciik degerleri igin p(n) sayisim, n’nin béliintiilerini bir liste halinde yazarak hesaplamak
miimkiindiir. Ornegin p(5) = 7 dir. Clinkii 5 sayis1 tam olarak 7 farkli gekilde parcalanabilir. Bunlar,
(5),(14),(23),(1%3),(122),(132) ,(15)dir. Siiphesiz, aym yontemi kullanarak ¢ok daha biiyiik sayilar
icin p(n)’i - 6rnegin 1004 igin p(100) = 190569292 - bilgisayar destegi olmadan hesaplamak imkansiz
gibi gériinmektedir.

p(n)’in hesaplanmasi bir ¢ok matematik otoritesini uzun yillar meggul etmig bir problemdir. Prob-
lem, ilk olarak 16544 yilinda Leibniz tarafindan ifade edilmigtir. 1740’ta Alman matematikci Philipp
Node tarafindan Leonhard Euler’e sunulmusg; Euler, béliintiiler iizerine yaptig1 cahigmalarda bir ¢ok
ilging ozellik bulmusgtur. Bunlar arasinda iinlii ”pentagonal teoremi” merkez teorem niteligindedir.

Istatiksel Mekanik ve Dizgi Teorisi bagta olmak iizere birgok modern fizik teorisinde ve Olasiik
Teorisi ve Istatistiksel Analiz bagta olmak iizere matematigin bircok alaninda, ¢ok parcadan olugan bir
sistemin tiim olasi konfigiirasyonlarinin bulunmasina, dolayisiyla bir sayimin béliintiilerinin sayisina
ve buna ait béliintii fonksiyonlarina fazlasiyla ihtiyag duyulmaktadir.

Bu yiizden n’nin biiyiik degerleri i¢in p(n)’in bulunmasiyla ilgili etkili metodlar ve &zelliklerin
bulunmasi uygulamal matematik icin nemli bir problemdir.
II. PROJENIN AMACI

Béliintiiler teorisinde bir grup cebirsel iligki kurulmas: ve buradan hareketle bir n sayis1 i¢in p(n)
degerinin bulunmasin saglayan etkili algoritmalar elde edilmesi.

III. TEORI

Tanmm: H, pozitif tamsayilardan olugan bir kiime olsun. Bu durumda ” H”
iginden secilen béliintiilerin kiimesini ; p("H”,n) ise bir n saysimn, pargalar:
lar1 olan béliintiilerinin sayisini ifade eder.

pargalar1 H’nin
H kiimesinin eleman-



M.Cihan Girgintag-Selim Ozgen 3

IV. YONTEM

Bu iki béliimde p(n) degerinin hesaplanmasi icin iki farkh algoritma (y&ntem) elde edilecektir. I.
Bélimde Sonug 1.1’de Algoritma De; II. Boliimde Teorem 2.1'de Algoritma IT’ye ulagilmigtir.

I. BOLUM

Yardimei Teorem 1.1:  H pozitif tamsayilardan olugan bir kiime olsun. Bu durumda;
L : flg) = EnZO p(”H”,‘n)q" = HnEH(l N qn)—l
L fa(@) = Eozop("H (< d), )™ = [, cpy (14" +...+ ") = Mnen(1-g@m)(1-g)!

Not: f4(q) ifadesinin iki formunun egitligi sonlu geometrik serilerin toplamimdaki basit bir ézellikte
—gn+l

gelmektedir: 1 +q+¢2 + ... + q" = 1_19_q_

ispat: Yukaridaki I ve IT ifadelerinin ikisi de analitik bir yéntem izlenerek agagidaki gibi elde
edilebilir. H kiimesinin elemanlar, H — {h1, b2, R, ...}, (b1 < hg < hs...) olsun.
8

Mnen(1=a")™" = 5 x = x g x .

=1+ +@M ) x (14" + g2 4 ) x (14 ¢ +¢*h 4+ ) x ..
— Em - Za220 Zaazo __.qa1h1+azhz+ashs...

Dikkat edilecek olursa g degerinin kuyveti, (hi*h32hg®
toplamda ¢"V degeri, N'nin, parcalan H kiimesinden ah
Buradan I elde edilir.

...) geklinde bir béliintiidiir. Yani, yukandaki
nmug her farkh boliintiisi icin bir kez goriilecekt

IT’nin ispat: sonsuz geometrik serinin sonlu geometrik seriyle yerdegistirmesi diginda I ile 6zdestir.
[lhen(T+q* +...+¢%) = Ed2a120 Edgazgo Edgasgo wgithrtashatashs...

= Yz p("H”,n)g"

Yardimer Teorem 1.2(Euler): Tiim n pozitif tamsayilar igin p(6,n) = p(A, n).

Ispat: Teorem 1.1’den faydalamlarak;

Mo+ =TI, S5 = 122, (1 - ) [T, (1 - gn)!

=m (=1 = @171 (1 - @2m) =1 = [ (1= g2n-1)-1

Sonug olarak; 3,50 p(6,n)q" = ¥, p(A, n)q™.
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Oyleyse, Ozellik 1’den her n € Z+ icin p(d,n) = p(A, n) dir.

Yardimcei Teorem 1.3: p.(A,n); bir n sayisimn, ¢ift sayida ve birbirinden ffarkh; po(A,n) ise
tek sayida ve birbirinden farkl: parcalardan olugan béliintiilerinin sayisin ifade etsin bu durumda:

(_1),1 n= mgdm:hl! )
De (A, n) - pO(Ayn) = 0 _-,é mi.’im:tl! dir.

Tanmm: r € Z+ olmak iizere ﬂs’;il formundaki sayilara pentagonal sayilar denir. I)_F{l_tag_o‘?_al
sayllarin i ve ii’deki kogullar: saglayan béliintiileri birebir eglemenin diginda kaldigindan bélintinin
r degerinden hareketle p,(8,n) = po(8,n) + (—1)" esitligi elde edilir.

Teorem 1.1:(Euler’in Pentagonal Teoremi)

(1= g =14+ T, (-)mg™ T (1 4+ q™) = T2 (-)"g™ 5

ispat:
(DG = T (g () T ()™
=1+ T, ()" 4 T (<1) g S
=14 T (-1 + T, (-1
= 14 0L, (-5 4 T8 (~1)mg=OF T gm
=1+ 5% (-)™g™F (1 4+ g™)
=1+ Zil(Pc(a: n) — po(0,n))q" (bkz.Teorem 1.2 )

Ispatin tamamlanmas: i¢in agagidaki 6zdegligin dogru oldugu gdsterilmelidir.

=1+ 202 (Pe(9,n) — po(9,n))q"™ = [[5Z, (1 - ¢").

Bu 6zdeglik agagidaki gibi elde edilir:

I2,1-¢%) = EL:O ch;Fo 2'1;,,:0 ..(=1)81+02+as+.. ga1 X1+az X 24-a3 X3+..
=1+ 3102 (Pe(A,n) = po(A,n))g"

Uyar:t: ¢’'nun kuvveti olan (a; X 1+az X 2+ a3 x 3 +...) degeri X = (1%12%23% ) formunda bir-
birinden farkl pargalardan olugan bir béliintiidiir. Ayrica, bu ifadenini &niinde yer alan (—1)1+ea+as+

degeri boliintiiniin tek sayida pargas: varsa (—1), cift sayida pargas: varsa (1) olmaktadur. Z;.:o(i =
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1,2,3,...) ifadesi herhangi bir parganin béliintiide en fazla bir kez yer alabilecegini gdsterir. Teorem
1.3’den de faydalanilarak pentagonal sayilarin katsayilarin (—1) ve (1)’den biri; bunlarnn diginda
kalan saylarm kutsayilarmin ise (0) olacag: agikca anlagilmaktadir. (bkz.Yardimer Teorem 1.2).
Esitligin sol tarafindaki 1 degeri a; = a2 = ag = ... = 0 iken elde edilir.

Sonug 1.1(Algoritma I): Vn > 0 igin;
L p(n) + (-1)™p(n — 1) + ... + (~1)™p(n — ZER=D)) 4 (_1)mp(n — 2R 4. =0
(VM < 0 igin p(M) = 0 ve p(0) = 1dir.)
ispat: I egitliginin sol tarafi a, olsun.
Ym0 0nd" = Y02, [p(n) -p(n-1)+..+(-1)"p(n - ﬂs’;——ll) + (-1)™p(n - ﬂ@—'z'ill) + ]
= 3% p(n)g" - T2 p(n — 1)g" + ... + (~1)™ Lo, p(n — 2EF=1)gm+
()™ X2 p(n — 2ETH)gn 4,
= T p(n)g" = T p(n — 1)aPg + .. + (—1)™ T2 pn)g"g =T+

(~1)™ 2 p(n)grg™ETH) 4 .

m(§m—1 m(3m+41
= £ o) (1 - g+ -+ (-)"g™F 4 (g F 4 )

= Yoo P(n)a™ (1+ 172, (pe(A,7) — po(A,7))q")
= T2, p(n)a (1+ Do (D" F (1 +™))
=121 - a") Il - ) = 1.

Uyarn: Ozellik 1'den @; = 0(i = 1,2,...) olur. Elde edilen 1 degeri p(0) = 1 egitlifinden gelmek-
tedir. Bu egitlikten faydalanarak p(n)’in hesaplanmasinda kullamlabilen Algoritma I elde edilir.

II. BOLUM

Tanim: H, pozitif tamsayilardan olugan bir kiime dlsun.Bu durumda p(” H” ,m, n), n sayisinin
m tane parcadan olugan béliintiilerinin sayisim ifade eder. Bu gosterimi iki degigkenli bir ¢zel tanimh

fonksiyon seklinde agagidaki gibi ifade edebiliriz:

fo(20) = Emeo Lnmo P H”,m,m)2™g"

= Z,\EH z”('\)q"("). A= (/\1/\2/\,),”(/\) =r,oA) =+ A+ +A dir).
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H pozitif tamsayllar kiimesi ise p(” H”, m, n); p(2, m,n) semboliiyle ifade edilir.
Yardime: Teorem 2.1:
L. 3 il Z?:o p(Q,m,n)z™g" = I, (1 = 2¢™)!
L Y70 T e p( B (< d), myn)zmgn = [, (1 — 24+ g+m)(1 — zqm)-1
ispat:
LIS (= 2g™) =t =TI, (1 + 2¢™ + zg*™ + ws)
=1 +2¢" +2¢*™ + ) x (1 + z¢h2 + z¢?P2 + ..)) x ...
= 26120 ZM >0 20320 __‘za1+az+aa...qalh1+aqha+aah;...

Uyarr:  ¢’nun kuvveti, (hy*h3?...) béliintiisii; z ’nin kuvveti ise bu béliintiideki parcalarin

sayisidir.

Sonug olarak agagidaki ifadede zMgV degeri N ’nin pargalar1 H kiimesinden alinmig M

tane parcadan olusan her farkl béliintiisii icin ‘bir kez yer alacaktir. I icin ispat biter.

I'nin ispat: sonsuz geometrik serinin sonlu geometrik seriyle yer degigtirmesi diginda I ile Ozdegtir.
Yardimer Teorem 2.2:

0o (l—atg™) __ 0 (1—a)(1-ag)...(1—ag™~1)¢"

n=0 ‘(Tq“))- =14 z:ﬂ=1 (1-g)(1—g?)...(1—¢")

Ozellikler 2:

i. (a)n=(a;¢)n=(1—a)(1— aq)...(1 — ag"1)) | kiiciilecek
ii. (a)g =1,
iii. Tim n sayilan icin (a)y = G(%’)‘PE'
ispat:
Ft) =TI, %)l =Ao+ At + Aot + . = T2 4.¢" olsun.

éyleyse;

T l-tgr T 1%

(1-8)F(@) = (1 - at) ] ‘(‘%‘:i,‘!%l (n =0, l-atg® _ 1_“)
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—atg™t1
=(1-at)[Io% %%ﬂ))'
0o - n —a n+1
=(-at)F(ta)  (Flat) =12 49 = 12, §=a))

Uyari: Ay = F(0) = 1 oldugu aciktir. ™l terimlerin katsayilarinin egitliginden (bkn. 6zellikler
L.i)agagidaki 6zdeslikler elde edilir:

(1 =) 020 Ant™ = (1 - at) =00 0 An(tg)" = An_y = ¢"Ap — ag™ ' Ap_,.

Buradan;

_ (1—ag™? — (1-ag" " (1—ag""?)...(1—a)A4¢ _ (a)n
An = Oatiy Ay = C5Elbmar - 0oaid _ (g

Teorem 2.1:

L[l =tg") ' =1+ 332, (1-q)(1—;2)...(1—q“)

» n(n-1)
IL [Toeo(l+tg") =1+ 32, (l—q)t(lq—qz]...(l—q“)'

ispat: I icin Yardimci teorem 2.2 ’ de a yerine 0 yazilirsa istenilen ifade elde edilir. II icin
Yardimc: Teorem 2.2 ’de aym1 yéntem kullanilarak a yerine & i t yerine b- 2 yazilirsa agagidaki ifadeler
elde edilir:

1= 84" ) (1=%0" "2 (1=2) pnm _ 1—azq’
1+ Tot, R e = T, g

_ © (b—ag™"')(b—ag""?)...(b— )z
=142 (1—0)(1—(,72)---(1—cr")ml -

Son ifadede b = 0 ve @ = —1 atanir ve 2 yerine ¢ yazilirsa ispat biter:

tnqn!n—l)

14320 O—q(l-¢9)..(I=¢") ey (14 tg™)

Teorem 2.2:
Y% 2" =102, = ™2 (1 + 2g>"H1)(1 + 2~ 1g27+Y),

Ispat: Teorem 2.3 II de ¢ yerine 2g; ¢ yerine ¢* yazilirsa agagidaki ifade elde edilir.

(zq)”‘(qz) m(m-—1)

H?:o(l + 2q2n+l) = :=o (1—¢%)(1—g%)...(1—¢?™)

2™ (m?2)

[T+ 2> ) = 3%, 7%iq7)m (1.4)
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[aso(1 + 26"+ = k= T 2™ (¢7™+2; ¢)o. (2%)

Uyar:: (2.x) ifadesinde m ’in (—c0)’ dan gelmesi ifadenin degerinde herhangi bir degigiklige ne-
den olmamaktadir. Ciinkii ¥m < 0 igin carpima (1 — ¢°) = 0 garpam gelecek ve ifadeyi 0 yapacaktir.

Not: (1.+)ifadesinde z yerine (—¢>™*!) yazilirsa agagidaki ifade elde edilir.
_2m41yr (r2) _q\r(r2 4 2mrr
Mozo (1+ (~g™)g) = T2, St = 2, Sl —-
Ayrica;
1520 (1+ (@) = (1 - @mHa)(L - imb.. = (@427

oldugundan

242mr+4r

( 2m+2,q ) E:‘iog l)P(!Fq . J

egitligi elde edilir. Bu ifade (2.*)’ da yerine konursa,
o0 2 —_1\T r2+2mv-+r
Hn=0(1 + zq2n+1) = '(55__;5): E:::—oo zmq(m ) (E:ozo : (qg;qi),- )

(1 + 242"+1) = (a?; q’)oo Z:io (_(:)2:::;:' (E;.:z—oo q(m+r)’z(m+r))

= s T2 (i (T a™2™)

Teorem 2.1 de t yerine =% , ¢ yerine q? yazilirsa agagidaki esitlik elde edilir.

_ . (s =gy
MT2o(1 - 27'?™) ™ = ToL, (regiresey =) = Lo Wi

Bu esitlikten faydalanarak,
T1220(1 + 26*™*) = Gtz [Inke (1 = 271 ™) 7 (E 2, 4™ 2™)
Buradan,
T d™ 2™ = (0%6°)o0 [Inmo (1 + 2¢""H1)(1 = 27"g*")
= [Tnzo(1 = ®™2) (1 + 2¢*"+1)(1 + 27 g H).
Sonug 2.1 (Algoritma IT :)

pAn) =pn)+pn-7)+p(n-9)+ ...+ p(n —ap) + ... (mod 2),
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p(4n+1) =p(n) +p(n —5) +p(n = 11) + ... + p(n — Bm) +... (mod 2),
p(dn +3)=p(n) + p(n —3) +p(n — 13) + ... + p(n — ) + ... (mod 2),
p(An+6)=p(n)+p(n — 1) + p(n — 15) + ... + p(n — 8) + ... (mod 2).

Not: Kongruans sisteminde denkligin sag tarafindaki ifadelerde seri, parantez igindeki deger
negatif olana dek siirecektir. Ote yandan ap, =m (8m £ 1), Bn = m (8m £ 3), ym = m (8m £ 5),
Om =m (8m=£7), (m =0,1,...) formunda sayilardir.

Ozellik 3: Ispatlarda kullanilacak olan kongruanslar p*(k = 0, 1,...) b terimin katsayllan arasinda
kullamlmaktadir. Bir &rnekle ifade edilecek olursa;

(1-2)® =1- 5z + 1022 — 1023 + 5z* — 2,
(1-2z)° =1+5(-z + 22 — 22° + z%) — 25,

=1-2° (mod 5).
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OTOMOTO iLE TANISALIM

Gonca Giingdr Ayik
Cukurova Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Béliimii, ADANA

Otomoto kelimesinin ingilizcesi ’automata’ dir. Bunu Tiirkceye gevirip otomata demek daha dogru
olabilirdi fakat sdyleyigte dile yatkinlik olarak otomoto demeyi tercih ediyorum. Evet, gercekten
matematikte hesaplama (computation), mantik (logic) ve cizge teori (graph theory) gibi pek ¢ok dah
bir araya getiren bir ¢caligma alani. Yalmzca matematikgilerin degil bilgisayar bilimlerinde ¢aligan in-
sanlarnda ilgisini geken bir konudur. Benim otomoto ile tanigmam oldukga yeni. Bu teori, yangruplar
ve otomatiklik yapilar arasinda iligki kuruldugundan dolay ilgimi cekmeye bagladi. Otomoto nasil bir
gey? Anlatmaya bir ornekle baglamak en dogrusu. Genelde biz matematikgilere sorarlar ”Buluyor-
sunuz bir geyler ama bunu giinliik hayatta nerede kullanacagiz?” Evet belki bugiin kullanilmiyor gibi
goriilebilir fakat birgiin hi¢ ummadik bir yerde yillar 6nce bulunmusg teoriler kullaniir. Kola maki-
nalarim bir diigliniin. $imdi bununla otomotonun ne alakasi var demeyin. Bu makinaya istediginizi
yaptirmak icin makinaya anlayacagi dilden yaptiracagimz geyleri aciklamaniz gerekir. Bu yiizden
otomoto kullamiliyor.

Elimizde 50, 100, 200 TL. lik bozuk paralar olsun. Makinamiz da 200 TL’ye bize kola veriyor olsun.
Bu durumda makinaya kag liralik bozuk paralardan kag tane atarsak makina bize kola verir? Yanit
gayet kolay. (50,50, 50,50), (50,100, 50), (50,50, 100), (100, 50, 50), (100, 100), (200) olmak iizere alt1
degisik bigimde makinaya para atabilirim. Simdi bunu gekle dokelim:

Bu geklin kogeleri durumlari, kenarlarida makinanin kabul ettigi bozuk paralar tEII‘lSil efliyqr. Par?yl
atmaya bagladifimiz am go kogesi temsil etsin, kola aldigirmz am gago kogesi temsil etsin. Ige dogru
okla para atmaya baglamay1, diga dogru okla kola aldigimiz am gosterelim. Ice dogru okla baglazarak
gittigimiz tiim yollardaki paralari toplayarak diga dogru oka ulagmaya caligalim. Yukarida yazdiimiz
paralarin tiim dizisini elde ediyorsunuz degil mi?
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Iste yukandaki etiketli diagrama bir otomotonun durum diagrams denir. Tiim kogelerin kiimesi,
Q ile gdsterecegimiz otomotonun durumlarimin kimesidir. Kenarlarin iizerinde kullandigimiz tiim
etiketlerin kiimesi A ile gosterecegimiz otomotonun alfabesidir. Tiim yollan tarif eden ¢ doniigiimii
otomotomuzun gegiy fonksiyonudur. go durumuna otomotonun baglangs¢ durumu, G200 durumuna
otomotonun bitty durumu diyecegiz. O halde genel olarak Q ve A iki sonlu kiime,

w:QxA—Q

gegig fonksiyonu, 1 baglangi¢ durumu ve T' bitig durumlar: olmak iizere bir .4 otomotosu (Q,A4,¢,1,T)
seklinde bir beglidir. Bir otomotoda kenarlarin herhangi bir dizisine patika denir. Bir patikadaki tiim
kenarlarin temsil ettigi sembolleri ard arda yazarak olugan ifadeye bu patikansn etiketi denir.

Jo ﬂ q50 1—09 q150 3 200

ifadesi go basglangic durumu ile baglayarak gooo bitig durumuna ulagtigimiz bir kenarlann dizisidir.
Kenarlarin boyle bir dizisine bagarsls patika diyecegiz. Bu bagarih patikanin etiketi 5010050 dir. Tim
bagarih patikalarn etiketlerinin kiimesine de .A otomotosu tarafindan taninan lisan denir ve L(A) ile
gosterilir. Yukarida gekli verilen otomotonun tanidig lisan

L(.A)={200, 100100, 5010050, 1005050, 5050100, 50505050}

o

~ o
~L-

~ o

-
Y P

dir. Ornegin durum diagram: yukaridaki gibi olan bir otomoto tarafindan tamnan lisan {azb,. ab?}
dir. Bir A=(Q, A, y,i,T) otomotosunda her g € Q ve her a € A igin (¢, a) tek gekilde tanimh ise LA
otomotosuna deterministik otomoto denir. Bir otomoto deterministik degil ise o otomotonun tamdig
lisan1 tamyan yeni bir deterministik otomoto bulabiliyoruz. Bununla ilgili bilgileri [2] nolu kaynakta
bulabilirsiniz.

Evet konu gercekten giizel ama yillardir ¢6ziim bekleyen agik problemleri de gf)k: Matematik Diinyasi
okuyucularina Cern’s conjecture olarak adlandirilan problemden bahsetmek istiyorum. |Q| = n olan
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ijet.ern?inistikvbir A =(Q, 4, ¢) otomotosunu diigiinelim. Problem igin baglangig ve bitig durumlan
Onemsiz olduguncl'a.n otomotoyu yazarken bunlara yer vermedim. Her g € Q icin quw = olacak gekilde
p € Q varsa w etiketine A da senkronizedir denir, Eger birA otomotosunda bir senkronize etiketli

patika varsa A otomotosuna senkronize denir. Asag diagr i
L A . Asagida durum am verilen otomoto =4
duruma sahip bir senkronize otomotodur. “

bl{% a> 16’1:.

“T~ N a

ab

3 2

- e -
i ~
a0

Clinkii ba®ba’b etiketi icin 0.ba%ba’b = 1ba%ba®h = 2.ba%ba®b = 3badba%h = 0 dir. Cern’s conjecture
bir n durumlu otomoto senkronize ise (n — 1)? uzunlugunda bir senkronize etiketli patikanin var
oldugunu sdyler. Fakat bu heniiz ispatlanamamgtir. Gergekten de bizim 6rnegimize bakacak olursak
ba*ba®b(= baaabaaab) etiketinin uzunlugu 9 = (4—1)2 dir. Evet soru gayet kolay gibi goziikse de dogru
oldugunu gdsteren bir ispat bulunmamakla birlikte aksini sgyleyen bir érnege de rastlanamadigindan
hala yamt bekliyor. Ilgi duyanlar, otomoto ile ilgili agik problemlerin bir kismina

http : //www.liafa.jussieu.fr/ ~ jep/ Problemes
Web sayfasindan ulagabilirler.

KAYNAKCA :

(1] J.E. Hopcroft and J. D. Ullman: Introduction to Automata Theory, Languages and Computation,
Addison-Wesley, 1978

[2] J. M. Howie: Automata and Languages, Clarendon Press-Oxford, 1991
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1. GORECE ULUSLARARASI MATEMATIK YARISMASI-2001
(SORULAR VE COZUMLER)

Menderes flgesi-Gérece Belediye Bagkanlig, iZMiR

Bu sayimizda, Izmir’in Menderes ilgesi Gorece Belediye Bagkanlif1 tarafindan 26-29 Ekim 2001 tar-
ihleri arasinda matematik dalinda ilk defa gergeklegtirilen 1. Gérece Bilgi Yarigmasina-yer vermek
istiyoruz. Bu yarigmanin diizenlenig amaci " Elit bir bilim dal1 ve tiim akademik branglarin vazgegilmez
pargasi olan matematik alaminda yetenekli olan dgrencilerin rekabet giiglerinin arttirilmasi, matem-
atik dalinin sevdirilmesi ve 6zendirilmesi ile komgu iilkelerin 6grencileriyle iilkemiz 6grencileri arasinda
kardeglik ve dostluk baglarinin geligtirilmesidir”. Yangmadailk iige giren okullarin siralamasi agagidak
gibi sonuglanmigtir:

e Sofia Amerikan Koleji (105 puan)

o Ozel Tiirk Fen Lisesi (103 puan)

e Turgutlu Fen Lisesi (95 puan)

e Ozel Fatih Fen Lisesi (95 puan)
Yarigmada, ilk iice giren Ggrenci siralamas: da gu gekilde gerceklegmigtir:

e Venelin Gornishki (64 puan)

e Ekin Uzun (57 puan)

e Firat Kiyak (50 puan)

e Hiisnii Erdégemeci (50 puan)
Dereceye giren okullar ve ogrencilere gegitli diiller verilmigtir. Matematik Diinyas: olarak dereceye
giren katihimeilan kutluyoruz. Ayrica, Gérece Belediyesi’ne, Yarigma Yiriitme Kurulu’na ve Yarigma
Komisyonu’na matematige olan duyarhhklarindan ve bdyle bir etkinlikte bulunduklarindan dolay

mizi iletiriz. Yarigma hakkinda daha fazla bilgi icin Gorece Belediye’sinin Telefon ve Faks

tegekkiirleri ediye
n Tel(0.232.781 1244 ve 0.232.781 0967), Faks(0.232.781 1253). Simdi de yarigma sorularina

numaralari:
goz atahm:

YARISMA SORULARI

1. a, b, c ikiger ikiger aralarinda asal tamsayilar olmak iizere 2a = 3b + ¢, 2a% = 36>+ ¢* denklem

sistemi veriliyor. Buna gore a + b +c¢ toplamu kagtir?

2. 1z, gerel say1 olmak iizere; f(z) = (z - 12+(z-2>2+...+(z- 2001)2 olduguna gore f(z) in

alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.

3. Asgafidaki gekilde [AE] kenar: [CD] kenarina paralleldir. Ayrica kenarlar arasinda
|AD| = |AE| = |AB| = |BC| ve |BE| = |CD| dir. Buna gore ADC agisinin dliisti kag derecedir?
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4. Kenar uzunluklan 1, z, 2% olan bir {iggen igin = gercel sayilarmin deger araligim bulunuz.
5. a-b-c#Oolma.kiizerea,+b+c=OiseEh;f;:iorammndegerikagtu?
6. S$=10" +10" 4+ ... +10'%" sayisin 7 ile bsliimiinden kalan kagtir?

7. T yolcu, 3 vagondan olugan bog bir trene rastgele birer vagon secerek binerler. Birinci vagonda
tam olarak 2 yolcu bulunmas: olasihg kactir?

COZUMLER

Coziim 1. Birinci denklemin heriki tarafina a eklersek
2a+a=3b+c+a=>3@a-b)=a+c (1)
ve ikinci denklemin heriki tarafina da a3 eklersek
20 +a® =3+ +a® = 3(a® - 1%) =% +a® (2)
elde ederiz. Simdi (1) ve (2) esitliklerini diizenleyerek
3(a —b)(a® + ab+b*) = (a + ¢)(a® — ac+ c?)
3(a - b)(a® + ab +b*) = 3(a — b)(a® — ac + )
a® +ab+b2 = a’ —ac+c?
ab+ac =c* - b?
alb+c)=(c—-b)(c+b)
c=a+b
elde edilir. Bu ifadeyi birinci denklemde yerine yazarsak, 2a = 3b+c¢=3b+a+b = a = 4b, bulunur.
Diger yandan e ve b nin aralarinda asal olmas: icin b = 1 ve a = 4 olmas: gerekir. Buda ¢ =5
olacagim gosterir. O halde, a + b + ¢ = 10, elde edilir.

Coziim 2. Parantezleri acarak gerekli diizenleme yapilirsa

f(z) = (z? =2z + 1) + (2 = 2.22+ 2%) + ... + (2® — 2.2001z + 2001°)
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f(2) =20012" - 2(1 + 2+ ... + 2001)z + (12 + 22 + ... + 2001%)
2001.2002.4003
6

f(z) = 2001z — 2001.2002z +

parabolii elde edilir. Bu paraboliin minimum degeri tepe noktasinin ordinat1dir. O halde, e = 2001,

b= -2001.2002, ve ¢ = 200L.20024003 ), jizere, f(z) in enkiiciik degeri % = 667667000 ola-
caktir.

Céziim 3. D ile B yi birlegtirelim. [AE] kenar [DC] kenarma parallel oldugundan

m(DCB) = m(AEB) dir. Aynca, |DC| = |EB| ve |CB| = |EA| olduklan da gbz dniine
alimirsa, Dé’BEBEAJA bulunur. Buradan da |DB| = |AB| olacaktir. Yani, A.gD egkenar {icgen,
DBC ikizkenar icgen olur. Simdi, m(DBC) = a, dersek, m(ABE) = 60 + a = m(AEB) olur.
Diger ynadan, Dé’BEB%A, oldugundan, m(EAB) = m(CBD) = a, olacaktir. Sonug olarak,

60 +a+60+a+a =180 = a=20° = m(BDC) = 80° = m(ADC) = 140° elde edilir.
Coziim 4. Uggen egitsizligini kullanarak z2 — z < 1 < z? + z yazabiliriz. O halde
2-z-1<0
+z-1>0
z>0

egitsizlik sistemini ¢bzmeliyiz.(Diger kenarlar i¢in de aym egitsizlik sistemi elde edilir.) Bu sistemin
gbziimiiniin =148 < 5 < 148 gldugu kolayca elde edilir.

Coziim 5. QBziim icin (z + y)® = 2% + 32%y + 32y + y3 Szdegliginden yararlanacagiz. O halde
(@+b+¢)°=(a+b)®+3(a+b)’c+3a+b)c+c
(a+b+c)’ =0a® +b° + ¢ + [3ab(a+ b+ c) + 3ac(a+ b+ c) + 3be(b + ¢
(@+b+c)’ =a®+b°+c +[3ab(a+b+c) + 3ac(a + b+ c) — 3ab]
Diger yandan a + b+ ¢ = 0 oldugundan, son eitlik kullamlarak, a® + b® + ¢ — 3abe = 0 bulunacaktur.
Buradan da ££°+° = 3 sonucu cikar.

abe

Coziim 6. 10=3 (mod 7) oldugundan, bu sorunun yamt: icin
39 439 4 +39 =5 (mod7)

olacak gekildeki z degerini anyoruz. §imdi, 3' =3 (mod 7),32=2 (mod7),3°=6 (mod 7),34:
4 (mod7),3° =5 (mod7),3*=1 (mod 7), oldugu icin, 10%,102,...,10° sayllarimin  (mod 6)
deki degerlerini bulahm. Her n > 1 tamsays: igin 10" = 4 (mod 6) dir. O halde3'®' = 3¢
(mod 7),319" = 3¢ (mod 7),..., 31°° = 3* (mod 7) olacaktir. Buradan da 34 + 34 +...+3 =
3'.10=4-3 (mod7)=>z=5 (mod 7) bulunur.

Céziim 7. Yanit (;) +25/37 = 21.25/37 = 28 gir.
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MIKROBILGISAYARDA ARITMETIK m

Timur Karagay

Bagkent Universitesi, ANKARA

(Gegen sayidan devam)

Omn ekler:
0101 1010 S 1011
101010 010101, 1100
1010100 0101011 0101111

Carpma iglemi ardigik toplamlarla, bélme iglemi ise ardigik gikarmalarla yapilabilir. Bu isleri hizh yapmak
igin, almagtaki basamaklann sola ya da saga kaydiriimas pratik bir uygulamadir. Yerimiz elverm edigi i¢in,
bu aynntilara burada giremeyecegiz. Aritmetik ve mantik iglemlerini yapmak igin, zel devreli chiplerin
yapildigmi da séylemek gerekir. Tabii, bitin bu tasarmlar ikili sayitlama dizgesindeki aritmetige, yani
matematige dayahdir. ' :

8-bitlik yazmaca (register) sahip bir mikroilgisayarda isaretli sayilarm nasil yazildifim inceleyelim.
8-bitlik bir yazmagta (register), haneler safdan sola dogru

7 6 5 4 3 2 1 0

T T T T T 1

diye numaralanir. 7-inci hane igaret hanesidir. Pozitif sayilar icin 0, negatif sayilar i¢in 1 degerini alir. Buna
gore, 8-bitlik bir yazmaca sigabilecek en biyilk pozitif tamsay1

0111 1111=28+2° +2*+2° + 22+ 2"+ 2 =64 + 32+ 16 + 8 +4 + 2 + 1 =+127

dir. Tgaretli sayilarm 8-bitlik bir yazmagta temsil edilme bigimleri asagidaki tabloda gosterilmistir. Pozitif
sayilar oldugu gibi yazilir, negatif sayilar ise ikilere tiimleyen bigimleriyle yazilir.

Decimal Yazmactaki Temsili Agiklama

+127 01111111 Ikili Temsil

+126 01111110 ikili Temsil

+8 0000 1000 - " | 1kili Temsil

+7 0000 0111 _ fkili Temsil

+6 0000 0110 - {kili Temsil

+35 0000 0101 B .| Ikili Temsil

+4 0000 0100 ' Ikili Temsil

+3 0000 0011 ikili Temsil

+2 0000 0010 | kili Temsil

+1 0000 0001 _ Ikili Temsil

+0 0000 0000 ikili Temsil

-1 11111111 Ikilere Tiimleyeni
-2 11111110 I {kilere Timleyeni
-3 11111101 . ' ikilere Tiimleyeni
4 1111 1100 Ikilere Tiimleyeni
-5 1111 1011 Ikilere Tiim leyeni
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-6 11111010 Ikilere Tam leyeni
-7 1111 1001 Ikilere Tiim leyeni
-8 1111 1000 Ikilere Timleyeni
-127 1000 0001 ikilere Tdm leyeni
-128 1000 0000 Ikilere Tdmleyeni

Bu tabloyu kullanarak, ¢ikarma islemini, ¢ikan
donistorebiliriz. Béylece, gikarma iglemini yapan

saymmin ikilere tdmleyeniyle toplama islemine
devrenin olmayignm yaraits1 eksiklik kolayca

giderilmig olur.
Ornek :
+5 0000 0101
+3 0000 0011
+_ +
+8 0000 1000
Ornek :
+7 0000 0111
-3 1111 1101
+ +
+4 1 0000 0100

Ikili temsilde yazmac1 tagan en soldaki 1 sayag atilir.
Ornek :

+3 0000 0011

-8 1111 1000
- il +

-5 1111 1011

Ornek :

2 1111 1110

5 1111 1011
+ -

F. - 11111 1001

Ikili temsilde yazmaci tagan en soldaki 1 saya: atilir.

Ornek :
+8 0000 1000
-5 11111011
+ +
+3 1 0000 0011

1kili temsilde yazmaci tagan en soldaki 1 sayag: ahlir.
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Ornek :
+2 0000 0010
6 1111 1010
+ +
-4 111111100

Ikili temsilde yazmaci tagan en soldaki 1 sayag: athr.

Ornek :
+89 0101 1001
-46 1101 0010
+ +
+4 10010 1011

Ikili temsilde yazmact tagan en soldaki 1 sayag: atihir.

Ornek :
+20 0001 0100
-60 1100 0100
+ 4
-40 ’ 11101 1000

Ikili temsilde yazmacs tagan en soldaki 1 sayag atilir.

Asagdaki tabloda sayitlama dizgelerinin sayaklan listelenmistir.

Timur Karagay

Hexadecimal Decimal Octal Binary
0 0 0 0000
1 1 1 0001
2 2 2 0010
3 3 3 0011
4 4 4 0100
J 5 5 0101
6 6 6 0110
1 7 7 0111
8 8 10 1000
9 9 11 1001
A 10 12 1010
B 11 13 1011
C 12 14 1100
D 13 15 1101
E 14 16 1110
F 15 17 1111

Sayitlama Dizgelerinin Karsilagtinlmas:
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Octal ve hexadecimal sayilar: binary gésterimlerinde kolay okuyup yazmak igin onlari, sirastyla 3-erli ve 4-
erli gruplara ayrmak uygun olur.

Ornek :
Octal dizgedeki (6754) sayisinm binary temsili 110111101100 dir. Bunu kolay yazmak i¢in, bmary

temsilini, sa§dan baglayarak 3-erli gruplara ayralim.

1110 111 101 100 67545

6 7 5 4

olur.

Ornek :
Hexadecimal dizgedeki (DEC);s sayismnin binary temsili 110111101100 dw. Bunu kolay yazmak igin,

binary temsilini, sadan baslayarak 4-erli gruplara aymralim.

1101 1110 1100 DEC;s

D E C

olur.
Seklﬂl (octal) ve on alah (hexadecimal) sayilarm gﬁsterlml

2 =8 ve 2° 16 oldugu ve ana bellekte adres buyﬂklﬂkleri' 8 yada 16 bit'ten olugtufu zaman,
sekizli ve onaltihi sayilarn ikilive déniiglimil ve ikiliden bunlara déniisim pratik bir rol oynar.
Bu dondgimii kolaylagtimak igin, sayilarin ikili gosterimlerini, sirasiyla, 3 erli ve 4 erli hanelere ayirmak

uygun olur.

Ornek:
(26153.7406)s = ( 10 110 001 101 011. 111 100 000 110),
2 6 1. 5 3. 7 4.0 6
Ornek: Ikiliden onaltiliya déniisim.
( 10 .1100 0110 1011 . 1111 0010 ), = ( 2C6B.F2 )¢
2 C 6 B F 2 - ‘

Ornek: Sekizliden ikiliyé dontsim.

001 010 100 ),

(673.124 ) = (:110 111 011 001 .

6 7 3 1

1 2 4

Ornek: Onaltilidan ikilfye ddniisim.

(306.D );s = ( 0011 0000 0110 .

1101 ),

3 0 6

D
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BCD Sayilan

Dénilsim kolaylif: nedeniyle, binary sayilar, cofu kez, hexadecimal dizgede temsil edilirler. Binary
temsilden decimal temsile donilgiim uzun islemler gerektirir. Bu nedenle, déniigdmd kolaylagtiran bir
kodlama dizgesi kullanihr. Adina BCD (Binary Coded Decimal) denilen bu donisim tablosu agagida
verilmistir. En yaygin kullanilanilani 8421 BCD Kodlama Tablosudur.

8421 BCD Kodlama Tablosu
[ Decimal | BCD |
8 4 2 1
ler | ler | ler ler
0 0 0 0 0
1 0 0 0 1
2 0 0 1 0
3 0 0 1 1
4 0 1 0 0
5 0 1 0 1
6 0 1 1 0
7 0 1 1 1
8 1 0| 0 0
9 1 0 0 1
Ornek:

Yukandaki tabloyu kullanarak 3691 sayismi decimalden BCD ye dénilstiriiniz.

3 6 9 1
0011 0110 1001 0001

Ornek:
Yukandaki tabloyu kullanarak 1000 0000 0111 0010 sayism1 BCD den decimale déniigtiiriiniz.

1000 0000 0111 0010
8 0 7 2

Ahstirmalar

L. Asagida 10-lu dizgeden BCD ye yapilan déniigiimlerin dogrulugunu saglaymiz.
a. 39=00111001 b. 40=0100 0000 ¢. 82=10000010
d.  65=01100101 e. 17=00010111 f.  99=1001 1001

2. Asagida BCD den 10-lu dizgeye yapilan déniisimlerin dogruluunu saglayintz.
a. 1000 0000 =80 b. 1001 0010=92 c. 01000011=43
d. 00000001=1 e. 01110110=76 f. 0101 0101= 55
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LIMITIN OYKUST
ﬁnal Ufuktepe

IYTE, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii, Urla, iZMIR
e-posta: ufuktepe@likya.iyte.edu.tr

ee giht'ﬁi:lll Lonls S’auChY’n{n (1_789:1857) yasadify donem, Fransa’da toplumsal kargagalarm, savag

iizerinldekfl::nygfun Oégpgl.tl bir dénemdir. Buna karsin matematikte getirdigi tammlar, detaylar
e Teéce titiz tutumu ve diigiincelerini alabildi¥ine sad diizgiin bi i &

edisi onu gagdaglarndan farkl; ialmakiade gine sade ve diizgiin bir gekilde formiile

21 Agustos 1789’da Paris’te dogan Cauchy bir ihtilal cocugudur. Siyasi ve ekonomik krizler yiiziinden
¢ocuklugu yoksulluk iginde gegmig olmasina kargin matematik diinyasina kazandirdif: kavramlar
biisbiitiin devrimcidir. Onun yazdig hergeyde bir 6nsezi, genelleme ve son derece profesyonel bir
simflama duygusu vardir. Cauchy’nin 789 yayimlanmig makalesi vardir. Bu makalelerinin bazilar
iigyiiz sayfay: gecmektedir. Onun bu uzun makalelerinden dolayi bask: maliyetleri artan dergiler
makalelere 4 sayfa sinirin1 getirmigtir. Bu gelenek bu dergilerin bir ¢ogunda hala devam etmektedir.

ihtilal nedeniyle okullarin kapali, giyotinlerin agik oldugu bir dénemde Cauchy kdyiinde en saf ve
duru duygulariyla giirler yazmig, matematik ¢aligmigtir. Temel egitimini evde babasindan almig olan
Cauchy 13 yasina kadar okula gitmemigtir. Onun matematik yetenegini ilk Laplace ve Polytech-
nique’de profesor olan Lagrange kegfetmigtir. Lagrange, Laplace’n da bulundugu bir toplantida
arkadaglarina ”Bu geng bir giin hepimizi gegecek” dediginde belki Laplace diginda kimse onu ciddiye
almamgt1. Bir ‘toplantida Laplace, Cauchy’nin serilerin yakinsakhg {izerine konugmasim dinlerken
gok mekanigi {izerine 6zenle kurdugu kuramlarin biran yikilacagim sanmigtir. Evine gidip serilerin
yakinsakhigim bir kez de Cauchy’nin yontemleriyle kontrol ettiginde rahat bir nefes almgtir.

Cauchy 1816 da bir zamanlar dgrenci oldugu Polytechique’de matematik profesdrii olur ve o c.liinemin
en biiyiik gorevlerinden biri olan Bilimler Akademisine secilir. 1820 lerde ya:.zc.hgl 6ner.nli eseri ”(iours
d’Analyse” de gelecek yiizyiin matematik egitiminin standartlarin belir.l.erfnqtlr. I%u kitabin ka.lk}llusfe
verdi#i bi¢im hala gecerlidir. Kalkiilus’un Cauchy’si 18. ylizyihn kugukluklem%e il’rtlnl cevirmig
biridir. Ama toplumun kendisi hakkindaki 6n yargsi, "bagnaz katolik matemat?kgl ta.nu.nl.amam
camm gok sikmig olmah ki bu tanimlamanin isim babas: diye diigiindiigii geng Abe.,l’m makales"miuzun
siire elinde tutmug Abel’in 8liim giiniine kadar yaymmlatmamgtir. Ca:uchy yeni kurula.:i hiikiimete
baglilik yemini etmedigi icin 1830°da Italya’nin Tiilin kenﬁine“!t_e.rlegmlq, l.)urada uzun siire :natem—
atiksel fizik profesorliigii yapmugtir. 1838 de Paris’e geri dondugundci yemin konusux:idalél tu umr;netl:
degigtirmedigi icin devlet kurumlarinda gérev ala.mamfg ve uzun stire "dxm 9kul}ar a ders Zekada.r
zorunda kalmigtir. 1848 de yemin kogulu kaldinlinca eski gorevine dénmiig ve omrunun sonun

Sarbonne’da galigmigtir.
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Cagdag matematigin hemen hemen her yerinde; teoremlerde, tamimlarda, saglam ve dogru olan
}Gfmtlarda onun izleri vardir. Onun biiyiik tammlari, temel olarak onun eseri olan bir limit kavrami,
1f;u_1de pariltih digli carklar1 bulunan dénemin biiyiileyici Isvigre saatlerinden daha giizel ve gizem-
lidir. Hergeym bir patlamayla bagladif; uzay ve zamanin parlak bir yay gibi egildigi; ve sonsuz
zaman gectiginde biiyiik yildizlarin sondiigii ve arkalarinda madde ve giin kontrolsiiz bir bigimde
igine dogru ilerledigi sonrada yok oldugu kara delikler biraktig soylenir. Bunun ne kadar dogru,
ne kafla.r biiyiileyici oldugunu bilmiyorum ama modern kosmolojinin ortaya ¢ikmasindan uzunca bir
siire 6nce, kalkiilus, siradan kavramlarin hi¢ de siradan olmadi inanilmaz bir uyum ile gostermeye
yarar, ve basit iz sonsuzlugun simirlarinda bir kavram olarak goriiniir. Ama yinede en ilging olani,
uzaydaki gu kara deliklerden daha ilging olam Cauchy’nin 6nerdigi diinyamn paradokslann hizlarini
netlegtirmeye yeterli oldugu geklineki sbzleridir.

Cauchy’nin matematige katkilarim bu yaziya sigdirmak miimkiin degildir, ama okuyucunun okudugun
da fiers kitaplarindan ¢agrisim yapacagim diigiindiigiimiiz katkilarindan bazilarim yazmakta yarar var;
serilerin yakinsakh ve iraksaklif iizerine testler (oran ve kok testi gibi), siireklilik ve tirevin limit
kavram ile tammlanmas:, determinatlar, sayilar kurami ve karmagik sayilar iizerine egsiz ¢aligmalar.
Karmagik analizde onun ad: ile amlan Cauchy integral formiilii, Cauchy integral teoremi, Cauchy-
Riemann denklemleri onun 6zgiin caligmalarindan sadece bir kagidur.

Cauchy ile birlikte sonsuza kadar kiigiilen ve sonsuza kadar biiyiiyen sayilar kurami ”limit kurami” na
yerini birakir. Bu kavram duru ve basit olmasina kargin tamm karmagiktir. Kavram sonug itibanyla
bir seye gittikce yakinlagma fikrinden daha gizemli bagka bir geyi icermemektedir. Bu kavram, in-
sanoglunun diger bir cabaya yaklagmas: icin bagka bir ¢abanmn var olmasim gerektigini ileri siirer:
matematikte oldugu gibi sevgide de silinmeyen gey ne yaziktir ki mesafenin azaldigidir, ve gogunlukla
gecmigte nasilsa hep dyle kalir, yani umutsuzca hiiziinli, umutsuzca sonsuzdur.

LIMIT KURAMI
Tamm kiimesi dogal sayilar olan bir fonksiyona dizi denir. Lise dgrencileri ise buna kabaca belirli bir
bzellige sahip sayilar kiimesi derler. Agagidaki kiimenin elemanlar1 sonsuza kadar gider. Ornegin

11 1
{ﬂn}‘;o - {1, E, 5, wany H, ...}

ifadesinde, {ay}, dizinin ismidir. a, dizinin 2. elemam demektir, yani 1/2 dir. Bu durumda a7 =1/7

ve a, = 1/n ise genel bir kural olup, bir cesit recetedir yani dizinin genel terimidir. Uggensel sayilarin

dizisini de {b,} dizisiyle gosterelim,

n(n +1) }
g

{an} dizisi gibi {bn} dizisinin elemanlan da sonsuza gitmektedir. Ancak bu diziler arasinda oldukga

hissedilir bir fark vardir. Simdi iki diziyi de birlikte yazalim

{bﬂ}iw = {11 3v 67 101 giey

11 1

oo R S
{an}l = {]_, 5030 n,...}
n(n+1)

{bﬂ}?) = {11 3) 63 101 suny 2 }

Birinci dizi 1’den keskince agagiya dogru inerken, ikinci dizi monoton bir gekilde biiyiiyen bir dizidir.
Bunlarin Stesinde acik olan bir bagka gercek birinci dizinin elemanlarmin yaklagtig bir deger vardir
bagka bir ifadeyle belirlenmig bir hedefi vardir. Bu gu demektir, dizinin elemanlar devam ettikce
bunlar belirlenmig bir degere yaklagirken dizinin terimleri bir birbirlerine ¢ok yaklagir. Yukandaki
Srnegimizdeki {an} dizisi 0 degerine yaklagiyor. Bu dizinin elemanlarinin grafigine baktigimizda



dizinin elemanlarimin sifira yaklagtigini goriiriiz. Bu dizinin elemanlarimin yaklagtig bir deger oldugunt
sembolik olarak
lim i =0

n—+o0 N

§elfild_e ifade ediyoruz. Bu semboliin anlami ise sudur; n says: sonsuza yaklagtik¢a {an} dizisi 0 limit
Qeger!{:le ya.kmsa.r Bu dizinin elemanlar: uzadikga, limit degeriyle elemanlar1 arasindaki fark kiigilir.
Orneg}n dizinin 100. terimi ile limit degeri arasindaki fark 1/100 = 0.01 iken 4. terimi arasindaki fark
0.2§ dir. Sonug olarak dizi uzadikca ardigik terimler arasindaki farklar kiigiilmektedir. Bu matematik-
sel iglemlerle boylece limit tammina yaklagmg oluruz. Limit’in bu giin kullandifimiz € — ¢ tammin
ise ilk olarak alman matematikgisi Karl Weierstrass (1815-1897) vermigtir:

Tamm: Her ¢ > 0 icin 8yle bir N > 0 dogal sayis: vardir ki her n > N igin lan — L| < € ise L
sayisina {an} dizisinin limiti denir ve limp o0 @n = L geklinde ifade edilir.

Bir A noktasindan B noktasina olan mesafe 1 metre olsun. Zeno, bir kiginin bir noktadan diger
noktaya ulagmas: igin 6nce yolun yarisim katedecegini, sonra kalan yolun yarisin, ve bu iglemin bu
gekilde siiriip gidecegini sonug olarak sonuz béliinmeden dolay: kiginin diger noktaya hig bir gekilde

‘ulagamiyacagin ileri siirer:
Simdi bu yolculukta alinan toplam mesafe mutlaka bireysel adimlarin toplamindan daha farkh bir

gey degildir. Sembolik olarak bunu

n=1
u deger terimlerin sonsuz say1da toplanmasi {izerinde kurulmugtur
Boylelikle Zeno’nun aceleci ama dogal sonucuna gore, katedilen
ye asla ulagilamaz. Bu paradoks 2000 y1ldan fazla var oldugundan
im kitaplarinda hep var olmugtur. Deneyim ve gozlemler
diginda toplam anlaml olur. Oysa deney ve gozlemlerle agiga
cikartilan diinyanin Gtesinde, bir diger diinya(lar) vardir ki bu diinya tanimlarla agiga gikartilmig bir
diinyadir. Bu problemde var olan limit kavram sonsuz toplam miimkiin kilar ve bu kavram ilging bir
gekilde gercek diinyada yerini alir. Temel fikir basit ve gozalicidir, kegvedici ve yaraticidir. Bu kavram
sayesinde matematikgi sonlu bir miktara ulagmak igin sonsuz bir cok sayiyla miicadele etme giiciini

geklinde ifade edebiliriz. Madem b
Oyleyse sonugta sonsuz olmalidir.
mesafe sonsuz olacagindan A dan B
Zeno da ortadgretim ve yliksek Ogret
gostermistir ki sonlu bir ¢ok say1 toplan
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elde etmistir. Dizideki ilk terim serinin
adim sonunda alinan toplam mesafeye,
dizisinin katihmiyla sonsyz toplamay:

ilk terimine (birinci adimda ahinan mesafe), ikinci terim ikinci
n. terim 0. adimla alinan toplam mesafeye kargilik gelen {8a}
yapmak miimkiin olabilir.

1 1 1 1 1
313_§+Z+§+E+".+ﬁmo.99998474

Dizi devam ettikge, kismi toplamlarin 1 sayisina, yaklagtif: ortaya cikar, yani

lim s, =1
n—o0

dir. Bu sonugta diigsel bir sigramadur. {8n} dizisinin limiti,
sonsuz serilere yGnelir. Anlamsiz gziiken geyleri anlaml ki
matematikgilere paradokslara karsi manevra yapmak icin
kavram sayesinde matematikgiler goriilmeyen ve yasak geyl

n sonsuza yaklagtiginda, matematikci
Imaya yonelir. Limit kavram: sayesinde
bir alan yaratilmgtur. Sonug olarak bu
eri gbrmeye baglamigtur.

Bu yaziy1 limit ve sonsuz seri toplamina dair bir soru ile noktaliyalim artik:

SORU: Aralanndaki uzaklik 300 km olan iki araba tek yo6nlii bir yolda bir birlerine dogru saatte
100 km huzla hareket etmeye bagladiklan anda bu arabalarin birinin 6n caminda {izerinde bulunan bir
ar1 arabalanimin hareketiyle birlikte saatte 200 km hizla kargidan gelen arabay: uyarmak icin ugmaya
baglar, arabaya ulagir ulagmaz hi¢ durmaksizin bu sefer diger arabaya dogru u¢maya baglar, ar
bu uguguna facianin oldugu ana kadar devam eder. By zavali armn toplam olarak kag km ugtugunu

sonsuz seri toplami olarak ifade ediniz? (Zeno gibi bu arabalarin Garpigmasi ya da arimn kargi arabaya
ulagmas) miimkiin degildir deme hakkiniz yok.)
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OKUR KOSESI...

EMEKLI BIR MATEMATIK OGRETMENIN KATKISI NE OLUR
Ali YILMAZ, Emekli Matematik Ogretmeni , Izmir

(yrslmazemo @hotmail.com)

Gengler igin Matematik Diinyasi(MD)'nin 6nemi nedir, bilemem. Ama yetmig yagini gecmig, okullardan
ve cocuklardan uzaklagmig, telefonu bile olmadan, bir koy evinde yalniz matematik ve bir e-posta adresi
araciliiyla yasamla bag kuran emekli bir matematik ogretmeni i¢in MD en biiyiik dost. Bu nedenle Temmuz
say1sinin Ekimde gikmasi, ” dergimizin normal siiresinde cikmamasindaki temel sorunumuz, mevcut ekonomik
krizin yansimas: ve bize ulagan makale sayisinin azh§” denmesi bu emekli matematik ogretmeni(EMO)ni
ok iiziiyor. EMO’ni sevindiren konu ise derginin abone sayisinn artmas: ve yeterli sayida makale gelmesi
durumunda MD’nin siirekli yagatilacagin1 bilmek.

Simdi kendisine soruyor: Dergi nasil gok satar? Bir EMO’nin buna katkisi ne olur? MD’yi cok begendigi ve
kendisinin de addettigi igin -belki sinirim1 da agarak- bu sorulan yamtlamaya cahgiyor. EMO koy enstitiileri
doneminde okumug, geometrinin en nemli ders oldugu, devlet ortaokul smavlarnda az ama zor matematik
sorularinin soruldugu bir dénemde matematik Ggretmeni olmus biri. (")gretmen olarak cebir ve geometriyi
ayn okutmug, ITU niin yayinladigh MFK [matematik-fizik-kimya] dergilerinden, Coronet, Papalier, Petersen,
vb. lerinin yazdifi geometri kitaplarnin cevirilerinden yararlanmg biri. Matematigi daha iyi ogrenebilmek,
daha iyi Ggretebilmek igin almanca Ggretmeni arkadagimin da yardimiyla kendi bagina almanca Ogrenmis biri.
Bir soruyu ¢dzmek icin -OSS sinav sorularindaki gibi bir dakika degil, saatler, giinlerce gabalayan biri. Bun-
lara ragmen bazi MD makalelerini anlamada giiglik geken, bazi MD sorularini gézmede bagarih olamayan
biri. Kullanilan bir ok terimi anlamiyor, " Acaba bunlar yalnizca fakiiltelerin matematik dgrencilerine mi
sesleniyor?” diye diigiinen biri. Halbuki iilkemizde gok genig bir dgrenci kitlesi i¢in matematik biiyiik bir sorun.
Acaba MD’miz bu sorunu ¢ézmede dnderlik edemez mi? Bu soruna, sorunu benimseyerek, en bagtan baglayip
sabirla ve ozenle ilerleyerek dogru goziimler iireterek care bulamaz m? Derginin yansim "ilging matematik”
diger yansim da ”uygulamali matematik” ve onun sorunlarina ayiramaz m? Bu durumda okuyucu sayisi
hizla artmaz m1? Bir EMO nin -belki birgok EMO nin- katkis: da bu noktada olur. -

a) Ilkogretim ve ortabgretiminde-somut Grnekleriyle-matematik nasil dgretilmeli?

b) Universite girig sinavina akillica nasil hazirlanilir?

¢) Bir miihendis, bir ekonomist, ve diger meslek dallan matematigin hangi dallarim Ggrenirler?
.d) Diger derslerde matematigin yeri nedir?

e) Dil 6greniminde matematik etkili midir?

EM("), bu ilk yazisinda somut bir konuyu sunmak ve tartigmaya agmak istiyor. Matematik gretiminin en
genel, en temel sorunu:

¢OZUM EZBERLEMEK x GOZMEYI OGRENMEK

Coziim ezberlemek baslangigta bir gok ogrenciye kolay gelir. Bir ilkokul dgrencisine soyle bir soru sormak
miimkiin; ”Bir kiimesteki tavgan ve ordeklerin bacaklar toplami 80 dir. Bu kiimesteki tavsanlar ordeklerden
5 fazla ise kiimeste kag ordek, kag tavgan vardir?” Bir gok djrenciniz bu soruyu gozebilir. Nasil? (al) once
toplam bacak sayisindan, fazla olan tavganlarm toplam bacak sayisi gikartilir: 80-5x4=60. (a2) simdi tavgan
ve ordek sayisi aym; bunlan cift cift diigiiniirsek bir giftin 4+2=6 bacag var. (a3) kalan bacaklar buna
bélersek: 60/6=10 gift, yani ordek, (a4) 10+5=15 tavsan var, diye agiklarsimz. (a5) ama en ezbere yakin
ogrenciler -diizeneksel dgrenenler- bunu ”Biiyiik sayidan kiigiik saywmmn, tavgan fazlaysa 4 katini; ordek fa-
zlaysa 2 katim gikar. Kalani 6 ya bol, az olam1 bul. Fazlasim topla, gok olam bul” diye ezberlerler. (a6)
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Bu tiir diisinme sistemine alijanlar sonugta karmagikhiga yenilirler. Bir siire sonra da cebirsel ¢oziimleri
anlayamaz ve matematikten nefret etmeye baglarlar. Almanyadaki ilkgretim matematik kitaplarimn ads
Nussknacker (findikkiran) dir. Ilkokul iigiincii simifta "otoparkta iist katta 179 araba, alt katta 20 araba
daha az varsa toplam araba sayisi nedir?” diye iki iglemli bir soru en zor sorudur. Sonugta ise Nobel bilim
odiillerini bu gocuklar paylagir. Ciinkii kiigiik yasta yorulmamig, ezilmemigtir. Orenme ve aragtirma siirecleri
ileri yaglara kadar siirdiiriilmiigtiir. Orta 6fretimde de benzer ezberci yaklagim vardr. Universitelerde durum
nedir bilemigyorum, bunun agiklamasim konuyu bilenlere birakiyorum.

Cozmeyi dgrenmek ve gdzmeyi Sgretmek de baglangigta zordur. Ogrenme ve dgretme teknikleri bir biriyle tam
tamgik olmadiklan igin sorun yaganir. Ogretmen oncelikle konuyu éziimlemig olmalidir. Ancak bu sayade
goziimlemeyi, diigiinmeti dgretme siirecinde her teknigi deneyebilir. Bir konuyu sabirla, zenle, tane tane
sunmah . Ogrenci de sorgulamay1, soru sormayi, analiz etmeyi, problem ¢oziimlemeyi ogrenmelidir. Ama
gunu da itiraf etmeliyiz ki baglangigta bir ¢ok terim ve tanimi ogrenci ezberlemek durumundadir. ”Matem-
atik ezber dersi degil!” diyenlerin kulaklar1 ginlasin. Sorun grencinin mevcut bilgiyi segerek kullanabilmesidir.

"GOZMEYI NASIL OGRENECEGIZ?” i de baska MD’lerimize birakalim. Yagh, emekli bir matematik
dgretmeninden tiim genglere saygilarla, ”biiyiiklerimi saymak, kiigiiklerimi korumak” ne yanhs degil mi?

YASLI BIR MATEMATIK OGRETMENININ YAKARISI
Mustafa Saka, Emekli Matematik Ogretmens , Iemir

Elli yildir matematik dgrenenlere yardime: olmaya galigan bir ogretmen neden bugiin act duyuyor? Bunu
ruhsal bir yapt bozuklugu ile agiklayabilir miyiz? Gelin bu sorunu birlikte ¢oziimlemeye gahgalim: ’

1) Kurtulug Savaginda ozgiirliigiimiizii kazandigimizda niifusumuz 14 000 000, sanayi igcimiz 1600, okur-
yazarimiz ... imis. Ayrica acaba kag kisi basit bir hesabi yapabiliyormug? Basit bir cebir-geometri bilgisini
anlatabilecek kag dgretmenimiz varmig? ”Biiyiik Osmanli Imparatorlugu’nun medreseleri” matematik olarak
ne ogretiyormus? Yeni Tiirk ABC’ sinin hazirlanmasinda birgok aydinla birlikte caligan M.K . Atatiirk neden
yalmz bagina ”Geometri Kilavuzu” nu yazmg? Bkz. Cumhuriyet Gazetesi'nin kiiltiir hizmeti ”Yaz1 De-
vriminin Oykiisii”-S.N. Ozerdim, ” Atatiirk ve Harf Devrimi”-M.§. Ulkiitagir,” Atatiirk’iin yazdifr Geometri
Kilavuzu”-N. Ugurlu adl kitaplar. :

Tiirk halkinin aydinlanmasinda biiyiik emegi olan, bu amagla Diinya Klasikleri'nin yaymlanmasina, Koy
Enstitiilerinin kurulmasina énderlik eden, Milli Egitim Eski Bakan Hasan Ali Yiicel, neden Mantik ve Felsefe
kitabi yazmig? Bu klasiklerden Bkz. Descartes,’in ” Aklin Idaresi Igin Kurallar” ve ”Metod Uzerine Konugma”
kitaplar1, Poincare’nin ”Bilim ve Varsayim” kitabi.

Koy Enstitiileri ve buralarda verilen egitimle hig ilgilendiniz mi? Koy Enstitilerinin Tongug Babas,
Ismail Hakk Tongug’un ”Canlandmlacak Koy” kitabim mutlaka okumahsimz.

2) Cifteler Koy Enstitiisii ve Hasanoglan Yiiksek Koy Enstitisi Mudiri Rauf Inan neden birgok matematik
kitabi da yazmmg? Neden ”Hayat Igin ve Cocuga Gore Hesap” kitabmin adina boyle bir sifat eklemig? Rauf
Inan’in kitaplarim kita.pgllardanbulma.k miimkiin mi?

3) Neden ITU de ”Tasar1 Geometri” dgretmenlerinin adlan Lagland, Andre Reiis, Horniger? Biigiin hangi
iinjversitemizde tasar1 geometri ne kadar ogretiliyor? (Yoksa Monge’u anmamiza gerek yok mu?)

4) 1944’te Ortadgretim Ogrencileri Igin MFK(Matematik-Fizik-Kimya) dergisi ¢ikarilmaya, buna ek bazi
kitaplar gevrilmeye, 1974’te tiim diinyadan geviri baz kiigiik kitapgiklar yayinlanmaya baglanmigt1. Bunlar
yok artik?

5) 65 000 000’luk bir iilkede biricik olan Matematik Diinyamiz neden el degistirip duruyor? Neden yaymn
hayat1 yer yer kesintiye ugruyor?

6) Orta ogretim kitaplarina baktigimizda birgok geviriyle, diizensizlikle, dzensizlikle, bilgisizlikle sonug olarak
olumsuzluklarla kargilagmiyor muyuz?

A. " Matematik-Geometri-Analitik Geometri” ayrimi bile bir celigki, bir zensizlik Srnegi degil mi? Bagimsu
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matematik dallanmn, Mantik-Kiime Bilgisi-Aritmetik-Cebir-Analiz-Geometri oldugunu Analitik Geometri-
Grafik Cizimi-Trigonometri-Metrik’in bir egleme oldufunu [Geometri- ACA (Aritmetik-Cebir-Analiz) eglemesi]
sistemli bir-bi¢imde bagimsizca dgretilmesi gerektigini kag matematik dgretmenimiz gorebiliyor?

B. (6rnek olarak bir Lisel kitab: alsak) ”bunlar neden dgretiliyor?” sorusuna mantikh

(vani matematiksel) bir yamtimiz var mi? (Ayrintih elegtiride bulunmasak bile)

a) Bu bir "yan ispath matematik” degil mi?

b) Once mantik ve kiimelerde bol bol kullanip, sonra (iligki kurmadan) ”bagnti

ne?”, "iglem ne?”, "bunlann Gzellikleri ne?” diye anlatmak ezberci egitim degil mi?

¢) Baginti-Fonksiyon-Iglem’in bu en genel anlatimi ” Soyut Matematik” yani iiniversite

konusu degil mi? Bu, kiimeler ve bagint1 oklan kullanimiyla somutlagmig olur mu?

d) "Halka” ve "cisim”in en genel tanimlar: farkh bir béliimde ” Rasyonel Sayilar”

altinda m1 verilir?

e) Modiiler Aritmetik’ i Gauss apayn bir kitap halinde sunmuyor mu? Burada

tamsayilarla, rasyonel sayilar arasinda dogru yerde mi?

f) Us, dogal sayilarda béliim icinde, gercel sayilarda iki ayn bolimde verilince mi

daha iyi 6grenilir?

g) (")érencilerin matematik alaninda bagar orammn diigiik olugunda matematik dgretmenlerinin ve oku-
tulan matematik ders kitaplarmimn pay1 yok mu?

7) Universitelerimizde okutulan (8rnegin) topoloji'yi Poincare ve Brouwer gorse ne der? (Cebirsel Toploji’nin
kurucular: bunlar degil mi?)

8) Kitap yazarken (Mustafa Inan'in ornegini izleyip) konuyu oziimleyip, béliimleri planlayip, 6zgiin bir
bi¢imde mi yaziyoruz yoksa birkag yabanci kitaptan (tam anlamadan) aktarma mi yapiyoruz? Mustafa
Inan, gocuklugundan beri iyi bir Ggretmenmig. Ona bile neler yaptigimiz1 5grenmek isterseniz Oguz Atay’in
”Bir Bilim Adaminin Romam” m okuyun. Ne olur, gelin (yukaridaki sorular da yamtlayarak) durumumuzu
gercekci degerlendirelim! 6§retmen-6grenci el ele vererek 1940 lardaki cogkuyu tekrarlayalim. Matematigimizi
tekrar "yagam icin ve Ggrenciye gore” yapalim. ”Matematik Diinyamiz” 1 buna 6ncii kilahm. Gerekirse
bagtan baglayalim. Ama okurlarmiz igin, dgrencilerimiz igin yazalim. Onlar1 ”bir dakikalik” iiniversite sinav
kabusundan uzaklagtirahm. (0SS ve OYS de Tiirkiye birincisi olup sonra iiniversitede bagarih olamayip
birakan gocuklarimizin sayisim arttirmayalim.) Gerekirse bagtan baglayallm. Ama 6nce konumuzu iyice
Oziimleyelim, bu konuda higbir gey bilmeyenlere bile anlatabilir hale getirelim. Yazmig olmak igin deil,
yararh olmak icin yazalm. Ne dersiniz, bu istekler ruhsal bozukluk sonucu mu, yash bir Ogretmenin gergekci
gozlemleri ve toplumcu dilekleri mi? Umarim, yaymn kurulunun degerlendirmesi olumlu olur ve bu yakarig
yaymlanir. Umanm, okurlarimiz (olumlu-olumsuz) tepki gésterir ve tartigma baglar. ”tez x antitez sentez”
e ulaginz. Umanm, Matematik Diinyamiz'in baz1 sayilar1 matematik egitiminin temel sorunlarina ayrihr.
Umarnm, dergi sayesinde Ggrencisinden, Sgretmenine kadar biiyiik bir matematik camiyasina seslenebilir ve
onlarin da katihmin: saglayabiliriz. Umarim, Matematik Diinyamiz yine el degigtirmez, uzun yillar geligerek
yaym hayatim siirdiiriir. Saygilarimla.
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PROBLEMLER VE COZUMLERI

Uyar:: Dergimize algtirma problemlerinin ¢5-
ziimlerini degil, yalmzca yarigma problemlerinin
¢oziimlerini yollaymz. Coziimleri gonderirken
litfen gu noktalara dikkat ediniz:

— Her sorunun ¢6ziimiinii ayr1 bir kagida okunakli
ve anlagilir bir bigimde yazimz.

- Kagxdm sag iist kogesine adimzi, soyadimz,
adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve simfiniz:
yaziniz.

- Céziimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,

Matematik Boliimii, Giilbah¢e Kdyii, Urla-lzmir
adresine 31 Aralik 2001 tarihine kadar génderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.241. a® +2cd+b? ve ¢ +2ab + d? sayilan, tam
sayilarin kareleri olacak gekilde birbirinden farkl
a, b, ¢, d pozitif tamsayilan bulunuz.

A.242. Kareli kagit lizerinde, kogeleri karelerin
kogelerinde bulunan ve iki kenarortay: birbirine
dik olan bir icgen ¢iziniz.

A.243. Dogru iizerinde bir kag¢ nokta alindi.
Sonra her iki komgu nokta arasinda bir nokta
daha alindi. Bu iglem iki kez daha yapild: (toplam
iic kez). Sonugta dogru iizerinde 113 nokta
olduguna gore baglangicta kac nokta alinmigtir?

A.244. Kesrin pay1 ve paydasi, toplamlan 101
olan pozitif tam sayilardir. Kesrin 3’ ten bilyiik
olmadig biliniyor. Bu kesir en fazla kag olabilir?
A.245. pipo =2(q1 +q2) ise, 2 +pz+q =0

ve 22 + po + ¢2 = 0 denklemlerinden hig degilse
birinin reel kékiiniin bulundugunu gésteriniz.

YARISMA PROBLEMLERI
Y.241. a,b,c pozitif tam sayilan igin
a-b+b-c=c-a
egitligi saglamr. O halde
OKEK(a,b) = OKEK(b,c) = OKEK(c,a)

oldugunu gosteriniz.

Y.242. ABCD digbiikey dortgeninde AC ve BD
kogegenleri birbirine diktir, AB ve CD kenarlan
da paralel degildir. AB ve CD kenarlarinin
orta dikmeleri, ABCD dbrtgeninin igerisindeki
bir P noktasinda kesigmektedir. ABCD ’ nin
bir kirigler dortgeni olmas: icin ABP ve CDP
iiggenlerinin alanlarinin egit olmasimin gerek ve
yeterli oldugunu gosteriniz.

Y.243. iki kisi gyle bir oyun oynuyorlar: 1. kigi
soldan saga dogru A ve B harflerinden istedigini
yaziyor (her hamlede bir harf). Ikinci de her ham-
lesinde ya herhangi iki harfin yerini degigtiriyor,
yada hi¢ bir gey yapmuyor. Ikinci kigi 2001
’er hamleden sonra elde edilen kelimenin soldan
saga ve sagan sola okundugunda aym olmasim
saglayabilir mi?

Y.244. Pozitif tam sayilar kiimesinde tanimlh
olan f(n) fonksiyonu

2n—1, n cift ise
f(f(n) +f(n) =

2n+1, n tek ise

kogulunu saghyorsa , f(2001) degerini bulunuz.

Y.245. iki yaya sabah aym anda , biri A ’dan
B ’ye , digeri B ’den A ’ya sabit hizla yola ¢ikt1.
Ogle saatinde (saat 12 : 00’de) bunlar kargilagtilar
ve yollarina devam ettiler 1. yaya akgam saat 4 :
00’da B ’ye , 2. yaya akgam saat 9 : 00’da A ’ya
ulagti. Yayalar sabah saat kacta yola giktilar?

COZUMLER

A.231. 1'den bir n > 1 pozitif tam sayisina
kadar olan saylarin art arda yazilmasindan
elde edilen sayiya ”seri” diyelim (Grnegin,
1234, 12345678910111213 v.s.). Iki serinin
carpiminin seri olamayacagini ispatlayiniz.

Coziim. Bir seri n basamakl ise, 12 - 1072 ile
13- 102 sayilar: arasindadir. O halde iki serinin
carpimi 144-10™ ve 169-10™ geklinde olan iki say1
arasinda bulunacak. Dolayisiyla ¢carpimin soldan
ikinci basamag 4,5 veya 6 olabilir, bdyle bir say1
da seri olamaz.

A.232. ABC dik iiggeninin AB hipoteniisii
iizerinde, |BM| = |BC| ve |AN| = |AC| ola-
cak gekilde, M ve N noktalar1 alinmigtir. Sonra
|BP| = |BN| ve |AQ| = |AM]| olacak gekilde, BC



29

ve AC kenarlan iizerinde sirasiyla P ve Q nok- oldugunu gosteriniz (Burada {z} = z — [|z]}, z
talar1 alindilar. C,Q, M, N, P noktalarmin aym saysinin kesir degerini gostermektedir).

gember iizerinde bulundugunu gosteriniz.
Coziim. n = 1 icin egitsizlik 0 = 0 egitligine

Coziim. BPN ve BCM ikizkenar iicgenleri doniigiir. n > 1 olsun. Her m pozitif tam saysi ve
pozitif z says1 icin vVm? + 2 < m+ 3% esitliginin
dogru oldugu kolayca kontrol edilir , dolayisiyla
0 < a < m olmak iizere her a tam say1s1 igin

Vmi+a+vVm?+2m-a<2m+1

egitsizligi geceklesir.

[V/m? +a] = [V/m? + 2m — a] =

oldugundan buradan

2 2 -
benzer oldugunda.n IPNl = |CM|'d11' IPCI - {\/m +a}+ {\[‘m +2m a-} < 1
|N M| oldugundan CM NP, bir ikizkenar yamuk- egitsizligini elde edriz. a = m 6zel durumunda ise
tur ve dolaywsiyla bir kirigler dértgenidir, yani
C,M,N,P noktalarim igeren bir cember bulunur. {M} < 1
Benzer sekilde CN MQ de bir ikizkenar yamuktur 2
ve C,N,M,Q noktalan bir gember iizerinde bu- ggitigligi elde edilir. Dolaysiyla her m poitif
lunur. Bu ¢emberlerin ikisi de C,N,M noktalanni 5., say1sl iin
icerdiginden, cakigirlar. Bodylece C,Q,M,N,P
noktalar1 bir gember iizerinde bulunacaktir. Y
Y. vkt = Z{\/ 2+a}

A.233. a1,09,...,a200 sayllarindan bir kism
k=m? a=0

mavi kalemle, geriye kalanlari kirmizi kalemle
yazilmigtir. Kirmz1 sayilar: silersek, geriye 1'den o m-1

100’ kadar olan tiim tam sayilar (artan sirayla) = Z {vm? +a}+ Z {m*+2m—a}+{Vm? +
kalacak. Mavi sayilan silersek, geriye 100’den 1’e
kadar tiim tam sayilar (azalan sirayla) kalacak. m-1

a1, as, ..., 10 Sayllar: arasinda 12’den 100’e kadar £ Z {vVm?+a}+ {m*+2m —a}) +
olan tiim tam sayilarin bulundugunu ispat ediniz.

a=0 a=0

B | -

a=0

2m+1
Céziim. ay,as,..,a100 saylarindan k tanesi S
mavi, 100 — k tanesi de kirmiz1 olsun . Kirmizi =~ ) e
sayllar: sildigimizde geriye 1 'den 100% kadar esitsizligini elde ederiz.{v/n?} = 0 eitligini de goz
olan tiim (mavi) sayilar artan sirayla kaldigindan, éniinde bulundurursak,
a1, @, ..., a100 sayilan arasinda yer alan k tane
mavi say1 1,2, ...,k sayllan olacak. Aym gekilde .
ilk 100 say1 arasindan yer alan 100—k tane kirmmz1 Vi e Ly B JE iz
say1 100,99, ...,k + 1 sayilan olacak. Boylece ilk Z{ t}= Z Z {vk} +{vn?}
100 say1 1,2,...100 sayilarindan olugacak.

m=1 k=m?2
—2m+1_n?-1
T2

A.234. Her n pozitif tam says: igin

m—1

olarak bulunur.

(VI} + {V2} + .. +



30

A.235. 2x2x2 boyutlu kiibii dort tane 1x1x1

boyutlu kiibiin aghm ile kapatmak miimkiin
miidiir?

Coziim. Sekil 2'deki 4 tane 1x1x1 boyutlu kiiple

o] [+] [a] O]

Olx|x|x|AlO|O|DO

O[O[O|x |A|A|A|D

0 oA |0
Sekil 2

kapatilmig olan ¢okgen kolayca bir 2x2x2 boyutlu
kiipe d6niigtiiriilebilir.

Y.231. Her n > 2 tam say1s1 igin
Bp=2 Lagh_q
sayisiun bilegik oldugunu gésteriniz.

Coziim. b, = 2a, = 22" — 2! _ 2 gayiginm
I’den ve a,,’den farkl bir tek sayiya bolindiigiinii
gostermemiz yeterlidir. n ciftse (n = 2t)

)

bn=4"""1-2.4-2=1-2-2=0  (mod 3)
oldugundan b, bilegiktir. n tek say1 olsun. O
halde n = 2%(2m — 1) — 1 olacak sekilde k ve m
pozitif tam sayilari bulunur. (22* +1)|by, oldugunu
gosterelim. 2%[22"(m-1)=2 ol4ysundan

(2" + 1)) Cm=D L 1) =gt g

elde edilir. Ayrica, n > 2 oldugundan k=m =1
olamaz, dolayisiyla k < 2%(2m — 1) — 2 egitsizligi
saglamir. O halde 2¥|[2%(2m - 1)] ve buradan da

22&(2!1\—1)—2 =1

2% +1)|(2 +1

+1)=22

elde edilir. §imdi by, = 22" — 1 - (271 4+ 1) =
(277 = 1)(2"7 +1) - (2 + 1) egitliginden
(2% +1)[b,, buradan da a,’in bilegik oldugu elde
edilir (22" +1 < a, oldugu kolayca kontrol edilir)

Y.232. ikizkenar olmayan ABC iiggeninde AK
ve BL kenarortaylardir. BAK = CBL = 30° ise,
ABC figgeninin ig agilarinin kosiniisiinii bulunuz.

Coziim.
A Q
\\\\_
NN K
\ \\ -,
V~.v ~ Et?\\
BT 7L C
P
sekil 3

P noktasi AB dogrusu iizerinde olmak iizere bir
kenarortay1 AK olan APQ egkenar ii¢geni cizelim
(Sekil 3). |AM| : I[MK| = 2 : 1 oldugundan,
M noktas: APQ iiggeninde agirlik merkezidir. O

- halde s(KPM) = 30° = s(KBM), dolaysiyla

KMBP bir kirigler dértgenidir. s(MKP) = 90°
oldugundan, s(M’EP) = 90° olacak, dolayisiyla
|AB| = |BP|'dir. |AB| = a olsun. AKP dik
licgeninden |[BK| = |AB| = a ve buradan da
|BC| = 2a’dir. cos(ABC) = cos120° = —L'dir.
Kosiniis teoremininden |AC|? = |AB|2 + |BC|? —
2|AB||BC| cos(ABC) = a? +4a? —2a-2a-(3) =

—

7a¥dir. Yine kosiniis teoreminden cos(BAC) =
247a%—4a? _ 2 iOR) — Ta’4+4a2—a? _
* 2-:-77 = Ve cos(ACB) = az-a'j;-zaa =

;5/7 elde ederiz.

Y.233. Bir iilkede N tane havayolu sirketi var
ve her kentten tiim girketlerin birer ucusu bu-
lunur. Herhangi iki kentten birinden digerine
ucakla gitmek miimkiindiir (dogrudan veya birkag
ucak degistirerek). Ekonomik krizden dolay1 N-1
tane ugug iptal edildi, fakat higbir girketin birden
fazla ucugu iptal edilmedi. Yine de herhangi kent-

ten digerine ucakla ulagmamn miimkiin oldugunu
gosteriniz.

Coziim. A ve B kentleri arasinda bir X
girketinin ugugu iptal edilmigse, A’dan B’ye bagka
bir yolla ulagilabilecegini gistermemiz yeterlidir.
Kogullardan N — 1 girketin birer ugusgunun iptal
edildigi, bir ¥ sirketinin de higbir ugusunun ip-
tal edilmedigi anlagilir. Y girketinin A kentinden



bir A, kentine ugugu bulunur. 4, = B ise A’dan
B’ye bu ugugla ulaginz. A; # B ise, A;’den X
girketinin bir A, kentine ugugu bulunur, ¢iinkii
X girketinin sadece bir ugugu iptal edilmigti. A,
kenti A ve B kentlerinden farklhidir, ¢iinkii X
girketinin her kentten sadece bir ugugu bulunur.
Simdi Y sirketinin A, kentinden bir A; kentine
ugugu bulunur. Az kenti A ve A;’den farkhdir,
glinkii her kentten Y girketinin sadece bir ugugu
bulunur. Boyle devam ederek 4; # B oldugu
siirece, A4, As,... kentlerine ulagabiliriz. Kent
saysi1 sonlu oldugundan bir n i¢in A, = B elde
edecegiz. Boylece sirayla X ve Y girketlerinin
uguglarim kullanarak A’dan B'ye ulagacagiz (Y
girketi ile baglayip, Y ile bitirecegimiz agiktir).

Y.234. Agagidaki kogullan gercekleyen tiim f :
R — R siirekli fonksiyonlan bulunuz.

a-) Her z € R igin f(z) =z + f(z — f(z))
b-) f(0)=0

Coziim. g(z) = z — f(z) fonksiyonu icin
koguldan —g(z) = f(g(z)) esitligini elde ederiz.
Ohalde g(z) siireklidir; g(0) = 0’dir ve her z
icin g(g(z)) = g(z) — f(g(z)) = 2.9(z) egitligi
saglanir. dolaysiyla g(z)’ in bir pozitif degeri
bulunursa , g yi bir ka¢ kez uygulayarak g(z)’in
istedigimiz kadar biiyiik degerini elde ederiz. g(z)
strekli oldugundan , bu durumda g(z) ’in negatif
olmayan tiim degerleri aldigim goriiriiz. Benzer
gekilde, g(z)’in herhangi negatif degeri varsa, tiim
negatif degerleri alacak. Boylece agagidaki 4 du-
rum olabilir:

1. Her z i¢in g(z) = 0’dir. Bu durumda f(z) =
z'dir.

2. g(z) tiim negatif olmayan degerleri ve sadece
bunlar aliyor. Her z > 0 says1 2 = g(y)
seklinde yazilabildiginden f(z) = f(g(y)) =
—g(y) = —z olacak. z < 0 icin g(z) > 0 &
f(z) < z. Bu iki kogulu saglayan tim f(z)
slirekli fonksiyonlarimin bir ¢6ziim oldugunu
gosterelim. z > Oise, f(z—f(z))+z—f(z) =
f2z) +z+z=0. z < Oise, f(z - f(z)) +
z — f(z) = f(z) —z + z — f(z) = 0 olacak
¢iinkii z — f(z) > 0’dar.

3. g(z) pozitif olmayan tiim degerleri ve sadece
bunlar aliyor. 2. duruma benzer sekilde z <
0igin f(z) = —z ve z > 0 igin f(z) > =
kogullarimi saglayan fonksiyonlarin ve sadece
bunlarin oldugunu elde ederiz.
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4. g(z) tim reel degerleri ahyor. Bu durumda
her z € R say1s1 ¢ = g(z) geklinde yazlabilir,

dolaysiyla f(z) = f(g(y)) = —9(y) = -z
elde edilir.
Y.235. Pozitif tam sayilar kiimesi birbiriyle

kesigmeyen iki sonsuz kiimeye ayrilmigtir. Her iki
kiimede toplamlar: birbirine egit olan 100’er say1
bulundugunu gosteriniz. !

Coziim. Kiimeler A ve B olsun: N = A|JB.
Kiimeler sonsuz oldugundan,n € Aven+1€ B
olacak gekilde sonsuz sayida (n,n + 1) cifti bu-
lunur. Aymi gekilde m € B ve m + 1 € A olacak
gekilde sonsuz sayida (m,m + 1) cifti bulunur.
Alacagimiz tiim 200 say: birbirinden farkli ola-
cak sekilde 50 tane birinci tiir ¢ift ve 50 tane
de ikinci tiir ¢ift alabiliriz. Boylece A ve B
kiimelerinde 100’er tane say1 almig olacagiz ve
bunlarin toplamlarinin egit oldugu agiktir.

KITAP TANITIMI

Herkes igin Matematik
(John Allen Paulos)
Ceviri: Beyaz Yayinlar:

Yetersiz matematik egitimi, matematikle il-
gili psikolojik engeller ve hayal, algilar insan-
larin ¢ogunu say1 cahili yapmaktadir. Eger
reklamcilarin yanhg iddialarina, garlatan dok-
torlara ve sahte bilimadamlarina direnecek-
sek, icimizde istatistik konusunda saglikhi bir
kugkuculuk geligtirmeliyiz. Bu canh ve es-
prili kitabinda John Allen Paulos matematigin
giiciinii gdsteren birgok ilging Ornegi biraraya ge-
tiriyor. Birgok insan sayilarin matematikgilerin
ugrag alamina girdigi kamsindadir. Oysa glinlik
yagaminda matematigi kullanan her insan, bunun
yararini gorecektir. Borsa stratejileri, eg segimi,
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fal, diyet ve tibbi iddialar, terdrizm riski, as-
troloji, spor rekorlari, secimler, cins ayrimcilig,
UFOQ’lar, parapsikoloji, piyangolar ve ilag testleri
gibi giincel konulara matematik agidan bakmak
onlan algilayigimiz: degigtirecektir. Herkes Igin
Matematik’i okumak matematik ve sayilardan
hoglanmayanlar icin oldugu kadar matematik
meraklilan icin de ufuk agic1 olacaktir.

Biiyiik Cekigmeler
(Hal Hellman) .
Ceviri: Fiisun Baytok, TUBITAK

Bilimsel bulug siireci duygularla doludur. Bilim
adami yeni bir diigiince ortaya attiginda ¢ogu
kez bagkalarimin kuramlarini ¢ignemig olacaktr.
Eski fikirlerin sahipleri ise kolay kolay pes et-
meyecektir. Bilim adamlar arasinda bu tiir
anlagmazhklar olmustur. Bu anlagmazliklar
bilim i¢in yararhdir. Tipk: biiyiiklerin kavgalan
ile kiiciiklerin giiriiltiilerinin diigiince Ozgirligi
ve efitimin geligmesi icin zorunlu olmas: gibi.
Kiskanglik, cekememezlik, rekabet, huirs, bilim
adamlan arasinda da goriiliir. Kitap, bu konuda
bilim tarihinden secilmig on tartigmayi okura sun-
may1 amaglamaktadir.

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosuna kabul etmektedir. Yayinlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmasi diginda her-
hangi bir kisitlama yoktur.  Fikir vermesi
agisindan gu konulari siralayabiliriz:

* Konu sunuglar.

* Matematiksel diigiincenin degigik alanlardaki
uygulamalanni vurgulayabilecek yazilar.

* Yillardir ¢oziim bekleyerek ya da heniiz
¢oziilmemig {inlii problemlerin tanitimi.

* Matematige ilgi duyan ogrencilerin kendi-
lerini agmasina yardime: olabilecek problemler.

* Matematiksel kavramlar tarihi ve matem-
atikcilerle ilgili yazilar.

* Daha saglikh bir miifredat programim
olugturmaya yGnelik inceleme, elestiri ve alter-
natif Gneriler.

* Matematik diinyasindan giincel haberler.

Dergimize gonderilen makalelerin yayimnlamp
yaymnlanamayacagina Yayin Kurulu karar verir,
yayinlanan makalelerde sunulan goriigler tama-
men yazar(lar)a aittir.  Géonderilen yazlar
aynen yayinlanabilecegi gibi biitiinliigi boz-
mayacak bazi degigikliklerle de yayinlanabilir.
Simdilik olanaklanmiz yazarlara telif iicreti
Odemeye elverigli degildir. Bu nedenle an-
layigla kargilanacagimizi umuyoruz. Gonderilecek
yazilann bilgisayar ortaminda yazilmig olmas:
(Latex, Word, Scientific Work-Place), diizgiin
ve tam ciimlelerle, Tiirkge dilbilgisi kurallarina
uyularak yazilmasi, beg sayfay1 gececek yazilarda
bolme noktas: belirtilmesi gerekmektedsir. Yazilar
ya bir adet yazcidan ckmig Grnegi ve bir 3.5
inc’lik diskete kayit edilmig olarak

. Matematik Diinyas:
Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,
Matematik Béliimii, 35435
Giilbahge-Urla, iZMIR

adresine posta ile génderilmeli, ya da
mdunyasi@galois.iyte.edu.tr adresine elektronik
posta ile gonderilmelidir.
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"Tanrvun zar attiginabeni kimse inandiramaz."

A.Einstein

&

P E KE R MATBAACILIK ve TICARET Tes&Fax: 0.232.483 89 80
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