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EKMEKUSTU MARGARIN PROBLEMi VE ARA DEGER TEOREMIi
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e-mail: alizade@likya.iyte.edu.tr

Sedaget Miirvetova
Nesimi Bolgesi Egitim Subesi Matematik Boliimii, Bakii, AZERBAYCAN

Halide Sadigova
247 sayih okul, Nesimi Bolgesi, Bakii, AZERBAYCAN

Black and blue

And who knows which is which and who is who
Up and Down

And in the end it’s only round and round and round
Pink Floyd, ”The Dark Side of the Moon” albiiminden

1. Girig

Bircok bilimsel icatlarin ilging tarihcelere sahip olduklar bilinmektedir (Argimet’in banyo ya-
parken suyun kaldirma ilkesini bulmasi, Newton’un bagina elma diigmesi ile yercekimi kanununu or-
taya gikarmasi, Kepler’in, garap figilariin hacminin hesaplanmasi igin integrali icat etmesi v.s. gibi).
Biz bu tarihgelerin gergekleri ne kadar yansittigin bilmiyoruz, sadece analizin en 6nemli sonuglarindan
olan ”Ara Deger Teorimi”nin, aragtirip sizlere sundugumuz agagidaki Sykiisiiniin yiizde yiiz gercek
oldugunu sdyleyebiliriz! Tarihi gerceklerin ortaya gikamlmasinda bize yardimei olan Dokuz Eyliil
Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii aragtirma gorevlisi Engin Mermut’a tegekkiir
ederiz.

2. Karadeniz’den Fransa’ya

Yl 1801... Reklamlardan etkilenen Temel ve Idris kardegler, ekmekiistii margarini ¢ok seviyorlardi.
Fakat anneleri Fadime hanimin, iizerine margarin siirmiig oldugu kocaman Trabzon ekmegi dilimini
bir tiirlii paylagamiyorlardi. Ciinkii ekmegi bigakla tam yariya béldiiklerinde, birine daha az margarin
geliyordu. Margarin kisimlar: tam egit olacak gekilde béldiiklerinde de, ekmek kismi egit olmuyordu.
Babalar1 Dursun Bey ”Bu problemi bir matematikgiye soralim” dedi. Fadime hamim, ”Sorarsan sor”
dedi, "Matematikgilerin sdyledikleri hep dogru cikar, ama bu dogrular kimsenin igine yaramaz.” Dur-
sun Bey, anas: ve babasi ile birlikte Ben de Niz’e! satti$1 Diinya'min® paras: ile Fransa’nin yolunu
tuttu. Hava limaninda bir taraftan ” Paris, Paris! Hemen kalkiyoruz” diye yolcu arayan, diger taraftan
da. elindeki ¢ift ekmekten yapilmig sandvigi bir an 6nce bitirmeye caligan gozliiklii birisi dikkatini
cekti. Sandvicini kimseyle paylagmadig icin bir problem yagamayan gozliiklii muavin Dursun Bey’i
”Engin&Engin&Rough” girketinin zaman makinesine gotiirdii. Makinenin arkasinda ” Allahim, ben
niye mutlu olmadim!”, "Bir sana, bir de sabah uykusuna doyamadim” gibi kamyon edebiyat: incileri
yazilmugti. Igeriye girince makinenin oniinde "Bana baba diyebilirsiniz, hatta babalarin babas: da
diyebilirsiniz, bunlar da benim evlatlarim sayilir” yazisini ve yazinin da altinda Siileyman Demirel’in,
Miisliim Giirses’in ve Orhan Gencebay’in resimlerini gordii. Bu arada goriintiilii telefonla goriigen
gofor Engin Baba, goriigmesini bitirdikten sonra ”Patron arads, bir saat sonra Giilbahge’de olmam
gerekiyor. Paris’e ugrayip hemen dénelim” dedi. Sonra yolculara, iyi yolculuklar, bol ganslar ve bol
tiimleyenler? dileyerek makineyi caligtirdi. Dursun Bey yolculuk sirasinda Tiirkiye’den dénen Fransa

lﬁnlﬁ Sarkici Ben Deniz’in atalarindan.
21k elden edindigimiz bilgilere gbre bu yakinlarda diinyanin ana ve babasi 200 senelik bir aradan sonra yeniden el
degigtirmigtir.

3Modiil Teorisinde bir terimdir: ingilizcesi: amply supplements.
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heyetiyle tamgti. Bunlar Fransa’nin Osmanl Devleti’ne olan borglarinin ertelenmesi ve kapiitalfasyon
uygulamasimin bir az daha uzatilmas: icin Osmanh padigahina ricada bulunmak icin Tﬁrkxyf:’ye
gelmiglerdi ve padigahtan olumlu sinyaller aldiklar i¢in ¢ok mutlu goriiniiyorlardi. Fransa’ya gelmcz.z
hemen Dursun Bey’i en iinlii matematikgilerinden Bolzano’ya gétiirdiiler. Bolzano’nun manastirdaki
yazihanesine girince duvardaki bir yazi Dursun Bey’in dikkatini gekti: ”Tanrinin verdiginin begte
birini bana ver, tanr1 da bana verdiginin iki mislini sana versin.” Dursun Bey kisa bir hesaptan sonra
» Amma da uyanik, tanrimin verdiginden %25 komisyon istiyor?” diye diigiindii ve durumu Bolzano’ya
anlatti. O da problemin matematik dilinde yorumunu yapt:

Problem 1. (Ekmekisti Margarin Problemi) Diizlem iizerinde verilen iki sinirl bolgenin her
birinin alanini tam yariya bélen bir dogru bulunur mu?

Dursun Bey bundan bir gey anlamadi, sadece icinde: ”Bu problem yorumla ¢oziilebilseydi Mustafa
abi’ye® gotiiriirdiim: kendisi miizikte ve evlilik konusunda ¢ok giizel yorumlar yapar” dedi.

Bolzano dnce daha, basit bir problemi ¢zmeye karar verdi:

Problem 2. Diizlem iizerinde verilen simirh bir bdlgenin alanini tam yariya bolen bir dogru bu-
lunur mu?

Bunu Dursun Bey’e sordu:

- Sadece ekmek dilimi olsayd: ne yapardiniz?

- Bundan kolay ne var ki?! Bicag ekmek dilimi iizerinde yavag yavag kaydiririz, ekmek tam yariya
bolindiigi anda keseriz.

Bundan sonra Dursun Bey Trabzon’a déndii. Bolzano da onun bu fikrini genellegtirerek agagidaki
teoremi verdi.

Teorem 1. (Ara Deger Teoremsi) Bir siirekli fonksiyoﬁ aldig: iki deger arasindaki tiim degerleri
alir.

Bagka bir deyigle, f(z) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ise, f(a) ile f(b) arasindaki her ¢ sayist
i¢in f(zo) = c olacak gekilde en az bir zq € [a,b] bulunur.

Siirekli fonksiyon kavramimin ciddi tanimi ve bu teoremin kaniti analiz kitaplarinda bulunur
(Grnegin, [1], [2]), biz sadece teoremin (kamtin degil) grafik tizerinde agiklamasini veriyoruz. Geng
okurlarimza Ara Deger Teoremi’nin kitaplardaki ispatim incelemelerini tavsiye ediyoruz. Siirekli
fonksiyon, kabaca, degigkenin gok az bir degigiminde, ¢ok az degigen fonksiyondur; grafigi, kalemi
kagittan ayirmadan cizilebilir bir fonksiyon olarak diigiiniilebilir (gergi bircok siirekli fonksiyonlarin
grafigini gizmek bile imkansizdir, ama gimdilik bu konuya girmeyelim).

Asagidaki (Sekil 1) her iki grafikten de goriildiigii gibi (a, f(a)) ve (b, (b)) noktalarindan biri y=c
dogrusunun alt tarafinda, digeri de iist tarafinda bulundugundan bu noktalar birlegtiren egri (y =
f(z) fonksiyonunun grafigi) y = ¢ dogrusunu bir (zo, f(z0)) = (2o, ¢) noktasinda kesecek ve boylece
f(zo) = c olacaktir.

“Neden %20 deil de %25 oldugunu disiiniin!
8Unlii tiirkiicii Mustafa Topaloglunun atalarindan.



4 Matematik Diinyasi-C:11-S:1-2002

T e
® LG ) TR

fea) f=ee- Pead frogiohosonsionna disogaraomsen .

T - . . i
Sekil 1

Problem 2’ye gelince, alam1 A olan siurh bélgeyi zy diizlemine yerlegtirelim. Bolge z = a ve
z = b dogrulan arasinda kalacak gekilde, a ve b sayilarni alalim. Her d € [a,}] i¢in bolgenin z = d
dogrusundan solda kalan kisminin alamm f(d) ile gdsterelim. O halde f(z) siirekli bir fonksiyon
olacaktir (biz, bélgenin sinirlarimn diizgiin oldugunu kabul edecegiz, gerci ”diizgiin” kelimesinin de
ciddi tammlanmas: gerekmektedir®).

Sekil 2a Sekil 2b

Sekil 2’de f(z) tarali alam gostermektedir. f(a) = 0 ve f(b) = A oldugundan, 0 < % < A igin
f(zo) = % olacak gekilde bir zo € (a, b) bulunur. Bdylece z = zo dogrusu bélgenin alanini tam yariya
bolecektir. : ;

Problem 2’de koordinat sistemini istedigimiz sekilde segebilecegimiz i¢in agagidaki onermenin
dogru oldugunu soéyleyebiliriz.

Onerme. Diizlem iizerinde bir bélge ve bir [ dogrusu verilmigse, bolgenin alanini yariya bélen ve
I’ye paralel olan bir I; dogrusu bulunur.

Simdi Problem 1’e donelim. Diizlem {izerinde P ve @ bolgeleri verilmig olsun. Bir @ vektorii
alalm. aj vektoriine paralel olan ve P’nin alanim tam yariya bélen bir Iy dogrusu bulunur. Q
bolgesinin Iy dogrusundan soldaki (a§ vektorii yoniinde baktigimizda) kisminm alam Ay olsun. ag
vektoriinii o agis1 kadar saat yoniine ters yénde déndiirerek elde ettigimiz vektorii ag ile gosterelim.
P’nin alanmim tam yariya bélen ve @3’ vektériine paralel olan bir I, dogrusu bulunacak. Q bélgesinin
I, dogrusundan solda kalan kismimin (Sekil 3’deki tarali bélgenin) alanim A, ile gosterelim.

Simdi her a € [0,7] i¢in f(a) = A4 olarak tammlanarak elde edilen f fonksiyonunun, a agisinin
ufak bir degigimi durumunda az bir degigime ugrayacagim goriiriiz, yani f siirekli bir fonksiyon-
dur. Q bdlgesinin alam A ise, f(7), Q bodlgesinin tarali olmayan kisminin alamna egit olacak, yani
f(m) = A— Ap’dir. O halde Ay < % <A-Apveya A— Ay < % < Ay olacak ve Ara Deger Teore-
minden f(ap) = % saglanacak gekilde bir ag € [0, 7] bulunacak. Bu da l,, dogrusunun @ bolgesinin
alanim1 tam yariya bolecegi anlamina, gelir.

8Ornegin siirekli kapali bir egri diizgiin sayilabilir
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3. Sabit Nokta Teoremi, Derecesi Tek Olan Polinomlar ve Bagka Uygulamalar

Tanim. f : A — A bir fonksiyon olsun. Bir a € A igin f(a) = a ise, a’ya f fonksiyonunun
sabit noktasi denir. Bazi A kiimeleri ve f fonksiyonlar: igin en'az bir sabit noktamn var olmasi

gosterilebilir, bu da matematikte bircok problemin ¢dziimiinde rol oynuyor. Béyle durumlardan biri
agagida verilmigtir.

Teorem 2 (Sabit Nokta Teoremi). Her a < b sayilari icin her siirekli f : [a,b] — [a,b] fonksi-
yonunun en az bir sabit noktas: bulunur.

Kamt. f(z) siirekli oldugundan g(z) = f(z) — = geklinde tamimlanan g : [a,b] — R fonksiyonu
da siireklidir. a < f(a) < b ve a < f(b) < b oldugundan, g(a) = f(a) —a >0 ve g(b) = f(b) -6 <0
dir. Ara Deger Teoreminden g(zp) = 0 olacak gekilde bir zg € [a,b] bulunur. O halde f(zo) = zo’dur,
yani zg bir sabit noktadir.

Not 1. (a,b) agik araliklan icin Sabit Nokta Teoremi gegerli degildir. Ornegin f(z) = % geklinde
tanimlanan siirekli f : (0,1) — (0,1) fonksiyonunun sabit noktasi bulunmamaktadir, ¢iinkii her
z € (0,1) i¢in £ # z dir.

Not 2. Sabit Nokta Teoremi kapali daire, kiire ve genellikle R™ de (n — 1) boyutlu kapal kiire
icin de dogrudur, fakat bunlar icin bilinen kanitlar cebirsel topoloji bilgilerine dayanmaktadir.

Ara Deger Teoreminin bir bagka uygulamas: da gergel katsayih tek dereceden polinomlarla ilgilidir.

Teorem 3. Katsayilar gercel savlar olan ve derecesi tek olan her polinomun en az bir gergel
kokii bulunur. 1

Kanit. p(z) = a,2" + ap—12" ! + ... + g, n tek bir pozitif tamsay1 ve tiim a;’ler (i = 1,2,...,n)
gercel sayilar olsun. a, > 0 oldugunu varsayalm (@, < 0 durumu benzer gekilde incelenir). z
degigkeni 0o’a giderken, z" says1 z"7,...,z e gore ¢ok daha hizh biiyiidiigiinden, yeterince biiyiik
bir b sayis: icin p(b) sayist a,z” ile aym igarete sahip olacak, yani p(b) > 0 olacaktir. Aym gekilde,
n tek say1 oldugundan yeterince kiiclik (mutlak degerce biiyiik) bir a sayis: igin p(a) < 0 olacak. O
halde Ara Deger Teoreminden p(zo) = 0 olacak gekilde bir zy € (a,b) bulunacak, yani z, sayis: p(z)
polinomunun bir kékiidiir.

Simdi Ara Deger Teoreminin bagka bir geometri problemine uygulamasim verelim.

Tamim. Diizlem iizerinde verilen bir @ bolgesi bir P ¢okgeninin igerisinde ise ve P ¢okgeninin
tiim kenarlarinin @ bélgesi ile en az bir ortak noktas: bulunuyorsa, P ¢okgenine @ bolgesinin cevrel
cokgeni diyecegiz (gekil 4)
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Problem 3. Diizlem iizerindeki her bdlgenin bir gevrel karesi bulunur mu?

Céziim. Bir @ vektorii alaim. Oteleme yardimiyla g vektériine paralel olan, @ bélgesi ile ortak
noktalar: bulunan ve @ bélgesini aralarina alan iki Iy ve mo dogrularim bulabiliriz (gekil 5)

Sekil 5

Aym gekilde @3 vektoriine dik olan, Q ile ortak noktalar bulunan ve @ bblgesini aralarina alan
iki ko ve ng dogrular: bulunur. Boylece Q bolgesinin bir gevrel AgBoCoDo dikddrtgeni bulunu.r
Problem 1’in gozumundekl gibi a§ vektoriinii a agis1 kadar dondiirerek elde ettigimiz vektorii ag ile
gosterehm @} yerine @z aldigimizda elde ettigimiz cevrel dikdortgeni AqBaCo Dy ile gosterelim. Her
a € [0, 7] icin f(a) = |AaBal — |BaCal alarak siirekli bir f : [0,%] = R fonksiyonu elde ederiz.
Az = Bo, Bz = Cy; Cz = Do oldugundan f(%) =|BoCol| — |CoDo| = —f(0) elde ederiz. Dolayisiyla
ya f( ) < 0 < f(0) ya da f(0) <0< f(% )’d,u' O halde Ara Deger Teoreminden f(ap) = 0 ola-
cak §ek1lde bir ap € [0, %] bulunur. Bu durumda |AagBaol = |BagCao| oldugu ortaya gikar. Yani
AagBagCaoDa, dikddrtgeni Q bolgesinin bir gevrel karesi olur.

V. TUBITAK Matematik Olimpiyad: birinci agama sinavinda (1997) gikmug olan agagidaki soru-
nun ¢dziimiinde Ara Deger Teoremi kullamlmaktadir:

-

Soru. z® — 7z + 1 = 0 denkleminin varsa, pozitif koklerinin (¢arpma iglemine gore) terslerinin
toplamim S ile gosterirsek, agagidakilerden hangisi dogrudur?

A) 2 <S<7 B)7<S<¥ (C)S=7 D)Denklemin pozitif kokii yoktur. ~ E)Higbiri

Coziim. Vieta Teoreminden koklerin garpim -1, toplami 0 oldugundan, varsa iki pozitif, bir
negatif kok bulunur. p(z) = z® — 7z + 1 polinomu igin p(0) > 0, p(1) < 0; p(3) > 0; p(-3) <0,
p(—2) > 0 oldugundan Ara Deger Teoreminden dolay1 (0,1); (1,3); (—3,—2) araliklannda birer k&k
bulunur. Kokleri z; < z3 < z3 ile gosterirsek,
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elde ederiz. z; < —2 oldugundan, 7 < 7 — 7 < 2 elde edilir. Cevap B gikkidir.

4. Fkmekiistii Margarin Probleminin Son Céziimii

Dursun Bey Fransa’dan gelen ¢éziime ilk 6nce sevindiyse de, Fadime hamimin hakh oldugunu
anlads, ¢linkii sadece ¢éziimiin varhg kanitlanmigt1, ¢dziimiin nasil bulunacag ise gosterilmiyordu.
Dursun Bey ve c¢ocuklari, fizerine margarin siirlilmiig olan ekmek dilimini alip, Nasreddin Hocaya
giderek durumu anlatti. Hoca herkesin hakli oldugunu belirttikten sonra bigag: Temel’e verip ekmegi
iki egit parcaya bélmesini istedi. Sonra idris’ten bu pargalardan birisini segmesini istedi. Diger parcay1
da Temel’e verdi. Béyle olunca Temel dagitimdan memnun kalmadigim sSyleyemedi, ¢iinkii secimi
kendisi yapmigt1. B8ylece kardeglerin uzun siiren (ekmek) kavgas: sona ermig oldu.

5. Aligtirmalar

1. Problem 1’in ¢bziimiindeki P ve Q blgeleri paralelkenar geklinde ise, I, dogrusu hakkinda ne
sOylenebilir?

2. Cember iizerinde bulunan ve gemberin merkezine gére birbirine simetrik olan iki noktaya
kargs noktalar diyelim. Her an diinya ekvatoru iizerinde, sicakliklarin ayni oldugu iki kargi nokta
bulundugunu gésteriniz.

3. Diizlem iizerindeki bir bélgeyi, alanlar birbirine egit dért pargaya ayiran ve birbirine dik olan
iki dogru bulundugunu gdsteriniz.

(ipucu: Bblgenin alanim yariya bolen bir 1 dogrusu ve buna dik olup béliinmiig alanlardan birini
yariya bolen m dogrusu alarak, Problem 1’in ¢bziimiindeki gibi dogrular n agis1 kadar dondiiriiniiz).

4. Diizlem iizerindeki bir bolgenin hem alanmi, hem de cevresini yariya bélen bir dogru bu-
lundugunu gosteriniz.

5. Diiz olmayan bir zemin iizerindeki dort ayakh tabure dondiiriilerek tiim ayaklarimn yere
oturmas: saglanabilir. Kamitlaymiz. (Bunu mutfaktaki tabureniz iizerinde deneyebilirsiniz).

6. R gercel sayilar kiimesi olmak {izere siirekli bir f : R — R fonksiyonu i¢in f(z) = z denkleminin
¢6ziimii yoksa f(f(z)) = = denkleminin de ¢dzlimiiniin bulunmadigini gésteriniz.

(Ipucu: g(z) = f(x) — = fonksiyonuna Ara Deger Teoremini uygulayimz.)

7. D = {(z,y) € R?|z? + y? < 1} agik dairesi i¢in Sabit Nokta Teoreminin gegerli olmadigin,
yani her z € D igin f(z) # z olacak gekilde siirekli bir f : D — D fonksiyonunun bulundugunu
gosteriniz.

8. Diizlem iizerindeki her bdlgenin, dar agis: 30° olan egkenar d6rtgenden olugan bir gevrel cokgeni
bulundugunu gosteriniz.

KAYNAKLAR
[1] Chinn W.G., Steenrod N.E: First Concepts of Topology, New York, 1965.
[2] Spivak: Calculus, M @ V yayinlari, 1997.
[8] Edwards &Penney: Matematik Analiz ve Analitik Geometri, Ceviri:Omer Akin,2001.
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iKiNCi CESIT STIRLING SAYILARI
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Dokuz Eyliil Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Béliimii
Tinaztepe Kampiisii, 35160, Buca, Tzmir

halil.oruc@deu.edu.tr

Bu yaziyla amaglanan ikinci gegit Stirling sayilarii tamtmaktir. Dolayisiyla, bir takim yeni
sonuclardan bahsetmektense, Stirling sayilarmin cesitli konularda nasil ortaya giktigim veriyoruz.
Yazida bahsedilen tiim sonuglar kaynaklarda verilen kitaplardan bulunabilir. Bu sayilar icin, Fi-
bonacci sayilari gibi bir cemiyeti, ya da bilimsel bir dergisi (Fibonacci Quarterly) olmasa da, kom-
binatorik analiz ve sayisal analiz gibi degigik alanlarda kargimiza gikar. Ikinci gesit Stirling S(n, k)
sayis1 gdyle tanimlanir: n-elemanl bir kiimenin k pargah boliintiilerinin sayist. Bir X kiimesinin
béliintiisii, X7, X2, ..., Xi parcalarindan olugan Gyle altkiimeler toplulugudur ki X’in her eleman: bu
altkiimelerin sadece birinde yer alir:

X=X3UXjU---UXp, X,‘an=@, @@ # j)-

Bir 6rnek verecek olursak; A = {a,b,c,d} dort elemanl bir kiime ve k = 2 parca, i¢in boliintiiler
g0yledir:

{{a’ b}’ {cv d}}; {{a1 c]', {b1 d}}; {{a’ d}’ {b’ c}}; {{aa b, c}’ {d}};

{{a,b,d},{c}}; {{a,¢, @}, {b}}; {{a}, {b, c, d}}.

Yani 5(4,2) = 7. Buna benzer ozel sayilar icin bir rekurans bagint1 bulmak, pratik hesaplamalar icin
oldukga 6nemlidir. Bu iglem genelde, kiimenin bir elemanim ayirarak geri kalanlar1 benzer bicimde
saymayla ifade edilir. Yukaridaki 6rnekte d elemanim béliintiilerden atarsak geriye kalanlar arasinda
S(4,2) = S(3,1) + 25(3,2) oldugunu goriiriiz.

Teorem 1.
S(n,k)=Sn—-1,k-1)+kS(n—-1,k), 1<k<n-1. (1)

Ispat. X, n-elemanli bir kiime, S(n,k) da k parcah béliintiilerinin sayis: olsun. Ozel durumlar
i¢in, n > 0 iken S(n,0) = 0,5(n,1) = 1,5(n,n) = 1, (sirasiyla, bog olmayan kiimenin bog kiime
boliintiileri, kiimenin kendisi ve elemanlarmin teker teker yazilmasi) oldugu agiktir. z € X olsun.
Her boliintii gu iki 6zellikten yalnizca birini saglar. (i) {z} bir par¢a olarak yer alir, (ii) z tek bagmna
degil de, yaninda bagka elemanlar da vardir. Birinci durumu saymak basit goriiniiyor. Ciinkii X\{z}
kiimesini goz 6niine alirsak, eleman sayimiz bir azaldi, n — 1 oldu ve par¢a sayis1 da bir azalds, k — 1.
Dolayisiyla S(n — 1,k — 1) tane (i) durumda bdliintii var. Digerini saymak biraz daha problemli. (ii)
durumunda X’in bir P béliintiisiindeki parcalar X, Xa,..., X} olsun. Buradan z elemanim atmak
(4, P') gibi bir ikili belirlemek demektir. Oyleki P/, X\{z} kiimesinin bir boliintiisii olur. Yani n— 1
elemanh X\{z} kiimesinin P’ boliintiisii {X1, X>,...,X;\{z}, Xj+1,...,Xs} bicimindedir. Burada
J, k farkh deger alabilir ve parca sayis1 degigmediginden P gibi kS(n—1, k) tane boliintii vardir. Yani,
kS(n — 1,k) tane (ii) tiiriinden boliintii oldugu bulunur. Boylece (1) ispatlanmig olur. Yukandaki
rekurans bagintisindan yararlanarak agagidaki tabloyu olugturabiliriz.
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Tablo 1. ikinci cesit Stirling sayilar

Sn,k) | Lk=1 k=2 k=3 k=4 k=5

n=1 1

n=2 1 1

n=3 1 3 1

n=4 1 7 6 1

n=>5 1 15 25 10 1

Okuyucu 5(n,2) = 2! -1, S(n,n—1) = (3) oldugunu birkag yolla gosterebilir. Yine tablodan
goriildiigii gibi her sabit n igin, k degigtikce S(n,k) sayilarimin diizgiin bir gekilde artip bir tepeye
ulagtiklar ve diizgiin bicimde azaldiklan gériiliiyor. Bir bagka sdyleyigle dizinin gekli hakkinda bilgi
veriyor. Bu tiir diziler olduk¢a sik kargimiza gikar. ag,ay,-..,a, dizisinde ap < a1 < --- L ar =
= @g X -+ > ap_1 > Gn, saglayan r,s indisleri varsa bu diziye tektepe! (unimodal Ing.) dizi
diyecegiz. En tamdiklar binom sayilarnidir. Binom sayilarimn ardigik terimlerinin oranini

() _n-k+1
(20) ko

1 ile kargilagtirirsak, bu sayilarin tektepe dizi olduklan goriiliir. Genelde bu zelligi gostermek boyle
kolayca olmaz. Bu tiir problemlere el atmanin bir yolu, diziyi tireten fonksiyonun koklerini incele-
mektir. ag,a1,...,an,... sonsuz bir dizi olsun. Bu. dizinin iireten fonsiyonu f(z) = Y e anz™ gibi
bir seridir. Fibonacci sayslarinsn {ireten fonsiyonunu bulma 6rnegi ile baglayahm. Fibonacci sayilar,
0,1,1,2,3,5,8,...

fn+1=fn+fﬂ—l’ .f0=01f1=17 n22 (2)

rekurans bagmntis: ile hesaplamr. f(z) = Y oo faz™ veren bir f(z) fonksiyonunu bulmak icin (?7)
ifadesini z" ile carpalim ve n > 1 den itibaren toplayalim. Sol tarafi

fa+ foa 4+ = 2(f(o) ~ 2),

sag tarafi ise ‘
oo o]
Y faz®+ ) farg" = £(2) + 2f(2)-
n=1 n=1
Son iki denklemi egitlersek, Fibonacci sayilarimn iireten fonksiyonunu
z
f (2:) S 1L 272

olarak elde ederiz. Bu ifade pek fazla birgey anlatiyormug gibi goriinmiiyor. Kesirli fonksiyon bicimine
getirelim.

z __L( Lo gl ) _1£v5
1-z-22 B\Q-g12) (-g-2) “* 2 °

Denklemin sag tarafini seriye agarsak

f(z)=%<zgix"—29'iz"),

k=0 k=0

1Engin Mermut tarafindan énerilen kelime.
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e 3 (5} e

olarak buluruz. Metod iizerinde diger ayrintilar igin bakimz Wilf [6]. Stirling sayilarmin rekurans
denklemine (??) bakarsak durum biraz daha karigtk. Hem 7, hem de k degigmekmektedir. Ureten
fonksiyonu i¢in muhtemel adaylar sunlardir:

fr terimini

[oo] o0
An(@) =Y S(n,k)z*, Bi(z) =) S(n,k)z".
k=0 n=0
Daha ¢ok A, (z) ile ilgilenecegiz. Ancak, Bi(z) in elde ediligi de oldukga ilgingtir. Wilf (6] kisaca
gbyle yapar. Rekurans denklemi (??) z™ ile carpip, kaydiralm. Bulunan ifadeyi, parcali kesir olarak
yazin. Her terimi seriye agtiktan sonra elde edilen ifadenin 2" li teriminin katsayist

k n
S(n,k) = ;(_1)“'#;—)!. 3)
Bu ifadeyi k!/k! ile carparsak
k
S(n,k) = %Z(—l)"" (’:) ™ 4

bulunur. Simdi, k = n alirsak
S (-ymr ('r‘) ™ =nl ()
r=1

gibi oldukga etkileyici bir dzdeglik kargimza cikar. Bu 6zdeglik Kaderoglu [4] te “n + 1 tane ardigik
dogal saysmin n'ninci kuvvetlerinin n’ninci farklars n! egittir” teoremi olarak verilmigtir. S(n, k)’
nin bagka bir yorumu da, (??) ifadesinin n-elemanh bir kiimeden k-elamanh bir kiimeye olugturulan
drten fonksiyonlarin sayisidir (n tane eleman, k tane 6zdeg kutuya dagitliyor, higbir kutu bog kalma-
mak koguluyla), bakimz Grimaldi (3], Brualdi [2] de Dahil-Hari¢ Kurali (Principle of Inclusion and
Exclusion, Ing.) Interpolasyon tekniklerine agina olan okuyucuya (??) tamdik gelecektir. Bir f(z)
fonksiyonunun, o, Z1,. . - , Tn 'deki n+1 farkh degeri verilsin. n’inci dereceden interpolasyon polinomu
Pn(), Po(z:) = f(2:),1=0,1,...,m saglar. Bu ise Newton formunda

Pa(2) =Y fl20,-- -, 2k] wi(2) (6)
k=0
olarak bilinir. Bakimz Phillips [5]. Burada
_[1 k=0,
wi(z) = { (z—zo)(&—21) (2 —zk-1), 1<k<n
ve
flzo] = f(z0), flzo,---,2k] = fler,.. -,Zkik-_f:[uto, =

béliinmiig farklar olarak tanimlanir. interpolasyon noktalan egit aralikli ise, £x = Zo + kh, h adim
Blgiisii, zo baslangig noktasi, yukaridaki (?7) 6zel bir hal alir. f(zx41) — f(zk) = Af (zg) yazalm. A
ileri farklar operatériidiir. Béliinmiig farklarin rekurans bagintis: da

AT f(z4) = AT f(o4) = A f (@r41) — A f(1)
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ileri farklar bagintisi olur. Bunu kullanarak

*
fli, 2L il % )

elde ederiz. Dogrulugunu tiimevarimla gerceklestirebilecegimiz, ileri farklar operatoriinii agik bir
sekilde yazabiliriz

k
—(k
atfGan) = 304 (1) 1) ®

Simdi, f(z) =z" vez, =7, r =0,1,...,k icin, (??), (??) ve (?7) kullanarak
mﬁﬁu»ﬂv”.\ﬁour....w”_“ %Aﬂv”h\..ﬂ
bulunabilir. interpolasyon operatérii polinomlar uzayinda bir yansitma operatori oldugundan, (bakim

Phillips [5], interpolasyon hata formiiliinii kullanin) yani f bir polinomsa f(z) = pn(z), $u sonucu
cikarabiliriz:

Teorem 2.

n

S(n,k) z(z —1)---(z — (k — 1)). 9)

[
M=

x*
Il
=)

Goriildiigii gibi S(n, k) icin, yeni bir iireten fonksiyon bulduk. Bu, tabiki tiimevarimla da ispat-
lanabilir. (Sol tarafi z ile carparken, sag tarafi (z — k + k) ile ¢arpin.) S(n,k)’y1 n X n alt
icgen matrisin elemanlar olarak diigiiniirsek, bu matris bize [z,2?,...,2"] molinomlar bazindan,
[z,z(z —1),...,z(z — 1) - - - (z — (n — 1))] bazina gecig matrisini temsil eder. Ancak hala S(n, k) nin
tektepe dizi oldugunu gésterme yolunda ip ucu elde etmig degiliz. Bunun icin daha kuvvetli bir 6zellige
ihtiyacimiz var, logaritmik icbiikey, log ichiikey. Once bir fonksiyonun icbiikeyligi ile baglayalim. Reel
f fonksiyonunda her z < y i¢in f((z + y)/2) > (f(z) + f(y))/2 saglaniyorsa f’ ye icbiikey denir.
Geometrik olarak, f fonksiyonu tizerinde iki noktay: birlegtiren ¢izgi o aralikta f fonsiyonunun her
zaman altinda kalir. Benzer bicimde, ¢, ¢1, - . . , ¢, pozitif sayilarindan olugan bir dizi

(logcg—1 + loger+1)/2 < logex
sagliyorsa log icbiikey denir. Bu tanimin her iki tarafim {istel fonksiyona cevirirsek suna denktir:
ck—1ck+1 < coy k=1,2,...,n—1.
Eger bir dizi tektepe degilse, ¢,—1 > ¢, < ¢r4+1 gibi ardigik terimleri vardir. Buradan goriildiigii gibi

€0,C1,- -+ ,Cy dizisi log icbiikey olamaz. O halde, co,c1,...,cn dizisi log ichikey ise tektepedir.

Teorem 3. p(z) = co + C1Z + C22> + - - - + coz™, tiim kikleri reel ve negatif olan bir polinom olsun.
O halde, cp,c1,...,cn dizisi log ichikeydir.

Oziinde Rolle Teoremi’ni polinomlar i¢in ard arda kullanarak elde edilen sonug oldukca kuvvetli,
carpici giizellikte. Bakiniz Wilf [6]. Bunu kullanarak S(n,k)’nin tektepe dizisi oldugunu Hmvwam.Bwr

iin, ireten fonsiyonun kdklerinin reel ve negatif oldugunu géstermemiz gerekiyor. Bunun igin A n(z)’i
ve (??) kullanacagiz. Once D, A, (z) bakalim, D diferansiyel operatorii,

[o )
DyAn(z) =) kS(n—1,k)z* 1.
k=1
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Sabit n > 0 alalim ve (??)i z* ile garpip k degigkeninden toplayahm. Su ifade ¢ikar;

An(z) = i S(n—1,k—1)z* + ikS(n —1,k)z*
k=1 k=1
= zA,_1(x) + 2D An_1(z), Ao(z)=1 (10)

(??)’u kullanarak Ay (z)’i birkag adim hesaplayahm.

A(z) =z, As(z) =z + 22, As(z) =2 +32° +2°,... <‘

(??)’u diizenleyip e” ile garpiminin sonucunu §6ylé yazabiliriz

€*An(z) = 2(e®An-1(z))’ (11) ¥
'I'jin}evanmla, her n = 1,2, ..., i¢in e®A,(z) fonksiyonunun n tane reel, negatif (z =0 harig) farkli 'l
kokiiniin oldugunu gosterecegiz. Bunun, n — 1 igin dogru oldugunu var sayalim. Temel analizden B!

hatirlayacagimiz Rolle Teoremi (e®A,_;(z))’ fonsiyonunun n — 2 tane kokiinin oldugunu verir. z
ile garpilmas: sonucunda, e®A,(z) koklerinin sayis1 n — 1 oldu. Son bir tane ise su gbzlemle ortaya
cikar. e®A,,_; () fonksiyonu, A,_; (z) bir polinom oldugu i¢in, £ = —00 gittikge sifira dogru yaklagir, |
e®A,_1(z) = 0. Yine Rolle Teoremi’'nden e®A,_;(z) fonksiyonunun en solunda yer alan kokiiniin
solunda bir tane kok vardir diyebiliriz. Boylece e Ap(z) nin n tane kokiind bulduk. Simdi gu sonucu

sOyleyebiliriz. : \

TR A2

S(n, k) sayslars log igbtikey, dolayssyla tektepedir.

Son olarak Teorem 3’ ii tartigahm. Once Rolle Teoremi’ni hatirlayalim. f(z) fonksiyonu siirekli ve
(a,b) araliginda diferansiyallenebilir olsun. Eger f(a) = f(b) ise @ < t < b gibi bir yerde f'(t) =0.

D
f’vi n’inci dereceden tiim kokleri reel olan bir polinom alalim. Rolle Teoremi’ ni art arda uygularsak,
f’ nin tiirevlerinin kdkleri de reel olmas: gerekir. Eger zo da m tane cakigik kok varsa, f'(z) = h
z — z0)™ 1g(z) bigiminde yazilabilir ve g(z) in kokleri de reeldir. Bir bagka gozlem de gudur:
g ¢l

F(z,y) = oz + 12" 'y + 2" 2y’ + -+ eay”, Yy F#0 (12) i

gibi tiim kokleri reel, bir polinom olsun. Bunu
v f(z,y) = cot™ + ert" T+ et P+ Cpat + Gy E= %

gekline getirebiliriz. Yani, kokleri z/y bigimindedir. Yukaridaki gibi f(z,y)’ nin tiirevlenmelerinden
elde edilen g(z,y) polinomunun kdkleri de reeldir. Tiim bunlardan sonra (??)’de f(z,y)’ye D7*Dy~—™"
diferansiyel operatdriinii uygulayalim. Su {i¢ terim geriye kalir

2)!
(Ln—;-—):t:2 +cpem_1(n —m—1)(m + 1)lzy +

Cn—m—2(n—m— 2)!

n —m)!
ECEET 1

Bu ifadeyi (n —m —1){(m +1)---3%e béliimiinden

_mHd aaie By B By e B
Cn—m—2n_m_13 n—m—14&TY ctm—mm+1y
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bulunur. Son gikardigimiz ifadede ¢; = (})p; yazalm,

n m+2 n ’
it D ——lpn-—m—z-’" +. n-m-—1 205 -m—12Y+

n n—m
n—m/)m+ lpn my

Sadelegtirmeleri yapalim;;':

. (m+1) {pn—m_zx +2pn dgpa 1xy+pn my }

Bu ikinci derece denklemm koklerlm reel ya.pma.mxz gereklyor Yani dlsknmma.ntl negatlf olmama.h
Dolayls1yla, i

pn m—l >pn —m— 2Pn —m-
Bu ise, p ’lerm log ichiikey dizi oldugunu gostenr Slmdl dep; = @ )c, ya.zahm ve gerekh sadelegtlrmele

yapahm

06 irioy asho i aets ety

't - (m . >
gy Bobio 2y n—m— 1 = (m+1)(n T 1),‘_457_,."'—261‘_"' Cn—m—ZCn—
Yani‘c'ler de log ichiikey &1z1d1r AR e Ho ounsd ieamii
Kombinatorik 6zdegliklere, rekurans bagmtilarina daha genel bakmanin' yolla.nndan biri simetrik
fonksiyonlardsr: Buraya: kadar:yapilanlar hogunuza glttlyse i Brenti [1] nin sonuglan ve gozulmem1§
problemlenndeu de hoglanaca.ksmm rolud s suneibsrst

91 f f ) { : 3 ALAIRIIIITIOGH A 319997 ¢ L } 3 i
Uzma.n b1r problem gozucu bu'birlyle bagdagmaz ki ozelllge sahip olmalldlr, duI
: ¢ 'durak: bllmeyen b:l.r du§ gucu ‘ve sab1r11 b1r 1srarc111k
SN ‘» : - ? Howa.rd W Eves
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FRAKTAL GEOMETRI’'DEN BIR KESIT
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Matematiksel gercekler veya dogrularin niteliginde var olan kesinligin 6ziinde aksiyomatik yapilar
vardir. Oklit geometrisi, matematik tarihinde bunun 6nde gelen Srnegidir. Matematiksel dogrularin,
cikartilmig olduklar: postulatlara bagh olmas: kosullu bir dogrulugu gerektirmektedir. Hiperbolik,
eliptik ve Riemann "in kurdugu Oklitci olmayan geometriler ise matematikte postulatlarmn dogrulugu
ileri siiriilerek ige baglanmadigin bizlere gosterdi. Evrenin yapisim1 tamimlamada kullanilan geometri
kuram, eliptik geometrinin bir genellemesi olabilir. Riemann bunu soyut matematik aracilifiyla
olugturmusgtu. Fakat bu Einstein icin bir siire sonra gorecelik kuraminin kurulmasinda kavramsal bir
arag olmustu.

1924’de Vargova’da diinyaya gelen matematikci Benoit Mandelbrot (gerci bazi matematikciler onun
icin O bizden degildir” diyorlarsa da biz bu yargiy1 bilim tarihgilerine birakiyoruz), Amerika ’ya
yerlegip IBM firmasinda caligmaya bagladiktan sonra bilgisayar kullanarak goze hitap eden yeni bir
matematigi kegfetmeye bagladi. Mandelbrot’dan 6nce de bu konuda ¢aligmalarin yapilmig oldugunu
belirtmekte yarar var: Cantor kiimesi, Peano egrisi (1890), Hilbert egrisi (1891), Koch egrisi (1904),
Sierpinski contas: (1915) gibi.

Bir bagntiy1 formiile edip tamim kiimesini belirledikten sonra o bagntinin grafigini ¢izmek pek zor
degildir. Fakat formiiliini olugturamadigimz daglarin, bulutlarin, agaglarin ve bunlar gibi daha bir
¢ok nesnenin resmini bilgisayarda gercege ¢ok yakin bir gekilde cizdirmek olanakhi midir? Mandelbrot
bu konuda, yaklagik ii¢ bin yildir siiregelen Oklit geometrisinin yetersiz kaldigim goriir: ” Bulutlar kiire
degildir, daglar da koni degildir” diye itirazda bulunur. Dogadaki bu nesneleri matematiksel egriler
ile; daire, dortgen, elips, silindir, kiire, siniis dalgalar gibi diizglin geometrik gekillerle géstermek pek
gercekci degildir. Bu tiir gekillerde 1srar edildiginde ortaya soguk bir yap: ¢ikar. Mandelbrot’un ”frak-
tal geometri” diye tanimladig1 geometrinin yansittigi evren ise piitiirlii ve piiriizlii bir evrendir: ” Aklin
gozline gore, bir fraktal sonsuzu goérebilmenin bir yoludur”. Fraktal geometri girintili gikintili, kirik,
karmagik, diigiimlenmig, biikiilmiig nesnelerin, gekillerin geometrisidir. Nedir bu yeni geometrinin
bizim bildik yaklagik {i¢ bin yilllik bir ge¢migi olan Oklit geometrisinden farki?

* Geleneksel degil, modern bir geometridir.

* Oklit geometrisindeki gekillerin belirli karakteristik biiyiikliikleri (dairenin yaricap1, kiipiin aytit1
gibi) vardir. Fraktallerin ise karakteristik bir ¢ok biiyiikliigii vardir.

* Fraktal gekiller kendine benzer gekillerdir; dlgek ya da biiyiikliikten bagimsizdirlar. Bir fraktal
gekle ne kadar yakindan bakarsaniz bakin yine biitiine benzer bir gekil goriirsiiniiz. Oklit geo-
metrisindeki gekillerde ise durum boyle degildir.

Oklit geometrisi, insanlarin yarattiklar: nesnelerin tanimlanmasinda kullamlir. Dogadaki nes-
nelerin ifade edilmesinde ise fraktaller kullanilir.

Oklit geometrisinin cebirsel formiillerle ifade edilmesine kargin fraktaller algoritmik bir yapu ile
elde edilir.

" Evrenin karmagikhifini anlamak icin, her geyden 6nce, bunun sadece geligigiizellikten olugmadig
konusunda giiphe duymak gerekir. Fraktal geometrinin tuhaf gekillerinin de bir anlami vardir. Gelin,
birlikte agagidaki algoritmay1, uzunlugu 9 birim olan bir dogru parcasina uygulayalim:
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A; : Dogru parcasini iig esit parcaya bél, ortadaki parga iizerine egkenar ticgen kur.
Az : Aj’de elde edilen ortadaki parcay: sil.
Aj3 : Olusgan her yeni dogru parcasina A; ve Ay’yi uygula.

Algoritmanin igletilmesi sonucu agagidaki gekilleri elde ederiz.

VA
-

DO

S

Islemin baginda dogru pargasinin uzunlugu 9 birimdir. Birinci déngiide kirik ¢izginin toplam uzunlugu
12 birim, iiciincii doéngiide 16 birim olur; ve kirik ¢izginin toplam uzunlugu béylece artarak devam
eder. (Dongii sayis: arttikca uzunlugun biiyiidiigiine dikkat edin.) Peki bu artig hangi oranda ol-
maktadir? Kirik cizgilerin uzunluklar:; ortak kat1 4/3 ve genel terimi 9( )® olan bir geometrik
dizi olugtururlar. Bdylece, n — oo igin 9( )® = oo oldugundan, sonsuz uzunlukta bir egri elde
edilir(oysa, sabit uzunlukla ige baglamigtik!). Sonsuzuncu adimda(deyim yerindeyse) elde edilen gekil
bir fraktal 6rnegidir. Bu arada, Koch egrisi olarak isimlendirilen bu fraktahn boyutunun da :g ;
olarak tammlandigim belirtmek ilgi cekici olsa gerek. Yukanda verdigimiz Grnekten de goruldu%u
gibi, fraktallerin goz kamagtirici iki 6nemli dzelligi;

o Kendine-benzerlik

(Fraktale hangi 6lcekte bakarsak bakalim, harhangi bir par¢asim1 mercek altina alip biiyiittiigiim
yine kendisini goriiriiz.)

e Kesirli boyut
(Verdigimiz drnekte oldugu gibi, Koch egrisinin boyutu j 355 ~ 1.2618 kesiridir.)

kavramlandir. Bu gozlem, eminiz, bir cogunuzun kafasinda degigik sorular uyandiriyordur: Tiirkiye
sahil geridinin uzunlugunu hesaplamak olanakh midir? Olgiimlerin &nce uydular aracihiyla, sonra
degigik agikliklardaki pergel ile yapildigim varsayalim. Oklit tarzi Slglimlerin (uzunluk, derinlik,
kalinlik gibi), diizensiz gekillerin 6ziinii yakalamakta, yetersiz kaldiklarini gériiyoruz. Yukaridaki algo-
ritma mantig1 bize Cantor kiimelerini hatirlatiyor. Benzer bir mantikla Sierpinski contalar: ve halilar:
elde edilmigtir. Bagka Orneklere gecmeden once, fraktal olugturmada kullanilabilecek bir yontemden
s6z edelim.
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Daha genel olarak, diizlemde ya da 3-boyutlu uzayda, bir F* kiimesini bagka bir F kiimesinden
agagidaki adimlan uygulayarak olugturalim:

1. Bir F kiimesini, herbiri F mn kiigiiltiilmiis kopyas: olmak lizere, n tane konguruent(benzer)
altkiimelere bolelim. Ayrica r sayis: da, olugturulan altkiimenin boyutunun F mn boyutuna
olan oramim, yani kii¢iiltme oranim géstersin.

2. Altkiimelerden m tanesini, digerlerini ihmal ederek, tutalm. Bunlar F, F3,..., F,, olsun.

3. Benzer gekilde, aym kurali uygulayarak, F; »Fa,..., Fp, altkiimelerinin herbirini n tane kongu-
ruent(benzer) altkiimelere bélelim ve herbir Fy, 1 < k < m, kiimesinin m tane alt kiimesini
tutalm.

4. Bu igleme sonsuza kadar devam ederek bir F* kiimesini elde edelim.

i§te bu yolla elde ettigimiz F* kiimesi bir fraktal olugturur ve F* kiimesinin fraktal boyutu da

logm
log(})

olarak tanimlamr. Verdigimiz ilk fraktal orneginde, Koch egrisini olugtururken, m = 4 ve r = %
olduguna dikkat edelim. $imdi bir fraktal érnegi daha verelim.

F kiimesini kenar uzunlugu 1 birim olan kare olarak alahm. Birinci adimda, kareyi 9 tane konguruent
altkarelere bolerek, kogelerdeki 4 kareyi ve ortadaki 1 kareyi tutalim(digerlerini atalim). Yaptigimiz
bu iglemi kalan karelere de ayr1 ayr1 uygulayarak, bu siireci sonsuz bir gekilde devam ettirdigimizi
varsayalim. Sonsuz adimda elde edilen kiimeyi de F* ile gosterecek olursak agagidaki gekilleri elde
ederiz:




-
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Ik adimda 1 kare, ikinci adimda 5 kare, figiincii adimda toplam 25 kare,...,elde edilir. Sonsuz adimda
elde edilen gekil ise bir fraktaldir. Elbette bu resmi elle ¢izmek olanaksizdir. Bu tiir yinelemeli
iglemlerle elde edilen gekillerin yakinsadig1 gekil ya da bunlann topolojisi iizerine bugiin matem-
atikciler ciddi bir gekilde caligmaktadirlar. Tiirettigimiz bu fraktal igin, m = 5 ve r = § oldugundan,

F* 1n boyutu %ﬁ% = 1.4649 dur.

Mandelbrot fraktal geometri kuramini ortaya koyunca boyut fikrine de yoneldi. .Ona gore ”"Bizler
{i¢ boyutlu bir diinyada yasiyoruz, bunun anlami bir noktann adresini belirlemek igin ii¢ sayiya
ihtiyag duymamiz demektir. Buna gore bir diizlemin boyutu iki, bir dogrununki bir ve noktanin
boyutu sifirdir.. Bu mantik bize Oklit geometrisinden miras kalmgtir” Ona bir iplik yumagmnin boyutu
soruldugunda, yaniti: ”Bu sizin bakig aginiza bagh bir olay” seklinde olmugtur. Mandelbrot burada
sanki fizikgilere kendi geometrisini goriiciiye gikartmak istedigini duyurmak istemektedir.

Bizleri bugiin 0,1,2,3, - - - boyutlarin agip kesirli boyutlara yonelten sistem iginde, bir 6lgiide kavram
cambazlif vardir. Kesirli boyut, agiklamas: zorlukla yapilan ya da yapilamayan nitelikleri 6l¢menin
tanimlamanin bir yolu haline gelmigtir. Yeri gelmisken fraktal boyut tanimin1 verelim. Ancak, matem-
atik bilginiz, agagidaki verecegimiz kavramlan anlamanza yetmezse, bu béliimii atlayabilirsiniz.

X uzay soyut bir uzay olsun (Srnegin reel sayilar kiimesi; C[0,1], [0, 1] kapal arahgmnda siirekli
fonksiyonlar kiimesi; [0, 1] kapal arah ve benzeri gibi), ayricad : X x X — R ise “metrik” adim
verdigmiz pozitif bir fonksiyon (6rnegin R iizerinde bildigimiz uzaklik fonksiyonu gibi) olsun. Bu
durumda (X,d) sirali ikilisi bir “metrik uzay”1 olur. Buna ek olarak X icindeki her bir “Cauchy

_dizisi” yakinsak olsun; bagka bir deyigle (X,d) metrik uzay1 “tam” olsun. X ’in bog olmayan biitiin

“kompakt” (“tikiz”) altkiimelerinin uzaym da H(X) ile gosterelim. Fraktallerimiz H (X) uzaymnda
tanimlanacaktir. Bir € > 0 sayis1 i¢in € yaricapli, , merkezli bir yuvar B(zn,€) ve bir A € H(X)
icin N (A, €) = en kiiciik pozitif M tamsays: 6yle ki

M
AC U B(zn,€)

n=1

olsun.
Tamm: A € H(X) ve (X, d) bir tam metrik uzay olsun. Her bir € > 0 igin N(A,¢), yancap: € olan
ve bilegimleri A ’y1 6rten yuvarlarin sayisimin en kiiciigii olmak izere

ln(N(\A,e))_
Bmm 7

limiti varsa, bu degere A kiimesinin fraktal boyutu denir.
Bu tanimn 1181 altinda agagidaki teoremleri ispatsiz veriyoruz (bak. “Fractals Everywhere”, Michail
F. Bornsiey, 1993, Sayfa:171):
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Teorem 1. (X, d) bir tam metrik uzay ve A € H(X),C > 0ve0 <r < ligine, =Cr",n=1,2,---
olsun. Eger
lim In(N(A,e€))

n—oo ln(é)

=D

limiti varsa, A kiimesinin fraktal boyutu D ’dir. (Gergekte bu teoremin ispatini sizler de yapa-
bilirsiniz!)

Teorem 2. (Kare Sayma Teoremi) A, H(R™) 'nin bir &gesi ve A, bir kenar & olan kapal
kare bicimli kutularla ortiilmiis olsiin. Ny(4), A ’y1 6rten ve bir ayrit1 5= olan kutularin sayisinin en
kiicliglinl gostersin. Eger

In(Nn(4))

=D
n—=co  [n(27)

limiti varsa, A 'mn fraktal boyutu D ’dir.
Ornek 1. A =0 C R? (R? 'de herhangi bir kare) olsun: N;(0) = 4, Ny(Q) = 16, -+, Np(D) = 4"
ise, Teorem 2 geregince,
O
D= tim 20) _,

n—oco ln(?”)
dir. ,
Ornek 2. A= Sierpinski {iggeni olsun; yani bir {icgenin kenarlarimn orta noktalar birlegtiriliyor,

ortaya 4 {i¢gen cikiyor, ortadaki {icgen atiliyor ve bu iglem diger 3 ii¢gen icin tekrar ediliyor ve bu
dongii siiriip gidiyor. Buna gore,

N1 (A) = 3,N2(A) = 9," *y Nn(A) =3"

ve
_ o (@) _ In3
D e

"dir.
Bu arada, Mondelbrot’un gu s6zlerine kulak verelim:

“Ben bu oyuna dahil oldugumda sezginin tamamen eksik oldugunu farkettim. Sezginin sifirdan baglayip

yaratilmas: gerekiyordu. Aligilagelmis araglarla - el, cetvel ve kalem gibi - egitimi yapilan sezgi, bu gekillerin
canavarca bir gdriiniime ve patolojik nitelige sahip oldugunu kegfetmigtir. Eski sezgi insam tamamen yanhg
yola gétiirmekteydi.”
Yazimizi tamamlamadan once, fraktallere duydugumuz heyecanimiza yenilerek, Matehematica paket
programu ile olugturdugumuz bir fraktal daha sunmak istiyoruz. Bunun igin, 10 tabanh bir n
sayisinin b > 1 tabanli sayitlama dizgesini diigiinelim. Bilindigi gibi bu dizgenin sayaklari(digit); d; =
0,1,2,...,b — 1 olmak iizere, n = (d;), seklinde bir gbsterim kullamlir. Ornegin, 19 sayisinin 2 ta-
banma gore agiimi, 19 = 1x24+0x234+0x 22+1x 2! +1x 2° oldugundan, bu durum 19 = (10011), ile
gosterilir. §imdi bir f fonksiyonunu; n sayisinin b tabanina gére agihmindaki d; sayaginin sayisi olarak
tammlayahm. Bunu da, f[n,b,d;] :="n = (d;), gdsterimindeki d; sayaginmn say1s1” olarak formiilize
edelim. Ornek vermek gerekirse, f[19,2,0] = 2 ve f[19,2, 1] = 3 olacaktir. Tammlams oldugumuz bu
f fonksiyonu, Sayak Sayma Fonksiyonu olarak isimlendirilmig olup, Mathematica’da, n verilen bir
say1, b taban ve d sayak olmak iizere DigitCount[n, b, d] komutu ile igletilmektedir. Artik agagidaki
komutu igletmek i¢in haziriz demektir. Kendine-benzerlik ozelligine sahip bir fraktal elde ettigimize
dikkat edelim:
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In[l]:= ListPlot[Table[DigitCount[n, 2, 1], {n,150}], PlotJoined — > True]

20 40 60 80 100 120 140

Out[1]:= -Graphics-

Sonug olarak, bugiin birgok bilim dalinda, fraktal, kirikli, kesikli ve parcal: gekilleri, kar tanelerinin
egrilerinden galaksilerin kesintili tozlarina kadar diigiinebileceginiz biitiin gekilleri tanimlamak, hesapla
mak ve diigiinmek icin kullanilan bir ara¢ durumuna gelmistir.

Ahgtnrma.lar:

(1) Modern Kiimeler Teorisinin babas: olarak anilan George Cantor, (1845-1918)’un adiyla amlan
bir Cantor kiimesi olugturalm: [0,1] kapali araligim ii¢ egit parcaya béliip, ortadaki (1/3,2/3)

~agk aralifim atalim. Geriye kalan [0,1/3] ve [2/3,1] araliklarim da ayr: ayn iice boliip, ortadaki

acik araliklari atalim. Geriye, [0,1/9],[2/9,1/3],(2/3,7/9],(8/9,1] araliklar1 kalacaktir. Aym iglemi
tekrarh olarak sonsuza kadar devam ettirdigimizi varsayarak, sonucta elde ettigimiz fraktalin boyu-

“¢'tunu bulunuz. Ayrica, Ly, n-inci adimda elde ‘edilen arahklarin toplam' uzunlugunu géstermek

{izere, n — oo icin Ly, nin limitini bulunuz.

(2) Sierpinski (1882-1969) halis: gu gekilde elde edilir: Diizlemde kenar uzunlugu 1 birim olan karesel
bir S bolgesini goz oniine alalim. Bu bdlgeyi, egit alanli, 9 tane karesel altbolgelere ayirip, ortadaki
bolgenin icini(simrlan kalacak) atalm. Aym iglemi, kalan (8 tane) altkarelere uygulayarak, geriye
(64 tane) kiigiik karelerden olugan bir bdlge edelim. Bu siireci, herbir alkareye uygulayarak, sonsuza
kadar devam ettirdigimizi diigiiniirsek, sonugta bir S* fraktah (Sierpinski hahsi) elde ederiz. S* in
fraktal boyutunu bulunuz. Ayrica, Sp, n-inci adimda elde edilen bolgenin toplam alamm gostermek
lizere, n — oo i¢in S;, nin limitinin sifir oldugunu gdsteriniz (Sierpinski halis1 pozitif alana sahip
olamaz!).

KAYNAKCA :
(1] F. Bornsiey : Fractals Everywhere, 1993
[2] Mathematica 4: Wolfram Research, 1988-1999
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Bu yazida geometri ve kombinator hesabmda genis uygulama alanma sahip, Helly teoremi ve onun bazi
uygulamalarmnin tanitimi amaglanmistir. Eduard Helly’nin zorluk ve seriiven dolu hayatnin kisa 6zetinden
baslayalim.

1. Eduard Helly’nin kisa zgecmisi

Eduard Helly, 01.06.1884°de Viyana’da dogdu. Viyana Universitesinde okudu ve Wirtingerle Merten’in
danismanlifnda Fredholm denklemleri ile bagntili:bitirme tezini yazdiktan sonra, 1907 ‘de doktoraya
Gettingen’de bagladi. O zamanlar Gettingen Universitesi diinya matematikgilerinin Mekkesi gibi tinlil bir ada
sahip idi. Burada , o, Hilbert, Klein, Minkovski ve Runge gibi diinyaca @inlii matematikgilerden iki sene (1907-
1908) boyunca ders ald1.

Geri dondiiginde Universitede bir makam tutmaga ¢aba gostermeden, yagamm siirdiirmek i¢in farkh
bir yol secti. Gimnazyumda ders verdi ve matematikten ¢6ziimlii problemleri olan klavuz kitaplan yazdi. Bu
arada matematikte yaranmakta olan yepyeni bir alana- Fonksiyonel Analiz’e girisimlerde bulundu ve 1912 de
Hahn-Banach teoremini ispatladi. Bu ispat Hahn’mn asagl-yukarl ayni ispatindan 15 sene, Banach’in bu teoreme
moder bir sekil vermesinden ise tam 20 sene 6nce yapilmstrr. S

I. Dlinya savaginin baslamasiyla (1914) Helly orduya alindy Tegmen olarak hizmet verdigi sirada, 1915 in
Eylilinde agir gekilde yaralandi Mermi onun akcigerini’ delerek ‘saflamligini ciddi bir sekilde tahrip etti ve
hayat1 boyunca, o, bir daha evvelki saglamligina kavusamadi Y aralandiktan' sonra Ruslarmn esiri olarak yillarmi
hospitallerde ve Sibirya’nin esir kamplarinda gecirdi. Batan bunlara ragmen, o, kendisinde 1. Diinya savasmin
1918 de son bulmasm gére bilmek igin gii¢ bulmay: bagardi. Bundan sonra onu serbest braktilar.“Fakat
Rusya’da artik i¢ savas baglamist: ve buradan kurtulug ok zor olacakti. Ve onun 1918 de Rusya’dan ayrildiktan
sonra 1920 de Vyana’da tamamlanacak tehlike ve seriivenlerle dolu olan yolu Japonya, Uzak Dogu, Misir ve
Orta Dogudan gegmistir. 1921 de Helly kendisi ile eszamanli doktora yapmig ve Vyma’dan"‘olﬁ Elise'Bloch’la
evlenir. Aym yilda o habilitation{doctor of science) tezini savinidu vedniversitéde ders vermek igin iak kazandi.
1921 de Vyana Universitesine atandi, fakat ficretsiz qlg;plf}?.smmtahmmme gore bu profesdrlerin bir oyunu
idi.(Kismen Helly yahudi oldugu i¢in ve hem iniversitede kiirsisi olan Hahn onun daha istin olacagmi
diisindiigiine gore).

Helly, yasamlanm sirdiimek igin bir bankada calismaya basladi, fakat bu banka da 1929 da iflas etti.
Daha sonra, o, kendine bir sigorta sirketinde ig buldu, fakat 1938 de burada da isinden oldu. 12 Mart 1938 de
Hitler alman ordusunun basmda Avusturya’ya girdi ve Naziler yonetime el koydular. Helly de bir ¢oklan gibi,
yahudi oldugu icin iginden atiddi ve onun, ailesini daha kéti tehlikelerden korumak igin Avusturya’dan
kagmaktan baska yolu kalmadi. Helly bu yolu gergeklestirerek, muhacir olarak ABD ye sigind1. Helly ve ailesi
icin yasam Birlesik Devletlerde de agir olarak kalmaktayd. flk olarak, o, gok yillar 6nce Vyanada oldugu gibi
ozel ogretmen olarak is bulmaya tegebbiis etti ve 1939 da Einstein’in o6zel destegi ile New Jersey de olan
Monmouth Gengler lisesinde ¢alismaya basladi.
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Sonraki yillarda Helly ve egi Chicago’daki “Signal Corps” da matematikgi olarak ¢aligtilar. Helly tekrar
iniversiteye hazirlananlar igin matematikten el kitaplan (Handbooks) yaziyor, esi ise matematik dersi veriyordu.
Cikago’da “Signal Corps™da galistig1 siralarda ilk kalp krizi gegirdi. O bu krizi atlatt: ve isler iyiye gediyor gibi
gorilmeye bagladi. Bu arada illinoys Teknoloji Enstitdsi’nin Matematik b&lim bagkanlifma atanma teklifini
aldi. Maalesef, o, bu teklifi degerlendirmeye firsat bulamadi. Kisa bir sire sonra, 28 Kasm 1943 yilmda ikinci
kalp krizi sonucu Helly vefat etti.

Helly 1912 de yayimlanmis makalesinde bir takim énemli sonuglara imza atmighir. Onlardan birincisi
“Helly’nin segim prensibi” dir ki, buna gére sinirh degismeli fonksiyonlar dizisi noktada dizgfin sinirh ve
diizgin smirh degismeli ise, bu dizisinin smirh degismeli fonksiyona yakinsak olan bir alt dizisi vardir. Bu
makalede olan diger sonuglar sonraki yillarda Helly’ye matematik diinyasinda hak ettigi yiksek makami

kazandirmigtir. Onun C[a,b] igin ispatladif1 Hahn-Banach teoreminin yardmiyla Rietz’in daha onceler

ispatladigy C [a,b] ’de lineer fonksiyonelin genel yapis1 hakkindeki meghur teoremi daha basit ve dogal ispatmi
bulmustur. O, ayn1 zamanda “Diizgiin smirhlik prensibi’ni ilk defa ortaya atan kisi olarek da tarihe gegmistir.

Helly’nin 1923 yilmda “Uber Mengen Konvexer Korper mit gemeinshaftiches Punkten” adi altmda
yaymmlanan iki sayfalik bir teoremi, Kombinator Hesabi ve Geometride en ¢ok bag vurulan ve gok sayida

uygulamalari bulunan bir teorem haline geldi. “Helly teoremi” diye adlanan bu teoremin, kolay anlasir olmasi
agismdan, basit versiyonlarindan baglayalim.

2. Helly teoremleri

Teorem 1. Diizlemde dort tane konveks kiimeden her iiglisiintin ortak noktas: varsa , hepsinin de ortak noktast
vardir.(Ozel durumda Helly teoremi)
Ispat: Verilen kimeler C,, C, C; ve C, olsunlar ve K, (#=1,2,3,4) bu kimelerin C, dismdaki

iiglisiiniin arakesiti olsun. Teoremin kosuluna gore K, ler bos degildir. 4, € K, olmak iizere dort nokta
alalm. Burada iki olanak vardir.

1) A, noktas: A, A,, A; noktalannin belirledifi i¢genin noktasidir. A4, A,, A; noktalan sirasiyla
C,NC;nNC, =K,,C,nC;nC, =K,, ve C,nC,NC, =K, arakesit noktalan olduklanndan

A
hepsi bu arakesitlerin ortak kiimesi olan C, @n noktalandir. C, konveks oldugundan dolay1 4, 4,4, t¢geni

ve sonu¢ olarak onun icinde bulunan A, noktan da C, in elemamdr. Ote yandan
A, € X, = C, nC, NC; oldugundan , A, ayni zamanda C,, C, ve Cj iin ortak elemam olmakta, yani
A, € C,nC,; nC;NC, = K, ve dort kilmenin arakesiti bog degildir.

2) AA,A;A, konveks bir dértgen olsun. Bu
dortgenin késegenleri olan [A1A3] ve [A2A4] iin

arakesiti K = [A1A3]m[A2A,4] noktasinmn
C,(i=123,4) kimelerinin hepsinin ortak

noktast oldufunu gosterelim. Gergekten A, ve

A; noktalan C, NC,  konveks kiimesinde '
;)lduklmna gore [A1A3]C C,nC,. Aym K
sekilde [4,4,]cC, NC,. O halde onlarm

arakesiti olan K noktass hem C; NC; ,hem de ; Aq

C,nC, in eleman1 olmakta  Yani
K, =C,nC,;nC;NC, noktast  C; lerin
hepsinin ortak noktas1 olacaktr.

Sekil 1.



22 Matematik Diinyasi-C: 11-S:1-2002

Teorem 2. Diizlemde 77 tane konveks figiirden her iigliisiiniin ortak noktas: varsa, hepsinin de ortak noktasi
vardir.(Diizlem igin Helly teoremi)

Ispat: 1spati timevarm prensibi ile yapalim. 7 >4 icin énermenin dogrulufunu varsayahm ve 7 +1 tane
figiir igin de dogru oldugunu kantlayam. C,,C,,..,C, ,C,,C,,, gibi n+l tane konveks figiir ve bu
figiirlerin her iilisinin bos olmayan arakesiti oldugu verilmis olsun. C;,C,,...,C,_,C, NC,,, olmak
lizere 77 tane kiime alalm. Bu figirler de konvekstir ve son kiimenin bulunmadi: iglil arakesitler bog degildir.
Fakat Teorem 1’e gére C;, NC; N (C, NC,,,) bicimindeki ti¢ld arakesit, Teorem 1’in kosullarm1 saglayan

dort kiimenin arakesiti oldugundan bog degildir. O halde varsayima gore,
n+l

C=C,nC,n..AC, N(C,NC,)=C, NC,M..C, NCpy =[|Cs

)
kiimesi bos degildir.

Teorem 3. m boyutlu uzayda 7 tane (7> m+1) konveks kiimenin her m+1 tanesinin arakesiti bos
degilse onlarm timiinin arekesiti de bos degildir. (72 boyutlu Helly teoremi)

Ispat: Timevarm prensibini kullanalm. Konveks kimeler C,,C,,...,C,, (C, C R™) olsun. Teoremin
kosullaninda bunlann her 72 tanesinin arakesitinin bog olmadigini varsayarak(timevarim) hepsinin ortak noktaya
sahip olduklarmi gosterelim. Bu kimelerin C,, harig geri kalan, 72 tanesinin arakesiti O, olsun. X, € Oy,

(X, = (%, X305 X, ) alalm. & =1,m+1 ve @, € R ler igin asagidaki homojen sistemi yazahm
ax; +ayxy +..+a,, %, =0

X, ta Xy +..+ @ X, = 0

alxlm +02x2m +..+ an+1 n+lm = 0

& ta,t.ta,, = 0
Bu sistemde @,,4,,...,4,,, deZiskenlerinin sayis1 7+1, denklem sayist 7 +1' den fazla olduguna gore
sistemin her zaman stfirdan farkh g:iizﬁmﬁ vardrr. Bu géziimlerden birisi (@,,a,,...,a,,;) ve bu ¢ézimin

negatif olmayan koordinatlari ,l,a, N dtekiler ise aj , f 5 ,5.’ olsun. O halde (1) ‘in son

denkleminden
A, =a +a +..+38 =-(a +a, +.+a,)=-4 2
oldugu agik. (5) sisteminin ilk 7 denklemini de vektér bigiminde
ax +ax,+..+a, x,,, =0 (3)
olarak alirsak, buradan
ax +a x +..+ax =~ ‘7;1"1, +a,x, +..+4a,x,) @

(k= ls)veﬂk A (k—lt)allrsak (2) ve (4)’e gore

+ -

yazabiliriz. @, =

:n-lbl

Xo=oX, . tax =fx, +.+px, ,a, 208, >0, Zﬂk_l (s+t=n+) (5
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olduunu tespit ederiz. (5) a gére X, noktas X, »X,,»+»X, noktalarini igeren en kiigik konveks kimeye,

12Xy s Xy } ‘in konveks 6rtiisi Co 3Ky s Xy, }’ne ait ve ayni zamanda X, € Co{xh,x)2 s Xy },
m+1
yani X, €C; N..NC, ve x; €C, N...NC, . Bunedenle X, € ﬂc,, olacaktir.
k=1

3. Helly teoreminin bazi uygulamalar

Problem 1. Diizlemde her iiglisini, yarigap: | olan daire ile rtmek miimidin olan n tane M,,M, ... M,
(n 2 3) noktalar verilmistir. Bu noktalarm timiini drten birim dairenin oldugunu ispatiayine.

Ispat: M  merkezli birim dairenin M ,M,,...M, noktalanni igermesi (brtmesi) i¢in, merkezleri

M\ ,M,,...M,’ de olan birim dairelerin M noktasm icermesi hem gerekli hem de yeterlidir. O halde bu
problem agaZidaki gibi ifade edilebilinir.

“Dizlemde merkezleri M|, M,,.., M’ de olan birim dairelerin iiger-iier arakesitleri bos degilse, onlann
hepsinin arakesitinin bos olmadigin1 gésteriniz.” Bu ise Helly teoreminden baska bir gey degildir. Daireleri
Dy, D,,...,D, olarak isaretlersek, D, "D, N..."D, # & veher M € D, D, n..n D, merkezl

birim D dairesi, M| ,M ,,...,M, noktalannmn hepsini igerecektir.

Problem 2. (TUBITAK BAYG Problem Semineri 96/6, Problem 3) 1> 2 olmak ilzere, dilzlemde n tane farkil
M M,,.. .M n Moktalary verilmis olsun. Bu noktalarm ikiger- ikiger birbirinden olan uzakliarmm en

3
biiyiigiine D, en kigligine ise d diyelim. Bu durumda D > %d(wf; —1) oldugunu gésteriniz

Coziim.
3
Bu noktalarin her birini merkez alarak, » tane —3—D yarigapl daireler ¢izelim. Bu dairelerin her iiglisinin en

azindan bir kesisme noktas: vardir. Helly teoremine gore bu dairelerin hepsinin en az bir ortak noktas olacaktir.

3
Bu ortak nokta merkez almarak gizilen ‘TD yarigapli C dairesi » tane noktanm tiimiinii értecektir. # tane

d
noktanin her birini merkez alarak E yangaph daireler ¢izelim. Bu dairelerin birbirlerini 6rtmezler ve alanlan

5

d d
toplami m::(;)2 dir. TD-f-E yarigaph ve merkezi C dairesi merkezi ile gakisik olan bir daire ise bu

5

dairelerin hepsini ortecektir. Buna gére de, 7(——D -F%)2 > nﬂ'(c—;-)2 ve 3 D+£> Jn % ve

3 3
B

buradan D > 7361 (1/; —1) elde edilir.

Problem 3. 72> 2 olmak iizere, uzayda ntane MM ,,.. .M farkh noktalar: verilmig olsun. Bu noktalarn
idger- ikiger birbirinden olan uzakliklarinn en biyigine D, en kilgiigine ise d diyelim. Bu durumda

D> ﬂd (i/}_? —1) oldugunu gosteriniz.

5
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Céziim. Her ikilisi arasinda mesafe D olan dort noktadan (diizgtin dortytizlintin tepelerinden) gegen sferanin

D+/3 D+/3
varigapt R = oldugundan, merkezleri verilen noktalarda ve yarigaplari R = olan kiirelerin
22 22

dorder-dorder arakesitleri bos olmayacaktir. O halde ii¢ boyutlu Helly teoremine gére bu kiirelerin hepsinin en

3
olan kire M|, M,,...M,

22

; g d .
noktalarinin hepsini Srtecektir. Merkezleri M, (k =1,n) noktalarinda ve yarigaplart — olan kiireler biri-

azindan ortak bir M noktasi var. O halde merkezi M de ve yarigapt R =

3
i 4 (d nmd’ p
birini drtmezler ve toplam hacimleri n;ﬂ' —| = olacaktir. Ote yandan merkezi M de ve yarigapi

DJ3 d _[DI d] _nad’

+— olan bir kiire bu kiigitk kiirelerin hepsini icerdiginden ve ya
22 V2 2

6

d
D> —\/i;—(\/» 1) oldugu elde edilir.

Helly teoreminin bir sonraki uygulamasim séylememiz i¢in bazi yardimci 6nermelere ihtiyacimiz var.

Onerme 1. Cember iizerinde her noktadan diizgiin
kirisler iiggeninin tepesine kadar olan biiyiik mesafe
kiigiik mesafelerin toplamina esittir.

ispat. Sekil 2 ¢ ye gore

z=x+y 6)
oldugunu gosterelim. _
BD,| = x |4H] L [AD] gizdikten

sonra
z=y+2xc0s60°= y+ x oldugu agik.

Onerme 2. Bir agis1 120° olan iiggende kiigitk kenarlarm X, y uzunluklari ve bityiik kenarin a
uzunlugu arasinda

x+ys—23—a @) ‘

bagntisi vardir.

' 5 2a
Ispat: Onerme 1’e gére x+y=2z ve z<2R = —ﬁ oldugundan, x+y < T olur. Burada R, kenar

uzunlugu & olan eskenar iiggenin gevrel gemberinin yarigapidir.
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Onerme 3. Diizlemde [Al Bll,[Az, Bz] ve [A3 B3] li¢ dogru pargasi {i¢ noktada kesisiyor ise, diizlemde oyle
bir M noktasi var ki,

2
(o <145
2
114: M| +|MB,| Sﬁ|f“’232| ®)
|A.%1"[|"”|A/[B3|S :

E|A333|

esitsizlikler sistemini saghyor.

5 . v iy A ‘
Ispat: Kesisme noktalar1 C, D, E ‘olsun. O halde CDE iiggeni igerisinde bir M noktas var ki, bu noktadan

tiggen kenarlari 120° 1i ag1 altinda goriinmektedir. Min aranan nokta oldugunu gosterelim. Onerme 2’ye gore,
ornegin

EM|+ |ML| <2
J§
O halde

|[4,M| +|MB, | <
SIA C|+|CM|+|ME|+|EB |<

< AC+ EB
<2 jtclr Za+Zion,-
-2-(l JC +d+|EB2|)

Sekil 3.

Sonug olarak |A2Ml'+ |MBZ| < %

esitsizlikler de aymi sekilde dogrulanir.

|A232| olmakla (8) ‘in ikinci esitsizligi kanitlanmis oldu. Oteki

Problem 4. Diizlemde » tane [Ak ,Bk] parcalarindan her iigliisii farkli ii¢ noktada kesisiyor ise, bu diizlemde
tiim [Ak Bk] pargalari igin

|4, M|+ |MB,| s%|AkBk | k=Ln ©)

esitsizlikler sistemini saglayan bir M noktas: vardir.
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. 2
Ispat: Diizlemde ,A,(X|+|XB,(,SE|A,(B,(| esitsizligini saglayan X € R® noktalari, odak noktalari

2 .
A,, B, biyik gap :/?IA/(BA', olan bir elipsin noktasidir. Onerme 3’ e gore problemin kosullarinda bu
elipslerinden keyfi ii¢ tanesinin ortak noktasi var. O halde Helly teoremine gore bunlarin hepsinin de ortak bir M
noktasi var ki, bu nokta her k£ =1, 7 igin (9) esitsizligini saglayacaktir.

Bu yaziy1 Helly teoremi ile baglantil agagidaki problemlerle sonlandiralim.

/

1

1 . :
Problem 5. Uzayda » tane 1,—,5,...,— yarigaph kiireler verilmis ve Syle bir diizlem var ki, kiirelerin bu
: n

duzlem iizerindeki izdisimlerinin her iigliisii ortak noktaya sahiptir. Bu kiirelerin hepsini ayni anda kesen bir
dogru oldugunu gbsteriniz ve bu kiirelerin hepsini igine alan en kiigiik yarigapli silindiri bulunuz.

Problem 6. n boyutlu Oklit uzayinda s > # olmak iizere § tane M, M,,...,. M, noktalari veriliyor. Bu

noktalarin ikiser-ikiger bir-birinde olan uzakliklarinin en kilgtigii d , en bityiigii D ise

D> d‘fﬂ('{/; _1)
2n

oldugunu ispatlayiniz.

Kaynaklar:
1. E.Helley, Uber Mengen Konvexer Kérper mit gemeinschaftliches Punkten. Jber. DMV 32(1923),
175-176.
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4. A.Brieden, P.Gritzman. On Helly’s theorem: Algorithms and extensions” Discrete &Computational

Geometry, 17,(1997), 393-410.

5. D.Avis and M.E.Houle, Computational aspects of Helly’s theorem and its relatives. Proc. 2nd
Canadian Conf. On Computational Geometry. Ottava, Kanada, Aug. 1990, 20-23

6. V.V.Prosalov. Zadachi po planimétrii, Cilt 2, Nauka, Moskova, 1986

7. http://www.nrich.maths.org/mathsf/journalf/aams/971.html/

8. http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Helly.htm
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..MATE(RO)MA(N)TIK...

MATEMATIK

Matematik bir umman, ugsuz bucaksiz deniz.
Sayilar nerde baglar, nerde biter bilmeyiz.
Bir 6mrii dolu dolu yagasak da onunla,
Noktay: biraz geger, cizgiye gelemeyiz.

e

Dairenin gizemi bilinir ki () dedir.
Daireyi kareye ¢evirmezse (r) nedir?
Birisi bir giin ¢ikip, belki goyle diyecek:
Matematigin sirri ne () de, ne (e) dedir.

FERMAT

a, b, c tamsayiysa a® ile b® iin

Toplamin ¢? e egitlemek ne miimkiin

On yedinci yiizyilda kendisi ¢6zmiig miiydii?
Fermat’in teoremi hala ortada bugiin.

27

(ap) 2 a, ACI/3="

Limite epsilonla yaklagtik gelemedik.
Sifir1 anladik da, sonsuzu bilemedik.
Bir agiy1 ikiye, dorde, sekize boldiik,
Pergel ve cetvelle ii¢ ege bolemedik.

2,3,5,...,19,...1999, ...

Bunlar nasil sayilar, her biri birer sorun,
Bugiin formiil ctkmad: belki bulurlar yarin (1)
Hangi tek say: asal, hangi tek say: degil,
Yoksa, kurali yok mu bu garip sayilarin.

(Bu dortlikler, matematik ogretmeni Mustafa

Téngemen terafindan hazrlanan PROBLEM
PROBLEMLER adls kitapgiktan uyarlanmagtsr.)
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e

PROBLEM PROBLEMLER
Mustafa Téngemen

Matematik Ogretmeni

plz) =2 4+ 2% +1

Her sey i¢ ice girdi: denklemler, teoremler... polinomunun 23 + z2 + z + 1 ile béliimiinden kalan:

Tegetini yitirdi, yaricapsiz bir cember. bulunuz.
Yelkensiz bir sandalla, bir liman arar g1bi, (Hazirlayan: Ugurcan GUMUS)
Beynimde dolagiyor, PROBLEM PROBLEMLER. }
8.
1.

\/"7\/320—1g=\3/§_33 BN
3 Vs _

esitligini kanitlayimz. —_ L

(Hazirlayan: Hintli matematikci RAMANUJ AN)

[a(2a3 - b3)]3 7 [a(2b3 —a®)
ad + b3 ad +b®
ozdegligini kanitlayimiz.

P=da®=p®
Sekilde n > p > 2 olmak iizere n tane dikey ve
p tane yatay paralel dogru vardir. Her dogru kendi-
(Hazirlayan: Pierre de FERMAT (1601-1665)) sine en yakin paralel dogrudan 1 cm uzakhktar. Bu
gekilde kiigiiklii biiyiikli en gok kag tane kare vardir?

5z% — 6y + 81y = 2000 9.
egitligini saglayan (z,y) tamsay ikililerini bulunuz.

4. :
(3z + 7)(3z + 8)(3z + 10)(3z + 11) + 9(z +3)* =0

denkleminin koklerini bulunuz.

o in(130 — z)°
sin(130 —2)" _ 9 cos10°
SInx - o o

denkleminin (0°, 360°) a.rah?mciakl koklerini bulunuz. Seiilde, P noktast, ABC" egkenar figgentnit ichide

(Hazirlayan: Ugurcan GUMUS) bir noktadir. |PA| = 4 cm, |PB| = 2v/3 cm, |PC| = 2

.cm dir. Buna gore |BC| kag cm dir?
6.
f@)=@E-1)2+=-2>°+...+(x—n)’ 10.

3zt —22° — 152> -2z +3=0

fonksiyonunun,  gercel sayt ve m sayma sayist ol 4o ominin Koklerini bulunuz.
mak {izere, alabilecegi en kiiciik degeri n cinsinden

bulunuz.




PROBLEMLER VE COZUMLERI
Hozrlayan: Refail Alizade

Uyari: Dergimize aligtirma problemlerinin ¢6-
ziimlerini degil, yalmzca yarigma problemlerinin
¢ozlimlerini yollayimz. ' Coziimleri gonderirken
litfen gu noktalara dikkat ediniz:

— Her sorunun ¢6ziimiinii ayr bir kagida okunakl
ve anlagilir bir bigimde yaziniz.

- Kagidin sag iist kogesine adimazi, soyadimz,
adresinizi, Ggrenci iseniz okulunuzu ve simfimz
yazimz. :

- Coziimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisi,
Matematik Boliimii, Giilbahge K&yii, Urla/Izmir
adresine 15 Nisan 2002 tarihine kadar génderiniz.

Aciklama: Yangma Sorularinin dogru coziim-
lerini génderenlerin isimleri dergide belirtilecek-
tir.

— 2002 senesi boyunca en fazla dogru ¢oziim
gonderenler arasindan en az ilk 3 kisgiye 6diil
olarak Matematik Diinyas1 2003 yii aboneligi ve
yazarlarin imzas: ile Matematik kitaplar1 verile-
cektir.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.251. 20022%02 gayisinin son iki basamagini bu-
lunuz.

A.252. ABCD paralelkenarinda AC kogegeni
BD kogegeninden daha uzundur. BCDM bir
kirigler dortgeni olacak gekildle AC kogegeni
iizerinde ‘'bir M noktasi alinmigtir. BD
dogrusunun, ABM ve ADM iiggenlerinin ¢evrel
¢emberlerine teget oldugunu kanitlayimniz.

A.253. 4x4 boyutlu bir satrang tahtasimn
karelerine, hepsi aym zamanda 0 olmaya-
cak gekilde Gyle sayilar yazimz ki, her say
komgusundaki sayilarin toplamina egit olsun (bir
ortak kenara sahip karelere komgu denir).

A.254. Her a, b, ¢ pozitif sayilar1 i¢cin
at +b* + & > 2v2abe
egitgizliginin dogru oldugunu kanitlayiniz.

AL255. 1997-2001 yillarinda inceleme yapan bir
meteoroloji uzmam her giinii soguk, serin veya
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sicak diye kaydetmig. Bu yillarin birinde serin
giinler soguk giinlerden, sicak giinler de serin
giinlerden aym say1 kadar fazla olmug. Bu hangi
yildi?

YARISMA PROBLEMLERI{

Y.251. n ve b pozitif tam sayilari i¢in V (n,b) ile
n say1sinin, her carpan b’den biiyiik olacak gekilde
carpanlara ayrilma sayisin1 gésterelim. (Grnegin,
48=3-16=4:-12=3-4-4 = 6 -8 oldugundan
V(48,2) = 5'dir). Her n ve b pozitif tam sayilar
i¢in V(n,b) < % oldugunu gosteriniz.

Y.252. ABCD dikdértgeninin AB, BC,CD, DA
kenarlan iizerinde sirasiyla K, L, M, N noktalan
verilmigtir. KL||MN ve. KM 1 LN oldugu
bilinir. KM ve LN dogru parcalarimn kesigim
noktasinin BD kogegeni fizerinde bulundugunu
gosteriniz.

Y.253. Agirliklarina gore siralanmig 100
tane giimiig parcasi ve yine agirhiklanna gore
siralanmig 101 tane altin pargasi verilmigtir.
Biitiin parcalarin agirhklan farkhdir. Cift kollu
teraziyi kullanarak en az kag tartiyla agirhgina
gore 101. srrada bulunan parga bulunur?
Y.254. Her a > 1 ve b > 1 sayilan igin
a? b?

—>

BE1 Talida s

egitsizliginin dogru oldugunu gosteriniz.

Y.255. 1’den farkh ve 2002’den kiigiik ve ikiger
ikiger aralarinda asal olan 15 tane pozitif tam
sayidan en az birinin asal oldugunu kanitlayiniz.

COZUMLER

A.241. a® +2cd+b? ve ¢® + 2ab + d? sayilari tam
sayllarin kareleri olacak gekilde birbirinden farkli
a, b, c,d pozitif tamsayilar1 bulunuz.

Coziim. ab = cd ise,
a® +2cd + b® = a® + 2ab+ b = (a + b)®
ve
¢ +2ab+d? = (c+d)?

Boylece ab = cd olacak sekilde birbirinden farkh
a,b,c,d sayilarim bulmamiz yeterlidir. Ornegin
a =2;b=6;c=3;d =4 alabiliriz.
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A.242. Kareli kagit iizerinde, kdgeleri karelerin
koselerinde bulunan ve iki kenarortay: birbirine
dik olan bir ii¢gen ¢iziniz.

Coziim. Once 40| = 2|0D|;|0C| = 2|OE| ve
AD 1 EC aliyoruz. AE ile CD’nin kesigim nok-
tasim1 B ile gostererek ABC' {iggenini elde ederiz
(bkz. Sekil 1).

A
VAR
E 0] \ C
//
D
BM
Sekil 1

A.243. Dogru ilizerinde bir ka¢ nokta alind:
Sonra her iki komgu nokta arasinda bir nokta
daha alindi. Bu iglem iki kez daha yapild: (toplam
i¢ kez). Sonugta dogru iizerinde 113 nokta
olduguna gore baglangicta kag nokta alinmigtir?

Coziim. Baglangictaki nokta sayis z ise, birinci
islemden sonra nokta says1 z +z — 1 = 2z — 1,
ikinci iglemden sonra 2(2z—1)—1 = 45— 3, iigiincii
iglemden sonra 2(4z — 3) — 1 = 8z — 7 olacak.
8z — 7 = 113 denkleminden z = 15 elde ederiz.

A.244. Kesrin pay1 ve paydasi, toplamlar 101
olan pozitif tam sayilardir. Kesrin 3’ ten biiyiik
olmadg: biliniyor. Bu kesir en fazla kag olabilir?

Coziim. Kesrin pay1 n olsun. e S %
egitsizliginden n < 25 elde ederiz. Dolayisiyla,
kesir en fazla 23 olabilir.

A.245. pipr =2(n +¢2) ise; 22 +prz+ 1 =0
ve £ + po + ¢o = 0 denklemlerinden hig degilse
birinin reel kokiiniin bulundugunu gésteriniz.

Céziim. Bu 2. dereceden polinomlarin diskrimi-
nantlarim1 A; ve A, ile gdsterirsek,

Ay + Ay =p? —4gy +p2 —4gp >

2p1p2 — 4(q1 + g2)=0

oldugundan A; ve A, sayilarin en az biri negatif
degildir. O halde uygun polinomun kékii bulunur.

Y.241. a,b, c pozitif tam sayilar icin a.b + b.c =
c.a egitligi saglanir.

OKEK (a,b) = OKEK(b,¢) = OKEK (c, a)

oldugunu gésteriniz.

Céziim. Sayilardan her birinin (diyelim, ¢’nin)
diger ikisinin ( @ ve b’nin) OKEK’ini bdldigiini
gostermemiz yeterlidir. ¢’nin herhangi bir p asal
bolenini alahm. OBEB(c1,p) = 1 olacak gekilde
¢ = p™c; olsun. p™nin OKEK(a,b) sayisim
béldiigiinii gdstermemiz yeterli olacaktir.

OBEB(al,p) = OBEB(bl,p) =1

olacak gekilde a = p"a; ve b = pFb; alalm.
k > n olsun (k < n durumu benzer gekilde in-
celenir). p”|(a — b) elde ederiz. ab=p"*a,b; ve
OBEB(a1b,p) = 1 oldugundan n +m < n + k,
buradan da m < k elde ederiz. O halde p™|b ve
P™|OKEK (a,b) dir.

Y.242. ABCD digbiikey dértgeninde AC ve BD
kogegenleri birbirine diktir, AB ve CD kenarlan
da paralel degildir. - AB ve CD kenarlarimn
orta dikmeleri, ABCD dbrtgeninin igerisindeki
bir P noktasinda kesigmektedir. ABCD ’ nin
bir kirigler dortgeni olmas: icin ABP ve CDP
licgenlerinin alanlarimnin egit olmasinin gerek ve
yeterli oldugunu gosteriniz.

Coziim. ABCD bir kirigler dortgeni olsun.
O halde P noktas: cevrel cemberin merkezi ve
|PA| = |PB| = |PC| = |PD| olacak (Sekil 2).

s(APB) + s(CPD) = s(AB) + s(CD) =

2s(ADB) = 180° oldugundan

A —
A(APB) = %lPAl -|PB| - sin(APB)
1 .y A
= 3PC|-|PD| -sin(CPD) = A(CPD)

A A
elde edilir. Simdi A(APB) = A(CPD) oldugu
halde, ABCD’nin kirigler dértheni olmadigim
varsayalim.  Genelligi kaybetmeden |PA| =
|PB| > |PC| = |PD| oldugunu kabul edebili-
riz. Merkezi P noktasinda bulunan ve yaricap:



|PA|’ya esit olan cemberle AC’nin uzantisimnin
kesigim noktasim K, BD’nin uzantisimn ayni
¢emberle kesigim noktasim1 L ile . g6sterelim
(Sekil 3). PH ve PH;, srasiyla DPC ve
LPK iiggenlerinin yiikseklikleri olsun. . PH,
ile CD’nin kesigim noktasini N ile gdsterelim.
|PHy| > |PN| > |PH| ve |KL| > |CD|
oldugundan

A
AKPL) = %[PHII; ICD| = A(CPD)

elde ederiz. Bu, bir celigki olugturdugundan
|PA| = |PB| = |PC| = |PD| esitligini, buradan
da ABCDrnin bir kirigler dortgeni oldugunu elde
ederiz.

Y.243. iki kigi goyle bir oyun oynuyorlar: Bir-
inci kigi soldan safa dogru A ve B harflerinden
istedigini yaziyor (her hamlede bir harf). Ikinci
de her hamlesinde ya herhangi iki harfin yerini
degistiriyor, ya da higbir gsey yapmiyor. Ikinci
kigi 2001 ’er hamleden sonra elde edilen kelimenin
soldan saga ve sagdan sola okundugunda ayni ol-
masim saglayabilir mi?

31

Coziim. Saglayabilir: bunun icin agagdaki
stratejiyi izliyor. Ilk 1000 hamlede hi¢ bir gey
yapmiyor. Her n > 1000 i¢in n. hamlede n. ve
(200 — n). harfler aym ise, higbir gey yapmuyor.
Bu harfler birbirinden farkh ise, bunlardan biri
1000. harften farkhdir. ikinci kisi bu harfle 1000.
harfin yerlerini degigiyor.

Y.244. Pozitif tam sayilar kiimesinde tammh
olan f(n) fonksiyonu
2n -1, ncift ise
F(f(n)) + f(n) = 2n+1, n tek ise

kogulunu saghyorsa , f(2001) ’i bulunuz.
Céziim. f(f(n))in anlamh olmasi igin f(n)
pozitif tam say1 olmalhdir. Kogulun =1ven =2
icin yazalim.
@)+ f(1) =3
fF2)+£(2)=3

Buradan f(1) = 1 veya f(1) =2 olabilir. Birinci
durumda birinci denklemden f(2) = 1 elde edilir.
Bu degerler esitliklerini ikisini de saglar. Simdi
tiimevarimla her pozitif tam n icin

f@rn-1)=2n

fn)=2n-1

oldugunu gdsterelim. Tiim n < k degerleri igin
bu egitliklerin saglandigini varsayalim ve n = k +
1 i¢in de dogru oldugunu gosterelim. Kosuldan
agagidaki egitlikleri elde ederiz.

fUfRE+T)) + f(2k+1) =4k +3

f(f(2k+2)) + f2k+2) =4k + 3

f(2k+ 1) < 2k + 1 olursa,
FUfRE+1)+ f(2k+1) <2(2k+1) <4k+3

elde edilir, dolayisyla f(2k + 1) > 2k + 2'dir.
t=f(2k+1)>2k+2olursa, f(t) +t =4k +3
egitliginden f(t) < 2k + 1 elde edilir. Koguldan
FEE)+f)>2t-1>2(2k+2)-1=4k+3
diger taraftan da

fFEB)+f) <f®)+1+2k+1<
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2k+14+14+2k+1=4k+3
elde edilir. Boylece, £(2001)=2002’dir.

Y.245. Iki yaya sabah aym anda , biri A 'dan
B ’ye , digeri B 'den A 'ya sabit hizla yola ¢ikt:.
Ogle saatinde (saat 12 : 00°de) bunlar kargilagtilar
ve yollarina devam ettiler 1. yaya akgam saat 4 :
00’da B ’ye , 2. yaya akgam saat 9 : 00’da A 'ya,
ulagti. Yayalar sabah saat kagcta yola ciktilar?

Coziim. Yayalar saat 2’de yola ¢ikmig olsun.
A’dan ¢kan 1. yayamin hizin u, B’den qikan 2.
yayanin hzim da v ile gdsterelim. Kargilagana
kadar 1. yayann gittigi yol (12 — z)u, 2. yayanin
gittigi yol da (12 — z)v olacak. Bundan sonra, 1.
yaya (12 — z)v uzunlugundaki yolu 4 saatte; 2.
yaya da (12 — z)u uzunlugundaki yolu 9 saatte
gitmigtir. O halde agagidaki denklemler; elde ed-

eriz.
12 —
QR-zp _,
u
12 —;
(12-2)u _
v
Denklemleri taraf-tarafa carparsak, (12 — z)2 =

36, buradan da z = 6 elde ederiz. Boylece yayalar
sabah saat 6’da yola ¢ikmiglar.

SINEMA DUNYASINDAN...

Drama dalinda en iyi film 6diilii (Altin Kiire),
A BEATTIFUL MIND isimli filme verildi ve Os-
kar’a aday gosterildi. Sylvia Nasar’in aym adh
kitabindan uyarlanan filmin konusu, 1994 yilinda
Oyun Teorisinde kullanilan "Nash Denklemleri”
ile Ekonomi Bilimine yapti#1 katkilardan dolay:
Nobel Ekonomi &diilii alan deha matematikci
John Forbes Nashin dramatik hayati. Matematik-
severlere bu filmi izlemelerini ve ayrica, Nash’in
caligmalar1 hakkinda bilgi edinmek icin de ”No-
tices of AMS, volume 45, Number 10, page 1329”
deki yaziy1 okumalarim tavsiye ediyoruz.

YAZARLARA

Dergimiz matematife ilgi duyan herkesi yazar
kadrosuna kabul etmektedir. Yayinlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmas1 diginda, her-
hangi bir kisitlama, yoktur. Fikir vermesi
agisindan gu konulari siralayabiliriz:

* Konu sunuglar.

* Matematiksel diigiincenin degigik alanlardaki
uygulamalarim vurgulayabilecek yazilar.

* Yillardir ¢bziim bekleyerek ya da heniiz
¢Ozlilmemis {inlii problemlerin tanttimi.

* Matematige ilgi duyan ogrencilerin kendi-
lerini agmasina yardima olabilecek problemler.

* Matematiksel kavramlar tarihi ve matem-
atikcilerle ilgili yazilar.

* Daha saghkl bir miifredat programini
olugturmaya yonelik inceleme, elestiri ve alter-
natif Gneriler.

* Matematik diinyasimdan giincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi gibi
biitiinliigli bozmayacak baz degigikliklerle de
yayinlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif iicreti 6demeye elverigli
degildir. Bu nedenle anlayigla kargilanacagimizi
umuyoruz. Génderilecek yazilarin bilgisayar or-
taminda yazilmig olmas: (Latex, Word, Scientific
Work-Place), diizgiin ve tam ciimlelerle, Tiirkge
dilbilgisi kurallarma uyularak yazilmasi, beg say-
fay1 gececek yazilarda bolme noktast belirtilmesi
gerekmektedir.  Yazilar ya bir adet yazicidan
cikmig Grnegi ve bir 3.5 inclik ‘ diskete kayit
edilmig olarak

Matematik Diinyas:
Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,
Matematik Béliimii, 35435
Giilbahge-Urla,iZMiR

adresine posta ile génderilmeli, ya da
mdunyasi@galois.iyte.edu.tr adresine elektronik
posta ile génderilmelidir.
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