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Sedaget Miirvetova 
Nesimi Bolgesi Egitim ~ubesi Matematik Boliimii, Bakii, AZERBAYCAN 

Halide Sad1gova 
247 say1h okul, Nesimi Bolgesi, Bakii, AZERBAYCAN 

1. Giri§ 

Black and blue 

And who knows which is which and who is who 
Up and Down ., 

And in the end it's only round and round and round 

Pink Floyd, "The Dark Si1e 6/ the, Moon" a/biimiinden 

Bir~k bilimsel icatlarm ilgin~ tarih~elere sahip olduklar1 bilinmektedir (A!"§imet'in banyo ya-
parken suyun kald1rma ilkesini bulmas1, Newton'un ba§ma elma dii§mesi ile yer~ekimi kanununu or-
taya ~1karmas1, Kepler'in, §arap fi~1larmm hacminin hesaplanmas1 i9n integrali icat etmesi v.s. gibi). 
Biz bu tarih~elerin ger~ekleri ne kadar yans1tt1gm1 bilmiyoruz, sadece analizin en onemli sonu~lanndan 
olan "Ara Deger Teorimi"nin, ara§tmp sizlere sundugumuz a§ag1daki oykiisiiniin yiizde yiiz ger~ek 
oldugunu soyleyebiliriz! Tarihi ger~eklerin ortaya ~ikar1lmasmda bize yardlmc1 olan Dokuz Eyliil 
Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii ara§tirma gorevlisi Engin Mermut'a te§ekkiir 
ederiz. 

2. Karadeniz'den Fransa'ya · 
Y1l 1801... Reklamlardan etkilenen Temel ve idris karde§ler, ekmekiistii margarini ~ok seviyorlardl. 

Fakat anneleri Fadime hammm, iizerine margarin siirmii§ oldugu kocaman Trabzon ekmegi dilimini 
bir tiirlii payla~anuyorlardl. Qiinkii ekmegi b1~akla tam Y,fl,nya bol~iiklerjnde, birine,daha az·margarin 
geliyordu. Margarin k1S1mlar1 tam e§it olacak §ekilde boldiiklerinde de, ekmek k1sm1 e§it olmuyordu. 
Babalan Dursun Bey "Bu problemi bir matematik~iye soral1m" dedi. Fadime han1m, "Sorarsan sor" 
dedi, "Matematik~ilerin soyledikleri hep dogru ~1kar, ama bu dogrular kimsenin i§ine yaramaz." Dur-
sun Bey, ·anas1 ·ve babas1 ile birlikte Ben de Niz'e1• satt1g1 Diinya'mn2 paras, ile Fransa'nm yolunu 
tuttu. Hava limanmda bir taraftan "Paris, Paris! Hemen kalkiyoruz" diye yolcu arayan, diger taraftan 
da,.elindeki ~ift ekmekten yap1lm!§ sandvi9 bir an once bitirmeye, ~i§an gozliµ<lii birisi dikkatini 
~ekti. Sandvi~ini kimseyle payla§madlgi i~in bit ,problem ya§amayan gozliiklii muavin Dursun Bey'i 
"Engin&Engin&Rough" §irketinin zaman makinesine gotiirdii. Makinenin arkasmda "Allah1m, ben 
niye mutlu olmadlm!" , "Bir sana, bir de sabah uykusuna doyamad1m" gibi kamyon edebiyat1 incileri 
yaz1lm!§t1. i~eriye girinc·e makinenin oniinde '"Bana baba diyebilirsiniz, h~tta babalar1n baba:s, da 
diyebilirsiniz, bunlar da benim e~latl~m sayihr'.' yaz1sllll ve yaz1nm da altmda Siileyman Deniirel'in, 

' J• ' ,. .), I /1 (, I ·•· «. ,.. ! I -r •• ' 
Miisliim Giirses'in ve Orhan Gencebay'm resimlerini1.goi:dii.1 ~u ara4a goriintiilii telefot¥a gorii§en 
§Ofor Engin Baba, gorii§mesini bitirdikten sonra "Patron arad1, bir saat sonra Giilbah~e'de olmam 
gerekiyor. Paris'e ugray1p hemen donelim" dedi. Sonra 'yolculara iyi yolculuklar, boI ijanslar ·ve bol 
tiimleyenler3 dileyerek makineyi ~l§tird1. Dursun Bey yolculuk sirasmda Tiirkiye'deri donen' Fransa 

1Unlii ~arloc1 Ben Deniz'in atalanndan. 
2ilk elden edindi~miz bilgilere gore bu yakmlarda diinyamn ana ve babas1 200 senelik bir aradan sonra yeniden el 

de~~irmi~ir. 
3Modiil Teorisinde bir terimdir: ingilizcesi: amply supplements. 
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heyetiyle tarn§tl. Bunlar Fransa'nm Osmanh Devleti'ne olan borc;larmm ertelenmesi ve kapiitalasyon 
uygulamasmm bir az daha uzatilmas1 ic;in Osmanh padi§ahma ricada bulunmak ic;in Tiirkiye'ye 
gelmi§lerdi ve padi§ahtan olumlu sinyaller aldiklar1 ic;in c;ok mutlu goriiniiyorlard1. Fransa'ya gelince 
hemen Dursun Bey'i en iinlii matematikc;ilerinden Bolzano'ya gotiirdiiler. Bolzano'nun manast1rdaki 
yaz1hanesine girince duvardaki bir yaz1 Dursun Bey'in dikkatini c;ekti: "Tannnm verdiginin be§te 
birini bana ver, tann da bana verdiginin iki 'mislini sana versin." Dursun Bey kisa bir hesaptan sonra 
"Amma da uyaruk, tanrmm verdiginden. %25 komisyon istiyor4" diye dii§iindii ve durumu Bolzano'ya 
anlatt1. 0 da problemin matematik dilinde yorumunu yapti: 

Problem 1. (Ekmekustu Maryann Problemi) Diizlem iizerinde verilen iki smirh bolgenin her 
birinin alarnru tam yar1ya bolen-bir dogru bulunur mu? ,,, ~-, 

' I \ • 

Dursun Bey bundan bir §eY anlamadi, sadece ic;inde: "Bu problem yorumla c;oziilebilseydi Mustafa 
abi'ye5 gotiiriirdiim: ke'ndisi miizikte v'e evlilik komisiln.da ~ok giizel y~rumlar yapru-" dedi. 

\ ' . 
Bolzano once daha basit bir problemi r,;ozmeye karar verdi: 

Problem 2. Diizlem iizerinde verilen s1mrh bir bolgenin alarnm tam yanya bolen bir dogru bu-
lunur mu? 

Bunu :Pursun Bey'e sordu: 
- Sadece ekmek dilimi olsaydi ne yapardimz? 
- Bundan kolay ne var ki?! B1c;ag1 ekmek dilimi iizerinde yava§ yaVa§ kaydinnz, ekmek tam yanya 

boliindiigii anda keseriz. 
Bundan sonra Dursun Bey Trabzon'a dondii. Bolzano da onun bu fikrini genelle§tirerek a§agidaki 

teoremi verdi. 

• ~- ,· t.... * 

Teorem 1. (Ara Deger Teoremi) Bir siirekli fonksiyon ald1gi iki deger arasmdaki tiim degerleri 
al1r. ,. 

Ba§ka bir deyi§le, f(x) fonksiyonu [a, b] aral1gmda siirekli ise, f(a) ile f(b) arasmdaki her c sayis1 
ic;in,f(x0) = c _ol~ak §ekilde en .az bir, x0 ,E [a, b] bulunur. .. 'i , .• , _ , . 

Siirekli 'fonksiyon kavramimn ciddi tan1m1 ve bu teoremin karnt1 analiz kitaplarmda bulunur 
(ornegin, [l], [2]), biz sadece teoremin (kan1tm degil) grafik iizerinde ac;1klamaslll1 veriyoruz. Gene; 
okurlanm1za Ara Deger Teoremi'nin kitaplar?c!ki is~ap1~ ~celemelerini tavsiye ediyoruz. Siirekli 
fonksiyon, kabaca, · degi§kenin c;ok az bir degi§iniinde, c;ok az degi§en fonksiyondur; grafigi, kalemi 
kag1ttan ay1tmadan c;izilebilir bir fonksiyon olarak dii§iiniilebilir (gerc;i birc;ok siirekli fonksiyonlann 
grafigini c;izmek bile imkans1zdi~, ama §imdilik bu konuya girmeyelim). : • _ · · · 

A§agidaki ($ekil 1) her iki grafikten de goriildiigij gibi- (a, f(a)) ve (b, /(b)) noktalanndan .biri y = c 
dogrusunun alt tarafmda, dig~ri de iist tar~mda bulundugimdflll bu noktalan birle§tiren egri (y = 
f(x) fonksiyonumin grafigi) y = c dogrusunu bir (xo, /(x0)) = (x0 , c) noktasmda kesecek ve boylece 
/(xo) = c olacakt1r. , 

4Neden %20 de~l de %25 oldugunu dii§iiniin! 
5Unlii tiirkiicii Mustafa Topaloglunun atalanndan . 
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f(b) •••••• 

f(a) •j 1 

$ekil 1 

Problem 2'ye gelince, alam A olan smuh bolgeyi_ xy diizlemine yerl~tirelim. Bolge x = a ve 
x = b dogrulan arasmda kalacak §ekilde, a ve b sayilarllli alalun. Her d E [a, b] i~in bolgenin x = d 
dogrusundap .solda kalan kisip.1run alamm f(d) . ile gosterelim,, 0 halde f(x) siirekli bir fonksiyon 
olacaktir (p~1 bolgenin smirl~ lllin diizgiin oldugunu kabul edecegiz,, ger9 "diizgiin" kelimesinin de 
ciddi tan1inlanmas1 gerekmektedir6). · 

~J 1,. ' 

.. 
$ekil 2a $ekil 2b 

. ' 1 1i-~ .. 'l .; 

$ekil 2'de f(x) taral1 alan1 gostermektedir. f(a) = 0 ve f(b) = A oldugundan, 0 < 4 < A i9n 
J(x0 ) = 4 olacak §ekilde bir xo E (a, b) bulun~. Boyl~ce x = x0 dogrusu bolgenin a1.arun1 tam yar1ya 
bolecektir. · . . : ., ,· : , • i · ' ·' ' 

Problem 2'de koordinat sistemini istedigimiz §ekilde s~ebilecegimiz i9n a§ag1daki onermenin 
dogru oldugunu soyleyebiliriz. 

••.!.· 

Onerme. Diizlem iizerinde bir bolge ve bk l dogrusu verilm~se, bolgenin ~arum yanya bolen ve 
l'ye paralel olan bir 11 dogrusu ·bulunur. 

I $imdi Probl~ l 'e do~elim. ' Diizlem iizerinde. ;P 1y~. Q ~o.lgeleri verilm~§ olsipi. Bir a3 vektorii 
alal~. vektoriine paralel ol~ ve P'nin alanw fa.m yar1y~ bqlen bir lo dogrusu bulunur. Q 
bolgesinin 10 dogrusundan soldaki (aq vektorii yoniinde .bakt1gim1zd~) k1Sm1iun aiam Ao olsun. £i3 
vektoriinii O ~S1 kadar saat yoniine ters yonde dondiirerek elde ettigimiz vektorii ile gosterelim. 
P'nin alan1m tam yanya bolen ve ~• vektoriine paralel olan bir la dogrusu bulunacak. Q bolgesinin 
la dogrusundah solda kalan k1Sm1mn ($ekil 3'deki taral1 bolgenin) alanm1 Aa ile gosterelim. 

$imdi· her a (;; (0, 1r] i9n f(a) = A~ olarak tamml~arak. edil~n'. f fonk~iy9nunun; a a<;1s1m!1 
ufak bir degi§imi durumunda az bir degi§ime ugrayacagim goriiriiz, yani f siirekli bir fonksiyon-
dur. Q bolgesinin alan1 A ise, f(1r), Q bolgesinin taral1 olmayan k1Sm1mn alanma e§it olacak, yani 
f(1r) = A - Ao'du. 0 halde Ao .:5: 4- :5: A - Ao veya A - Ao ::;; 4 :5: Ao olacak ve Ara Deger Teore-
minden /(ao) = 4 saglanacak §ekilde bir a 0 E (0, 1r] bulunacak. Buda la,0 dogrusunun Q bolgesinin 
alamm tam yar1ya bolecegi anlamma gelir. 

6 0me~n siirekli kapah bir egri diizgiin sayilabilir 
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· $ekil 3 

3. Sabit Nokta Teoremi, Derecesi Tek Olan Polinomlar ve BB§ka Uygulamalar 
~un . .J :-- A A bir fonksiyon olsun. Bir a E A ic;in /(a) = a ise, a'ya / fonksiyonunun 

sabit noktas1 denir. Baz1 A kiimeleri ve f,fonksiyonlart ic;in en•az -bir sabit Iioktanm var olmas1 
gosterilebilir, bu da matematikte bir~ok problemin' c;oziimiinde rol oynuyor. Boyle durumlardan biri 
a§agida verilmi§tir. 

Teorem 2 (Sabit Nol.ta Teoremi). Her a <·b sayilan ic;in her siirekli /: [a,b] [a,b] fonksi-
yonunun en az bir sabit noktas1 bulunur. 

' 
Kamt. f(x) siirekli oldugundan g(x) = f(x) - x §eklinde tarumlanan g : [a, b] R fonksiyonu 

da siireklidir. a::; /(a) ::; b ve a::; f(b) ::; b oldugundan, g(a) = /(a) - a~ 0 ve g(b) = f(b) - b::; 0 
d1r. Ara Deger Teoreminden g(x0 ) = 0 olacak §ekilde bir x0 E [a, b] bulunur. 0 halde /(xo) = xo'dir, 
yani xo bir sabit noktadir. · 

Not 1. (a, b) ac;ik aral1klan ic;in Sabit Nokta Teorerni gec;erli degildir. 'Ornegin f(x) = I §eklinde 
tarurnlanan siirekli / : (0, 1) (0, 1) fonksiyonunun sabit noktas1 bulunrnarnaktadir, c;iinkii her 
xE (0,1) ic;in J ix•~. · : ·, . · · 

'' ' t t' ,) 

. Not ·2. Sabit Nokta Teorami ~pall daire,)ii~~ ve genE;µµc rei~n de (n .:... 1) boyutlu kapal1 kiire 
ic;in de dogrudur, fakat bunlar ic;in bilinen karu'tlar ~!'lbi,rsel t'opoloji bilgilerine dayanmaktadir. · 

' ' ' ' . I(, i ) ' ' -} 1, , ' l .' 

Ara Deger Teoremi~n. bir b~ka l!Ygularn¥1 da gerc;e} kat~yih ~ek derecede;i ~olino*la ilgilidir. 
,,' )l ,_, ., ' 

'feorem 3. Katsayilar1 gerc;el s/!y1lar olan ve derecesi tek olan her polirlo~un en .bir gerc;el 
kokii bulunur. (11 

Karut. p(x) = anxn + a~_1xn-l + ... ' + ao, n tek bir pozitif tarnsayi·ve tiim a;'ler (i = 1, 2, ... , n) 
gerc;el say1lar olsun. · an > 0 oldugunu varsayahm (an < 10. durumu benzer §ekilde incelenir). x 
degi§keni oo'a giderken, xn say1S1 xn-l, ... , x e gore c;ok daha h1zh biiyiidiigiinden, yeterince biiyiik 
bir b say1S1 ic;in p(b) sayis1 anxn, ile ayru i§arete ,,sahip olacak, yani -p(b) > 0 olacaktir. Ayru §ekilde, 
n tek say1 oldugundan yeterince kiic;iik (mutlak degen;e biiyiik) bir a sayun ic;in p(a) .< 0 olacak. 0 
halde Ara Deger Teorerninden p( Xo) = 0 olacak §ekilde bir Xo E ( a, b) bul unacak, yani x0 say1s1 p( x) 
polinomunun bir kokiidiir. 

I \t. 

$imdi Ara Deger Teoremµtln ba§ka bir geornetri problemine uygulamasm1 verelim. 
• , ,, l l 1'.' . 

I • 1, •t 11 j4 '· 

Tamm. Diizlem iizerinde verilen bir Q bolgesi bir P , g)kgeninin ic;erisinde ise ve P ·c;okgeninin 
tum kenarlanrun Q bolgesi ile en az bir ortak noktas1 bulunuyorsa, P c;okgenine Q bolgesinin c;evrel 
c;okgeni diyecegiz (§ekil 4) 
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p 

$ckil 4 

Problem 3. Diizlem iizerindeki her bolgenin bir i;evrel karesi bulunur mu? 

Qoziim. Bir a3 vektorii alahm. Oteleme yardmuyla lf3 vektoriine paralel olan, Q bolgesi ile ortak 
noktalar1 bulunan ve Q bo,lgesini aralarma alan iki lo ve mo dogrulanru bulabiliriz (§ekil 5) 

"· 
n, 

\ m, 
B, c, 

$ekll5 

Aym §ekilde i'f3 vektoriine dik olan, Q ile ortak noktalar1 bulunan ve Q; :t?olgesini aralarma alan 
iki ko ve no dogrulan bulunur. Boylece Q bolgesinin bir r,;evrel AoB0C0 D0 dikdortgeni bulunur. 
Problem l'in r,;oziimiindeki gibi a3 vektoriinii a ar,;1s1 kadar dondiirerek elde ettigi.Jniz vektorii a;t ile 
gosterelim. i'f3 yerine Oct ald1gumzda elde ettigimiz r,;~vrel dikdortgeni AaBaC~Da ile gosterelim. Her 
a E [O, ¥] ir,;in /(a) = IAaBal - · IBaCal alarak siirekli bir / : [O, i] R fonksiyonu elde ederiz. 
A,,_ = B0 ; Ba. = C0 ; Ca. = Do oldugundan /(:!!.2 ) = IBoCol - lCoDol = -/(0) elde ederiz. Dolay1S1yla 

2 2 2 
ya /(i) $ O $ /(O) ya da /(0) $ 0 $ /(i)'dir. 0 halde Ara Deger Teoreminden /(ao) = 0 ola-
cak §ekilde bir ao E [O, i] bulunur. Bu durumda IAa0 Ba0 I = IBa0 Ca0 I oldugu ortaya r,;1kar. Yani 
Aa0 Ba0 Ca0 Da0 dikdortgeni Q bolgesinin bir r,;evrel karesi olur. 

V. TUBiTAK Matematik Olimpiyadl birinci .a§affia smavmda (1997) r,;1km1§ olan a§ag1daki soru-
nun r,;oziimiinde Ara Deger Teoremi kullarulmaktadlr: 

Soru. · x3 - 7x + 1 = 0 denkleininin varsa, pozitif koklerinin (r,;arpma i§leinine gore) terslerinin 
toplamm1 S ile gosterirsek, a§agidakilerden hangisi dogrudur? 

A) J/ < S < 7 B) 7 < S < ¥- C)S = 7 D)Denklemin pozitif kokii yoktur. E)Hir,;biri 

Qoziim. Vieta Teoreininden koklerin r,;arp1m1 -1, toplam1 O oldu~ndan, var11a lkl pozitif, bir 
negatif kok bulunur. p(x) = x3 - 7x + 1 polinomu ir,;in p(O) > 0, p(l) < O; p(3) > O; p(-3) < 0, 
p(-2) > 0 oldugundan Ara Deger Teoreminden dolayi (0, 1); (1, 3); (-3, -2) arahldMinda hirer kok 
bulunur. Kokleri X1 < X2 < X3 ile gosterirsek, 
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S = _!_ + _!_ = X1X3 + X1X2 = 7 - X2X3 = 7 + -1 
X2 X3 X1X2X3 . ·· X1X2X3 -1 X1 

elde ederiz. x1 < -2 oldugundan, 7 < 7 - ;, < ¥, elde edilir. Cevap B §lkludir. 

4. Ekmekiistii Margarin Probleminin Son C,::ozilmii 

Dursun Bey Fransa'dan gelen ~oziime ilk once sevindiyse de, Fadime hanimm hakh oldugunu 
anlad1, ~iinkii sadece ~oziimiin varhgi kanitlanrm§t1, ~oziimiin mun! bulunacagi ise gosterilmiyordu. 
Dursun Bey ve ~ocuklan, iizerine margarin siiriilmii§ olan ekmek dilimini ahp, Nasreddin Hocaya 
giderek durumu anlatt1. Hoca herkesin hakh oldugunu belirttikten sonra b1~gi Temel'e verip ekmegi 
iki e§it par~ya bolmesini istedi. Sonra idris'ten bu par~alardan birisini s~mesini istedi. Diger par~yi 
da .Temel'e verdi. Boyle olunca Temel dagitrmdan memnun kalmadigim soyleyemedi, ~iinkii se<;imi 
kendisi yaprm§t1. Boylece karde§lerin uzun sµren (ekmek) kavgas1 sona ~rmi§ oldu. 

5. All§tumalar 

1. Problem 1 'in ~oziimiindeki P ve Q bolgeleri paralelkenar §eklinde ise, la dogrusu hakkmda ne 
soylenebilir? . · , · 

2. <;ember iizerinde bulunan ve ~emberin merkezine gore birbirine simetrik olan iki noktaya 
karf• noktalar diyelim. Her an diinya ekvatoru iizerinde, s1cakhklarm aym oldugu iki kar§1 nokta 
bulundugunu gosteriniz. 

3. Diizlem iizerindeki bir bolgeyi, alanlan birbirine eliit dort par~ya ayiran ve birbirine dik olan 
iki dogru bulundugunu gosteriniz. 

(ipucu: Bolgenin alanrm yanya bolen bir l .dogrusu ve buna dik olup boliinmii§ alanlardan birini 
yanya bolen m dogrusu alarak, Problem l'in ¢ziimiindeki gibi dogrulan 1r ~181 kadar dondiiriiniiz). 

4. · •Diizlem iizerindeki bir bolgenin hem alanm1, hem de ~evresini yar1ya boien bir dogru bu-
lundugunu gosteriniz. 

5. Diiz olmayan bir zemin iizerindeki dort ayakl1 tabure dondiiriilerek tiim ayaklarrmn yere 
oturmas1 saglanabilir. Kan1tlay1mz. (Bunu mutfaktaki tabureniz iizerinde deneyebilirsiniz). 

6. R ger~el sayilar kiimesi olmak iizere siirekli bir / : R R fonksiyonu i~in / ( x) = x denkleminin 
~oziimii 'yoksa J(f(x)) = x denkleminin de ~oziimiiniin bulunmad1gm1 gosteriniz. 

(ipucu: g(x) = J(x) - x fonksiyonuna Ara Deger Teoremini uygulaym1z.) 
,·. I . t 

, 7. D = {(x,y) E R 2 lx2 + y2 < 1} ~k dairesi i~in Sabit Nokta Teo:eminin g~erli olmadigim, 
ya.qi her x E D i~in J(x) f:. ,x olacak §ekilde siirekli bir / : D D fonksiyonunun bulundugunu 
gosteriniz. 

8. Diizlem iizerindeki her bolgenin, dar ~s1 30° olan e§kenar dortgenden olU§an bir ~evrel ~okgeni 
bulundugunu gosteriniz. 
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(1) Chinn W.G., Steenrod N.E: First Concepts of Topology, New York, 1965. 
(2) Spivak: Calculus, M EB V yaymlar1, 1997. 
(3) Edwards &Penney: Matematik Analiz ve Analitik Geometri, Qeviri:Omer Akm,2001. 
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Bu yaz1y1a am~lanan ikinci <;e§it Stirling sayilarrn1 tarutmakt1r. Dolayis1yla, bir taklm yeni 
sonU<;lardan bahsetmektense, Stirling sayilarmrn <;e§itli konularda nasil ortaya <;1kt1gm1 veriyoruz. 
Yaz1da bahsedilen tiim sonu<;lar kaynaklarda verilen kitaplardan bulunabilir. Bu say1lar i<;in, Fi-
bonacci sayilan gibi bir cemiyeti, ya da bilimsel bir dergisi (Fibonacci Quarterly) olmasa da, kom-
binatorik analiz ve sayisal analiz gibi degi§ik alanlarda kar§umza 9kar. ikinci <;e§it Stirling S(n, k) 
say1s1 §6yle tanimlarut: n-elemanh bir kiimenin k par<;ah boliintiilerinin sayis1. Bir X kiimesinin 
boliintiisii, X 1 , X 2 , ... , x,. par<;alanndan olu§an oyle altkiimeler toplulugudur ki X 'in her eleman1 bu 
altkiimelerin sadece birinde yer alir: 

Bir ornek verecek olursak; A = { a, b, c, d} dort elemanh bir kiime ve k = 2 par<;a, i<;in boliintiiler 
§6yledir: 

{{a,b},{c,d}};{{a,c},{b,d}};{{a,d},{b,c}};{{a,b,c},{d}}; 

{{a,b,d},{c}};{{a,c,d},{b}};{{a},{b,c,d}}. 

Yani S(4,2) = 7. Buna benzer ozel sayilar i<;in bir rekurans bagmt1 bulmak, pratik hesaplamalar i<;in 
olduk<;a onemlidir. Bu i§lem genelde, kiimenin bir elemanm1 ayirarak geri kalanlan benzer bi<;imde 
saymayla ifade edilir. Yukar1daki ornekte d elemaruru boliintiilerden atarsak geriye kalanlar arasmda 
S(4, 2) = S(3, 1) + 2S(3, 2) oldugunu goriiriiz. 

Teorem 1. 

S(n,k) = S(n- l,k- l) + kS(n- l,k), 1 $ k $ n- l. (1) 

ispat. X, n-elemanl1 bir kiime, S(n,k) da k par<;ah boliintiilerinin sayis1 olsun. Ozel durumlar 
i<;in, n > 0 iken S(n, 0) = 0, S(n, 1) = 1, S(n, n) = l, (s1ras1yla, bO§ olmayan kiimenin bo§ kiime 
boliintiileri, kiimenin kendisi ve elemanlarmm teker teker yazilmas1) oldugu ~lktir. x E X olsun. 
Her boliintii §U iki ozellikten yalmzca birini saglar. (i) {x} bir par<;a olarak yer alir, (ii) x telc ba§ma 
degil de, yarunda ba§ka elemanlar da vardir. Birinci durumu saymak basit goriiniiyor. Qiinkii X\ { x} 
kiimesini goz oniine ahrsak, eleman sayimiz bir azaldi, n - l oldu ve par<;a sayis1 da bir azaldi, k - l. 
Dolayis1yla S(n - l,k- l) tane (i) durumda boliintii var. Digerini saymak biraz daha problemli. (ii) 
durumunda X'in bir P boliintiisiindeki par<;alar X1, X2 , ••• , X,. olsun. Buradan x elemaruru atmak 
(j, P') gibi bir ikili belirlemek demektir. Oyleki P', X\ { x} kiimesinin bir boliintiisii olur. Yani n - l 
elemanh X\{x} kiimesinin P' boliintiisii {X1,X2 , ... ,X;\{x},X;+1 , ..• ,X,.} bi<;imindedir. Burada 
j, k farkh deger alabilir ve par<;a sayis1 degi§mediginden P gibi kS(n-l, k) tane boliintii vard1r. Yani, 
kS(n - l, k) tane (ii) tiiriinden boliintii oldugu bulunur. Boylece (1) ispatlanml§ olur. Yukandaki 
rekurans bagmt1smdan yararlanarak a§ag1daki tabloyu olll§turabiliriz. 
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Tablo 1. ikinci c;eiJit Stirling saytlan 

S(n,k) .j. k = 1 k=2 k=3 k=4 k=5 
n=l 1 
n=2 1 1 
n=3 1 3 1 
n=4 1 7 6 1 
n=5 1 15 25 10 1 

Okuyucu S(n, 2) = 2n-1 - 1, S(n, n. - 1) = (;) oldugunu bir~ yolla gosterebilir. Yine tablodan 
gorilldiigii gibi her sabit n i~in, k degi§tik<_;e ' S(n, k) say1larmm diizgiin bir 11ekilde art1p bir tepeye 
ul31jt1klan ve diizgiin bi<_;imde azald1klan goriiliiyor. Bir bal}ka soyleyil}le dizinin 11ekli haklonda bilgi 
veriyor. Bu tiir diziler olduk<_;a s1k karl}iIDlza <_;1kar. ao,a1, .. ,,an dizisinde ao :5 a1 :5 · ·· :5 a,.= 
'' .' = a. · • · an-1 an, saglayan r, 8 indisleri varsa, bu diziye tektepe1 (unimodal ing.) dizi 
diyecegiz. En tarucW<lan binom sayilandrr. Binom sayilarmm ardll}lk terimlerinin orarum 

1 ile kar111lal}tmrsak, bu saytlann t~e'pe dizi olduklan gorilliir. Genelde bu ,ozel~~ gosterm~ boyle 
kolayca olmaz. Bu tiir problemlere el atmanm bir yolu, diziyi ureten fonksiyonun koklerini incele-
mektir. ao,a1, ... ,an,· .. sonsuz bir1dizi' olsun. Bu~dizinin ·iireteµ. fonsiyonu f(x) = E::0 0nxn gibi 
bir seridir. Fibonacci sayalannm iireten fonsiyonunti bulma ornegi ile bal}layallm. Fibonacci sayilar1, 
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... 

ln+i = In + ,ln.:..1, , lo= 0,/i =_l, n 'i' (2) 
rekurans bagmt1s1 ile hesaplamr. l(x) = E':,;,0 /Lxn· veren·• bir l(x) fonksiyonunu bulmak i<_;in (??) 
ifadesini xn ile <_;arpal1m ve n 1 den itibar(,!n ~oplayalrm. Sol tarafi, 

\ ·,I •,\ If. , 1· ' 

' ·, !: 2 ,., :\> .. l •;(I( .,) ,\ )' 2X+ 3X +·· : =- X -X, 
(,, I•~ I ,z , ~~'!\ \ ' ' \ 

sagv tar, afi ise .'i':'• 
' l,· , 00 ' 00 ' l · 11 

'\ :E lnxn + L ln-1Xn = ·l(x) + xf (x) . 
• 1 ~ • 1n=1 '1 n=l ,. ' ' , . 

Son iki denklemi el}itlersek, Fioonacci' siytlanrun iireten fonksiyonunu . 
X 

!(x) = 1 - x - x2 

' ' 
olarak elde ederiz. Bu ifade pek fazla birl}ey anlat1yormUI} gibi goriinmiiyor. Kesirli fonksiyon bi<_;imine 
getirelim. ' · 

X , _ •
1

.2_ ( 1 _ 1 ) D± = 1 ±
2
.,/5. 

1-x-x2 - ../5 (1-g+x) (l-g_x) ' 

Denklemin sag tarafiru seriye: ac;arsak 

I I 

1 Engin Mermut tarafmdan onerilen kelime . 
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f n terimini 

In= Js{ (1+/5r-(1-/5r}, n=o,1,2, . .. 

olarak buluruz. Metod iizerinde diger aynnt1lar ii;in bakm1z Wilf [6] . Stirling say1larmm rekurans 
denklemine (??) bakarsak durum biraz daha kar1§1k. Hem n, hem de k degi§mekmektedir. Ureten 
fonksiyonu i!,in muhtemel adaylar §Unlard1r: 

(X) (X) 

An(x) = LS(n,k)xk, Bk(x) = LS(n,k)xn. 
k=O n=O 

Daha !,Ok An(x) ile ilgilenecegiz. Ancak, Bk(x) in elde edili§i de olduk!,a ilgin!,tir. Wilf [6] klsaca 
§(iyle yapar. Rekurans denklemi (??) xn ile !,arp1p, kayd!rahm. Bulunan ifadeyi, par!,311 kesir olarak 
yazm. Her terimi seriye 3!,tiktan sonra elde edilen ifadenin xn Ii teriminin katsay1s1 

k n 
S(n,k) = L(-it-r '(; _ )I ' 

r=I r. r. 
(3) 

Bu ifadeyi k!/k! ile !.afparsak 

(4) 

bulunur. $imdi, k = n ahrsak 

~(-l)n-r(;)rn = n! (5) 

gibi olduk!,a etkileyici bir ozde§lik kar§1ffilza !,Ikar. Bu ozde§lik Kaderoglu [4] te "n + 1 tane ardl§ik 
dogal saymm n'ninci kuvvetlerinin n'ninci farklar1 n! e§ittir" teoremi olarak verilmi§tir. S(n, k)' 
nin ba§ka bir yorumu da, (??) ifadesinin n-elemanh bir kiimeden k-elamanh bir kiimeye olu§turulan 
orten fonksiyonlarm say1S1dlr (n tane eleman, k tane ozde§ kutuya dagit1hyor, hi!,bir kutu bo§ kalma-
mak ko§uluyla), baklmz Grimaldi [3], Brualdi [2) de Dahil-Hari!, Kural1 (Principle of Inclusion and 
Exclusion, ing.) interpolasyon tekniklerine a§ina olan okuyucuya (??) tan1dlk gelecektir. Bir f(x) 
fonksiyonunun, x0 , x1, ... , Xn 'deki n+ 1 farkh degeri verilsin. n'inci dereceden interpolasyon polinomu 
Pn(x), Pn(x;) = f(x,), i = 0, 1, . . . , n saglar. Bu ise Newton formunda 

n 
Pn(x) = Lf[xo, , .. ,xk]wk(x) (6) 

k=O 

olarak bilinir. Baklmz Phillips [5). Burada 

{ 
1 k = 0, 

wk(x) = (x - x0 )(x - xi) .. · (x - Xk-il, 1 :5 k :5 n 

ve 
/[xo) = J (xo), 

boliinmii§ farklar olarak tan1mlan1r. interpolasyon noktalar1 e§it aral1kh ise, Xk = Xo + kh, h ad1m 
61!,iisii, x

0 
ba§lang1~ noktas1, yukar1daki (??) ozel bir ha! al1r. /(xH1) - f(xk) = Af(xk) yazal1m. A 

ileri farklar operatoriidiir. Boliinmii§ farklarm rekurans bagmt1s1 da 

I 

l . ' 



H
alil O

rm
; 

ileri farklar bagm
t1S1 olur. B

unu kullanarak 

t::,.k f(xo) 
f[xo, ... , x,.] = 

kl h,. 

11 

(7) 

elde ederiz. 
D

ogrulugunu tiim
ev-a.runla gerr;ekle§tirebilecegim

iz, ileri farklar operatoriinii ar;1k bir 
§ekilde yazabiliriz 

t::,.k f(xo) = "f)-1),..:_r G) f(xr)-
r=

O
 

(8) 

~im
di, f(x) = xn ve Xr = r, r = 0, 1, ... , k ir;in, (??), (??) ve (??) kullanarak 

S(n, k) = f[O, 1, ... , k], 
f(x) = xn 

bulunabilir. interpolasyon operatorii polinom
lar uzaym

da bir yansitm
a operatoru oldugundan, (bakm

1 
Phillips [5], interpolasyon hata form

iiliinii kullanm
) yani f bir polinom

sa f(x) = Pn(x), §U sonucu 
<;1karabiliriz: 

T
eorem

 2. 
n 

xn = L S(n, k) x(x -
1) •; • (x -

(k -
1)). 

(9) 
k=O

 

G
oriildiigii gibi S(n, k) ir;in, yeni bir-

iireten fonksiyon bulduk. 
B

u, tabiki tiim
evarunla da ispat-

lanabilir. 
(Sol taraf1 x ile <;arparken, sag tarafi (x -

k + k) ile r;arpm
.) 

S(n, k)'yi n x n 
alt 

ii<;gen m
atrisin elem

anlan olarak dii§iiniirsek, bu m
atris .bize [x, x 2, ... , xn] m

olinom
lar bazm

dan, 
[x,x(x -

1), ... ,x(x -
1) · · · (x -

(n -1
))) bazm

a ge<;i§ m
atrisini tem

sil eder. A
ncak hala S(n, k) nin 

tektepe dizi oldtigunu gosterm
e yolunda ip ucu elde etm

i§ d1;1giliz. B
unun i<;in daha kilvvetli bir ozellige 

ihtiyac1m
1z var, logaritm

ik ir;biikey, iog ii;biikey. O
nce bir'.>fonksiyom

.in i<;biikeyligi ile b~layal1m
. R

eel 
f fonksiyonunda her x' < y i<;in f((x + y)/2) 

(J(x) + f(y))/2 saglan1yorsa j' ye i<;biikey denir. 
G

eom
etrik olarak, f fonksiyonu iizerinde iki noktay1 birle§tiren' <;izgi o arahkta f fonsiyonunun her 

zam
an altm

da kahr. B
enzer ,bir;im

de, Co, C1, ... , Cn pozitif sayil~ndan olu§afi bir dizi 
. 

. 

(logc,._1 + logck+i)/2 
loge,. 

saghyorsa log ic;biikey denir. B
u tan1m

m
 her iki tarafim

 iistel fonksiyona c;evirirsek §U
lla denktir: 

Ck-1Ck+1 
c
t 

k = 1,2, ... ,n -1
. 

E
ger bir dizi tektepe degilse, Cr-1 > C

r < Cr+1 gibi ard1§1k terim
leri vard1r. B

uradan goriildiigii gibi 
Co, c1 , ... , Cn dizisi log ic;biikey olam

az. 0 halde, Co, c1, ... , Cn dizisi log ii;biikey ise tektepedir. 
T

eorem
 3. p(x) =C

o+ c1x + c2x 2 + · · · + enxn, tum
 kokleri reel ve negati/ olan bir polinom

 olsun. 
0 halde, Co, c

1 , •
.. , Cn dizisi log ii;biikeydir. 

O
ziinde R

olle Teorem
i'ni polinom

lar ic;in ard arda kullanarak elde edilen sonuc; oldukc;a kuvvetli, 
c;arp1c1 giizellikte. B

akm
1z W

ilf (6]. B
unu kullanarak S(n, k)'m

n tektepe dizisi oldugunu ispatlam
ak 

ic;in, iireten fonsiyonun __ koklerinin reel ve negatif oldugunu gosterm
em

iz gerekiyor. B
unun ic,;in A

n(x)'i 
ve (??) kullanacagiz. O

nce D
.,An(x) bakal1m

, D
 diferansiyel operatorii, 

0
0

 

D
.,An(x) = L kS(n -1

, k)x,._
1 _ 

k=
l 
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Sabit n > 0 alahm ve (??)'i x" ile c;arp1p k degi§keninden toplayahm. $u ifade c;1kar; 

00 00 

An(x) L S(n - 1, k - l)x" + L kS(n - 1, k)x" 
k=l k=l 

= xAn-1 (x) + xDzAn-1 (x), Ao(x) = 1. 

(??)'u kullanarak An(x)'i birka<; ad1m hesaplayal1m. 

A1(x)=x, A2(x)=x+x2, A3 (x)=x+3x2 +x3
, ... 

(??)'u diizenleyip e"' ile c;arp1mmm sonucunu §Oyle yazabiliriz 

e"' An(x) = x(e"' An-1(x))' 

Halil Orur; 

(10) 

(11) 

Tiimevanmla, her n = 1, 2, ... , i<;in e"' An(x) fonksiyonunun n tane reel, negatif (x = 0 hari<;) farkh 
kokiiniin oldugunu gosterecegiz. Bunun, n - 1 i<;in dogru oldugunu var sayahm. Temel analizden 
hat1rlayacag1m1z Rolle Teoremi (e"' An-I (x))' fonsiyonunun n - 2 tane kokiiniin oldugunu verir. x 
ile c;arpilmas1 sonucunda, e"' An(x) koklerinin say1s1 n - 1 oldu. ~on bir tane ise §U gozlemle ortaya 
<;ikar. e"' An-1 (x) fonksiyonu, An-i(x) bir polinom oldugu i<;in, x -oo gittik<;e sifira dogru yakla§ir, 
e"' An-1 (x) 0. Yine Rolle Teoremi'nden e"' An-I (x) fonksiyonunun en solunda yer alan kokiiniin 
solunda bir tane kok vardir diyebiliriz. :Qoylece e"' An(x) nin n tane kokiinii bulduk. $imdi §U sonucu 
soyleyebiliriz. . 

S(n, k) saydan log i~bukey, dol.ayisiyla tektepedir. 

Son olarak ,:reorem 3' ii tartl§ahm. (?nee , l_lolle Teore~i 'ni ~t1~~ayahm. f ( x) fonksiyonu siirekli ve 
(a,b) arahgmda difera,nsiyallenebilir 0¥1,u~. Eger f(a) = f(b) ise a< .t < b gibi bir yerde f'(t) = 0. 
f'yi n'inci dereceden tiL111 kokleri reiil olan bir poliriom alal1m. Rolle Teoremi' ni art arda uygularsak, 
f' nin tiirevlerinin kokleri de reel ~imas1 ge~ekir. Eger Xo da i ~arie, <;ak!§ik kok varsa, f'(x) = 
(x - x

0
)m-1g(x) bi<;iminde yaz1labilir ve g(x) in kokleri de reeldir. Bir' ba§ka gozlem de §Udur: 

gibi tiim kokleri reel, bir polinom olsun. Bunu 
X 

t= -
y 

(12) 

§ekline getirebiliriz. Yani, kokleri x/y 'bi<;imindedir. Yukar1daki gibi f(x, y)' nin tiirevlenmelerinden 
elde edilen g(x, y) polinomunun· kokleri de reeldir. Tum bunlardan sonra (??) 'de f (x, y) 'ye D';' n~-m-
diferansiyel operatoriinii uygulayallfil. $u ii<; terim geriye kal1r 

(m+2)! 2 Cn-m-2(n-m-2)! 2 x +Cn-m-1(n .-m-l)!(m+l)!xy+ . 

1 
(n...:. m)! 2 

Cn-mm. 2 Y • 

Bu ifadeyi (n - m - l)!(m + 1) • · •3'e boliimiinden 

m+2 2 n-m 2 
Cn-m-2 l X + Cn-m-12xy + Cn-m--1 Y n-m- m+ 

I J 
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bulunur. Son~1karchgim1zifadedeci = (;)Pi yazal~~.~C>TA ,·1F >T'·!U-IJ-1'l.]lf0:i,) J.l.T}[.,1~n 

( 
n ) m+2 2 ( _n ') r,l~J•.lu,n·iil- .«·1r.~;1YJ{r•11J 

n -m-2 n -m - IP.ri,.;.m-.±~f!:.;,+., ·k'..:: ;,.;,, _: i i Pn.,.:,1'1i--,1,~-h , · .i• .. :· .;,r,:,w , 
H!!-ASi i;i1 _: .1>:!ii!.,;, •i1rr:"•i1:ll1 .1,:1, :.:~1,- 1• -~ l; -·~ 

-------- -· (n m}~~ ~Pn-mY
2

· 

Sadel~tirmeleri yapahinri':•;;J .. i.~,l:1i,:;:,! 11/~l(J 'Iff·f ·,!xTi:'-!il-1,;,1 1·ni-iwv I;,,,,;·:··,•;" !.,c, i,; 
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FRAKTAL GEOMETRI'DEN BiR KESiT 
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Matematiksel gerc;ekler veya dogrularm niteliginde var olan kesinligin oziinde aksiyomatik yap1lar 
vardir. Oklit geometrisi, matematik tarihinde bunun onde gelen ornegidir. Matematiksel dogrularm, 
c;1karttlmu~ olduklar1 postulatlara bagh olmas1 kO§ullu bir dogrulugu gerektirmektedir. Hiperbolik, 
eliptik ve Riemann 'm kurdugu Oklitc;i olmayan geometriler ise matematikte postulatlarm dogrulugu 
ileri siiriilerek i§e b8.§lanmad1gm1 bizlere gosterdi. Evrenin yap1sm1 tanimlamada kullantlan geometri 
kuranu, eliptik geometrinin bir genellemesi olabilir. Riemann bumi soyut matematik aractl1giyla 
olU§turmU§tu. Fakat bu Einstein ic;in bir sure sonra gorecelik kurammm kurulmasmda kavramsal bir 
arac; olmU§tu. 
1924'de Va!§ova'da diinyaya gelen matematik<;i Benoit Mandelbrot (gerc;i baz1 matematik<;iler onun 
ic;in "0 bizden degildir" diyorlarsa da biz bu yargiyi bilim tarihc;ilerine b1rakiyoruz), Amerika 'ya 
yerle§ip IBM firmasmda c;ail§maya b8.§lad1ktan sonra bilgisayar kullanarak goze hitap eden yeni bir 
matematigi ke§fetmeye ba§ladi. Mandelbrot'dan once de bu konuda c;ah§malarm yap1lm1§ oldugunu 
belirtmekte yarar var: Cantor kiimesi, Peano egrisi (1890), Hilbert egrisi (1891), Koch egrisi (1904), 
Sierpinski contas1 (1915) gibi. 
Bir bagmt1y1 formiile edip ta.TUm kiimesini belirledikten sonra o .bagmtmm grafigini c;izmek pek zor 
degildir. Fakat formiiliinii olu§turamadigmuz daglann, bulutlann, agac;larm ve bunlar gibi daha bir 
c;ok nesnenin resmini bilgisayarda gerc;ege c;ok yakm bir §ekilde <;izdirmek olanakh m1dlr? Mandelbrot 
bu konuda yakl8.§1k ii<; bin yild1r siiregelen Oklit geometrisinin yetersiz kaldlgim goriir: "Bulutlar kiire 
degildir, daglar da koni d~gildir" diye itira:z.da pulunur. Dogadaki bu nesneleri w1;1,tematiksel egriler 
ile; daire, dortgen, elips, silindir, kiire, sinus dalgalan gipi diizgiin geometrik §ekillerle gostermek pek 
gerc;ek<;i degildir. Bu tiir §ekillerde 1srar edildiginde ortaya soguk bir yap1 c;ikar. Mandelbrot'un "frak-
tal geometri" diye tanimladigi geometrinin yans1tt1g1 evren ise piitiirlii ve piiriizlii bir evrendir: "Aklm 
goziine gore, bir fraktal sonsuzu gorebilmenin bir yoludur". Fraktal geometri girintili c;ikinttl1, kmk, 
karm8.§1k, diigiimlenmi§, biikiilmii§ nesnelerin, §ekigerin geometrisidir. Nedir bu yeni geometrinin 
bizim bildik yakl8.§1k ii<; bin ytlll1k bir gec;mi§i olan Oklit geometrisinden farki? 

* Geleneksel degil, modern bir geometridir. 

* Oklit geometrisindeki §ekillerin belirli karakteristik biiyiikliikleri (dairenin yanc;ap1, kiipiin aynt1 
gibi) vardir. Fraktallerin ise karakteristik bir c;ok biiyiikliigii vardlr. 

* Fraktal §ekiller kendine benzer §ekillerdir; olc;ek ya da biiyiikliikten bagims1zdlrlar. Bir fraktal 
§ekle ne kadar yakmdan bakarsan1z bakm yine biitiine benzer bir §ekil goriirsiiniiz. Oklit geo-
metrisindeki §ekillerde ise durum boyle degildir. · 

* Oklit geometrisi, insanlarm yaratt1klar1 nesnelerin tanimlanmasmda kullantlir. Dogadaki nes-
nelerin ifade edilmesinde ise fraktaller kullamhr. 

* Oklit geometrisinin cebirsel formiillerle ifade edilmesine ka!§m fraktaller algoritmik bir yap1 ile 
elde edilir. 

· Evrenin karm8.§ikl1gim anlamak ic;in, her §eyden once, bunun sadece geli§igiizellikten olU§madlgi 
konusunda §iiphe duymak gerekir. Fraktal geometrinin tuhaf §ekillerinin de bir anlami vardir. Gelin, 
birlikte 8.§agidaki algoritmay1, uzunlugu 9 birim olan bir dogru parc;asma uygulayalnn: 
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A1 : J?ogru par~m1 ii<; e§it par<;aya bol, ortadaki pari;a iizerine e§kenar ii<;gen kur. 
A2 : A1 'de elde edilen ortadaki par<;ay1 sil. 

A3 : Olll§ail her yeni dogru pari;asma A1 ve A2 'yi uygula. 
Algoritmanm i§letilmesi sonucu a§ag1daki §ekilleri elde ederiz . 

.' 
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~lemin ba§mda dogru pari;asmm uzunlugu 9 birimdir. Birinci dongiide kmk i;izginin toplam uzunlugu 
12 birim, ii<;iincii dongiide 16 birim olur; ,;e kmk <;izginin toplam uzunlugu boylece artarak devam 
eder. (Dongii sayis1 artt J.K<;a ' uzunl tigun biiyiidiigiine dikkat edin.) Peki bu artll] hangi oranda ol-
maktad1r? Kmk <;izgilerin uzunluklar1; ortak kat1 4/3 ve' genel terimi 9.(f )n olan bir geometrik 
dizi olU§tururlar. Boylece, n oo ii;in 9.(f )~ oo oldugundan, sonsuz uzunlukta bir egri elde 
edilir(oysa, sabit uzunlukla i§e ba§lamU]tik!). Sonsuzuncu adrmda(deyim ,yerindeyse) elde edilen §ekil 
bir fraktal ornegidir. Bu arada, Koch. egrisi olarak isimlendirilen bu fraktalm boyutunun da :~s 
olarak tanimlanc:bgrm belirtmek ilgi <;ek~ci olsa gerek. Yukar1da verdigimiz ornekten de gorillduiu 
gibi, fraktallerin goz kama§tmc1 iki onem:li ozelligi; 

• K endine-benzerlik 
(Fraktale hangi oli;ekte bakarsak ba1Fa11m, harhangi bir pari;as1m mercek altma ahp biiyiittiigiimi: 
yine ki:mdisini goriiriiz.) 

• K esirli boyut 
(Verdigimiz ornekte oldugu gibi, Koch egrisinin boyutu 1.2618 kesiridir.) 

I 
kavramlanc:br. Bu gozlem, eminiz, bir i;ogunuzun kafasmda ,degi§ik sorular uyanc:bnyordur: Tiirkiye 
sahil §eridinin uzunlugunu hesaplapiak olanakh m1d1r? Ol<;ii~lerin once uyduj.ar arac1hgiyla, sonra 
degi§ik a<;ikhklardaki pergel ile yap1ld1gm1 varsayal1m. Oklit tarz1 6l<;iimlerin ( uztinluk, derinlik, 
kalmhk gibi), diizensiz §ekillerin oziinii yakalamakta yetersiz.kald1klarm1 goriiyoruz. Yukarldaki algo-
ritma mant1g1 bize Cantor kiimelerini hatirlat1yor. Benzer bir mant1kla Sierpinski contalar1 ve hal1lar1 
elde edilmi§tir. Ba§ka orneklere ge<;mede~ once, fraktal olu§turmada kullan!labilecek bir yontemden 
soz edelim. 



16 Matematik Diinyas1-C:ll-S:1-2002 

Daha genel olarak, diizlemde ya da 3-boyutlu uzayda, bir F* kiimesini bclljka bir F kiimesinden 
clljagidaki ad1mlan uygulayarak olu§turahm: 

1. Bir F kiimesini, herbiri F nm kii~iiltiilmii§ kopyas1 olmak iizere, n tane konguruent(benzer) 
altkiimelere bolelim. Aynca r sayis1 da, olU§turulan altkiimenin boyutunun F run boyutuna 
olan oraruru, yani kii~iiltme oranm1 gostersin. 

2. Altkiimelerden m tanesini, digerlerini ihmal ederek, tutal1m. Bunlar F1, F2, . · .. , Fm olsun. 

3. Benzer §ekilde, ayru kural1 uygulayarak, F1 ,F2, ... ,Fm altkiimelerinin herbirini n tane kongu-
ruent(benzer) altkiimelere bolelim ve herbir F1;, I k m, kiimesinin m tane alt kiimesini 
tutal1m. 

4. Bu i§leme sonsuza kadar devam ederek bir F* kiimesini elde edelim. 

~te bu yolla elde ettigimiz F* kiimesi bir fraktal olU§turur .ve F* kiimesinin fraktal boyutu da 

logm 
log(~) 

'i 
olarak tan1mlarur. Verdigimiz ilk fraktal orneginde, Koch egrisini olu§tururken, m = 4 ve r = ½ 
olduguna dikkat edelim. $imdi bir frcµctal ornegi daha verelim. 

F kiimesini kenar uzunlugu 1 birim olan kare olar~ alaln1,1., Jlirinci adimd~, kareyi 9 tane konguruent 
altkarelere bolerek, k6§elerdeki 4 kareyi ve ortadaki 1 kareyi tutallill(digerlerini atalrm). Yapt1gimiz 
b~ i§lemi kalan karelere de ayn ayr1 uygulayarak, bu ' siireci sonsuz bir §ekilde devam ettirdigimizi 
varsayalrm. Sonsuz adrmda elde edilen kiimeyi de F* ile gosterecek olursak clljagidaki §ekilleri elde 
ederiz: 

J 
I' 

I' 
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I 
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Ilk adimda 1 kare, ikinci ad1mda 5 kare, ii~iincii,adimda toplam 25 kare, ... ,elde edilir. Sonsuz adimda 
elde edilen §ekil ise bir fraktaldlr. Elbette b~ resmi

1 

elle1.~zmek olanaksizdir. Bu tiir yinelemeli 
i§lemlerle elde edilen §ekillerin yakmsadigi §ekil ·ya' da bunlarm topolojisi iizerine bugiin matem-
atik~iler ciddi bir §ekilde ~all§maktadlrlar. Tiirettigimiz bu fraktal ig_n, m = 5 ve r = ½ oldugundan, 
F* b !.!!&E. ~ . . , m orytu log 3 ,~.114649 dl:r . . , ··, , ,. . .. i ,l _. . ,, r,-

Mandelbrot fraktal geometri kur~ru ortaya koyunca bo;ut fikrine de yoneldi. ,. Ona gore "Bizier 
ii~ boyutlu bir · diinyada ya§iyoruz, . bunun, an,larm bir nokt~ adresini belirlemek i~in ii~ sayiya 
ihtty:~ dµymamiz, d~mektir. B.?D-~, gore -bir d;_ii~~emin ~oyu~u . iki, bir dogrununki bir ve noktarun 
boyutu smrdir .. Bu µiant1k ~ize Oklit. gemne,trisinden miras kal~§tu:" Ona bir iplik yumagirun boyutu 
sorulqugunda, yarut1: "Bu sizin ~aki§ ~1mza bagh bir olay" §eklinde olmU§tur. Mandelbrot burada 
sanki ( fizil,c~ilere, keµdi , geometz:isini goriicµye, ~ikartmakj stedigini, du~ak istemeJctedir. 
Bizleri bugiin o; 1, 2, 3/ · · · boyutlanm ~ip•kesirli boyutlata yonelten sistem •-i9nde, bir ol~de kavram 
cambazhgi vardir. Kesirli boyut, ~klamas1 zorlukla yapilan ya da yap1lamayan nitelikleri' ol~enin 
tanrmlamarun bir yolu haline gehni§tir. Yeri ge~i§ken fraktal boyut tanumm verelim. Ancak, matem-
atik bilginiz, a§agidaki verecegimiz kavraqilan .anla:rn~~ YJ~tmezse, .bu boliimii atlayabilirsiniz. 

i • ••;• >I;\ t,!.1. ,• J • :. ' ,\\ . •• I f" 

X ~Yl soyut bir uzay olsun (ornegin reel sayilar kiimesi; C[O, 1], [0, 1] kap~h arallgmda siirekli 
fonksiyonlar kiimesi; [O, 1] kapall arallgi ve be¥E!ri gibi), aynca d : X x X R ise "metrik" adrm 
verdigmiz pozitif bir fonksiyon (ornegin R iizerinde l:!ildig\Ipiz u~hk. fonksiyonu gibi) olsun. Bu 
dtµ-umda (X, d) s1ral1 ikilisi bir "metrik uzay"1'.olur. :, Buna: ·ek olarak X i~indeki her bir "Cauchy 

. dizisi" yakmsak olsun; ba§ka bir deyi§le (X, d) met:cik uzay1 ''tam" olsun. X 'in bO§ ohnayan biitiin 
''ko~p~" (''tooz") altkiimelerinin-uzayim da. H(X) ilei>sterelim. Fraktallerimiz H(X) uzaymda 
tarumlariacaktir. Bir € > 0 sayis1 i~in € yar1~aph, Xn merJcezli bir yuvar. B(xn,-€) .ve bir· A E H(X) 
i~in N(A, €) = en kii~iik pozitif M tarnsayis1 oyle ki 

' . "· ' . - :' .. '')' . \ •.. . '') '.; t' 

M . 
: A 't LJ B(x11~·~) 

n=l 

olsun. 
Tam~:· ·'A E Jf(X) ve (X,d) bii tam metr~· .. ~Y ,~¥!~- Her bir e > 0 i~in N(A,€), yan~pl e olan 
ve bile§ilrileri A 'yi 'prten yuvar~ID;.~~yislID~ fri kii¢gii olrii~ iizere . , 

· lim ln(N(A,£)) '= D 
ln(¼) 

limiti varsa, bu degere A kiimesinin fraktal ·boyutu denir . . 
Bu 'tarumm l§lgI altmda a§agidaki teoremleri ispatsiz veriyoruz (bak. "Fractals Everywhere", Michail f Bornsiey, 1993, Sayfa:171): 
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Teorem L (X, ci) bir tam metrik uzay ve A E H(X), C > 0 ve O < r < 1 ic;;in fn = Crn, n = 1, 2, · · · 
olsun. Eger 

Jim ln(N(A, €n)) = D 
n--too ln( .l.) 

€n 

limiti varsa, A kiimesinin fraktal boyutu D 'dir. (Gerc;;ekte bu teoremin ispatm1 sizler de yapa-
bilirsiniz!) 

Teorem 2. (Kare Sayma Teoremi) A, H(Rm) 'nin bir ogesi ve A, bir kenar1 2
1
n olan kapah 

kare bic;;imli kutularla ortiilmii§ olsiin. Nn(A), A 'y1 orten ve bir aynt1 2~ olan kutulann sayISmm en 
kiic;;iigiinii gostersin. Eger 

Jim ln(Nn(A)) = D 
n--too ln(2n) 

limiti varsa, A 'nm fraktal boyutu D 'dir. 

Ornek 1. R2 (R2 'de herhangi bir kare) olsun: N1(D) = 4,N2 (D) = 16, · · · ,Nn(D) = 4n 
ise, Teorem 2 geregince, 

D = lini = 2 
_ n--too ln(2n) 

'dir. 

Ornek 2. A= Sierpinski iic;;geni olsun; yani bir iic;;genin kenarlarmm orta noktalan birle§tiriliyor, 
ortaya 4 iic;;gen c;;1kiyor, ortadaki iic;;gen at1hyor ve bu i§lem diger 3 iic;;gen ic;;in tekrar ediliyor ve bu 
dongii siiriip gidiyor. Buna gore, 

ve 
D = Jim ln(3n) = ln3 

. n--too ln(2n) ln2 

'dir. , .. 

Bu arada, Mondelbrot'un §U sozlerine kulak verelim: 

"Ben bu oyuna dahil oldugumda sezginin tamamen eksik oldugunu farkettim. Sezginin s1fudan ba§lay1p 
yarat1hnas1 gerekiyordu. Ah§dagelmi~ ar~larla - el, cetvel ve kalem gibi - egitimi yapdan sezgi, bu §ekillerin 
canavarca bir goriiniime ve patolojik nitelige sahip oldugun~ ke§fetmi§tir. Eski sezgi insant tamamen yanh§ 
yo!a gotiirmekteydi." 

Yaz1m1z1 tamamlamadan once, fraktallere duydugumuz heyecanim1za yenilerek, Matehematica paket 
program, ile olU§turdugumuz bir frltktal daha sunmak istiyoruz . . Bunun ic;;in, 10 tabanh bir n 
say1smm b > l tabanh say1tlama dizgesini dii§iinelim. Bilindigi gibi bu dizgenin sayaklan(digit); = 
0, 1, 2, ... , b - l olmak iizere, n = (di)b §eklinde bir gosterim kullalnhr. Ornegin, 19 ;sayfamm 2 ta-
banma gore ac;;1hm1, 19 = 1x 24 +0x23 +0x 22'+1 x 21+1 x '2o oldtigundan, bu duru~ 19 = (10011)2 ile 
gosterilir. $imdi bir f fonksiyonunu; n say1smm b tabanma gore ac;;1hmmdaki di sayagmm say1S1 olarak 
tanimlayahm. Bunu da, f[n, b, di] :="n = (d;)b gosteritnin<Jeki di sayagmm say1s1" olarak formiilize 
edelim. Ornek vermek gerekirse, ![19, 2, 0] = 2 ve ![19, 2, 1] = 3 olacakt1r. Tan1mlam1§ oldugumuz bu 
f fonksiyonu, Sayak Sayma Fonksiyonu olarak isimlendirilmi§ olup, Mathematica'da, n verilen bir 
say1, b taban ve d sayak olmak iizere DigitCount[n, b, d] komutu ile i§letilmektedir. Art1k a§ag1daki 
komutu i§letmek ii;in hazmz demektir. Kendine-benzerlik ozelligine sahip bir fraktal elde ettigimize 
dikkat edelim: , · · · 
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Sonu~ olarak, bugiin bir~ok bilim dalmda, fraktal, lankh, kesikli ve par~1 §ekilleri, kar tanelerinin 
egr½erinden galaksilerin kesintili tozlarma kadar dii§iinebileceginiz biitiin §ekilleri tanimlamak, hesapla 
mak ve dii§iinmek i9n kullamlan bir ar~ durumuna gelmi§tir . 

. ·. A),t§~1rmalar: 
'l ,t ,) (_.' , 1'-',l}' t; . I 

· (1) Modern· Kiimeler Teorisinin babas1 olarak am.Ian · George Cantor1 (1845-1918)'un adiyla_ amlan 
bir, :Cantor, kiimesi olU§turahm: [0,1) kapali arahgu{i . ii~ e§it . par~ya ,poliip, ortadaki , (1/3, 2/3) 

'.a.Q.):c: aral1gim atahm. Geriye kalan [9,-1/3) ve , [~/3; 1) araliklanm da,ayt1 ayndi~ boliip, 9rtadaki 
.. ~k araliklan--atalrm. Geriye, [O, 1/9), [2/9, 1/3), [2/3, 7 /9), [8/9, 1) arahklar1 kalacakt1r. Aym ~lemi 

tekrar\1 olarak sonsuza kadar- devam ettirdigimizi varsayarak; sonu~a elde ettigimiz fraktalin boyu-
,N "tunu bulunuz. . Aynca, Ln' '., n.:.inci l.~tla 1elde ;edilen I arahklarm toplam.·· uzunlugunu gostermek 
. 'ii iizere, 00 i~in L;,, nin lim'itini bulunuz: ,' ' ' · . . ' . 

(~) Sierpinski (1882-1969) hallS~;§U §elcilde ''elde'e,clilir: D1iizlemde kenar uz~lugu 1 birim' olan karesel 
· • , ...... ,_ l''i -~ · ·.,it>.;~:.,11. ·•·• ,, • ,,·•1'P, · 

· bir S bolgesini goz oniine alalim. Bu bolgeyi, e§it .al.anh, 9 tane 'karese), .altbolgelere aymp, ortadaki 
bolgenin i9ni(simrlan kal.acak) atahm. Ayru '~i~~ i, l<alan (8 tan~) altkarelere uygulayarak, geriye 

,·u (64 t a.,ne} ki,i~~ karf l.~den olu§an ~ir bolge ede,~~· ~u. siireci, her~ir a,lkareY,e uygulayarak, sonsuza 
kadar devam ettirdi~izi dii§iin~ek, ,sonu~ta:.bir S* .fraktah (Sierpinski hal1S1) elde ederiz: ·s• in 

J; 1 1 l JS• I i ' I , • 1:., ·,t O • • ., • 

, £r¥tal J>oyutunu bulunip;. AYl}<;{'-, Sn, .ri-.in¢ adrmpa el4e ~len bolgenin toplam alan.im, goster,!llek 
, ., iizere, .n oo i~in . Sn .ni1sl limitinin s1tir oldugunu ,gosteriniz (Sierpinski hal1s1 ,pozitif alana sahip 

.:':,·ol~az!),:· : ' ' ,,.,., . "' · .'" ··• · ,-, ' · · 
. ; ,,, ·J. )j• ,, 

, .. KAYNA~9~:;: ,, ,. 
J 

[1) F. Bornsiey: Fractals Everywhere, 1993 , 
· "[2) Mathein~tica 4: Wolfram 'R~earch, 1988-1999 . . ' 
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BELLY TEOREMi VE iLGiLi PROBLEMLER 

ismihan Yusubov 
Sakmya Universitesi, Milhendislik Fakiiltesi, SAKARYA 
iyusubov@sakmya edu. tr 

Afet Golayoglu Fatullayev ' , 
Bfilikent 1Jniversitesi, Uygulamalt Bilimler :Yilkse~, Okulu, AN;l(ARA 
afet@bfilikent.edu.tr ; 1 

Bu yaz1dageometri ve kombinator hesabmdageni~ uyguliuna alan'ma sahip, Helly teoremi ve onun baz1 
uygulamalarmm tamttm1 am~lanm1~ttr. Eduard Helly'nin zorluk ve serilven dolu hayatmm k1sa Ozetinden 
bfililayal1m. 

1. Eduard Helly'nin lwa ozg~mi~i 

Eduard Reily, 01.06.1884' de Viyana'da dogdu. Viyana Universitesinde okudu ve Wirtinger'le Merten'in 
dan1~anhgmda Fredholm denklemleri ile bagmhh bitinne tezini yazdiktan sonra, 1907 'de doktoraya 
Gettingen' de bfililad1. 0 zamanlar Getting en :O niversitesi dilnya matematik~ilerinin Mekkesi gibi ilnlil bir ada 
sahip idi. Burada, o, Hilbert; Klein, Minkovski ve Runge gibi diinya.ca iinlii matematik~ilerden iki sene (1907-
1908) boyunca ders aldL ·' "' 

Geri dondiigililde U niversitede bir makam' tutmaga ~aha gostemieden, YfiliBmtnl sui:dilrmek· i~m Sarkh 
bir yo! se~ti. Gimnazyumda ders verdi ve matematikten ~oziirul\i •. probl.emleri olan klavuz kitaplan yazd1. Bu 
arada matematikte yaranmakta olan yepyeni bir alana~.F~~S~J<OP.f} ,A~_aliz'e giij~imlerde bulundu ve 1912 de 
Hahn-Banach teoremini ispatlad1. Bu ispat Hahn'm ~~~:Yl;l~-aff~y~qsp~p~ f5; s~ne, Bana.ch '. m bu teoreme 
modem bir ~ekil vermesinden i.se tam 20 sene on~e Y,apJ~1~W'1-P. ''", :~~'.,- ._L---'.~:~.:· __ 1 _ , 

·\ . ..~· r.ll.,.} : :,,"l 1!1 f .. ... 1~~1»JJ> (x:), ..... ,.fB£,'1. J.1J),, 

I: Donya saV,fililnlil bfililam~tyla (1914) Het'IY- ofa~iyli:lttn\rt T,Vihi}'ti'.Hi~\~rrnf t.erdigi strad~ 1915 in 
Eyliiliinde ag1r i ekilde yaraland1. Mermi .-,dJiit1 '. akf ig~.1i1W c'fJ i~9~k "~tfatHff~IEl11~ttldr~Blhekilde tahrip etti ve 
haya1 boyun'ca, o, bfr daha evvelki sagfiiHfligilia'H-illij~klfl.Ht liraldn~ikhii{_-~onf¼'~ufsi~Ni' esiri 'olarak ytllarmt 
hospitallerde ve s ibirya'nm esir'_ 1Hi'm'p'I~ird\i'.'gte{ttcli! 1Bl1"t0~1'Suh'1Hri~H! o; 1lcenclisiliae ·r? Dun~~s!~mm 
1918 de son bulmasm1 gore bilmek 1~n gll~ buhnay1 bfiliardt. Bundan sonra onu seroest biralcfiJar.J>:Fakat 
Rusya'da art1k i~ savfili bfililam1~tt ve buradan kurtulu~ fOk zor ola.ciikt1. Ve onun 1918 de Rusya'dan aynldiktan 
sonra 1920 de Vy~a'?a tamamfana.cak tehli~e. :e seriiverilerle dolu olan yolu Japonya, _Uz~ p~g.!+,~1.W ve 
Orta Dogudan ge~1~ttr. 1921 de Helly kendlSI !le e~zamanh doktora yapm1~ ve Vyooa' ciatt\O'f~ Ehse J3loch ' la 
evlenir. Aym y1lda o habilitation( doctor of science) tezini savfiliiru ye·lilriiwe_rsit'eoe,klem.v~elo i.9mdtak 'li~dt. 
1921 de Vyana Oniversitesine atand1, fakat iicretsiz ol~ ... ~ m_1i~1Jim~m¥1fir~?fit,~,.U ;~,rljl~1~R~lfilmsR~ ~ unu 
idi.(Kismen Reily yahudi oldugu ifin ve · hem ilniversitede kilrsilsii olan Hahn onun daha 0stiin olacagm1 
dii~ndiigiine gore). 

- --- ----·---·------- ------- ·--------
Reily, yfiliamlanm silrdilnnek i~m bir bankada falt~aya bfililad1, faka bu banka da 1929 da iflas etti. 

Daha sonra, o, kendine bir sigorta ~irketinde i~ buldu, fakat 1938 de burada da ~inden oldu. 12 Mart 1938 de 
Hitler alman ordusunun bfilimda Avusturya'ya girdi ve Naziler yonetime el koydular. Reily de bir ~klan gibi, 
yahudi oldugu i9in i~inden attld1 ve onun, ailesini daha kotil tehlikelerden korumak i9in Avustury§'dan 
k~aktan b~a yolu kalmad1. Helly bu yolu ge~ekle~irerek, muhacir olarak ABD ye s1gmd1. Helly ve ailesi 
i9in YfiliBm Birle~ Devletlerde de ~ir olarak kalmaktayd1. tlk olarak, o, ~ok y11lar once Vyanada oldugu gibi 
ozel o~tmen ohrak i~ bulmaya te~ebbils etti ve 1939 da Einstein'in ozel destegi ile New Jersey de olan 
Monmouth Gen9ler lisesinde fal~aya bfililad1. 
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Sonrakiy1llardaHelly ve e~i Chicago'daki "Signal Corps" daml:tematik~i olarak ~al1§tllar. Helly tekrar 
iiniversiteye hazirlananlar i~m mttematikten el kitaplan (Handbo.oks) yaztyor, e§i ise matematik dersi veriyordu. 
yikago'da "Signal Corps"da ~al1~g1 siralarda ilk kalp krizi ge~irdi. 0 bu krizi atlath ve ~ler iyiye gediyor gibi 
gOriilmeye b~ladi. Bu arada 1llinoys Tel"lloloji Enstitos0'nQn Matematik bolom ba!jkanhgma l:tanma teklifmi 
ald1. Maalesef, o, bu teklifi degerlendirmeye firsit bulamad1. K1sa bir sore sonra, 28 Kasun 1943 yilmda ikinci 
kalp krizi sonucu Helly vefat etti. 

Helly 1912 de yay1mlann11~ makalesmde bir tak1m 0nemli sonu~lara imza atm1¥tr. Onlardan birincisi 
"Helly'nin se~im prensibi" dir ki, buna gore sm1rb degi~eli fonksiyonlar dizisi noktada dOzgQn sm1rh ve 
dOzgOn smirh deg~eli ise, bu dizisinin sm1rh degi~eli fonksiyona yakmsak olan bir ·ah dizisi vardir. Bu 
makalede olan diger sonu~lar sonraki ytllarda Helly'ye matematik diinyasmda hale ettigi yOlcsek makam1 
kazmd!Tm1~1r. Onun C[a,b] i~in ispatlad1g1 ~ah~-Banach teoreminin yardumyla ~etz'in daha 6nceler 

ispatlad1g1 C[a,b] 'de lineer fonksiyonelin genel yap1s1 hakkmdeki me~hur_teoremi daha basit ve dogal ispatm1 
bulmu~r. 0, ayn1 zamanda "Dilzgiln smarbhk prensibi"ni ilk defa ortaya atan ki~i olamk da tarihe ge~i~ir. 

Helly'nin 1923 yalmda "Ober Mengen Konvexer Korper mit gemeinmaftiches Punkten" ad1 altmda 
yayamlanan iki sayfalak bir teoremi, . Kombinator Hesab1 ve Geometride en ~ok b~ vurulan ve ~ok sayada 
uygulamalan bulunan bir teorem haline geldi. "Helly teoremi" diye adlanan bu teoremin, kolay anl~hr ohnasa 
ap.sindan, bas~t versiyonlanndan b~layalim. 

2. Helly teoremlerl 

Teorem 1. Dilzlemde dorttane koil:veks kumeden her O~liisiiniin ortak noktast versa,. hepsinin de ortak noktasa 
vard1r.(6zel durumdaHelly teoremi) 

!spat: Verilen kOmeler cl, C2 C3 ve C4 olsunlar ve Ki (i = 1,2,3,4) bu kilmelerin Ci da~mdaki 
0~lilstiniin arakesiti olsun. Teoremin ko~luna gore Ki ler ho§ degildir. E Ki ohnak Ozere dort nokta 
alalam. Burada iki olanak vard1r. 
1) A4 noktas1 A1,A2,A3 nofctalanmn belirledigi 0~genin noktas1dtr. ·A1,A2,A3 noktalan sirastyla 
C2 !1C3 !1C4 = K1, cl !1C3 nC4 = K2, ve cl nC2 nC4 = K3 arakesit noktalan olduklanndan 

.0. 
hepsi bu arakesitlerin ortak kilmesi olan C4 On noktalandrr. C4 konveks oldugimdan dolay1 A1A2A3 O~geni 
ve sonu~ olamk onun ifinde bulunan A4 noktast · da . C4 -On . eleman1d1r. 6te yandan 
A4 E K4 = cl !1 C2 /1 C3 oltiu!undan _, A4 ll-YDI zamanda, cl, C2 ve G3. ~n ortak elemam olm,aJcta. yaoi 
A4 .E cl nC 2 /1 C 3 /1 C 4 = Ko ve dort ~men~ arakesiti ho~ degildir. 

2) A1 A2A3A4 konveks bir d0rtgen ol~n. Bu 

dortgenin k0~egenleri olan [A1A3 ] ve [A.2A4 ] On 

arakesiti K = [AiA3] n [A2~] noktasmm 

C1 (i = 1,2,3,4) kOmelerinin hepsinin ortak 

noktas1 oldu!unu g0sterelir.n. Ge~~kten A1 ve 
A3 noktalE C2 !1C4 konveks kilmesinde 

~lduklarma gore [A1A3 ]c 0 2 nC4 . Aym 

~ekilde [A2A4] C C1 !1C3. 0 halde onlarm 

arakc?siti olan K noktas1 hem C 1 ri C 3 , hem de 

cl !1C4 On eleman1 ohnakta. Yani 

Ka = cl !1C2 /1 C3 !1C4 nolctas1 c, lerin 
hepsinin ortak noktast olacakt1r. 

~ekil 1. 
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Teorem 2. Duzlemde n tane konveks figorden her ilflOsOniln ortak noktas1 varsa. hepsinin de ortak noktas1 
vardir.(Diizlem ifin Reily teoremi) 

ispat: ispat1 tilmevanm prensibi ile yapalun. n 2 4 i~in cinermenin dogrulugunu varsayal1m ve n + 1 tane 

figilr iryin de dogru oldugunu kan1tlayal1m. C1,C2, ... ,Cn-l>Cn,Cn+l gibi n+l tane konveks figur ve bu 

figilrlerin her iirylilsilniln bo~ olmayan arakesiti oldugu verilmi~ olsun. Ci,C2 , ... ,en-I, en r'i cn+l olmak 
Ozere n tane kilme alalun. Bu figOrler de konvekstir ve son kumenin bulunmad1g1 ·oflO arakesitler bo~ d~ildir. 

Fakat Teorem 1 'e gore Ci n CJ n (C n nCn+l) bifinlindeki ilflil arakesit, Teorem 1 'in ko~llaruu saglayan 

dcirt kilmenin arakesiti oldugundan bo~ degildir. 0 halde varsay1ma gore, 
n+l 

C = cl nC2 n .. . ncn-1 n(Cn nCn+J = cl nC2 n ... nCn nCn+I = nck 
. k~ 

kiimesi bo~.degildir. 

Teorem 3. m boyutlu uzayda n tane (n 2 m + 1) konveks kOmenin her m + 1 tanesinin arakesiti bo~ 
degilse onlarm tilmilnOn arakesiti de bo~ degildir. (m boyutlu Reily teoremi) 

ispat: Tilmevarun prensibini kullanal1m. Konveks kiimeler Ci,C2, .•• ,Cn+1(Ck c Rm) olsun. Teoremin 
ko~llarmda·bunlann her n tanesinin arakesitinin bo~ olmad1gm1 varsayarak(tilmevarun') hepsinin ortak noktaya 
sahip olduklaruu gosterelim. Bu kiimelerin Ck harif geri kalan, n tanesinin arakesiti Q;; olsun. Xk E Q;;, 

(Xk = (x;; ;,xk2 , ... ,X1o,i )) alalnn. k = l,m +1 ve ak ER !er ifin ~1daki homojen sistemi yazalm). 

G1X11+a2X2{+ ... +an+lxn+!l = 0 
Q1X12 +a2X22 + ... +an+iXn+l,2 =0 

Q1X1m +a2X2m + ... +an;lxn+l,m =0 

a1 + a2 + ... +an+!.= 0 

(1) 

Bu sistemde ai, a 2 , ... , an+l' degi~kenlerinin say1S1 n + 1, denlHem say1s1 m + 1' den fazla olduguna gore 

sistemin her zaman sif1rdan farkh fiizilmil vardtr. Bu fOZiimlerden birisi (a1,a2 , ..• ,a,,+1) ve bu f6zOmOn 

negatif olmayan koordinatlan ail ,'11;2 , ... Ji;_, otekiler ise alr'ah , ... ,al, olsun. 0 halde (1) 'in son 

denkleminden 
A+= a; +a, + ... +a, = -(a1· +a1 + ... +a1 ) =·-A_ (2) 

l l , I l t · 

oldugu arytk. (5) sisteminin ilk m denklemini de vektiir bifiminde 
(3) 

olarak al1rsak, buradan 
a,l x,l + a, x, + ... + a, x, = -( a} xj + a) xj + ... + al xj ) 

::;i l J J l l ) l t s 
(4) 

a - a _ ,. 
yazabiliriz. ak = ~: (k = 1,s) ve /Jk = j~ (k = 1,t) altrsak, (2) ve (4)'e gore 

s 
Xo = a1x,1 + .. . +a,x,, = f]1x11 + ... +f]1x1,, ak 2 0,/Jk > 0, LP1c = 1, (s+t=n+l) (5) 

k- 1 
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oldugunu tespit ederiz. (5)' a gore x0 noktas1 X;
1 
,xil , ... ,xi, noktalanm i~eren en lai~iik konveks laimeye, 

{x/1 ,X1l , ... ,xi, } 'in konveks ortilsft Co{x/1 ,X1l •·· ·,X1, }·ne ait ve aynt zamanda Xo E co{x)i ,xh , ... ,xj,}, 
m+I 

yani Xo E CA n ... n C j , ve Xo E ci1 n ... n Ci, . Bu nedenle Xo E n Ck olacakttr. 
k- 1 

3. Belly teoreminin b11Z1 uygulamalan 

Problem 1. Dii.zlemde her u,;lusii.nii, yaru;:api 1 alan daire tie ortmek mumkun a/an n tane M 1 ,M2 , ••• ,Mn . 
(n 2: 3) naktalan veri.lmiiir. Bu noktalarin tam.i1rJ1. 6rten bi rim dairenin aldugunu ispatlayin,z. 

. 
ispat: M merkezli .birim dairenin M 1,M2 , ••• ,Mn noktalanm ifennesi (ortrriesi) ifin, merkezleri 

M 1 ,M 2 , •• • ,Mn ' , de olan birim dairelerin M noktasm1 i~rmesi hem gerekli hem de yeterlidir. 0 halde bu 
.P[<>!Jlem ~~tdaki gibi ifa.de edilebilinir. 
"DOzlemde merkezleri M 1 ,M2 , •.• ,Mn' de olan birim dairelerin ii~er-O~er arakesitleri bo~ degilse, onlann 

hepsinin arakesitinin bo~ olmadigtm gosteriniz." Bu ise Reily teoreminden baljka bir ~ey degildir. Daireleri 
D1,D2 , ••• ,Dn olarak i~etlersek, D1 nD2 n ... nDn 1=- 0 ve her ME D 1 n D2 n ... n D,, merkezli 

birim D dairesi, M 1 ,M 2 , ••• ,Mn noktalannm hepsini i~erecektir. 

Problem 2. (TOBtrAK BA YG Problem Semineri 96/6, Problem 3) n > 2 almak il.zere, diJ:zlemde n tane farkiL 
M 1 ,M 2 , •. . ,Mn nakta.larz veri!miiJ alsun. Bu nokta.larin ikiijer- iki:;er birbinnden a/an uzaklrklarmin en 

buyugii.ne D, en kU¢i,gii.ne ise d diyelim. Bu du,umda D > .Jj d( J;; ...:.1) olriugunu g6steriniz 
2 ' 

<;oziim. 

Bu noktalarm her birini merkez aiarak, n tane .,fj D yar1~aph daireler fizelim. Bu dairelerin her ii~liisiiniin en 
3 

azmdan bir kes~e noktas1 vardtr. Reily teoremine gore bu da.irelerinpepsipin en az bir Qrtak noktas1 olacakttr . 

. Ji 
Bu ortak nokta merkez almarak ~izilen -· -D yan~aph C daires'i n tane noktanm tilmiinii ortecektir. n tane . . 3 ' 

d . 
noktanm her birini merkez alarak - yan~aplt daireler fizelim. Bu dairelerin birbirlerini ortmezler ve alanlan 

2 
d2 . Ji d 

toplam1 mr(2) dir. 3 D+2 yan~aph ve merkezi C dairesi merlcezi ile ~alc1~tk olan bir daire ise bu 

. di d2 
dairelerin hepsini ortecektir. Btina gore de, 1r(-D +-) > ntr(-) ve 

3 2 2 

buradan D > Ji d(..Jn-1) elde edilir. 
2 

Pro•lem 3. n > 2 almak uzere, uzayda n tane M 1 ,M 2 , ••• ,Mn farkiL nciktalan verilmi9 olsun. Bu nakta/arzn 
iki,er- ikiijer birbinnden olan uzakhk/arznm en bilyilgune . D, en kU,;agane ise d diyelim. Bu durumda 

.fi 1r D > r:; d( v n -1) aldugun.u gosteriniz 
- ~3 
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<;:oziim. Her ikilisi arasmda mesafe D olan d6rt noktadan (dUzgUn d6rtyUzlUnUn tepelerinden) gec;en sferanm 

R d I . . R . yanc;ap1 = r;;; ol ugundan, merkez en venlen noktalarda ve yanc;aplan = r;;; olan kilrelerm 
2v2 2v2 

dorder-dorder arakesitleri bo~ olmayacakt1r. 0 halde [h; boyutlu Helly teoremine gore bu kUrelerin hepsinin en 

. . 
azmdan ortak b1r M noktas1 var. 0 ha Ide merkez1 M de ve yarn;ap1 R = r;;; olan kilre M 1, M 2 , ••• ,Mn 

2v2 

noktalanmn hepsini ortecektir. Merkezleri Mk ( k = 1, n) noktalarmda ve yanc;aplan d olan kilreler biri-
2 

b. . . .. I I h . . 4 (d)3 nmi3 .. k . M d mm ortmez er ve top am ac1mlen n-TC - = -- olacaktir. Ote yandan mer ez1 e ve yanc;ap1 
3 2 6 

d 
--+ - olan bir kilre bu kilc;Uk kiirelerin hepsini ic;erdiginden 2 

D
0

?- (1/n -1) oldugu elde edilir. 

nml 3 

>-- ve ya 
6 

Helly teoreminin bir sonraki uygulamasm1 soylememiz ic;in baz1 yard1mc1 c:il')ermelere ihtiyac1m1z var. 

Onerme 1. <;:ember Uzerinde her noktadan dUzgiin 
kiri~ler Uc;geninin tepesine kadar olan bilyi.lk mesafe 
kUc;i.lk mesafelerin toplamma e~ittir. 

ispat. ~ekil 2 ' ye gore 
z=x+y 
olditgunu g6sterelim. 

(6) 

IBD1 I = x, IAD1 j = y [AH] J_ [AD] c;izdikten 
sonra 
z = y + 2x eds 60° = y + x oldugu ac;ik. 

$ekil 2. 

Onerme 2. Bir ac;1s1 120° olan i.lc;gen'd~ ki.lc;ilk kenarlarm x,y_uzun,luklan ve bUyi.lk kenarm a 
uzunlugu arasmda 

(7) 

bagmt1s1 vardir. 

C 

2a 2a 
ispat: Onerme 1 'e g6re x + y = z ve z 2R = ·fj oldugundan, x + y olur. Burada R, kenar 

uzunlugu a olan e~kenar ilc;genin c;evrel c;emberinin yanc;ap1d1r. 
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Onermc 3. DUzlemde [A1B11[A2 ,BJ ve [A3 BJ Ur, dogru par9as1 Ur, noktada kesi~iyor ise, diizlemde oyle 
bir M noktas1 var ki, 

' e~itsizlikl~r sistemini saghyor. 
' I 

,f1:;Ml+IMB,I~ 11: ,::1 

llA1Ml+l~8 ,I f IA,8 ,I 
IA3MI +IMBJI 

' , X 

(&) 

..... , '! I~:'.- , , ' , t·. :,' '.; .- , , , ; ,· I 1 , 1 • , 

ispat: Kesi~m~ nol<tal~ri 0; '!J;1£ ;,o'tsun: o ''hilde CDE U~geni i<;erisind~ bir M noktas1 var ki, bu noktad~n 

Urygen kenarlan 120° Ii ar,1 altmda gortinmektedir. M'in aranan nokta oldugunu gosterelim. Onerme 2'ye gore, 
ornegin .. 

1,J ' 

I',• $ekil 3. 

,' . ·-:- l \~ ~. I. •• 'I I ' + \ •• , 

So~u'r 9Ial~~ I A2Mt +- I#~~ 1-~ b l~(B2 I olmakla (8) 'in ikinci ,e_~'.tsizUgi k_amtlan~•~ ~ld_u. '6teki 

e~itsizlikler de aym ~ekilde dogrulamr. 
-,}l ' L ~:·'-\"Ht,;·, :,.:. '1;,'' .,~.' 

"~ . '., )f/, l ( • ~, •' t, j' • . ' :...· f , 1·• .• I .i' I l ! • • 

Problem 4. Dilzlemde n tane [Ak, Bk] parryalarmdan her il'rltisil farkh il9 noktada kesi~iyor i~e, bu dUzlemde 
ttim [AkBk]pan;alani9in •,I ,,.,.-.. ' .. A,.' .,·. "'' ,,,;• · ·\ 

! 1 ~l,2' ~' -~l I , 1, ,,_ 

IAkMI + j~B~,I ~-JJ:,:!A~B* j, k = l,n 
e~i tsizlikler sistemini saglayan bir'M noktas1 vard1r. ··' 

(9) 
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2 
ispat: Oiizlemde jAkXj + jXBk I~ jAkBk I e~itsizligini saglayan XE R2 noktalan, odak noktalan 

Ak, Bk biiyiik 1rap1 1 jAk Bk I olan bir elipsin noktas1dtr. Onerrne 3' e gcke problem in ko~ullannda bu 

elipslerinden keyfi lifr tanesinin ortak noktas1 var. 0 halde Helly teoremine gore bunlarm hepsinin de ortak bir M 
noktas1 var ki, bu nokta her k = 1, n i1rin (9) e~itsizligini saglayacakttr. 

Bu yaz1y1 Helly teoremi ile baglant1h a~ag1daki problemlerle sonland1rahm. 

1 1 1 · I 
Problem 5. Uzayda n tane 1, - , - , ... , - yan1raph kilreler verilmi~ ve oyle bir dilzlem var ki, kilrelerin bu 

2 3 n 
dilzlem ilzerindeki izdil~ilmlerinin her ilfrlilsii ortak noktaya sahiptir. Bu kilrelerin hepsini aym anda kesen bir 
do?ru oldugunu gfisteriniz ve bu kilrelerin hepsini i1rine alan en kii1rilk yan1raph silindiri bulunuz. 

Problem 6. n boyutlu Oklit uzaymda s > n olmak ilzere s tane Mi,M2 , ••• ,Ms noktalan veriliyor. Bu 
noktalarm iki~er-iki~er bir-birinde olan uzakhklanmn en kil1rilgil d, en biiyilgil D ise 

n1 , D > d (!vs -1) 
n 

oldugunu ispatlaym1z. 

Kaynaklar: 

I. · E.Helley, Ober Mengen Konvexer Kfirper mit gemeinschaftliches Punkten. Jber.DMV 32(1923), 
175-176. 

2. V.Klee, B. Grilnbaum and L. Danzer , Helly's teoremand its relatives, 1963. 

3. O.Kallenberg, Foundation of Modem Probablity, Springer, 1997. 

4. A.Brieden, P.Gritzman. On Helly's theorem: Algorithms and extensions" Discrete &Computational 
Geometry, 17,(1997), 393-4 IO. 

5. D.Avis and M.E.Houle, Computational aspects of Helly's theorem and its relatives. Proc. 2nd 
Canadian Conf. On Computational Geometry. Ottava, Kanada, Aug. 1990, 20-23 

f f : y' 11 !.\, \ ~;;_.:h : j •J' " 

6. V. V .Prosalov. Zadachi po planimetrii, Cilt 2, Nauka, Moskova, 1986 

7. http://www.nrich.maths.org/mathsf/joumalf/aams/971.html/ 

8. http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/-history/Mathematicians/Helly.htm 
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Matematik Diinyasi-C:ll-S:1-2002 

... MATE(RO)MA(N) TiK ... 

MATEMATiK 

Matematik bir umman, uc;suz bucaksiz deniz. 

Sayilar nerde ba§lar, nerde biter bilmeyiz. ·, 
Bir omrii dolu dolu ya§asak da·onunla, 

Noktayi biraz ge~r, 9-zgiye gelemeyiz. 

1r,e 

Dairenin gizemi bilinir ki (1r) dedir. 
Daireyi kareye c;;evirmezse ( 1r) nedir? ' <, 

. . . .., ,1 ' .. 't>. . I·~·..,. •·· • , 
, Bi£~i bir giin <;;lf!I>, belki §oyle diye~ek: .·;· . 
·; M~tematigin srrn ne ( 1r) tle·, ne ( e )Jdedir. · ,i•1t 

FERMAT 

· a;-b, c tamsayiysa a3 ile b3 iin l''.' 
' • 1' 

Toplamllll c3 e e§itlemek ne miimkiin 

On yedinci yiizydda kendisi c;;ozmii§ miiydii? 

Fermat'm te~remi hala ortada _bugiin. 

' ... , 

a, AQI/3 =? 

Limite epsilonla yakla§t1k gelemedik. 

S1fm anlad1k da, sonsuzu bilemedik. 

Bir ac;;iyi ikiye, dorde, sekize boldiik, 

Pergel ve cetvelle iic;; e§e bolemedik. 

2, 3, 5, ... , 19, ... 1999, ... 

' . 
Bunlar nasd sayilar, her biri hirer sorun~ 

' • . ,.,s_ 
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Bugiin formiil c;;ikmadl belki .bulurlar yarm (!) 
· Hangi' tek, say1 asal, hangi tek say1 degil, 

• " s.t .., 

Yoksa, kural1 yo~ mu bu garip saydann. 

,. 
x,l•, · ,,,t:i;J' 

(Bu dortliikler, matem~tik o'yretmeni Mustafa 
Tongemen tarafmdan haz1rlanan PROBLEM 
PROBLEMLER adlt kitap,;tktan ,uyarlanmt§ttr.} 

I ; 

.1 ) l, \ 

I , .• ' . 

•) 
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PROBLEM PROBLEMLER 
Mustafa Tongemen 
Matematik Ogretmeni 

Her §ey if ife girdi: denklemler, teoremler ... 
Tegetini yitirdi, yanfapsiz bir fember. 
Yelkensiz bir sandalla, bir liman arar gibi, 
Beynimde dola§iyor, PROBLEM PROBLEMLER. 

1. 

{hWD-rn=iff-iff 
e§itligini kamtlaym1z. 

(Haz1rlayan: Hintli matematik<;i RAMANUJAN) 

2. 

[a(2a~ - b
3
)]3 _ [a(2b3 - a3)]3 =-a.3 _ b3 , , 

a3 + b3 a3 + b3 
ozde§ligini kamtlay1mz. 

(Hazrrlayan: Pierre de FERMAT (1601-1665)) 

3. 
5x2 

- 6xy + 81y2 = 2000 
e§itligini saglayan (x,y) tamsayi ikililerini bulunuz. 

4. 

(3x + 7)(3x + 8)(3x + 10)(3x + 11) + 9(x + 3) 2 = 0 

denkleminin koklerini bulunuz. 

5. 
sin(130- x)

0 = 2 cosl00 
sinx0 

denkleminin (0°, 360°) arahgmdaki koklerini bulunuz, 

(Hazrrlayan: Ugurcan GUMU$) 

6. 

f(x) = (x - 1)2 + (x - 2) 2 + ... + (x - n)2 

Matematik Diinyas1-C: 11-S:1-2002 

7. 
p(x) = x243 +x2 + 1 

polinomunun x3 + x2 + x + 1 ile boliimiinden kalan1 
bulunuz. 

(Hazrrlayan: Ugurcan GUMU$) 

8. 

I I 

$ekilde n p 2 olmak iizere n tane dikey ve 
p tane yatay para.lei dogru vardir. Her dogru kendi-
sine en yakm para.lei dogrudan 1 cm uzakhktair. Bu 
§ekilde kii<;iiklii biiyiiklii en <;ok ka<; tane kare vardtr? 

9. 

.. B C 

$ekilde, P noktas1 ABC e§kenar ii<;geninin i<;inde 
bir noktadir. IP Al = 4 cm, IP Bl = 2v'3 cm, IPCI = 2 

.cm dir. Buna gore IBCI ka<; cm dir? 

10. 
3x4 

- 2x3 -15x2 - 2x + 3 = 0 
fonksiyonunun, x ger<;el sayi ve n sayma sayist 01- denkleminin koklerini bulunuz. 
mak iizere, alabilecegi en kii<;iik degeri n cinsinden 
bulunuz. 



PROBLEMLER VE <;OZUMLERi 

Haz,rlayan: 'Re/ail Alizade 

Uyar1: Dergimize al1§t1rma problemlerinin c;o-
ziimlerini degil, yalmzca yar1§ma problemlerinin 
c;oziimlerini yollay1mz.;' Qoziimleri gonderirken 
liitfen §U noktalara dikkat ediniz: 

- Her sorunun c;oziimiinii ayr1 bir kag1da okunakh 
ve anla§tlir bir bic;imde_ yaz1mz. 

- Kagidm · sag ~t ko§esine ,ad1mz1, ~oy~ 1n'~~i, 
adresinizi, l ogniiici iseniz okulunuzu ve· SlDlttDlZl 

. ! . l, ..J:,t' 'lh 1 , l I ~I J , 

Y,~l~ .· :· ,,, 
- Qoziimleri, 4mir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii, 
Matematik Boliimii, Gillbahc;e Koyii, Urla/izmir 
adresine 15 Nisan 2002 tarihine kadar gonderiniz. 

Ac;tldaiiia:: 'y arl§~a S~rulannin ' dogru coziim-
lerini gon9erenlerin is~leri dergide belii:tilecek-
tir. ' . . . ·, 
-. .. 2002 Sehesi boyunca en fazla dogru c;oziim, 
gonderenler arasmdan en az ilk · 3 ki§iye odill 
olarak Matematik Diinyas1 ,2003 yih abGmeligi· ve 
yazarlarm imzas1 ile Matematik kitaplaii' verile:-. 
cektir. 

ALI~TIRMA PROBLEMLERi . 
' A.251. 20022002 sayismm son iki basamagiru bu~. 

lunuz. 

A.252. ·. ABCD ~aralelkenarmda AC k9§egeni 
BD k5§egeninden daha uzundur. , BCDM bir 
ki~i§ler ·'d6rtgeni olacak §ekilde AC ko§egeni 
iizerinde ' bir M noktas1 almml§tir'. 'BD 
dogrus~ ~n; '_ABM' ve ADM ii~genlerinin c;evrel 
c;emberierin~ teget oldugunu, kan1tlaym1z. , 

A.253. 4:x:4 boyutlu bir satranc; ~ahtas1mn 
karelerine, hepsi ' ayn1 zamanda · 0 olmaya-
cak §ekilde oyle sayilar yaz1mz ki, her say1 
kOffi§US'undaki saytlann toplamma e§it olsun (bir 
oi:tak kenara sahip karelere koffi§u denir). 

( 

A.254, • Her. a, b, c pozitif say1lar1 ic;in ! . 

a4 + b4 + c2 > 2v'2abc 
•!,' Ir i. -

e§it~izliginin dogru oldugunu kanitlay1mz. 
'· i • : . 

~ .25q . . 1997-2001 ytllarmda inceleme yapan bir 
~eteoroloji uzmam her giinii soguk, serin veya 
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s1cak diye kaydetmi§. Bu y1llann birinde serin 
giµtler soguk giinlerden, s1cak giinler de serin 
giinlerden aym say1 kadar fazla olmu§. Bu hangi 
y1ldl? 

,~ 
YARlijMA PROBLEMLERi 1 

,. j • 

Y.251. n ve b pozitif tam say1lar1 ic;in V(n, b) ile 
n sayismm, her c;arpan b'den biiyiik olacak §ekilde 
c;arpanlara ayr1lma sayislDl gosterelim. (ornegin, 
48 = 3 . 16 = 4 • 12 = 3 · 4 · 4 = 6 · 8 oldugundan 
V ( 48, 2) = 5 'dir). Her n ve b pozitif tam sayilan 
ic;in V(n, b) < -1 oldugunu gosteriniz. 

Y.252. ABCD dikdoi:tgeninin AB,BC,CD,DA 
kenarlar1 iizerinde siras1y:la K, L, M, N noktalan 
verilmi§tir . . KLjjMN. ·t e. KM .L LN oldugu 
bilinir. KM ve LN dogru parc;alannm kesi§im 
noktasmm BD ko§egeni iizerinde bulundugunu 
gosteriniz. 

Y.253. Agirhklanna g'ore s1ralanmi~ 100 
tane giimii§ parc;as1 ve yine agirhklanna gore 
s1ralanml§ 101 tane altm parc;as1 verilmi§tir. 
Biitiin parc;alarm agirhklan farkhdlr. Qift kollu 
teraziyi : kuli~ ak . en at ~ tart1yla agirhgina 
go; e) Ol'.

1
?s~~ ~ bulunan._pir~ ,,~_~ipiur? "" ,,· 

y;-:2s4'. Her a >. 1' ve b > 1 say1lan ic;in 

a2 b2 
__ ...1... __ >8 
b-l 0 a-1-

,·.I 

e§itsizliginin_ dogru oldugun':1 gosteriniz. 
·- • ' •t,,.. • 

Y.255. l'den farkh ve 2002'den kiic;iik v'e iki§er 
iki§er aralar~nda asal olan 15 tane ' pozitif- tam 
say1dan en az birinin asal oldugunu kanitlayimz. 

/ ' I '• : • - ) ~1 • ,j '., • • 

<;OZUMLER 

A.241. a2 +2cd+b2 ve c2 +2ab+d2 sayilar1 tam 
sayilar1,n kareleri: o\~ §el?ide bi~biriq~7n , farkl1 
a, b, c, d pozitif tamsay1lar1 bulunuz. 

,, 

<;oziim. ab = cd ise, 
\'' - ,; 

a2 + 2cd + b2 = a2 + 2ab + b2 = (a+ b)2 

ve 
' c2 + 2ab+ d2 = (c+ d) 2 

Boylece ab= cd olacak §ekilde birbirinden farkh 
a, b, c, d say1'ianm bulmam1z yeterlidir. Ornegin 
a = 2; b = 6; c = 3; d = 4 alabiliriz. 
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A.242. Kareli kag1t iizerinde, ko§eleri karelerin oldugundan Ll1 ve Ll2 sayilarm en az biri negatif 
ko§elerinde bulunan ve iki kenarortay1 birbirine degildir. 0 halde uygun polinomun kokii bulunur. 
dik olan bir ii~gen ~iziniz. 

Coziim. Once IAOI = 2IODI; 1oc1 = 2IOEI ve 
AD l. EC ahyoruz. AE ile CD'nin kesi§im nok-
tasm1 B ile gostererek ABC ii~genini elde ederiz 
(bkz. $ekil 1). 

-~ekil 1 

A.243. Dogru iizednde bir ka<;- nokta almdi 
S6nra her iki kom§u nokta arasinda oir nokta 
daha almdi. Bu i§lem iki kez daha yap1ld1 ( t~plam 
ii~ kez). Sonu~a dogru iizerinde 113 nokta 
olduguna gore ba§lang1~ta nokta almmi§tI~? 

- Coziim. Ba§langi~taki nokta say1s1 x ise, birinci 
i§lemden sonra nokta sayis1 x + x - l = 2x - 1, 
ikinci i§lemden sonra2(2x-1)-1 = 4x-3, ii~iincii 
i§lemden sonra 2( 4x - 3) - 1 = Bx - 7 olacak. 
Bx - 7 = 113 denkleminden x .= 15 elde e<leriz. 

A.244. Kesrin payi ve paydas1, toplamlar1 101 
olan pozitif tam saytlard1r. Kesrin ½' ten biiyiik 
olmad1gi biliniyor. Bu kesir en fazla olabilir? 

<;oziim. Kesl'.in pay1 n olsun. 10{'_n ::; ½ 
e§itsizliginden n :::; 25 elde ederiz. Dolay1s1yla, 
kesir en -fazla olabilir. 

A.245. P1P2 = 2(q1 + q2) ise; x2 + P1X + q1 = 0 
ve x2 + P2X + Q:i = 0 denklemlerinden hi~ degilse 
birinin reel kokiiniin bulundugunu gosteriniz. 

Coziim. Bu 2. dereceden polinomlarm diskrimi-
nantlarlll A1 ve A2 ile gosterirsek, 

A1 + A2 = Pi - ·4q1 + p~ - 4q2 

Y.241. a, b, c pozitif tam say1lan i9n a.b + b.c = 
c.a e§itligi saglamr. 

OKEK(a,b) = OKEK(b,c) = OKEK(c,a) 

oldugunu gosteriniz. 

Coziim. Saytlardan her birinin (diyelim, c'nin) 
diger ikisinin ( a ve b'nin) OKE~'ini boldiigiinii 
gostermemiz yeterlidir. c'nin herhangi bir p asal 
bolenini alahm. OBEB(c1 ,p) = 1 olacak §ekilde 
c = pmc1 olsun. - pm'nin OKEK(a,b) sayis1m 
boldiigiinii gostermemiz yeterli olacaktir. 

1 I f 1 ,tH·1 '-> 

OBE}B(a1,p) = OBEB(b1,P) = 1 

olacak §ekilde a = pna1· ve b = pkb1 alalim. 
k n olsun (k < n durumu benzer §ekilde in-
celenir). pnl(a - b) ·elde ederiz. ab= pn+ka1b1 ve 
OBEB(a1b1,p) = 1 oldugundan n + m:::; n + k, 
buradan da·m ::; k elde ederiz. 0 halde pmlb ve 
p'?ljOKEK(a, b)'dir:· ,. l 1 

Y.242. ABCD d1§biikey·d6rtgeninde AC ve BD 
k6§egenleri birbirine diktir, AB ve CD kenarlan 
da paralel degildir.~ -AB ve CD kenarlarllln 
orta dikmeleri, ABC D dortgeninin i~erisindeki 
bir '. P noktasmda .kesi§mektedir. ABCD ' nin 
bir kiri§ler dortgeni olmas1 i9n ABP ve CDP 
ii~genlerinin alanlarllln e§it olmasmm gerek ve 
yeterli o~dugunu gosteriniz. 

Coziim. ,. ABC D bir kiri§ler dorlgeni olsun. 
Q halde P noktas1 ~evrel ~emberin merkezi ve 
IPAI = IPBI = IPCI = IPDI olacak (Seki! 2). 

s(APB) + s(CPD) = s(AB) + s(CD) = 

. 2s(ADB) = 180° oldugundan 

t:, l . -
A(APB) = 21PAI · IPBl ·sin(APB) 

1 - I:, = 2IPCI · IPDI · sin(CPD) = A(CPD) 

-: • t:,,, . I:, 
elde edilir. $imdi A(APB) = A(CPD) oldugu 
halde, ABCD'nin kiri§ler dortheni olmad1g1m 
varsayal1m. Genelligi kaybetmeden IP Al = 
IPBI > IPCI = IPDI oldugunu "kabul edel:>ili-
riz. ' Merkezi P noktasmda bulunan ve yar1~p1 1 
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<;oziim. Saglayabilir: bunun ii;in 11.'iagidaki 
stratejiyi izliyor. ilk 1000 hamlede hi~ bir §ey 
yapm1yor. Hern> 1000 i~in n. hamlede n. ve 
(200 - n). harfler aym ise, hi~bir §eY yapm1yor. 
Bu harfler birbirinden farkh ise, bunlardan biri 
1000. harften farkhd1r. ikinci ki§i bu harfle 1000. 
harfin yerlerini d~gi§iyor. 

Y.244. Pozitif tam sayilar kiimesinde tammh 
olan / ( n) fonksiyonu 

{ 

2n - 1, n 9ft ise 

.J(f(n)) + f(n) = 2n + 1, n tek ise 

, 
ko§1,dunu sag~yo~, /(2001) 'i bulunuz. , 

·<;oziim. 1/(f(n))'in anlaml1 olmasi '.i911 /(n) 
pozitif tam.sayr olmah"drr. KO§ulu n = 1 ve n =· 2 
ii;in yazahm. 

f(/{1)) + /(1) = 3 

J ('!(2)) +· /(2) = 3 

~kil3 Buradan :f (l) = 1.Y.~Yf) /(1) .= ·2 olabilir. BirinC! 
durumda birinf i de.nklemden /(2) = 1 el<;l~ edilir. 

' Bu degerler e§itlikletjni ikisini ~e ,saglar. $imdi 
tiimevanmla her pozitif tam n ii;in j) 

IP Al'ya e§it olan ~emberle AC'~n uzantISmm 
kesi§im noktasim l;( , BD'µin ,uzantISlllin a~ 
~emberle kesi§im noktasm1 L·· Hr. , gosterelim 
($ekil 3). . PH ve ~ PH1 , . s1ras1yla DPC,;,ve 
LP K ii~genlerinin yiikseklikleri 9lsun~,. .. P Hi 
ile .OD'nin kesi§im noktasllli N ile g§stere!im, 
IPH1I > ·IPNI 2:'. IPHI ve -IKLI > ICDI 
oldugundan 

A(l;(}L)':i !IPHrl ! ICD I' =1 1A(CPD) 
. !) Jl!I 2,f( ")-' , ,, 

elde ede;1r Bu,i bir ~~li~ki olU§turdugundan 
IPAI = IPBI = IPCI = IPDI e§itligini, buradan 
da ABC D'nin bir kiri§l~r dortge~i oldugunu elde 
ederiz. 

Y .243. iki ki§i §6yle bir oyun oynuyorlar: Bir~ 
inci ki§i soldan saga dogru A ve B harfle~nden 
istedigini yaz1yor (her hamlede bir harf). Ikinci 
de her hamlesinde ya herhangi iki harfin yerini 
~iriyor, ya da hi~bir §ey yapm1yor. ikinci 
ki§i 2001 'er hamleden sonra elde edilen kelimenin 
soldan saga ve sagdan sola okundugunda aym ol-
maBllli saglayabilir mi? 

f(2n -1) = 2n 

/(2n) ,= 2n -1 . . I 

oldt1gunu gosterelim. Tiim n $ k degerleri ii;in 
bu e§itliklerin saglandigim varsayahm ve n = k + 
1 i~ii·; d~ ·dogr;l '~ldugup.u gQStereli?l)..•, K6§uldan 
~agidaki e§itlikleti ~lqe ederiz. ' .J '•' >' ' 

I ' h ~ . I '-'', ·' .. • ·t-

·,,, 

I 

:r J'U(2k ':+2 l')), + /(2k + 1) = 4k + 3 · 
'. f ., l ' • I • J 

/(/~2k1+ 2)) + J(2k + 2) = 4k + 3 

·~_,, ~(2k + ~) $ + 1 oiursa, 

f(f(2k + 1)) + f(2k + 1) $ 2(2k + 1) < 4k + 3 

elde edilir, dolay1syla f(2k + 1) 2:'. 2k + 2'dir. 
t = f(2k + 1) > 2k'+ 2 olursa, f(t) + t = 4k + 3 
e§itliginden f(t) < 2k + 1 elde edilir. Ko§uldan 

f (f (t)) + f (t) 2:'. 2t - 1 > 2(2k + 2) - 1 = 4k + 3 

diger taraftan da 

/(/(t)) + f(t) < f(t) + 1 + 2k + 1 < 
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2k + 1 + 1 + 2k + 1 = 4k + 3 
. I •,. I 

elde edilir. Boylece, f(2001)=2002'dir. 

Y.245. iki yaya sabah aym anda , biri A 'dan 
B 'ye '' digeri B '.clen A ·•ya sabit 1{~~la yola ~1kt1. 
6i1e saatinde (saat J 2: OO'de) bunlar kar§tlaijtlla'.r 

II d ii . 1 '' ak 11, ve yo arma evam ett er . yaya · §am saat 4 : 

YAZARLARA 

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar 
kadrosuna kabul etmektedir. Yaymlanacak 
yazilarm matematik ile ilgili olmas1 dUjmda her-
hangi bir k1s1tlama yoktur. Fikir vermesi 
~1Smdan §U konular1 siralayabiliriz: 

* Konu sunu§lan. 

* Matematiksel dii§iincenin degi§ik alanlardaki 
<;oziim. Yayalar .. saat- x'de yola ~ikmi§ olsun. uygulamalanm vurgulayabilecek yazllar. 
A'dan ~kan 1. yayanm h1zm1 u, B'den ~1kan 2. * Yillard1r ~oziim bekleyerek ya da heniiz 

OO'da B .,'Yt:: :, 2., yaya ak§am saat .. O~'da A_ )a 
ulB.§t1. Yayalar sabah saat ~a y~l~ ~1kt1lar? 

yayanm hlZlm da V ile gosterelim. ' Kar§tlcl.§ana ~ozillmemi§ iin!ii probleml~rin tan1t1mi. 
kadar 1. yayanm gittigi yol (12 - x)u, 2. yayanm *. Matematige ilgi duyan ogrencilerin kendi-
gittigi yol da (12 - x)v olacak. Bundan sonra 1. lerini cl.§masma Ycl:fdlmci olabilecek problemler. 
yaya (12·- x)v ·uzunlu~ndaki.-ybl'u~4 ·saatte,::ri. · 
yay~ da ·(12 - x)u uzunlugundald :,yolu ·9 saatte * Matematiksel {-ka'.vramlar taribi ve matem-
gitmi§tir. O halde cl.§agidaki~denklemlEl.ri. elde ed- atik~ilerle ilgili .xazi1ar·. , 
eriz. 

(12 - x)v = 
4 u 

,.; * Daha ; saghkh bit miifredat programrm 

(12- x)u _ 

olu§turmaya yonelik inceleme, ele§tiri ve alter-
natif oneriler. 

:. * Matematik diinyasmd~ giincel haberler. ,. ' " -;--: 9 
v Gi;>µderilen . yaz1lar ay:o,en . yaymlanabilecegi gibi 

D~~~mleri ·tar~-tarafa ~ -parsak,_' (11~-:- x)2
\ ' biitiinliigii bozmayac~1,p ~1 degi§ikliklerle de 

~6, buraclan da i :::!: 6 elde ederiz. , ~oylece yayalar yaymlanabilir. ~imdilik olanaklar1miz yazarlara 
sa:bah saat 6'da yola ~1km~Iar~. ' ,~-·, ·,,·,,:, •, ;· ,,:telif iicreti odemeye elveri§li 

,.,. '( 
1
• 'f · · ,.,, ·~t ··'-' : :o·degildir. Bu ned:enle anlaylljla kar§llanacagim1z1 

. .. ' ,. 

SINEMA DUNYASINDAN.' .. 

tim4y~ruz. · Gond~rilecek: yazllarm bilgisayar _ or-
.ta.n11nda-')faill'm1§ olrtiasi: (Latex, Word,. Scientific 
:Work1Place) ; diizgiin ve tam ciimlelerle, Tiirk~e 
dilb'ilgisi'i kurallar~a ,uyularak yaz1Imas1, be§ say-

. i ~,.i'i' \, fayl ge~ecek yazilarda bolme noktas1· belirtilmesi 
__..:_---,---.-.. -. -, --.--.----~ •• -.,,-, .-,., gef~kme~edir. Y~ilar ,:ya bir adet yai1c1dan 

Drama dalmda en Jyi film qdillii (Altm 'If ~e), ~ikml§ ,·orne'gi '. ve bfr 3;5 inc'lik ''diskete , kayit 
J..' :e·EATIFUL M&n isi~Ii W.~e ,v~ril~ v~ O_s- edilmi§ olarak 
kar'a. aday, gosterildi. Sylvia N~'m aym adh 
kitabmdan uyarl~an :6).min k?p.usu, 1991 yihnda 
Oyun Teorisinde kullamlan. "Nash -Denklell).leri" 
ile Ekonomi Bilimine yaP,t1gi katkil~d_an dolay1 
Nooe! Ekonomi odiilq alan de,ha matematik~i 
John Forbes Nashin drii.matik ha~at'1: Matematik-
severlere bu :6.lmi izlemelerini _ve aynra,, N~~'in 
~Ujmalan ha,klc{~d~ bilgi edinmek i~in de "No-
tices of AMS, volume 45, ~umber 10, page 13_29" 
deki yaz1yi okumalarm1 tav~iie _ ediyoruz. , ' 

,. 

,w . ;Matematik Diin~1 ,.·. , 
J. J ' I',. 1 1 l . J: •. 

izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii, 
Matematik Boliimii, 35435 
. Giilhah~e:u rla,iZM:iR 

) . 

J, l': ' 11,,'l'\ i·''I ' l ·, ' 

adresine posta ile gonderilmeli, ·ya da 
mdunyasi@galois. iyte. edu. tr adresine 
pqsta ile _ gonderilmelidir. 
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elekt~onik 
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