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MATEMATIK DUNYASINDAN...

Dergimizin zamaninda basiip abonelerimize
ulasamamasindan dolay1 6ziir diliyoruz. Yaymn kuru-
luna kisith sayida makale geliyor olmas: bu aksakhgin
temel nedeni.

11. Cilt'in ikinci sayis1 her tiirden matematik se-
vere hitap eden olduk¢a zengin bir say1 oldu. To-
sun Terziogu matematik hikiyelerini zevkle bu sayida
da siirdiiriiyor. Ozellikle liseli okurlanmiz dileriz
VII. Antalya Matematik Olimpiyadi 1. Agama
Sinav Sorularinin Géziimlerinden ve ” Teorem ve Bazi
Ispat Metodlarinin Yorumu” adlh makaleden hognut
kalrlar.  ”Yo¥ra Kiimelere Iligkin Bir Not” ve
»ilging Limit Problemleri” ise ayn bir keyifle oku-
nacak yazilar. Bu sayimizda Levent Ozbek ”Olasihik
ve Olasihk Ofretimi Uzerine Bir Caligma” adh
makalesiyle Matematik Diinyasinda farkh bir esinti
uyandmiyor. Problemler ve Coziimleri boliimiimiize
bir cilt boyunca en fazla dogru yamt:1 gonderen
okurlarimza siipriz hediyelerimiz olacak.

Yaz bitmeden tekrar sizlerleyiz. Bizi Istanbul Tiirk
Matematik Derneginden, Ankara Dost’dan, Izmir Ka-
bile ve Iletigim’den sormay1 unutmayin.
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MATEMATIKCILERIN GizLi ORGUTU

Tosun Terzioglu
Sabanc Universitesi, ISTANBUL

Baz1 ansiklopedilere bakarsaniz, Nicolas Bourbaki’nin dogum tarihi, 1939 olarak verilir. Oysa gergekte
Bourbaki’nin dogumu 1935 y1lina denk gelir. Nicolas Bourbaki, 20. yiizyiin belki de en gok matematik
kitab1 yazan yazarlarindan birisidir. Ustelik de kitaplarina baktifiniz zaman, bunlar matematik
tarihinden analize, cebirsel topolojiden cebire bir cok matematik alanim igerir; ayrica da bu kitaplar,
bu teorilerin 6zgiin birer sunugudur.

Peki, nasil oluyor da boyle tammadiimiz bir kigi matematigin hemen her alaninda temel birtalkim
yapitlar yaratabiliyor?

Evet, kimdi Nicolas Bourbaki? ,
Esasinda sorumuz yanli, ¢linkii Nicolas Bourbaki diye bir kimse yok!

1930’lann baginda bir grup geng Fransiz matematikcisi Paris’te biraraya gelir; her biri o sirada Ecole
Normale Suprieure’iin birer 3grencisidir. Bu geng grup, matematige yeni bir temel vermek gerektigine
ategli bir gekilde inanmaktadir. Bu amacla da zaman zaman biraraya gelirler, tartigirlar ve birtakim
projeler lizerinde konugup dururlar. Hangisinin aklina gelir bilinmez, ama sonugta grup olarak kitap
yazmaya karar verirler ve bir yazar ismi olarak da ”Nicolas Bourbaki”yi secerler. Dolaysiyla da
Nicolas Bourbaki bir kigi degil, sadece bir takma isim. Bir gizli 6rgiitiin takma ismi diyebilirsiniz,
isterseniz.

Evet, "gizli 6rgiit” diyoruz, ¢iinkii bu 6rgiitiin kuruculan oldugu sbylenen kigiler, her biri, kendi
isimleriyle bilinen ¢ok meghur matematikgiler: Henri Cartan, Claude Chevalley, Jean Coulomb, Jean
Delsarte, Jean Dieudonn, Andr Weil, Charles Ehresmann gibi.

Bu kurucular bile higbir zaman kendilerinin Bourbaki grubunun kurucusu oldugunu kabul etmediler;
hikayeleri ne dogruladilar, ne yalanladilar. Ama pek g¢ok matematik¢i Cartan’n, Chevalley’in, Andr
Weil’in ve daha sonra Laurent Schwartz’n bu gruba dahil oldugunu, yani Bourbaki’cilerden oldugunu
bilir.

Evet, Bourbaki boyle baglads; ilk kitap da 1939 yilinda basildi, dagitildi. Dolayisiyla Nicolas Bourbaki
orgiitli, dogum tarihini 1939 olarak etrafa duyurdu.

Is kimbilir, belki de bir ogrenci gakasi gibi baglamigt: ama, sonunda bayag ciddiye alinma agamasina
geldi. Gergekten de 1930’larda baglayan bu olay, giderek 20. yiizyila damgasim vuran bir matematik
akiminin ismi de oldu: ”Bourbaki’ciler”, ”Bourbaki tiirii yaklagim”, " Bourbakizasyon” gibi terimler
matematikgiler arasinda giderek kullanilmaya baglandu.

Bourbaki kitaplan, -sayilar kirka yaklagiyor; dedigim gibi, her konuda kitaplar var, matematik tarihi
dahil- oldukga kuru bir dille yazilmig, hicbir seyi agikta birakmayan, bilinenden farkl yaklagimlarla
bir teoriyi kuran kitaplardir; o teori ister harmonik analiz, ister diferansiyel geometri, ister cebirsel
sayllar teorisi, ister analiz olsun.

Gergekten de bu kitaplar, sanki birer ders kitabidir - ama ¢ok zor birer ders kitabi. Yani bir matem-
atik Ggrencisine bu kitab: verip, ”al sana bir lineer cebir kitabi, bunu oku, lineer cebir ogren” diye-
mezsiniz - ama havasi, bir ders kitabi gibidir. Hatta her béliimiin arkasinda aligtirmalar da vardir.
O ahgtirmalara biraz bakarsamz, onlarin esasinda bagka matematikgilerin makalelerinde ispat et-
tikleri teoremler oldugunu goriirsiiniiz. O teorem, orada bir aligtirma haline getirilmig, gayet ma-

sumane, sanki o bgliimde 6gretilen konunun siradan bir aligtirmasiymg gibi Sgrenciye sunulmaktadir
ve oldukca da zor aligtirmalardir.

Peki bu kitaplarin her birini kim yazdi? ”Bourbakici” oldugunu bildigimiz Henri Cartan mi, Chevalley
mi, Andr Weil mi, Laurent Schwartz mi1, daha sonra gruba katilan Dieudonn mi, bilemeyiz. Esasinda

»-)“
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bir kitab: bunlardan higbiri tek bagina yazmadi. . .
Bourbaki grubunun caligmalar: gizli tutulmasina ragmen, anladigimuz kadanyla, caligma bigimleri

goyleydi:

Yilda 2-3 defa grup, Fransa’da genelde iicra bir tatil yoresinde biraraya geliyor(?u. Burada bir prqjeyl
uzun boylu tartigiyorlar ve sonugta bu projenin ilk taslagini yazma ve prOJeylvbu' kitap halinde
déniigtiirme gorevini, gruptan birisine veriyorlardi. Gorevlendirilen kisi, ilk tas';lagl yazdiktan sonra
o taslag diger iiyelere dagitiyordu ve bir dahaki toplantida aralarinda tekrar bir tartigma f)luyordu.
Bazi kitaplarm 7 kez yazildiktan, yani 7 taslaktan sonra ortaya giktigim b111'yoruz. Oyle ki bu grup
icerisindeki tartigmalardan sonra, normalde her biri kendi ismiyle matematik aragtirmasi negreden
Bourbaki iiyelerinin stili, ortaklaga Bourbaki kitabi yazdiklar1 zaman farkh olmaya baglad.

Arada bir de kiigiik gakalar yapmaktan kacinmuyorlardi. Mesela gunu biliyoruz:

Jean Dieudonn, 1930’larda "Bourbaki” ismini kullanarak kiiciik bir aragtirma notu yazd1 ve tlegretti.
ismini kullanarak o makaledeki bir yanhg: diizelten,

Daha sonra, yine Jean Dieudonn bu kez kendi _ :
"Mbsyé Bourbaki’nin Bir Hatas: Uzerine” baglikli bir makale yazdi. Boylelikle sanki kendi hatasini

degil de, takma ismini kullandig Bourbaki’nin hatasim diizeltiyordu!
aldilar; bu gelirin de hepsini Bourbaki

Bourbaki’ciler, Bourbaki kitaplarindan oldukga iyi telif ticreti

toplantilarm: yapmakta, yani ortak amaglar igin kullandilar. Dolaysiyla bir anlamda Bourbalki, bir
kurumsal isim de olmaya bagladi.

Peki, diyebilirsiniz ki, "neden Bourbaki
"Nicolas Bourbaki” ismiyle ¢ikt1, adres olarak da,
Nancy’de yagamakta” denmekteydi. Tabii ki Poldavya
Poldavya Krallig1 da yok, yani ”Poldavya Akademisi” veya

ismi?” Bir de sunu sdyleyeyim, Bourbaki’nin ilk makalesi,
"Poldavya Kraliyet Akademisi Uyesi, gu anda
diye bir iilke yok, hi¢bir zaman da olmads;
»Poldavya Kraliyet Akademisi” de uyduruk
birer isim.
Neden Nancy? Nancy gehri, Fransa’da. Evet, Bourbaki kurucu iiyeleri olan Bourbaki’cilerin bir gogu,
liseyi Nancy’de okumuglardi. Bu arada Nancy’nin bir meydaninda bir generalin heykeli vardir. Bu
generalin ismini belki birok Fransiz bile bilmez: O generalin ismi ”Bourbaki” idi.
EWt; General Bourbaki, Yunan asilli, 19. yiizyilda yasamug bir Fransiz askeri. Denir ki kendisine
Yunan taht: bile sunulmug, ancak kendisi kabul etmemis. Ilging bir generalmig ki, Fransiz-Prusya
Harbi sirasinda ordusunun bir kismiyla Isvigre’ye siginmig, yani savag alamm terketmig. Isvigre'de
intihar etmeye galigmig, ancak herhalde bagarili olmarmg ki epeyce uzun yagadifim biliyoruz.
Evet, General Bourbaki hakkinda bildigimiz, {i¢ agag1, beg yukar1, bundan ibaret.
Kim bilir, demek ki belki de o zaman daha heniiz delikanlihk yillarindaki bu gen¢ Fransiz matem-
atikgileri, isim ararken, Nancy’de okuduklar: sirada pek anlam veremedikleri bu heykele ve bu heykelin -
amsima dikildigi General’in ismini segmeyi uygun gordiiler.
Kim bilir, belki de bagka diigiinceleri vardi. Ama kendileri, yarattiklar1 bu isimle gercekte General
Bourbaki’nin ¢ok dtesine gegtiler -matematik tarihinde tabii ki.
Bourbaki, kitaptan bagka, ayrica kii¢iik aragtirma notlar, kitap elegtirileri de yazdi. Elbette bunlar
hep, "Bourbaki” takma ad: altinda yazihyordu.
Evet, Bourbaki ilk yillarinda, ” Poldavya Kraliyet Akademisi Eski Uyesi” sifatm: kendine layik gbrmiigt
Ama sonralaz}. Nicolas Bourbaki, giderek kendi adresi olarak "Nancago Universitesi”ni kullanmaya
bagladi. Tabii, ne””Nancago” diye bir gehir var, ne de Nancago Universitesi diye bir iiniversite.
:&nlagﬂe:n, bw;uada N:mcy” ile "Chicago”nun esin kaynag oldugu bir takma isim yine sz konusu:
kNancy” ve Flhlcago a.dla.rmdan, ’-’Nz?.ncago” ad: tiiretilmig. Neden Chicago? Ciinkii Bourbaki’nin
urucu u'yel.ennden And.r Weil, Ikinci Diinya Savagi’'ndan sonra, a;t1k Chicago’da galigmaya baglamigt:.
Bourba;l;l kitaplarinin bir bagka ozelhgl daha vardir: Zaman zaman bir matematik metninde, bir is-
glal};ta, yle, ok:u;ucuya masum goriinen, ama iyi anlagilamazsa ileride belalara yol agabilecek satirlar
unur. Igte, Gyle yerlere gelindiginde, dikkat gekmek icin Bourbaki kitaplarmin marjininde, yani
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tekstin hemen diginda, "tehlikeli viraj” igaretinin ayms: olan bir igaret kullanilir. Bourbaki’nin bu
bulugu, bagka yazarlar tarafindan da sonralari bagka kitaplarda kullamlmaya baglandh.

Bourbaki’nin kitaplarinin -kuru stillerinin yamsira- konulara temelden baglamasi, ele alinan teorinin
biitiiniinii sonuna kadar geligtirmesi, sistematik olmasi, gok 6zen gosterilen geylerdir. Bourbaki’cilerin
sayisimn 10 il 20 arasinda oldugunu biliyoruz. Yani kiigiik bir gizli 6rgiit.

Hemen hepsi de Fransizdi. "Hemen hepsi” diyorum, iinkii i¢lerinden bir tanesi, Samuel Eilenberg,
esasinda Polonya asilh bir Amerikali. Ancak Eilenberg’in de sonradan girdigi bu dernege, ¢ok iyi
Fransizca bilmesi ve Fransiz kiiltiirline ¢ok agina olmas: nedeniyle kabul edildigi biliniyor. Tabii,
aynica ¢ok da taninmig bir matematikgi.

Bourbaki’cilerin aralarina sadece Fransiz almalarinin basit, pratik bir nedeni var: Bourbaki’cilerin
kapali toplantilarinda, yani gizli 6rgiit biraraya geldigi zaman, nerede olursa olsun, son derecede hizl,
Paris 6grenci argosu kokan bir Fransizca kullaniliyor. Yani bir yabanci ¢ok iyi Fransizca da bilse, bunu
kolayca takip edemeyecek, bu konugmalara katkida bulunamayacak. Iste, bu korkuyla Eilenberg’in
disinda Fransiz olmayan hig kimseyi Bourbaki’ciler kendi aralarina katmamuglar.

Bir de Bourbaki hep geng kalmak istiyor. Dolayisiyla denir ki, 50 yagina gelen bir Bourbaki iiyesi,
arttk Bourbaki {iyesi degildir. Yani 50, maksimum yagtir, Bourbaki fiyesi olmak igin, dolaysiyla
Bourbakiciler daima bir anlamda gengligi, yenili}i temsil ederler. Bunu yapmak igin de zorunlu
olarak gercekten de bir 50 yag simrim kendi kendilerine kabul etmigler ve uygulamiglar.

Bourbaki’ciler, gakadan hoglanan insanlar, anlagilan. Giinkii 1950’lerde, diinyann en biiyiik matem-
atik dernegi olan Amerikan Matematik Dernegi, Prof. Nicolas Bourbaki’nin iiyelik istegini tagiyan
bir mektup ahr. Nicolas Bourbaki, kendisinin yazdi# matematik kitaplarim art arda siraladiktan
sonra, kendisinin Nancago Universitesi'nde caligtigini ve Amerikan Matematik Dernegi’ne iiye olmak
istedigini belirtiyor, iistelik iiyelik aidatin1 da hemen &diiyor.

Tabii, ilk bagta bu bagvuruyu alanlar, belki de yeni bir iiye kazanmamn hog tarafim diigiinerek durumu

onceleri pek farketmiyorlar; ama tabii, bir de, dernekte caligan matematikgiler var - bunlar, Nicolas
Bourbaki’nin bir takma isimden ibaret oldugunu biliyorlar.

Amerikan Matematik Dernegi, Bourbaki’nin {iyelik bagvurusunu reddediyor. Bunun {izerine Nicolas
Bourbaki imzasiyla birgok matematik dergisinde, Amerikan Matematik Dernegi’nin kendisini iiyelige
kabul etmedigine dair gikayet mektuplar1 ¢ikmaya bagliyor!

Bunun {izerine ne yapsinlar? Amerikan Matematik Dernegi’nin yayin organlanndan bir tanesinin
editorii -ve ayn1 zamanda taninmig bir matematikgci- olan Ralph Boas da, tutup gene bir matematik
dergisinde, biraz Bourbaki hikayesini anlatiyor ve Bourbaki’'nin, bir matematik¢inin degil, bir grup
matematik¢inin ismi oldugunu, bunun bir takma isim oldugunu belirtiyor. Diyor ki, "Bourbaki bir
kigi olarak yoktur, bir takma isimdir, biz ise Amerikan Matematik Dernegi’ne ancak Kkigileri iiye
yapiyoruz, dolayisiyla Bourbaki isimli bir {iye kaydedemeyiz.”

Bourbaki bu cevab: aldiktan sonra, tabii bog durmuyor: Bu kez de bir Fransiz dergisinde gdyle bir
makale cikiyor: ”Ralph Boas isimli bir matematik¢i ashnda yoktur, bunlar bir grup geng Amerikal
matematikginin kullandig: takma isimdir, anonim bir isimdir, Boas’in yaptig1 biitiin matematik,
esasinda bu yirmi kigilik grup tarafindan yapilmigtir.” Evet, bunu ciddi ciddi yaziyorlar!

Ve buna inananlar bile gikiyor! Unutmayin ki 1950’lerde, iletigim bugiinkii gibi hizh degil. Boas’in,
olay1 diizeltmek icin yaptifi agiklamanin kargihginda, Bourbaki bir bakima ondan intikamim almg
oluyor.

Bourbaki’ciler gercekten ilging insanlar olmug olmali. Dedigim gibi, her biri kendi alaminda zaten
aragtirmalariyla meghur birer matematikgi; her biri de Bourbaki kitaplarina, Bourbaki aragtirma
notlarina, Bourbaki kitap elegtirilerine katkida bulunmug kisiler.

Bunlardan Dieudonn, gercekten &biirlerinden biraz daha da farkh. Dieudonn, Tiirkge’ye terciime
edersek, ” Allah verdi” veya ”Hiidaverdi” anlamina geliyor, ¢iinkii Jean Dieudonn, 1906'da, bir kilis-
enin avlusunda bulunmug bir bebek ve o bebek tabii bizim Tiirkiye’deki Dariiggafaka gibi birtakim
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kurumlar tarafindan yetigtirilmisg, sonugta ¢ok meghur bir matematikgi olmug. Ama Jean Dieudonn,
dinlemesi gercekten gok zevkli Fransizcasiyla ve ¢ok zevkli ders anlatimiyla, diinyamn her tarafina
caginlan bir kigiydi.
Kendisi 1998’de 92 yaginda 6ldii. Jean Dieudonn, Bourbaki kitaplarinin cogunu en son kaleme alan
kigisi olarak bilinir. Ama bir kitabi vardir ki, analize dair, hicbir zaman Bourbakiciler tarafindan
kabul edilmemistir ve o kitap, Bourbaki adi altinda yazilmamigtir. Onun iizerine Jean Dieudonn,
» Analizin Temelleri” ismini tagiyan birkag ciltlik analiz kitabinda, kendi, Jean Dieudonn ismi altinda
negretmigtir. Keza, Claude Chevalley, Henri Cartan, Andr Weil, daha sonra Laurent Schwartz, ve
daha sonra Grothendieck gibi matematikgilerin, her biri kendi isimleriyle meghurdur. Ama Bourbaki
belki bir ekoliin, bir kurumun ad: olarak kendi Giyesi olan biitiin matematikgilerin toplamindan daha
da meghur, daha da fazla katkida bulunan bir isim -kigi degil- 20. Yiizyl matematigine...Iste 1930’1arin
baginda bir grup geng, afacan, Parig’li matematikginin -kimbilir nerede? bir kafede mi? bir garap
kadehinin basinda mi?- akillarina gelen fikir, biyiidd, biiyiidii ve sonugta birgok matematikginin
»Bourbaki ekolii” diye adlandirdiklar bir olay, bir matematik hikiyesi ortaya gikti.

..MATEMATIK SEVERLER ICIN KITAPLAR...

Matematik Yalan Soylemez, VAHSI SAYILAR, Geviri: Gokgen Ezber, Giincel Yaymerlik, 2001

Kusaklar boyu matematikgilerin kafasim1 meggul eden Vahsi Sayilar Problemi ¢oziilebilecek mi? Geng
matematikgi Isaac, dliimsiiz matematikgiler arasina girmeyi bagaracak mi1? Vahsi Sayilar Prob-
lemi’nin ¢bziimii bankacilik ve diger elektronik ortamda kullanilan gifreleri ¢6zebilecek mi gercekten?
Deha ve delilik arasindaki o ¢ok ince gizgide gezinen Vahsi Sayilar, bizi dehalarn ve delilerin bag
dondiiriicii diinyasina gétiiriiyor. Matematik ve felsefe 6grenimi géren Philibert Schogt’un kaleminden
matematigin yaratict simrlarim zorlayan bir kitap... Diigiinen beyinler icin...

MANTIK VE OLASILIK HIKAYELERI, Ceviri: Murat Saglam, Giincel Yaymcilik, 2001

Yanhg kararlar yiiziinden para ve zaman kaybetmek istemiyorsamz Sherlock Holmes emrinizde...
Matematigin giinliik yagamla kagimlmaz iligkisini gozler oniine seren bu kitap, karar verme yontemlerin
zi tamamen degigtirecek... Sherlock Holmes ve sadik asistam Watson’un olaylar: nasil ¢ozdiigini
okuyanlar, onlarin zekalarinin evrene yayildiklarim hiseddecekler. Matematik paradokslari konusunda
uzman olan Colin Bruce, mantik, matematik ve olasihk konularindaki gizemleri ¢ozmekten gok
hoglaniyor. Bir fizik¢i ve bilim yazari olan Burce’in ”Einstein Paradoksu” adl bir kitabi da var.
»... Polisiye romanin hazlarini, aydinlatic1 bilimsel metinlerle birlegtiren egsiz bir kitap... Gergek bir
zevk... giddetle okumaniz1 6neriyoruz...” -New York Times Books Review




VIL. ANTALYA MATEMATIK
OLIMPiYADI BIRINCI ASAMA SINAVI
COZUMLERI

flham Aliyev-Dogan Coker
Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii,
07058-ANTALYA

1. V20002002 gayisimin onluk say: sisteminde
yazihginda sagdan sifirdan farkl ilk rakam nedir?

A)4 (B)|2 C)8 D)6 E)5

Céziim. V20002002 = 20001001 = 21001.7001001
21001 = 2. 21000 — 2. 16250 ve 16 'min her pogzitif
tamsay1 kuvvetinin son rakam1 6 oldugundan,
2-162%° ’nin son rakam 2 dir.

2. a,b.c = a + b + c egitligini saglayan sifirdan
farkh a, b ve ¢ rakamlan igin a? + b + ¢2 toplam
neye egittir? (Burada a, b ifadesi “a tam onda b”
kesrini belirtmektedir.) '

A)55 B)70 65

C) D)60 E)75

Coziim. Verilen esitligi
10ac+bc = 10(a+b+c¢) = be = 10(a+b+c—ac)

geklinde yazalm. Buradan b ve ¢ ’den birinin 5,
digerinin bir ¢ift say1 oldugu goriiliir. ¢ = 5 ise,
b = 8a — 10 egitliginden b =6, a =2 olur. b=5
ise, ¢ = 20 = 1 4 ;1L egitliginden 2a — 1 =
11 5 a =6 = ¢ = 2 olur. Her iki durumda da
a® + b+ =5 +2% + 62 =65 olur.

3. Ik (farkh veya egit) asal sayinin garpim
biciminde gosterilebilen her sayiya “iyi say1” diye-
lim. n,k € IN olmak iizere, n +1,n+2,...,n+k
sayllariun her biri “iyi say1” ise, k en fazla kag
olabilir?

A)4 |B)|3 C)2 D)5 E)Sonsuz

Coziim. Dort tane ardigik sayinin her biri “iyi
say1” olamaz. Ciinkii dort ardigik sayidan biri 4
‘e béliineceginden 4k bicimindedir. k = 1 icin
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4,5,6,7 dortliisiinden sadece ikisi “iyidir”. k > 1
icin 4k = 2.2k sayisinm en az 3 (egit veya t:a:rk}l)
asal garpam oldugundan, bu sayr “iyi” degll’du.
Dolayisiyla, ardigik “iyi”. sayilarn sayst 3 ten
fazla olamaz. 3 tane ardigik iyi sayiya bir Srnek
gosterelim:

33=3-11, 34=2.17, 35=5-7.

4. Bir cember iizerinde sabit bir A noktasi alallm
Cember iizerinde alinan bir B noktas;l igin,
AB kiriginin uzunlugunun yangap uzunlugundan
biiyiik olma olasih kagtir?

ol [D) E) §

wW(N

A)

Cozim.

B) 2

AI

Sekilden goriildiigii gibi, B noktas1 A’AA" yayi
lizerinde yiirlidiigli zaman AB kiriginin uzunlugu
yaricap uzunlugundan kiiciik olur. Bu yaym
uzunlufu gember uzunlufunun i ’iidér. Bun-
dan dolayi, AB Kkiriginin uzunlugunun yaricap
uzunlugundan biiyiik olma olasiligr 1-§ = 2 tiir.

5. f:R = IR fonksiyonu her z, y € R icin
() = 5[/ +47) - (@)

egitlifini saglamaktadir. £(1) # 0 olduguna gore,
£(2002) sayis: kagtar?

A) 1000 B) 2001‘ C) | 1001
D) 2000 E) 2002

Coéziim. z = y = 0 koyarsak, f(0) = 0 olur.
z=0, y=1k0yarsak’f(1) =2f2(1)vef(1)9£0
oldufundan, f(1) = % olur. - imdi, y = 1 ko-
yatsak, § = 3(f(z+1)-f(2)) = f(z+1)~f(z) =
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! elde ederiz.
f(2) - f(1) = %
f@3) - f(2) = 1§
?(2002) = }.(2001) = 4

egitliklerini taraf tarafa toplarsak,
£(2002) = 1001

olur.

6. 42002 4 §2002 gaxigimin 25 ile béliinmesinden
elde edilen kalan kagtir?

A)4 B)18 C)12 D)1 [E)|2

Coziim.
1.08ziim: ¢ Euler fonksiyonu olmak iizere,
#(25) = 20 *dir. O halde, Euler Teoremine gére,

420 = 49(2%) =1 (mod 25) ,

62° = 6*(*) = 1 (mod 25)
ve buradan da,
42002 — 42 . 42000 _ 16 . 420100 = 16 (mod 25) ,
62002 = 42.420-100 = 36 (0 25) = 11 (mod 25) .

Bu ikisinden 42002 1 2002 = 16 + 11 (mod 25) =
(mod 25) elde edilir.

2. Cozum 42002 4 2002 _ (5_1)2002 (5 1)2002 _
gBmom Formiiliinii kullaniyoruz)... = 25- A —
20gf) 5-1+1=25-B+ (30)-5-1+1=
25-(A+ B)+2. Sonuncu toplam 25 ile boliiniince
kalan 2 ’dir.
7. 50 yaprakh bir kitabin sayfalan 1, 2, 3, ...,
99, 100 sayilan ile numaralandirilmgtir. Bu ki-
taptan bir kag¢ yaprak koparilip atildiktan sonra,
geriye kalan sayfalarin numaralar toplam 4946
olmugtur. Bu durumda, en fazla kag yaprak

koparlmigtir?

A)|4 B)5 C)8 D)7 E)6

Coziim. Koparilmig sayfalarin numaralar
toplam:1 5050 — 4946 = 104 ’tiir. n numarali
yapragin sayfa numaralarimn toplam (2n — 1) +
2n = 4n — 1 'dir. Bundan dolay1, k tane yaprak

koparilmugsa, onlarn sayfa numaralar toplam,
(4ny = 1)+ (4ng — 1)+ ... + (4ng — 1) = 4(n; +
ng+..+ng)—kolur. 4-(ng +na+...+ny) —
k = 104 esitliginden, k£ 'nin 4 ’e boliindiigiinii
soyleyebiliriz. Yani, k = 4,8, ... olabilir. k¥ > 8
olamaz, ¢linki 4- (1+2+3+4+5+6 +
7+8) —8 =4-36—-8 = 136 > 104 ’tiir.
k = 4 durumuna bir 6rnek verelim: 1.,2.,3. ve
21. yaprak koparilmigsa, sayfa numaralan toplam
1+2+3+4+5+6+41+42=104 olur.

8. [AB] dogru pargas: ¢ap olmak iizere, bir yanm
cember ¢izilmig ve bu yarim cember {izerinde C
ve D noktalar1 |[AC| = |CD| = 2 olacak bicimde
alinmgtir. |AB| = 5 olduguna gore, BD kiriginin
uzunlugu kagtir?

A)33 B)32 C(C)31 D)|34 E) 3,5
Coziim.
D
C.
A 0 B

A
ADB= 90° oldugundan, Pisagor Teoreminden
|BDP? = |AB? — [ADJ? = 25 — | ADJ? 'dir. |AD|
uzunlugunu bulahm. Cemberin merkezine O ve
CO ile AD ’nin kesigim noktasma. E’ d1yehm ,

CE 1 AD oldugu agiktr. C'DE ve CBA aym AC
yaylm goren agilar olarak egitler. Buna gore de

DC’E ve CAB dik uggenlerl benzer uggenlerdlr
Buradan, gE = =>
|DE| = |DC| - lml—z SCE LI T TERN
|AD| = 2|DE| = $v21

Sonugta, |[BD| = \/25 — |AD]? = ¥ = 3,4 qikar.

9. Agagidaki denklemin gergel sayilarda ¢oziim .
kiimesi ka¢ elemanhdir?
6z+5 15z-7
===
(Burada, |.|, tamdeger fonksiyonudur.)
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A)0 B)1 C)l2

D)3 E) Sonsuz goklukta

Coziim. 152=7 = qn, (n € Z) diyelim. Bu-

radan z = —‘51'— bulunur ve denklemde yerine
konulursa, |—°-"-i'3—|| = n olur. Tamdeger fonksi-
yonununtammmdan 0B _n<cle
——<n<13=>n—0veyan—1 n=20
icinz; = £ ven=1iginz; =3 4 coziimleri elde
edilir.

10. Kac tane p asal sayis: igin p? + 11 sayisinin
tam 6 tane farkh pozitif boleni vardir?

A1
D) 12

B) 2
E) Sonsuz goklukta

C)3

Coziim. p = 2 icin p?+11 = 15 say1smin 4 pozitif
boleni vardir. p= 3 igin p? + 11 = 20 sayisinin 6
pozitif boleni vardir. Her p > 5 asal sayis1 6k F
1 bigiminde gosterilebileceginden, p? + 11 sayis1
12 ’ye boliinecektir ve 12 'nin tam 6 tane pozitif
boleni oldugundan, p? + 11 sayisimn pozitif bolen
say1s1 6 'dan fazla olacaktir.

11. Yancap: 5 birim olan bir ¢ember, yaricap: 9
birim olan bir bagka ¢embere A noktasinda icten
tegettir. Biiyiik ¢ember {izerinde, |AB| =
birim olacak sekilde secilen bir B noktasindan
kiiciik cembere cizilen teget pargasimn uzunlugu
nedir?

A1l
Coziim.

B)|s

C)9 D)0 E)7

A
AB ’nin kiigiik cemberle kesigim noktasina D

diyelim. Kiiciik ¢emberin merkezine O; ve

A A
biiyiligiinkine de O, dersek, AO,D ve AO.B

ilham Aliyev-Dogan Coker

quenlermm benzerhgmden H 5= |AD| =

-|AB| = §-12 = 2;’ Buradan |BD| =
|A.B| - |AD| =12-2 = Simdi, |BC| =
V|BD| - |BA| = \/17|BD| eglthgmden |BC| =
/12§ = 8olur.

12. 0,1, 2, ... , 9999 sayilan icinde 7 ve 8

rakamlarimin ikisinin de kullamldig kag tane sayl
vardir?

A) 982 964 C) 972

B)

D)|974 E) 962

Céoziim. A = {yazihmmda 7 kullamlan sayilar},
B = {yazihmmda 8 kullanilan saylar} kiimelerini
tamimlayahm. Biz s(A N B) sayisim bulmak isti-
yoruz.

s(AN B) = s(A) + s(B) — s(AU B)
formiiliinden yararlanacagz.

1)

Sayilarin hepsini, gerektiginde oniine sifirlar koy-
makla, dért basamakh diigiinelim. Ornegin, 0 =
0000, 1 = 0001, 219 = 0219 vs. O halde,

s(4) = s(B) =10 — 9* )
oldugunu kolayca gorebiliriz. Ote yandan, C' ile
C kiimesinin tiimleyenini gosterirsek,

s(AUB) =10 -s((AuB))=10*-8* (3)
olur. (2) ve (3) ' (1) ’de koyarsak, s(AN B) =

10 — 2- 9% + 8* = 974 elde ederiz.
13. 2> 0,y > 0, z > 0 olmak iizere,

Y’z
i+ yt+ 2t

ifadesinin alabilecegi en biiyiik deger nedir?

AL B O Di (B
Cozim. Aritmetik-geometrik ortalamalar

egitsizliginden,

1 1
z“+y"‘+z"‘=:1:4+§y4+§y4+z4

4

24-\‘/w4-y3-z4-(%)2=ﬁ$y’z
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V2 1

<=

2v2

ry’z
zh 4yt 2t
cikar. Egitlik durumu,

1
I4:§y4:Z4___>y=t>0, z=z=%t
icin elde edilir.
A
14. ABC iiggeninin AC kenan iizerinde bir
M noktasi ve BC kenar iizerinde bir N nok-

tas1 ahnmigtir. [AN] ve [BM] dogru pargalarinin
kesigim noktasi O olsun.

A A
Alan(OMA) =1, Alan(OBN) =2 ve
A
Alan(OAB) =3
A
olduguna gére, Alan(MNC) nedir?

A) 2 B)|37 C2% D)3 E) &

Cozim.

. .

. A A
Sekilde, Alan(ONM) = z ve Alan(MNC) =y
diyelim. 3z = 1- 2 egitlifinden z = 2 bulunur.
Biz y ’yi bulmak istiyoruz.

A
|AM| _ Alan(ABM)  3+1 4
|IMC| ~ T 2+z+y 2+%+4y

A
Alan(MBC)

ve

- 2

|AM| _ Alan(ANM) 14z 1+3

MC| A - '
IMCl ™ anave) Y ¥

Bu iki egitlikten

4 _1+§=> 40
2+2+y oy Y=o

elde edilir.

15. Yaricap: 2 birim olan bir gember, bir karenin
iki komgu kenarina icten teget olup, karenin
sadece bir kogesinden gegmektedir. Buna gore,
karenin kenar uzunlugu ka¢ birimdir?

A)|2+v2 B)3 C) 2v2
D) v5 E) 4-V2
Céziim.

y

alA C

2 M|

B
OI 2 @ T

Kareyi, gekildeki gibi, Deskartes koordinat siste-
minde yerlegtirelim. Cemberin merkezine M ve
cemberin karenin kenarlarn ile kesigtigi noktalara
da A ve B denirse, M ’nin [AB] iizernde oldugu
agiktir.

Karenin kenar uzunluguna a diyelim. O halde C
'nin koordinatlan (@,a) ve M ’nin koordinatlar
da (2,2) oldugundan,

2= |OM| = /@a= 2 + @@= 27 = v2(a - 2)
Gikar. Bu.ra.dan,a=2+725=2+\/§bu]unur.

16. 1, 2, ..., 999, 1000 sayilan verilsin.
Bu sayillardan azalan aritmetik dizi olugturacak
sekilde kag tane say1 icliisii segilebilir? (Ornegin,
3,2,1ve9, 6,3 birer azalan aritmetik dizidir.)

B) ;(3)
E) | 249500

A) 245500
D) #('3")

C) 247500

Coziim. Azalan aritmetik dizi saysi, artan
aritmetik dizi sayisina egit oldugundan, artan ar-
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itmetik dizi sayismm bulahm. aq dizinin ilk ter-
imi ve d de dizi farki olursa, a > 1, d > 1
ve a + 2d < 1000 saglanmalidir. Buradan a <
1000 — 2d, (d = 1,2, ...,499) olur. Boylece, artan
aritmetik dizi olugturan {igliiler says:

499

) (1000 — 2d) = 4991000 — 2- (1+ 2+ ... +499)
d=1

=499-1000 - 2- H'.;ﬁ-499
= 499 - 1000 — 499 - 500 = 249500
olur.

17. a, b, c gergel saylan |a|] < 3, |b] < 2,
le] € 1 kogullanm saglamak iizere, tim z® +
az? + bz + ¢ = 0 denklemlerini diigiinelim. Bu
denklemlerden en az birini saglayan pozitif gercel
sayllarn en biiyiigline zo diyelim. z, sayis icin
agagidakilerden hangisi dogrudur?

A)2<zp<3 B)l<z<2 C)0<zp<1
3<zo<4 E)4<zo<5

Coziim. Reel katsayih 3 dereceli her polino-
mun en az bir reel kékii vardir. f(z) = z° —
322 — 2z — 1 polinomunun en biiyiik pozitif kokii,
problemdeki kogullar: saglayan polinomlarin reel
koklerinin hepsinden biiyiiktiir. Gergekten, f(z)
polinomunun en biiyiik pozitif k6kiine zo dersek,
Vz > z¢ > 0igin,

0=f(z0) < f(x) =2°-322 -2z -1
<z+az’+bz+c

olur. Yani, z8+az?+bz+c (|a <3, |b| <2, | <
1) polinomlarinin hig biriginin o ’dan biiyiik kdkii
yoktur. Simdi, zo 'in bulundugu aralig tahmin
edelim. f(3) < 0 ve f(4) > 0 oldugundan,
siirekli fonksiyonlar icin Aradeger Teoreminden,
Zo € (3,4) olur. (Her z > 4 igin f(z) > 0 oldugu
kolayca goriilebilir.)

18. Bir ABCD dikdértgeninde AB kenar
iizerinde bir P nAokta.mA ve BC Akena.n tizerinde
bir Q noktasi, APD, PBQ ve QCD iicgenlerinin
alanlar egit olacak bicimde alinmigtir. Buna gére,

AP .
'ﬁ‘[ orani nedir?

[lham Aliyev-Dogan Coker

A) B BF 0%
D¢ [B]S
Coziim.
A c+d D
a
a+b
P
b
c

= c @ d N
|A'PI =a, lPB| =b, IBQI =6 |QCI = d diye-
lim. Alanlarin esitliginden, la(c + d) = 3d(a +
b) = Lbe olur. Ik egitlikten,

ac=db=>4=1%
Son iki ifadenin egitliginden,
=3 2
gikar. (1) ’i (2) ’de yerine koyarsak, &% = & =
¢ +1= 2 elde ederiz. $ =z dersek,z+1= 7 =
P2+zr-1=0=>z= 3@ bulunur.

1)

UYARI: {4Fl orammin 1 *den kiigiik olacagm
gormek zor degildir. 1 ’den kiiciik olan tek
secenek ise _[!32_—1 >dir!!t

19. 1 ’den 99 ’a kadar (1 ve 99 dahil) tiim tek
sayilan alahm. Bu sayilarin hepsinin toplamina
A;, tliim ikigerli carpimlar toplammna A,, tiim
tigerli carpimlar toplamina Ag, ... , tiim 49-arh
carpimlar toplamna Ag9 ve hepsinin carpimima,
Aso diyelim. (Ornegin, a, b, ¢, d sayilan igin
ikigerli carpimlar toplami ab+ ac+ad+be+bd+cd
’dir.) Buna gére,

Aso—Agg+ Agg— Agr+ ...+ Ay — A

toplamu neye egittir?

A) -50!  B) 50! c)|-1
D) 1 'E) —2% 49
Coziim. (z + 1)(z + 3)---(z + 97)(z + 99)

ifadesinde parantezleri acarak, sadelegtirir_sek,
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(Z+1)(z+3)- - (z+97)(z+99) = 250 + A, 2% +
Asz®® + ... + Agpa? + Agpa! + Ao olur. z = —1
koyarsak, Aso — Agp + Agg — ... + Az — A; +1 =
0¢A50—A.49+A43—...+A2—A1 = —1 olur.

20.
2% +42% + 320 — 628 - 2002 — 152+ 5 =0
2% +22% — 28 — 522 - 10z +5=0

denklem sisteminin gergel ¢dziimii z, ise, 3z + 7
tamsayisinin rakamlar toplami kagtir?

A)|[4 B)13 C)7 D)5 E)I16

Coziim.
1. Coziim. z reel sayis1
2% + 425 + 3z* — 62° — 2022 - 152 +5=0 (1)
2° +2z* — 23 — 522 ~ 10z +5=0 (2)
sistemini saglasin. Esitlikleri taraf tarafa
cikartirsak,

28 +325 + 24 —523 — 1522 — Bz =0 =

25+ 324 + 23 — 522 — 152 -5 =0 (3)
olur. (2) ve (3) 'i taraf tarafa toplarsak,

225 + 524 — 1022 — 252 =0

= 2z* +52° - 10 - 25=0 (4)

cikar. (3) ’ten (2) ’yi gikanirsak,
zt +223 - 52-10=0 (5)
olur. (5) ’in her iki yanim 2 ile carptiktan sonra,
2z* + 423 - 102 - 20=0 (6)

olur. Simdi, (4) ’ten (6) ’y1 cikartirsak,
2 —5=0=>2=V5=32"+7=22
elde edilir.

2. CoOziim. ¢ ’'n sistemi saglayan reel
sayl oldugunu varsayip egitlikleri taraf tarafa
gikartirsak,

z3+3zg+a:3—5zg—15x3—530=0=>

11

x8+3zg+xg—5(z§+15mo+5)=0=>

(z3 = 5)(z2 + 320 +1) =0

olur. 2§ +3z9+1 # 0 oldugundan z3 = 5 = z, =
v/5 bulunur.
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YOGUN KUMELERE iLiSKIN BiR NOT

Nurettin Ergun-Cavit Hafizoglu )
istanbul Universitesi, Matematik Boliimd, iSTANBUL

Usta Alman Matematikgi Dirichlet’ in 1820’ lerde gozlemledigi gu yalin ama onemli gercek daha Gnce
bu dergide yayimlanan iki yazida ele alinmugty, bkz[1],[2]. Zo gergel says herhangi bir irrasyonel say1
olsun. Bu takdirde

Az, ={kzo+m:k,mé€ Z}

alt kiimesi, tiim gergel sayilar kiimesinde yogundur, bagka bir deyigle herhangi iki z,y gergel say1s
verildiginde bu kiimenin en az bir (ve aslinda sonsuz sayida) elemam z ile y arasinda yer alir . Bu
kisa yazida, T herhangi bir irrasyonel say1 olmak {izere, daha Gzel bir kiime olan

B,(,:{m:o+k:n€N,k€Z}

alt kiimesinin (ve aynca Cy, = {—nzo+k:n € N,k € Z} kiimesinin de) yogun olma niteligini haiz
oldugunu gosterecegiz. Bu yaziy1 saghkh bigimde kavrayabilmek igin yukanda sozil edilen yazilan
okumug olmak kesinlikle gerekmemektedir. Iyi bilindigi gibi 0,1,-1,2,-2,... dzel rasyonel sayilarina tam
rasyonel sayilar yada kisaca tam sayilar denir, onlarin kiimesi Z igareti ile tiim pozitif tam sayilarin
kiimesi ise N ile gosterilip elemanlarina kisaca dogal sayilar denir. Yine iyi bilindigi gibi, herhangi
bir z gercel sayisimn [z] igareti ile gosterilen tam kismi, z den biiyiik olmayan tiim tam sayilarn en
biiyiigiidiir. Her gercel sayidan biiyiik olan en az bir dogal saymin varhgim giivence altina alan {inli
Arsimed Tlkesi (bu ashnda kamtlanabilen bir 6nermedir ama, gergel sayilarn aksiyomatik, saghklh
ve uzunca siiren bir ingasinin sonunda kamtlanabilen bir bilgidir ve bu uzun siiren ingay1 degil lise,
{iniversite y1llarinda bile eksiksiz ve geregi gibi aynintilariyla yapmayl goze alamayanlar tipk bu yazida
bizim gimdi yaptigimiz gibi bu olaganiistii bilgiyi, kestirmeden tepeden inme bir ilke olarak soyleyip
geciverirler.), evet bu {inlii ilke geregi, herhangi bir z gergel say1st igin —z < n ve dolaysiyla —n <z
gercekleyen bir n dogal sayisinin varligim gikarmug oluruz. Elbette n dogal sayisindan biiyiik olan
tiim k dogal sayilan i¢in —k <z yani —k € (—00,z]NZ gecerli olur. Demek ki her z gergel sayis1 icin
(—00, z] aralifinda bulunan tam sayilarin kiimesi bog degildir ve istelik sonsuz elemanhdir. Iste bog
olmayan bu (—o00,z]NZ kiimesinin z gercel says: ile iistten simrlandigin yani her k € ((—oo0, z] N Z)
icin k < z gergeklegtigini gozlemek giig degildir. Gerek, dogal sayilarin bog olmayan her alt kiimesinin
bir en kiiciik elemaninin var oldugunu sdyleyen 6nerme, gerek tam sayilarin bog olmayan ve iistten
gimirl her alt kiimesinin bir en biiyiik elemaninin var oldugunu sbyleyen onerme egdegerdirler ve Ginlii
Tiimevarim ilkesi yardimiyla kolayca kanttlanabilirler. Iste bu nedenledir ki (—o0, £)N Z kiimesinin
en biiyiik elemani, elbette bu kiimeye aittir ve [x] igareti ile gosterilen bu tam say, dolayisiyla hem
[z] < z ve hem de z < [z] +1 egitsizliklerini gercekler.[z] + 1 tam sayisimn (—00,z] N Z kiimesine ait
olmayacag apagiktir, aksi halde [z] + 1 tam saysiun, bog olmayan bu kiimeye ait olup, bu kiimenin
en biiyiik elemanindan biiyiik olmayacag icin [z] +1 < [z] gibi kesinkes olanaksiz bir sonucla karsi
kargiya kahirdik. Demek ki her z gergel sayisimn tam kismi [z] < z < [z] + 1 gergekler. O halde
vz € R igin 0 < z — [z] < 1 buluruz. Igte negatif olmayan bu sayiya z in ondalik kismm denir
ve genellikle (z) igareti gdsterilir. Demek ki z = [z] + (z) ve 0 < (2) <1 bilgileri her z gercel
say1s1 icin gegerlidir. Sunu gbzlemek de kolaydir: z‘in irrasyonel olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul
onun ondalik kisminin irrasyonel olmasidir. §unlan da kolayca gozleriz: k herhangi bir tam say1 ve
0 < € < 1 ise [k + €] = k ve dolayisiyla (k+e)=k+e—[k+te]=€= (¢) bulunur. O halde yine
kolayca, her z € R, ve her k € Z igin (z F k) = (z) ve (kz) = (k(z)) temel ve onemli egitliklerini
gozlemek giig degildir, drnegin ikincisi icin kz = k[z] + k(z) gergeklendigi ve k[z] in bir tam say1
oldugunu gozlemek yeterli olacaktir. Ustelik herhangi bir k tam say1si verildiginde k <2 <y < k+1
gergekleyen herhangi z ve y gergel sayilan icin (bdyle gergel sayilara aym bir tam kisim araligina
diigen gergel sayilar denir, ciinkii (z] = [y] = k gerceklegmektedir), evet bu kogulu gercekleyen = ve
y gergel saylan igin (z) =z — [z] <y - [#] = y — [¥] = (y) gecerlidir, kisacas: aym bir tam kisim
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araliginda yer alan gercel sayilar icin ondahk kisimlar kesin artandir. Evet gimdi gu temel Gnermeyle
baglayalim.

Onerme 1: Herhangi bir 0 < € < 1 irrasyonel saysi iin dyle uygun bi.r n dogal sayis1 vardir ki
3 < nve () < (ne)

gerceklegir.

Kamitlama: Kanmtlama boyunca, ¢arpim iglemi igin olan parantezler, ondahk kisim icin kullamlanlarda:
ayirt edilebilsin diye, {,}, ile gosterilecektir. Gergekten efer 0 < € < 3 ise 2 < l<[il+1=nve
3 < n oldugu iistelik 1 <ne=e{§+1} =14e6<1+1olduguveayrical <l+e<ne+e=
{n +1}e < ne+ } < 2 gergeklendigi kolayca gozlenir. O halde [1,2) tam kisim araliinda yer
alan 1 + € ve {n + 1} gercel sayilan icin yukanda sdylenenler nedeniyle, ! = n + 1 dogal sayisim
tammlayarak hem 4 < n' ve hem de (€) = (1 +¢) < (n'e) buluruz. Aman dikkat: € pozitif gergel
sayisinm irrasyonel olugu nedeniyle 1 irrasyoneldir ve dolays ile 2] < L gegerlidir; bu nedenledir ki
yukarida e{ [1] + 1} < &{2 + 1} yazlmugtir, okuyucunun bu ayrintiy1 gézden kagirmamas gereklidir.
Evet ¢ irrasyonel sayis: icin gimdi son segenegi yani ; < & < 1 gergeklendigi durumu irdeleyelim. Bu
durumdadal< £ < [{Z]+1=m(€EN)ve2<m gozleriz.Ustelik m < & +1 = ;= ve sonugta
m—1 < me ve aynica e < ;2 nedeniylem—1<m—1+e <me<me+e= {m+1}e < m bulunur.
3 < m' =m + 1 dogal sayis1 yardimiyla bu kez de (¢) = (m — 1+¢) < (m'e) bulunur. Bitti!

Onerme 2: Herhangi bir sabit o irrasyonel sayisina kargilk Syle bir kesin artan
. Ny <ng < ... <Nk < N1 < -
dogal sayilar dizisi vardir ki
0 < (n120) < (n2xo) < -.. < (NEZo) < (ME41%0) < ... <1

gerceklegir.

Kanitlama: Bir onceki onerme nedeniyle, herhangi bir n; dogal sayisiyla ige baglarsak , pozitif
(n1zo) ondalik kismu bir irrasyonel say1 olup, buna kargihk Syle bir 3 < m, € N vardir ki (n1z9) <
(m1(nazo)) = (M1n120) bulunur. Dikkat: n;zo gergel sayis: irrasyonel oldugu i¢in ondahk kismi asla
gifir rasyonel olmayacaktir. O halde ny = m;n; dogal sayisi sayesinde hem ny < 3n; < myny = ng ve
hem de (n17o) < (n2%o) bulunur. Aym gerekgeyle (nazo) < (m2(n2zo)) = (manazg) gergeklenecek
bicimde bir 3 < m, dogal sayis1 vardir. ng = man, dogal sayis i¢in n; < ng ve (n2z0) < (ngzo) bu-
lunur. Istenen {n;}$2, kesin artan dogal sayilar dizisi tiimevarimla tammlanir. Tiim (nx2o) ondalik
kisimlan elbette tiim gercel sayilarin ondalik kisimlan gibi < 1 gergeklerler. .

Onerme 3: 0 < z < y ise &€ < y — = gergekleyen her pozitif £ sayisinin uygun bir dogal say1 kat: z ile
y arasinda yer alir. '

Kamtlama: Gergekten 0 < Z pozitif gergel sayismn tam kismu negatif olmadigindan, n = (2]1+1
dogal sayisi igin £ < n < £ 4+ 1< ¥ egitsizlikleri nedeniyle z < ne <y bulunur.

Ana Onerme: Herhangi bir sabit zo irrasyonel says igin Bzg = {nzo + k : n € N,k € Z} alt
kiimesi, gercel sayilar kiimesinde yogundur.

Kamtlama: Oncelikle 0 < z < y < 1 gercekleyen herhangi z ve y gercel sayilan alindiginda bunlar

arsinda Bz kiimesinden en az bir elemanin yer aldigim gosterelim. 0 < e <y-2z gercekleyen
herhangi bir pozitif € sayis1 alahm. Onerme 2 yardimiyla

& = (ngzo) , (k € N)

kesin artan irrasyonel sayllarinin var ve 0 < & < 1 gerceklediklerini ve iistelik k # i icin & #
& oldugunu, hatta k < i ise ny < n; ve & < & gerceklendigini biliyoruz.(0, 1) aralgindaki bu
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sonsuz irrasyonel say1 [0, 1] araligindaki en az bir gercel sayiya yigilir, aman dikkat, yakinsamaz fakat
yigihr, iyi giizel de bu ne demektir? Bu, {£;}{2, dizisinin yogun bir alt kiimesinin, Grnegin {&: )20
alt dizisinin bir £ € [0, 1] gercel sayisina yakinsamas: demektir. Unlii Bolzano-Weierstrass Teoremi
giivence altina alir boyle bir yakinsak alt dizinin varliim..,burada alt dizi tanimma iligkin temel bir
bilgiyi ammsamaliy1z: {£,}$2, alt dizisindeki indisler k; < k3 < k3 < ... kesin artan bir dogal say1
dizisidir. Madem ki lim; ,o, &, = £ gergekleniyor, O halde bir N, € N vardir ki her i > N, i¢in
| & — €|< § olur. O halde

V‘l,] 2 NE iQin ngi —gk,‘l <eg

gergeklegir, ¢iinkii bu son mutlak deger |&, — €| + |€ — &;| toplamindan esit kiicik kalr. Simdi
N, < j < i gercekleyen herhangi iki dogal say1 ahp, bunlar: sabit tutalim. O halde yukarida biraz dnce
sOylenenler nedeniyle k; < k; ve dolaysiyla ng; < ng, ve dolay191yla &k; = (nk;70) < (nk;To) = &k
gegerli olacagindan , sonugta &, — &; = [€k; — &k;| < € bulunur. Onerme 3 yardmiyla , e <y — <

gecerli oldugu ammsamp, dyle uygun bir m dogal sayis1 vardir ki £ < m(&; — ;) < y bulunur. Oysa
& ondalik kisimlarinin tanim geregi bu, (artik parantezleri carpim iglemlerinde yine ahgﬂagelen eski
anlamlarinda kullanmak {izere)

m(ng; — ng;)zo + (m[ng; 2o] — m(ny, zo)) € Bz,

elemamnin x ile y arasinda yer almasi demektir, burada ng; < ng, nedeniyle m(ng; — ng;) tam
sayisimn pozitif oldugu, kisacas: bir dogal say1 oldugu dnemli bir gdzlemdir. Demek ki0 <z <y <1
gergekleyen herhangi z ve y gercel sayilari arasinda B, kiimesinden en az bir eleman vardir. Simdi
ise z < y gercekleyen herhangi z ve y gercel sayilarin1 goz Oniine alahm. Bunlar ya ayni bir tam
kisim araliina diigerler ya da diigmezler. Eger aym bir tam kisim araliina diigerlerse kp < = <
y < ko + 1 gercekleyecek bigimde sabit bir kg tam sayis1 vardir ve 0 < z — ko < y — ko < 1 gegerli
oldugundan, biraz 6nce kamtlanan gercek nedeniyle dyle uygun bir ng dogal ve k; tam sayis1 vardir ki
z — ko < noZo +k1 < y — ko olur ve sonugta x < ngzo + ko + k1 < y bulunur, burada z ile y arasinda
yer alan gergel say1 Bz, kiimesine aittir; yok eger z ve y gergel sayilar1 aym bir tam kisim araligina
diigmiiyorsa, bu kez de z < [z] + 1 < [y] < y oluyor demektir. Bu son durumda eger [z] + 1 = [y] ise,
0 < ¢ < 3([z]+1—=z) gercekleyen pozitif § sayesinde (unutmuyoruz degil mi, artik parantezler garpim
iglemi amaciyla kullamlmaktadir) evet bu § yardmiyla[z] <z < z+8 < [z]+1-0< [z]+1=[y] <y
olur ve z + 4 ile [z] + 1 — § gergel sayilar1 arasinda B, kiimesinden en az bir eleman vardir; yok eger
[] +1 < [y] ise bu kez, ¢ < [z] +1 < [z] + 2 < [y] < y olur ve [z] + 1 ile [z] + 2 tam sayilar1 arasinda
en az bir B;, elemam bulunur. Tiim irdelemelerde sonunda hep z ve y arasinda B;; kiimesinden en
az bir elemanin varhig gosterilmigtir ve dolayisiyla kanitlama bitirilmigtir.

Uyari: Herhangi bir z; irrasyonel sayisina kargihik n; < n2 < ng < ..., ve, (n1z9) > (nazo) >
(nsxo) > ... kogullarin1 gergekleyen bir {nx}32, dogal sayilar dizisinin varligim gozlemlemek de giig
degildir, ciinkii herhangi bir pozitif ve € < 1 gergekleyen irrasyonel ¢ sayisina kargiik n = [%]
dogal sayis1 yardimiyla tamimlanan m = n + 1 dogal sayisimm 2 < mve 1 < me < 1+¢ < 2,
(me) < (g) esitliklerini gergekledigini gozlemek kolaydir. Onerme 2’deki yontemle aranan {ng},

dizisi tanimlanir. O halde bu yazinin baginda sézii edilen C;, = {—nzo+& : n € N,k € Z} kiimesinin
de yogun oldugunu kamtlamak gii¢ degildir. B,, ve C,, yogun kiimelerinin ayrik olduklarim (hicbir
ortak elemana sahip olmadiklarini) gozleyebiliyoruz degil mi sevgili okurlar, iyi ¢aligmalar. Nasil?
Liitfen ugragimz!

KAYNAKCA
[1] N. Ergun: Dirichlet’nin bir teoremi hakkinda, Matematik Diinyas:, Aralik 1999, ss. 2-8.
[2] Y. Avey, K. Almacik, N.Ergun: Ug analiz problemi, Matematik Diinyas:, Eyliil 1999, ss. 2-13




15

ILGINC LIMIT PROBLEMLERI

Simten Uyhan
Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii, ANTALYA

Matematik ile ilgilenen her bireyin sik sik kargilagtih kavramlardan birisi de limit kavramidir. Reel
ve kompleks say1 dizilerinin limit kavram: kendi bagina ¢ok 6nemli olmanin yamsira, fonksiyonlarin
siirekliligini kavramada; tiirev ve integral kavramlarim anlamada, sonsuz toplam ve carpimlan in-
celemede ok giiclii teknik aragtir. Bu yazimizda geng arkadaglara, belki birgok defalar anlatilan
limit kavramim bir kere daha hatirlatip, ilgingligine inandigimiz bir ka.(; problem sunacagiz. Kolayhk
icin, sadece, reel say1 dizileri:ile ugragacagz.

Dogal sayilardan, reel sayilara tammh herhangi bir fonksiyona dizi denildigini biliyorsunuz. Diziyi
(@)%, = (a1,82,...,Gn,...) ile gosteririz. Buradaki a,, dizinin genel terimidir. Eger her € > 0
say1s1 icin (an)S,dizisinin terimleri, belli bir numaradan sonra, (a — €,a + €) agk araliginin iginde
kaliyorsa, o0 zaman (a,)?, dizisine yakinsak dizi, a reel saysina da (an)32; dizisinin limiti denir.
Daha matematiksel bir ifadeyle, Ve > 0 i¢in 6yle bir N, dogal sayis1 bulunabiliyorsa ki her n > N,
i¢in |ap — a| < e egitsizlifi saglansin, o zaman (a,)°>, dizisinin limiti a’dir denir ve lim a, = a
veya @, —+ a, (n — o0) bigiminde gosterilir. Limit tammindan agikga goriilebilir ki, bir d1z1mn limiti
varsa, tektir. Limiti olmayan dizilere iraksak dizi denir. Ornegin, (a,)3; = (5) sabit dizisinin limiti
5, (an)32, = () dizisinin 11m1t1 0 dir. (ap)%2; = ((-1)") ve (an)3X, = (n) dizileri de birer iraksak
dizidir.

Agagda ele alacafimiz limit problemlerine gegmeden 6nce baz ¢oziimlerde kullanacagimiz meghur
egitsizlikleri ve “Sandevi¢ Teoremini ” hatirlatalim.

Sandevi¢g Teoremi: (a,)%;, (ba)32, (cn)2, reel say1 dizileri igin @, < by < ¢, (Vn) ve
lim a, = hm ¢, ise, 0 zaman hm b, vardir ve hm b, = 11m a.,,— hm ¢y, dir.

n—o00

Bernoulli Esitsizligi: a,b € R\ {0} ve a > —1 olsun. Bu takdirde
i)0<b<lise(l+a)<1+ab
ii)b ¢ [0,1] ise (1+a)® > 1+ab
egitsizlikleri saglanir.

Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi: a,,a;,...,a, > 0 = m?"—"‘—"—ﬂ > ¥a1.a,.a,

Cauchy-Schwartz-Bunyakovski Esitsizligi: a,,a2,...,an € R ve by, by, ..., b, € R verilmig olsun.
Bu durumda, |a;by + agbe + ... + @nbn| < ai + a2 + ... + a2 /b + b2 + ... + b2 egitsizligi saglanir.

Simdi birkag ilging limit problemi ¢ozelim:

Problem 1. (a,)3, her bir terimi pozitif olan bir reel say1 dizisi olsun.
lim 1 =
ST DE T =y

limitini hesaplayiniz.
Coziim. Aritmetik-Geometrik Ortalama Egitsizliginden

uymy  48>ppfan —n—m,/' n
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=n

elde edilir. Dolayisiyla her n igin, 0 < m < L ve buradan Sandevig Teoremine gore
"l

—

=0

lim
noo gl + 2 4. .4+

elde edilir.

Problem 2. (a,)%, reelsayldlzmugmm"'—“h -0, n — oo ise t@atudta 0 700
olacagim gosteriniz.

Céziim. Cauchy-Schwartz-Bunyakowski Egitsizliginden
(Gi+a+..+6,)° <n (@@ +a2+... +a2)
(@l +al+..+a2)?<n (a+ad +..+a%)
yazarz ve bu iki egitsizlikten

(@a14+a2+...+a,) <n’n(a} +ad+...+a%)
elde ederiz. Dolayisiyla,

4 4 4 4
Os(a1+az+...+a,,) Sa,+a2+...+aﬂ
n n

olur. Sandevi¢ Teoremini kullanarak, lim %1t8at--48a — ( hylyruz.

n—oo
Problem 3. a) |a| <1ise, lim na™ =0 (Daha genel: Vk € N igin lim n*a™ = 0)
n—oo n—oo
b) m>01senh_{xg°{/ﬁ=1

) B V=t
Coziim. .
a) |a| < 1ise |a| = 35, h > 0 yazilir. Buradan
nla|" = n___ n . n 2

A+R" " 14na+ 2804 1hn  In-DR - (- DA

bulunur. 0 < lim nja|® < lim —2 = = 0 oldugundan Jim nla]” =0 ve lim na" =0 elde edilir.

b) m > 1 ise {‘/— > 1 olur. V_ —1 = h, > 0 diyelim. Buradan Bernoulh egitsizlifi gozoniine
alnarak, {/m = 1+hy, = m = (1+hy)" > 1+ nh, bulunur. B6ylece,0<h,.<1“;l=> lim h, =

ve lim {/m=1olurr m=1lise Ym=1 (n=1,2,..) ve hm{'/— 1 olur. m<113e—>1d1r

n—»00
O halde "11_1'%0 1= n_mV_ = 1 oldugundan hm Ym = 1 elde edilir.
c) n> 1ligin {n > 1olur. {/n—1=h, > 0 diyelim. Kolayca goriilebilir ki
n(n—-1)

Yn=1+h,=>n=Q1+h,)"=1+nh, + M +..+h°

2

ve buradan n > 281p2 5 0 < B2 < -2 elde edilir. 0 < lim h2 < lim -%; = 0 oldugundan,
n—00 n—oo

lim h, =0 ve lim {n =1 bulunur.

n—o00 n—o0
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Problem 4. by, by, ..., bm pozitif sayilan verilmig olsun. Genel terimi, (/b7 + b3 + ... +b7) olan
dizinin limitini bulunuz
Céziim. Oncelikle b = maz{b,bs, .., bm} diyelim. O halde

b= Vbm < YW + B + .. + b, < Vmb" = bYm

egitsizliginden, Sandevig Teoremi ve "1_1120 ¥/m = 1 oldugu gozoniine alnarak,

3 n/hn n p—
Jim Y/bp +b3 + ...+ b3 =Db
elde edilir.
Problem 5. lim (1+ J;)" limitini hesaplaymaz.
n—oo
Coziime gecmeden 6nce bu tip limitler icin g&z6niine alacaﬁlmli “{inlii limiti” hatirlatalim:

lim ( 1 2 + 1 4.+ l‘) = lim (1+ l)" —¢; (e~ 2,718281845..).
n! n—oo n

n—oo 0! 1 2!
Céziim. Simdi bu limit vasitasiyla yukaridaki problemi ¢Ozebiliriz.

lim (1+ —)" — lim e®"A+31) = lim ™ 2In(14+2) _ |im e,‘ln(1+—1,)"‘ —eine —1.

n—oo n—roo n—00 n—00

Problem 6. lim 'l"(}‘a = 0 oldugunu gosteriniz.
n—o0o
Coézim.

In(n!) = Inl+in2+ind3+..+inn

< 1+2+3+.+n= ﬂ‘;—l)
! 1 !
.0<ln(n)<n(n+ )=>0< ln(n)Sl n(n+1)___0
nd 2n3 n—boo n8 naoo 218
oldugundan, Sandevig Teoremine gore nl_lg;lo 'l,?,'—l =0 olur.
2 2
Problem 7. a>b>0, a1 =8,b; =b Ve an = ;o) ba = —%:;,,—1 olduguna gore (an)ax,

ve (by,)2; dizilerinin limitlerini bulunuz.
Céziim. n = 1,2, ... igin a5, by > 0 dur.

2
Gp_1— b?.—l
Gn-1+bp-1

() - O
an @, \@n1) \ana/) 7 \a) " \a/

bulunur. 0 < % < 1 oldugundan, nle b2 = olur. Ote yandan , a, — by =a —b,

oo 4n

(n=1, 2,....) egitliginden b, = a, — (a — b) bularak yukandaki egitlikte yazarsak,

an—bﬂ= =an_1—bn_1=aﬂ_2—bn_2=...=a1—b1=a—b
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- - b. - . vl .. =) . 1 =
0= Bnl=ln@-oh - lmet=1 = lmoa =a-d Smgs Joh
'Il_%a,ﬂ—(a—b)=a—b—(a—b)=0bulunur.

Limit kavraminin ¢ok dnemli bir uygulamasi da sonsuz toplamlar (seriler) incelenirken ortaya cikiyor.
Bagh bagina bir ciddi matematiksel konu olan seri kavramina ¢ok girmeden, lise matematiginde sik-
sik kargimiza gikan sonsuz ondalik kesirlere biraz deginelim. Model olarak aga@idaki ondalik kesri ele
alalim.

3.3 .3 3
10 © 100 ' 1000 = 10000
Simdi yukaridaki sonsuz toplama bir anlam vermeye galigalim.

.. 3 3
Bunun icin, a1 = 3%, a2 = 5 + 13, 8 = 5 + 105+ 1300 = G0 = 16 + 100+ 106 + - F 07
geklinde bir dizi tammlayalim. Eger a,,’ nin limiti varsa bu limit degeri yukandaki “sonsuz toplam
1n degeri olarak kabul ediliyor. Simdi a,, ’nin limitini hesaplayalim.

0,33333.... =

n_3,.3 .3 .3
"7 10 100 1000 T 10"

ifadesinden
i, _3 .3 38 . 8
10" 102 " 108 ' 10¢ T 10nH!

elde edilir. Sonra @, — 358n = 1§ = fgerr = 1g(1 ~ gov) bulunur. Dolaysiyla, Hon =501 - 1=
veya an, = 3(1 — 15w) dir. Agtkca n — oo icin % — 0 dir. Boylece ’}_1{%0 a, = 3 olur. Sonug olarak,

sonsuz toplam’in degerini, & + 135 + 1&g + - + 9% + - = 3 olarak yazabiliriz.
Bu tipteki diziler icin bir diger problem de gdyledir:

Problem 8. Bir top diiz bir yiizeye 50 m. yukaridan birakiliyor. Top yere her diigiigiinden sonra
bir dnceki yiiksekliginin % *{i kadar bir yiikseklige geri sicriyor. Topun aldig toplam yolu bulunuz.

Coziim. Burada alinan yolu, yine bir dizinin limiti geklinde ifade etmeye caligalm. Bu dizinin ter-
imleri S; = 50, Sz = 50 + 2.50.1, S5 = 50 + 2.50.1 + 2.50.3r, ,,, Sp = 50 + 2.50.3 + ... + 2.50.5%
bigimindedir. Sonug olarak, alman toplam yol '}_1{%0 S, limitidir. Simdi bu limiti hesaplayalim.

Sp = 50 + 2.50( + # + ... + g=) dir. Parantez icindeki ifadenin 1(1 - &) oldugu bir énceki
problemden kolayca gdriilebilir. Buradan Sn, = 50 + 50(1 — 3%) olur. Dolayisiyla toplam yol, yani,
lim S, =50+ 50(1 — 11;“3031;) = 50 + 50 = 100 m. dir.

n—oo n
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OLASILIK ve OLASILIK OGRETIMI UZERINE BIR CALISMA

Levent Ozbek .
Ankara Universitesi, Fen Fakiltesi, Istatistik Bolimil, ANKARA

Giris

Evrende olup bitenleri anlama ve anlatma cabasi iginde olan insan, ilgilendigi olay ve sireclerle
ilgili ¢esitli modeller kurarak bu modeller dzerinde gelecekte ne gibi durumlar ortaya
cikabilecegini bilmeye caliir.

Newton'un Mekanigi ile doruk noktasina ulasan Laplace anlaminda belirlenimei dinya
goris (determinizm-gerekircilik, saat gibi tikir-tikir igleyen evren modeli) kuantum fiziginin
gelisimi ile beraber yerini olasilik¢i dilnya gdriisine birakmak zorunda kalmustir. Reaktdrler igin
ya da atomlarmn 15imasi igin olasilik hesaplan yapilir ve gozlemlerle uyusan sonuglar bulunur. Bu
anlamda belirlenimcilik kuantum mekaniginde vardir ama Laplace anlaminda belirlenimci
degildir [19]. Belirlenimci dinya gérilsd ve bununla iligkili nedensellik ve rastlanti kavramlari
bilim, felsefe, sanat gibi alanlarda ok tartisilan konular arasinda yer almaktadir [1]-[4].

Psikologlar kesinlik arayigini, cocuklugun ilk ginlerine, kiginin hendz kusku
duygusundan tedirgin olmadigi, ana-babanin sagladig gitven iginde rahat oldugu ginlere bir
dénils arzusu olarak agiklamaktadirlar. Bu arzu genellikle, cocugu, kuskulanmay bir giinah,
guven duymay: dinsel bir buyruk saymaya kosullandinlan bir egitim tarafindan yogunlagtirilir.
Kesinlik arayisi, hataya yol agan en tehlikeli kaynaklardan biridir; ¢linkii, bu egilim uistiin bilgi
edinme ¢abasi ile birlikte gider [S].

Olasilik kavramy, bilgi problemlerinin en énemlileri ile ilgilidir. Olasilik her seyden énce
doga yasalarinda kendini gosterir [6]. Olasilik ve olasilik kavramlarnin diger bilim alanlarindaki
kavramlarla olan iligkilerini deisik bigimlerde ele alan pek gok popaler yayin bulunmaktadir
[12]-[18].

Eitim sarecinde olasilik kavramlarinin yeterince ¢gretilememesi énemli problemlerden
birisidir ve bununla ilgili yapilan caligmalar ginimizde tim ulkelerde devam etmektedir.
Bununla birlikte ulkemizde ve diBer dlkelerde olasihk kavramlarnin Ggretiminde gesitli

nedenlerle zorluklar yasandifi, ogretimin etkin bir sekilde yapilamadig: birgok arastirmaci
tarafindan belirtilmektedir [7]-[11].

Bulut ve dig. [7], olasihik opretiminde karsilasilan sorunlarin basinda Ofretim
materyallerinin eksikligi oldugunu vurgulamis ve olasilik kavramlarmnin Ogretiminde kullamlacak
- ¢alisgma  yapraklannin  geligtirilmesine yonelik ¢alisma yapmuglardir. Truran [9], olasih
oretirken simetrinin sik kullanildig1 madeni para ve zar atist dmeklerini ele alarak cesitli yas
gruplarindaki ¢ocuklann olasilikla ilgili diistincelerini belirlemek amaciyla arashrma yapmistir.
Olasiik kavraminin yasla birlikte deisik géninimler gosterdigini, oyunlarin basit deneylere gore
daha etkili oldugunu saptamistir. Sonug olarak cesitli yas gruplarinda yaptif1 roportajlardan,
gocuklardaki olastlik kavraminin gelismesinin tamamen anlagilamadigin1 ve hangi 6gretim
_yOqtem_ler_mm daha iyi oldugu konusunda bu gorismelerin yeterince ipucu vermedigini
belitmistir. ~ Batanero ve dig. [11], rasgelelik kavrammmn tarihsel boyutunu ele alarak bu
kavramn &gretiminde karsilasilan sorunlar ile ilgili arastirma yapmuslardir.
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Bu ¢alismanin birinci bolimande, olasiligin anlam tzerindeki gorasler ile ilgili bilgi Ycrilmnshr.
ikinci bolimde, olasilik kavraminin 6gretiminde dikkat edilecek konulara deginilmistir. Ugtnca
bslamde, olasilik kavraminin anlagiimasina yonelik bilgisayar destekli benzetim uygulamalari ile
ilgili bir 6rnek izerinde durulmustur.

1. Olasith@mn Anlamu

Rasgelelik ve bununla baglantili olan olasilik kavramimnin gergevesinin kolay olusmadigs, bu
konuda 6gretim goren dgrenciler tarafindan da dile getirilmektedir [20]. Klasik olasilik kuramina
gore, sayisal olasilik deBeri, "uygun sonuglar” sayisinin, "tim sonuglar” sayisma bélama o_lara_k
tamimlanir. Bu tamim, 6znel ve nesnel diye adlandinilan farkli yorumlara yol agmaktadir. "Hilesiz

bir zarla 6 atmamin olasihig 1/6'dir" dnermesi sayisal olasilik 6nermesine bir rnektir. Sorun,
sayisal bir olasilik énermesinin nasil yorumlanacagidir.

Popper [21], 6znel yorumlamada bazi ruhbilimsel 6Zelerin oldugunu, buna gore olasilik
derecesini kesinlik ya da belirsizlik inancimn dlgiitii olarak degerlendirmistir. Reichanbach [5],
rasyonalistler icin, olasillk derecesi denen sey, nedenlerin yoklugunda akln aranadar,
degerlendirmesini yapmgtir. Popper [21], nesnel yorumlamay: ise, sayisal her olasilik dnermest,
olaylar dizisi icerisindeki belirli olaylarin géreli sikhgma iligkin bir 6nerme olarak nitelemistir.
Bdylece ornegin, "bir sonraki zar atisinda 1 atmanm olasihg 1/6 dir” bigimindeki bir énerme, bir
sonraki zar atisinm bir onermesi degil, atislar kiimesinin tamaminin bir énermesidir; bir sonraki
atis ile ilgili bir onerme de bu kiimenin bir elemanidir; bu énerme yalnizca, s6z konusu kilmede
"1 atmamin" goéreli sikhginin 1/6 oldugunu ileri siirmektedir. Bu yaklagima gére, sayisal olasihk
onermeleri, ancak sikliga iligkin bir yorum yapilabildiginde kabul edilebilir.

Olasiliklar hesabindaki bashica onermelerin gegerliliini saglayan bir sikhik kuram R V.
Mises tarafindan ortaya konulmustur. Reichanbach [5], bu kurami olasihifin empirist (deneysel)
felsefesi olarak adlandirmistir ve rasyonalist yorumun bilimsel felsefede yer almamasi gerektigini
séylemigtir. Bu kurama gdére olasiliklar hesab, belirli "rasgelelik” 6Zesi igeren olaylar dizisinin
bir kuramidir. Bu olaylar dizisini tammlayan iki belitsel kosul vardir: Bunlar, "sinir-deger beliti”
ve "gelisiglizellik belitidir". Bir olaylar dizisi bu iki kosulu doyurdugunda, Mises bunu, sonsuz
bicimde yinelendigi dustniilen denemeler dizisi - yani "kolektif"- olarak tamimlamaktadir.
Omegin, yipranmayan bir zarla yapilan atislar dizisi bir kolektifdir. Bu tir her olaymn belirli bir
ozelligi vardir; dmegin "bes atig” bir 6zelliktir. Olaylar dizisindeki her bir eleman igin yeni bir
dizi "goreli sikliklar dizisi" karsihk getirilebilir. Ozellikler dizisi uzadik¢a, simir-deger belitine
gore, goreli sikliklarin dizisi belirli bir smir deBere ulasmalidir. Mises'e gore "olasilik” sdzcgi,
bir "kolektifin iginde bulunan goreli sikhigin smir-deferinin” baska bir ifadesidir. Mises'e gore
olasilik hesabinin tek amaci sudur: Verilmis olasiliklardan yola qikarak, baska olasiliklarin
hesaplanmasidir. Reichanbach [5], olasiligin siklik yorumunun, bir olasithk 6nermesinin tek bir

olaya uygulanmasi sirasinda giilik ¢ikaracagmi, tek bir olayin olasihigmin siklik olarak
belirtmenin bir anlam tagimadigini  séylemistir. ‘ \

Olasihgin ¢agdas tanimi matematigin alt dali olan 6lcd teorisindeki kavramlar yardimiyla
Kolmogorov tarafindan verilmis boylelikle olasilik teorisi aksiyomatik  bir yapiya
kavugturulmustur. Bu tamim, klasik olasilik tanimm da icermektedir. OlasihiBin bu tanim [22]
de bulunabilir. Olasilik teorisi Kolmogorov Aksiyomlar olarak bilinen matematiksel alt yapist ve

Mises'in siklik kurami ile birlikte ele alinmakta ve rasgelelik iceren sirecleri modellemede
kullanilmaktadr,
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Mises'in siklik kurami, Bernouilli Bayak Sayilar Kurali ile matematiksel olarak daha iy
anlagilabilir. Bayik Sayilar Kurali kuramsal ve deneysel iki sayry birbirine baglamaktadir. Bu
kuralin aracilis ile olasilik teorisi deneysel ¢alisma ile temas eder ve bu kuramin teorik olarak
elde edilen sonuglan cesitli deneysel bilim dallarina uygulanarak doganin daha derin, ama kesin
yasalarla ifade edilemeyen kanunlara uygunluklanni matematiksel olarak ifade etmeye olanak
saglar. Bemnouilli Teoremi olarak bilinen bu kural [23]'de verilmistir.

1. Olasiik Ogretimi ve Oneriler

insanlar doal olarak kesinlik arayis1 igindedirler. Kugku duyma ise belirsizlii beraberinde
getirir ve sonradan kazanilan bir davramg bigimi olarak gérilebilir. Kiside kugku duyma
egiliminin ortaya gikmas ile bu kavram sezgisel olarak olusmaya baslar.

Olasilik 6gretiminde karsilasilan sorunlar dikkatli bir sekilde ele alinmalidir. Ogrencilerin
"olasilik” ve "rasgelelik” kavramlan hakkindaki digincelerini 6grenmek amaciyla gesitli yas
gruplarimi igine alan aragtirmalar yapilmal ve bu dogrultuda Ggretim ydntemleri gelistirmek icin
¢aligmalar baglatilmalidir.

Ozellikle egitim fakiltesi 6grencilerine bu konular anlatilirken konunun teknik yénit kadar
tarihi ve felsefi igeriine de yer verilmelidir.

Olasihigin degisik bilim dallar1 ile olan iligkileri Gizerinde durulmali bunlara uygun modeller
anlatilmahdir.

Olasihgin tdmdengelimci (aksiyomatik kuram) ve timevarimcr (siklik kurami) boyutu
beraber ele alinmahdir. Anlatilan konu ile ilgili deneysel ¢alismalara yeterince yer aynimalidir.
Ogrencilerin kendi kendilerine deney yapmalar saglanmalidir.

Bilgisayar destekli uygulamalardan yararlamlmalidir. Buna uygun ders programlan
gelistirilmeli 6gretmene ve 6grenciye yol gdsterecek kitaplar hazirlanmalidir.

2. Olasihk Ogretiminde Deney ve Benzetim

Kurulan model tzerinde dency yapmaya benzetim denir. Bazi deneylerin yapilmasmnn
zorlugu veya baska nedenlerle olasilik dgretiminde bilgisayar destekli benzetimden yararlanilir.
Ayrica bilgisayarda verilecek grafik ve hareketli gorintiiler de problemin anlasilmasina yardimc:

olabilir. Bu amagla, agaBida verilen problem igin model kurulmus ve bu model 0zerinde
benzetim galigmas: yapilmstur.

Problem:

Deney; i¢inde 2 kirmizi, 3 sar1 top bulunan bir torbadan ¢ekilen topu tekrar torbaya atmak

kosulu ile 100 top ¢ekip gelen kirmizi toplarin sayisinin gézlenmesi olsun. Problem de 100 top
¢ekilisinde beklenen kirmizi toplann sayismim ne olacag olsun.

Model kurma:

menzg Ve sart tqp!arm sayisi bilindiginden klasik olasilik tanimin1 kullanilarak, kirmiz: top
gelmesi olasilig1 icin P(k)=g/5, sart top gelmesi olasili igin de P(s)=3/5 almabilir. Ofrenci
sezgisel olarak (rasgele degisken, olasilik dagilimlan, Bemouilli Dagilimi, Binom Dagilimi,
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beklenen deger,... gibi kavramlan bilmese bile) HXFZEEgbihumIﬁraﬁhmﬁm:ﬁkn1y§nR$
sonucu soyleyebilecektir. Bu diigiincenin altinda yatan da olasihklarm yukandaki gibi segilmesi
yani modellenmesidir.

Deney :

Siufta bulunan égrenciler ikigerli gruplara aynilip s6zi edilen benzer torbalar dagtilarak
her grubun deneyi yapmasi ve deneyler bittiginde de sonuglan kargilagirmak amaciyla tahtaya
yazmalan istenir. Deney sonuglan ile sezgisel olarak bulunan sonuglar karmilaghnhr. Eger
kurulan model dogruysa demey sonuglan modelin verdigi sonucu destekleyecektir (yakmn
gikacaktir). Her grup yaptug: deney sonuclarm x-ekseni deney sayisi (deney sira pumarasi), y-
eksemdeodalcysaylsmakadargdmhmuz{tophnnsaylsmnsatdlemd(ﬁzere '-l'dcklglbl
e.,\nmp v.plrcmlnrb oplm lnrmm tmlann sayisuun dencv savlsxna omnlanmasmdan bulunan
SOﬂu¢gostenllr5¢=$dnl ddﬂgxbustatxstlkteonsmmtemehndeymn&lyukSaylthasasmm
anlami konusunda sezgi sahibi olabilir.

35
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Sekil-1: Kirmuz toplarm sayisi ~ Sekil-2: Kirmuz toplann sayismm
dmmysawmnaonnu

Deney cok zaman alacagindan veya baska nedenlerle birkag gruba yaptirmakla yetinilebilir.
Boyle bir durumda bilgisayarda deney istenildigi kadar tekrarlanabilir.

Benzetim:

Bu deneyi bilgisayarda gerceklestirmek igin gesitli programlama dilleri kullamilarak program
yazlabilir. Her programlama dilinde bulunan ve sayr iiretmek igin kullamlan (md, rand,
random, ... gibi) fonksiyon yardimuyla deney; Eger RAND<2/5 kosulu saglandiginda karmiza top
¢ekildi, aksi durumda san top ¢ekildi bigiminde yapilabilir. Bu deneyi bilgisayarda n kez
gergeklestirmek amaciyla agagadaki Matlab programn kullanilabilir. Program c¢ahgunl-diginda
Sekil-1'dekine benzer bir grafik verecektir. n sayisi degigtirilerek d:cy istenildign  kadar
“ickrarianabilir -Ayfica;-programda 12 satir

X (deneysay)=kirmizisay/deneysay;
satin ile defistirilerek Sekil-2'dekine benzer bir grafik elde edilebilir. Bulmnnxnnuyguknnmmnda
dikkat edilecek konulardan birisi

Eger RAND<2/5 ise karmuza
Kogulunun yazitmasinm kurulan modelden ( P(k)=2/5 ) gelmesidir.

.7 clc

. clear

. n=100;

. for deneysay=1:n
X (deneysay)=0;

G W=
.
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. end

. kirmizisay=0;

. for deney-say=1:n

9. if rand<2/5

10, kirmizisay=kirmizisay+l;
11. end

T2 X (deneysay)=kirmizisay;
13. end

14. plot(x)

0 3 &N
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TEOREM VE BAZI ISPAT METOTLARININ YORUMU

Can A. llhan
Gazi Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisi, Matematik Bolami, ANKARA

‘Teorem,dogrulugu kamtlanabilen énermedir [4]. Teoremin dogrulugunu gdstermeye ispat denir. Bir
teoremi ispatlarken aksiyomlardan (dogrulugu kabul edilen dnermelerden) ya da diger varsayimlardan
(hipotezlerden) mantik kurallariyla hareket edilir. O halde basit bir 6nerme olarak verilen teoremi,
dogruluk degeri dogru olan bir dnermenin gerektirmesi olarak ifade edebiliriz. Yani bize, g onermesi
teorem olarak verilirse, dogruluk degeri dogru olan bir p 6nermesi igin p= g seklinde ifade edeblhrl_z'
p Onermesi dogru oldugundan, ¢ 6nermesinin dogru olmas: ile teoremin dogru olmasi esdegerdir.
Bunu asafidaki dogruluk tablosunun 1. ve 2. satrim inceleyerek gorebiliriz. Teoremi bdyle
yorumlayarak ispat metotlarinin bir ¢ogunu mantik kurallanyla anlagilir hale getirmeyi amaghyoruz.

F 4 q =9 -
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Onerme dogru ise dogruluk deferi 1; yanlis ise 0 ile gosterilmigtir.

ORNEK : “42 rasyonel say1 degildir’ Bu bir teoremdir. Yani ispatlariabilir ve basit bir dnerme
scklindedir. Bu teoremi su sekilde de ifade edebiliriz “4; b aralannda asal olan tamsay :>%:t ﬁ
dir” Burada p dnermesi olarak, a ile b aralarinda asal olan tamsay: almabilir ve p nin dogru oldugu
kabul edilir. ¢ 6nermesi olarak, %;t 2 aluursa, bu teoremi p= g seklinde ifade edilebilecei
gorinir. (Olmayana Ergi Metodu ile bu teorem ileride ispatlanacak)

Bir teoremin ispat1 yapilirken mantik prensipleri kullamlarak metotlar gelistirilmistir. Simdi
bunlardan bazilann: inceleyelim. '

NOT : Bir p énermesinin degili ~p sembolil ile gosterilecektir.
DOGRUDAN (DIREKT) ISPAT METODU

Ispat metotlarndan en gok kullamlan, daha dogrusu ilk akla gelen metot dogrudan ispat
metodudur. Ciinkil, p énermesi dogru kabul edilerek direkt g onermesinin dogru oldugunu gésterme
“esasina dayanur. 3

ORNEK TEOREM:
abe Z olmak lizere,

a, b’yi tam bdler = her bir ¢ tamsayis: igin a, bc’yi tam boler.
[p:a b’yi tam béler, g: her bir ¢ tamsayis: igin a, bc’yi tam béler.]
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ISPAT:
a b’yi tam bolsin [p dnermesinden hareket ediliyor]. Bu durumda, b=ax olacak bigimde bir x
tamsayisi vardir. be=axc=a(xc) oldugundan a, bc’yi tam béler [g dnermesi elde ediliyor].

OLMAYANA ERG1 ISPAT METODU

P= g sarth dnermesinde p ve g onermelerinin alabilecegi her dogruluk degeri igin ~q= ~p
sarth onermesinin dogruluk degeri ile aym oldugunu, yani bu iki sartli énermenin es dogruluk
degerlerine sahip oldugunu gdsterelim:

P 9 ~p ~q p=9 ~g=~p
1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1

Yukaridaki tablodan, p= g =~g=~p

q onermesinin degilinden baslayarak p 6nermesinin degilini elde ettifimizi varsayalim. Yani, ~g= ~p
dogruluk degeri, dogru olan bir énerme olsun. Bu durumda, yukandaki denklikten p = g dnermesinin
de dogruluk degeri dogrudur. Teoremin tanimindan p dogru dnerme olacagindan g onermesi dogrudur.
Yani p, q’yu gerektirir.

ORNEK TEOREM: g, b aralarnda asal olan tamsay1 = % # N2 dir.

[p: a b aralaninda asal tamsayidir, q :%:t J21

ISPAT:
2

%: 7 olsm [~g'dan hareket cdiliyor] Bu durumda, %:2:>a2=2b2:>a2 cifttir,

dolayisiyla a cifttir. Yani, a=2n olacak bigimde bir » tamsayisi vardir. (2n)*=2b°=>2n’=b ise, b?
¢ifttir, dolayisiyla b cifttir. a ile b ¢ift ise 2 sayist hem a’y1 hem de b’yi tam boéleceginden, a ile b
aralarinda asal degildir [~p elde ediliyor].

CELiSKi BULMA iSPAT METODU

p q P=49 ~pvyg
1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 1 1

Yukanidaki tablodan p—= g sarthh 6nemmesi ile ~pvyg bilesik 6nermesinin dogruluk degerleri
aynidir. De Morgan kurallanndan [~(pvg) =~pa~g ve ~(pAg)=pv~4],
p=>q=~pvg=~(prq) denkligi elde ederiz.



% Matematik Dilnyasi-C:11-S:2-2002

p Onermesi ve g'nun degilinden hareket ederek dogru bir onerme oldugunu bildigimiz r
Onermesiyle celiskiye distogimizi, yani ~ryi elde ettigimizi kabul edelim. ]'B.aslfa bir deyisle
Prq=-~r sarth Onermesinin dogruluk degeri dogru olsun. Kontrapozitiflikden ;dolayl,
Prq=~r=r>~{parq) denkligini elde ederiz. Bu denklikten, r =~ (p.A~g) sarth énermesi dog_ru
ve r dogru bir 6nerme oldugundan ~(pA~q) dnermesinin dogru oldugu sonucu ¢ikar. Buna gore 1) ile
gosterilen denklikten p=>4 teoreminin dogru oldugu sonucuna ulasilir. O halde, p onermesi ve g nun
degilinden baglayarak dogru bir Gnermeyle celiskiye dilsme esasina dayanan metoda celiski bulma
metodu denir.

ORNEK TEOREM :¥: X—> ¥ fonksiyon ve A C X olsun. £ bire-bir fonksiyon = (f4))= drr.
[p:£, bire-bir fonksiyon, g:f’(4))=A]

ISPAT : f bire-bir fonksiyon ve f'(f4)) = A olsun [p ve ~g°dan hareket ediliyor].
Her zaman A c f/(fi4)) oldugundan (neden?), fi(f4) ¢A dir. Bu durumda Ix ef'(f(A))53xeA
dir [ 6nermesi olarak x¢ 4 Gnermesini alahm]. fy)=yef4) iseda c A > f (a)=y dir. y=la)=»)

ve /, bire-bir fonksiyon oldugundan x=a dir. O halde x € A dir [r Gnermesiyle geliskiye distak, yani
~r dnermesini elde ettik]. .

TOMEVARIM METODU

Tamevarim metodu, dnermenin degiskenlerinin kiimesi olarak, dogal sayilar ya da dogal
sayilarin bogtan farkh bir alt kiimesi alindifinda kullanilir. Dogal sayilar kimesinin bostan farkli bir
alt kiimesi D olsun. D tam siral bir kiimedir. D’nin en kilgiik elemani vardir ve bu eleman a olsun.
Verilen P(n) onermesi icin P(a) dogru ise D kiimesinin her & eleman igin P(k) dnermesinin dogru
oldufunu varsayalim. P(k+1) dogru bir énerme oldudunu gosterirsek, D kimesi tzerinde P(n)
onermesinin ispatin1 gergeklestirmis oluruz. Ciinku, P(@) doBru ise P(a+1) dogru bir dnermedir. Bu -
sekilde; P(a+2), P(a+3),...P(a+n) ... dogru olacagindan D'nin her elemam igin P(»n) dnermesi dogru
olur.

Bu metot teknik olarak farkl fakat dogrudan ispat metodu sinifina sokabiliriz.

ORNEK TEOREM: [+2+3+. +p="0 1D

ISPAT: () n=1icin lle2 dogrudur.

(i) n=k igin verilen énermenin dogru olduguny kabul edelim. Yani 142+ +k=@ dogru olsun.,

Simdi n=k+1 i¢in dogru oldugunu gostermeliyiz.
1+ 2+...+k+k+1=-@+k+l: k(k+1)-2|—2(k+1) = (k+l)§k+2) dir.
n=k+1 i¢in de dnermemiz dogrulandigindan ispat tamamlanmis olur.

MANTIK PRENSIPLERINDEN YARARLANARAK ELDE EDILEN BAZI ISPAT
METOTLARI

Mantik kurallarina bagli kalarak bir cok ispat metotlan gelistirilebilir. Biz burada ¢ok kullanilan
iki tane metodu verecegiz.

1) p/\q:>l; tipinde bir teorem verilmis ise,
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P 2r=~pAg) vI=~pyqur=(~pvr M q=~prt) V~q=prr=>~q

Simdi, p énermesinin kendisi ve r’nin degilinden baslayarak g énermesinin degilini elde ettigimizi
varsayalim. Yani, pa~r—~q dogruluk degeri dogru olan bir énerme olsun. Bu durumda,
yukandaki denkliklerden pag—=>r Onermesi de dogruluk degeri dogru olan bir énermedir.
Teoremin tanimindan pAg dogruluk degeri, dogru olan bir nerme olacagindan » dogru bir dnerme
olacaktir, yani pg, r’yi gerektirir.

ORNEK TEOREM: A C B ve B A = A=B dir [P:ACB, g:BCA, r-A=B]

ISPAT: 4 c Bve A# B olsun [p ve ~+ den hareket ediliyor].
Bu durumda en az bir x elemani B kilmesinin elemani iken A kiimesinin elemani degildir. O halde,
B@ A dir. [~g 6nemesi elde ediliyor.]

2) p;>qw tipinde bir teorem verilmis ise;

P= qvr =~p\vgvr =~(pAg) \vr =prq>r ,

Simdi, p dénemmesipin kendisi ve ¢’nun degilinden hareket ederek » dnermesini- elde ettigimizi
varsayalim. Yani, pA~g—=>r dogruluk degeri dogru olan bir énermedir. Bu durumda, yukandaki
denkliklerden p=>gvwr Onérmesi de dogruluk degeri dogru olan bir dnermedir. Teoremin
tammindan p dogruluk deBeri, dogru olan bir 6nerme olacagindan gqv» dogru bir Snermedir, yani
P, gvr’yi gerektirir.

ORNEK TEOREM:

¢ bir asal say1 ve abe N olmak iizere,
t sayisi ab’yi tam boler = ¢, a’y1 tam boler veya 1, b’yi tam boler.
[p: t say1s1 ab’yi tam béler, g:4, a’y1 tam béler, 74, b’yi tam bdler]

ISPAT:
t sayist ab’yi tam bolstin ve £, a’y1 tam bolmesin [p ve ~g dan hareket ediliyor]. Bu durumda, # ile
a aralarinda asaldir. 1, ab’yi tam béldiiiine gore +, b’yi tam boler [+ dnermesi ¢lde ediliyor].
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FUTBOL VE Pi SAYISI

Ogiin Dogru
Ankara Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii, ANKARA

Bildigimiz gibi futbol oyunu hem iilkemizin hem de diinyanin en ¢ok sevilen ve taraftar bulan
oyunudur. Bu yazida 7 = 3.141592... says1 ile futbol oyun kurallarn, futbolcu sayilar: ve saha Olgiileri
arasinda kurulan ve 7 sayisim veren bagintilara yer verdik.

Bildigimiz gibi futbol oyunu 11 + 11 = 22 kigiden olugan iki takim tarafindan oynanan bir oyundur.
Futbolda, baglama vurusgu, kale vurugu, kdge vurugu, penalt1 vurugu, direk vurus, endirek vurug ve
tag atig1 geklinde 7 tane vurug vardir. O halde ilk bagintimiz iki takimdaki futbolcu saysimn vurug
say1sina orani olan ve 7 sayisin veren
22

bagntisidir.

Futbol topunun gevresi 71 cm. olup, topa etki eden futbolcu sayis1 22 ve her takimin 3 oyuncu
degigtirme hakkina sahip oldugunu diigiiniirsek, 0.3 + 0.3 = 0.6 olacagindan topa etki eden oyuncu
say1s1 say1 22.6 dir. Bunun futbol topuna orani yine

LY =3.14159 ~ 7

22,6
olur.
Ceza sahasinin kaleye olan uzakli1 16.5 m., kalenin yerden yiiksekligi (kale diregi dahil) 2.56 m. dir.
Ceza sahasimin kaleden uzakliginin 5 katinin, kale yiiksekliginin 2 katinin karesine oram yani

5x16.5

mz&Mzw

olur.
Orta yuvarlagin yaricap: 9.15 m., kalenin uzunlugu 7.32 m. ve kale ¢izgisinin genigligi 0.1 m. olup,
orta yuvarlagin yar1 capimn 5 katinin, kale uzunlugunun 2 katindan kale ¢izgisi farkina oram yani

5x9.15

Sx732_01 _SH~T

olur. :
Koge vurugu yayimn yari ¢apt 1 m., saha uzunlugu 120 m., kale vurugu ¢izgisinin kaleden uzakli
5.5 m. olup, kdge vurugu yayinin yaricapi, saha uzunlugunun 2 kati, ceza sahasimn kaleye uzakhg ve
kale vurugu cizgisinin kaleye olan uzakhig1 toplaminin, orta yuvarlagin yaricapimin karesine oram yine

1+2x120+16.5+ 5.5
=3.141~
(9.15)2 g

say1sina egittir.
Burada futbolun bu kadar sevilmesinin bu olciitlerde biraz da matematige bagl oldugunu sGylersek
hi¢ fena olmaz herhalde...

KAYNAKGCA
[1] Tiirkiye Futbol Federasyonu, FIFA Futbol Oyun Kurallari, Afgaroglu Matbaasi, Ankara, (1997)
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PROBLEMLER VE COZUMLERI

Hazrlayan: Refail Alizade

Uyar:: Dergimize aligtirma problemlerinin ¢o-
ziimlerini degil, yalmzca yarigma problemlerinin
¢Ozlimlerini yollayimz. Coziimleri gonderirken
liitfen gu noktalara dikkat ediniz:

— Her sorunun ¢oziimiinii ayr: bir kagida okunakl
ve anlagilir bir bigimde yazimz.

- Kagidin sag iist kogesine adimzi, soyadimzi,
adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve simfinizi
yaziniz.

- Qoziimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Ens-
titiisii, Matematik Bolimii, Giilbahce Koyii,
Urla/Izmir adresine 15 Haziran 2002 tarihine
kadar gonderiniz.

Agiklama: Yangma Sorularimin dogru coziim-

lerini génderenlerin isimleri dergide belirtilecek-
tir.

— 2002 senesi boyunca en fazla dogru ¢oziim
gonderenler arasindan en az ilk 3 kigiye 6diil
olarak Matematik Diinyas: 2003 yii aboneligi ve
yazarlarin imzas: ile Matematik kitaplar1 verile-
cektir.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.256. 20002°%3 gayis1 birkag tane ardigik tam
sayinn kiipleri toplami geklinde gosterilebilir mi?

A.257. ABC licgeninde [BL] ve [AK]
aglortaylarim1  cizilmigtir. [KL) de AKC
iicgeninin agiortayi ise, BAC agisin1 bulunuz.

A.258. Okuldaki 15 simftan toplam 100 kigi
alindi. En az iki simiftan aym sayida Ggrenci
alinmig oldugunu gosteriniz.

A.259. z pozitif gercel say1 olmak iizere ”8—3 + %
ifadesinin alabilecegi en kiiclik degeri bulunuz.

A.260. a;,a9,as,... dizisinde a; = 2002,a; =
2001 ve her n > 2 igin ap4; = a:'i - ise, a002’yi
bulunuz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y.256. 4(a+b+c) = ab+be+ca egitligini saglayan
tiim a, b, ¢ pozitif tam say: {igliilerini bulunuz.
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Y.257. ABC ikizkenar iiggeninde (|AB| =
|BC|),s(ABC) = 80° dir ve s(OAC) =
40°,s(0?A) = 30° olmak iizere iicgenin
igerisinde bir O noktas: alinmgtur. s(BFC’)’yi bu-
lunuz.

Y.258. Digbiikey 2002-genin kogelerinde birer
tane bilye bulunur. Her adimda bilyelerden
bazilar1 aym vektér boyunca Stelenebilir. En az
kag adimda tiim bilyeler aym dogru {izerine getiri-
lebilir?

Y.259. Artan f : R — R fonksiyonu her zeR
icin f(—2z) = —f(z) egitligini saglar (yani, f tek
fonksiyondur). Herhangi a,b, ¢ sayilar igin a +
b+c=0ise, f(a)f(b) + f(b)f(c) + f(c)f(a) <O

egitsizliginin saglandigim gosteriniz.

Y.2680. Diizgiin 30-genin kogelerine 1’den 30’a
kadar tam sayilar yerlegtirilmigtir. Her adimda
iki komgu say1 yer degigtirebilir. Bir kag boyle
adimdan sonra her say1 tam kargidaki koégeye
gecmigtir. Bu adimlarin en az birinde toplamlar:
31 olan iki saymin yer degigtirdigini kanitlayimz.

COZUMLER

A.246. n pozitif tamsayis1 3’iin kat1 degilse,
her birinin basamaklar toplam: n’ye bdliinen iki
ardigik pozitif tamsay1 bulundugunu gosteriniz.

Coziim.  S(a) ile a sayisimn basamaklar
toplamim gosterelim. Iki ardigtk m ve m +
1 sayilarim aldigimizda m sayis1 9’la bitmezse,
8(m+1) = s(m)+1 oldugundan s(m+1) ve s(m)
sayllan aym zamanda n’ye bélinemez (n # 1).
Dolayisiyla m sayisim1 9’la biten sayilar arasinda
aramamiz gerekir. m sayisi tam olarak k tane 9’la
bitiyorsa s(m+1) = s(m)—9k+1 olacak. O halde
m sayisini, n|s(m) ve n|(9k — 1) olacak gekilde al-
mamiz yeterlidir. 9-1-1,9-2—-1,9-3-1,...,9n-1
sayilarindan higbiri n'e béliinmezse, 9s—1 = 9¢—1
(mod n) olacak gekilde iki 1 < 8 < ¢t < n
sayilar bulunacak. O halde, n ile 9 aralarinda
asal oldugundan n|[9(¢ — s)] den n|(t — s) elde ed-
eriz. Celigki! Boylece, n|(9k—1) olacak gekilde bir
pozitif tam k sayis1 bulunur. Simdi m olarak, ilk
n — 1 basamag 1, geriye kalan k basamag: 9 olan
k—1 basamakl bir say1 alirsak, s(m) = n+(9k—1)
ve s(m+1) =n+9k—1—-9k+ 1= n sayillan n’e
boliiniir.

A.247. ABC iiggeninin kenarlar1 iizerinde
disa yonelik ABMN, BCKL, ACPQ kareleri
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Gizilmigtir. QN ve K'P dogru parcalan iizerinde
QNTZ ve KPXY Xkareleri cizilmigtir. ABMN
ve BCK L karelerinin alanlan farki d ise QNTZ
ve KPXY karelerinin alanlan farkim bulunuz.

Coziim. Kosiniis teoreminden |QN|? = |AQ|? +

Sekil 1

|AN|? — 2|AN| - |AQ| - Cosa ;|BC|* = |AB|* +
|[AC]> — 2|AB| - |AC| - CosB. a + B =
180° oldugundan, cosa = —cosf elde ederiz.
Dolayisiyla, |QN|? + |BC|? = 2|AB|? + 2|AC|?
Benzer gekilde, |K P|2+|AB|? = 2|BC|?+2|AC|?.
O halde aranan alanlar farki [QN[2 — |[KP|?> =
3|AB|? — 3|BCJ? = 3d olacak.

A.248. Kutuda mavi ve kirmizi olmak {izere
toplam 30 tane bilye bulunur. Herhangi 12 tane
bilyeden enaz biri mavidir, herhangi 20 bilyeden
enaz biri kirmizidir. Sepetteki mavi ve kirmiz
bilyelerin sayisini1 bulunuz.

Coziim. Mavi bilyelerin sayisim m, kirmz bi-
lyelerin sayisim1 da k ile gosterelim. Kirmuz
bilyelerin sayis1 11’den biiyiik olsaydi, mavi ol-
mayan 12 ‘bilye alabilecektik, dolaymisiyla k& <
11’dir. m > 19 olsaydi, 20 tane mavi (yani
kirmizi olmayan) bilye alabilecektik, dolayisiyla
m < 19’dur. k+m = 30 oldugundan, k =11, m =
19 olmak zorundadir.

A.249. Liseden birkag kigi aynildiktan ve birkag
kigi liseye katildiktan sonra ogrenci sayisi %10
azaldi, erkek Ogrencilerin sayis1 %50 'den %55 ’e
aikti. Erkek 6grenci sayis: artti mi , azaldi mi?

Cozim. Baglangigta lisedeki Ggrenci says1 a
olsun. O halde baglangicta erkek Ggrenci sayisi

Matematik Diinyasi-C:11-S:2-2002

2'dir. Ogrenci say1s1 %10 azaldiktan sonra f—%‘g =
a

8 erkek ogrenciler de bunlarin %55, yan, i -

% = 92 olacak. & > 92 oldugundan erkek
ogrenci say1s1 azalmig olacak.

A.250. Bir aile gece kopriiye yaklagti. Baba
kopriiyii 1 dakikada , anne 2 dakikada , cocuk
5 dakikada , biiyiikanne 10 dakikada gegebilir.
Kopriiden aym anda en fazla 2 kigi gegebilir ve
ailenin tek bir lambasi bulunmaktadir. Aile 17
dakikada kopriiyii nasil gegebilir? (Kopriiyi lam-
basiz gegmek miimkiin degil ve koprii uzaktan
aydinlatilamaz.)

Céziim. Once baba ile anne kdpriiyii 2 dakikada
gecer ve baba 1 dakikada lamba ile geriye doner.
Sonra cocukla biiyiikanne 10 dakikada kdpriiyl
gecer. Anne 2 dakikada lamba ile geriye doner.
En son baba ile anne yeniden képriiyti 2 dakikada
gecer. Boylece toplam 2+1+10+2+2 dakikada

ailenin tamami képriiyii gecmig olacak.

Y.246. A,2A,3A,...,500000A sayilarindan
hicbirisinin son 6 basamag birbirine egit (yani
aaaaaa geklinde) olmayacak bigcimde bir alt:
basamakli A says1 bulunur mu?

Céziim. A sayism1 OBEB(A,10) = 1 geklinde
alirsak, A, 24, ..., 108 A sayilarinin hepsi 10 mod-
una gore birbirinden farkhh olacak. Gergekten
0 < m < k < 10% olmak iizere m ve k sayilan
igin mA = kA (mod 10°) saglanirsa, 109|[(k —
m)A], buradan da 10%|(k — m) olacak, bu da
imkansizdir. Boylece 4,24, ...,104 sayilarimn
son 6 basamaklarinin olugturdugu 6 basamakh
sayilar hepsi birbirinden farkh olacak ve bunlarin
arasinda 0’dan (10 — 1)’e kadar olan her bir
saylya tam olarak birer kez rastlanacak. O halde
son 6 basamag 111111,222222,...,999999,000000
olan sayilarin sonda gelmelerini (yani bu sayilarin
1084, (10° — 1)A4, (10° — 2)4, ..., (10° — 9)A ol
masin1) saglayabilirsek, ilk 500000 (hatta ilk 105 —
10) say1 arasinda son 6 basamag aaaaaa seklinde
olan sayiya rastlanmayacak. Bunun icin A =
10% — 111111 = 888889 alalim. o halde 104 = 0
(mod 10°), (10® — 1)A = 111111 (mod 10°) ola-

"cak ve her m = 2,3,...,9 icin (105 — m)A =

(-m)(-111111) = (mmmmmm);e (mod 10°)
elde edilir.

Y.247. ABCDEF digbiikey altigeninin
AB,BC,CD, DE, EF, F A kenarlarinin orta nok-
talann sirasiyla A, B, C', D', E', F' ol-
sun. ABC',BCD',CDE',DEF' EFA' FAB'
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licgenlerinin alanlan toplam: S ise, ABCDEF
altigeninin alanim1 bulunuz.

A A A
Céziim. ABC,ABD, ABC’ ii¢genlerinin C, D

ve C' kogelerinden gikan yiiksekliklerini sirasiyla
h1,ho, hs ile gosterirsek, hs = MEB2 olacak.

A A A
Dolayisiyla A(ABC') = 3(ABC + ABD)dir.
Benzer gekilde

A 1 A A
A(BCD'") = E(A(BC'D) + A(BCE)),

A 1 A A
A(CDE') = E(A(CDE) + A(CDF)),

A 1 A A
A(DEF'") = §(A(DEF) + A(DEA)),
A 1 A A
A(EFA") = —(A(EFA) + A(EFB)),

A(FAB’) — A(FAB) + A(FAC’))
egitlikleri elde edilir. Slmdi ABCDEF altigeninin
z alanim bulmak icin bu esitliklerin toplamim
alalim.

= _[(A(ABC))+A(FAC’)+A(CDF)+A(DEF))-9nce

(A(ABD)) + A(BED) + A(DEA) + A(EF A))+
(A(BOE))+A(CDE)+A(EFB)+A(FAB)) =

Boylece z = %’tiir.
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Y.248. 10 bankac: bir masa etrafinda oturmuslar
ve herbir bankacinin hesabinda bir gergel say1
yazilmigtir. Bu sayilar pozitif ve negatif ola-
bilir. Bankacilar sirasiyla geriye kalan 9 kiginin
herbirimn hesabina (iglemlerden &Onceki) kendi
say1sinin 9 ‘unu ekliyor, kendisine ise 0 yaziyor.
Onuncu iglemden sonra bankacilarin sayilarinin
ilk bagtaki duruma gelemeyecegini gosteriniz.

Coziim. Bankacilarin hesabindaki pozitif
sayilarin toplamim p ile gosterelim. Herhangi bir
iglem yapan bankacinin hesabindaki para a negat-
ifse, eklenen & sayilar negatif oldugundan, iglem
sonucu p say131 artmayacak ve p > 0 ise, kesin
azalacak. a > 0 ise, p says1 en az § kadar azala-
cak. O halde, hesabindaki para mﬁrdan farkh olan
ilk bankacinin igleminden sonra p azalacak ve hi¢
artmadig icin ilk bagtaki duruma donmeyecek.

Y.249. a; < az; < ag ve by < by < b3 olmak
{izere a; + a2 + az = by + ba2 + b3, @102 + azas +
asa; = biby + bobs + b3by egitliklerini saglayan
a1,as,as, b1, bo, bs gercel sayilan verilmigtir. a; <
b, ise a3 S bs oldugunu gi')steriniz.

Coziim. P(z) = (z — a1)(z — a2)(z — a3)
ve Q(z) = (z — b1)(z — b2)(z — b3) polinom-
larim1 alalim. Bu polinomlarin ilk 3 katsayilan
l,a1+as+az3=b + by + b3, G102 + a2a3 +aza; =
b bo + bobs + bibs oldugundan, ¢ bir sabit ol-
mak iizere Q(z) = P(z) + c yazabiliriz. Q(z)’in
en kiiclik kokii b; oldugundan her ze(—o0,b;)
icin Q(z) < O’dir. a; < b oldugundan ¢ =
P(a;) + ¢ = Q(a1) < 0 elde edilir. Dolaysiyla
Q(as) = P(ag) + ¢ = ¢ < 0’dir. Q(z)’in en
biiyiik kokii bs oldugundan her ze(bs,00) icin
Q(z) > 0’dir. o halde ag > bs olsayd: Q(as) > 0
olacakti. Dolayisiyla ag < bs.

Y.250. Bir digbiikey n-gende, her kdgegen en fa-
zla bir bagka kogegenle kesigecek gekilde en fazla
kag kogegen cizilebilir? (Kogegenler ayni késeden
cikiyorsa, bu koge kesigim noktas: olarak kabul
edilmiyor.)

Coziim. n = 2k ise, A1, Az, As, .. .Agj cokgeninin
[A1 As], [4 As], [A1 4], .., [1 Aok 1]
kogegenlerini (bunlarin sayis: (n-3)’tiir), sonra
[A1As),[A4As), [AsAs], ..., [Aax—2, Azk]
kogegenlerini cizersek (bunlar da k — 1 tanedir),
sadece
[A1 Asiy1] ve [A2iAsit2) kigegenleri kesigecek (i =
.,k — 1), dolayisiyla bu kogegenleri prob-
lemm kogulunu saglar. Toplam cizilen kigegen
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sayisi n —3+ k-1 = 3® — 4 olacak. Benzer
gekilde, n = 2k + 1 ise, [A; As], [A1 A4, ..., [A1 Az]
ve [A2A4]) [A4) A-ﬂ]) () [AZk-ﬂ’AQk] k5§egenleri
kogulu saglayacak ve bu kdgegenlerin says1 n —3+
k—1 =32 —4—1 olacak. Her iki durumda [|32]]-
4 tane kogegen cizilmig olacaktir ([|a|], @ sayisinin
tam degerini gostermektedir). Bu saymin iist
simr oldugunu timevanimla gésterelim. n =
3 ve n = 4 igin her gey agktir. Simdi her
k < n icin iddiamn dogru oldugunu varsa-
yarak n icin de dogru oldugunu varsayarak n
icin de dogru oldugunu gésterelim. n > 4
kabul edebiliriz. Problemin kogulu saglanacak
gekilde kdgegenler cizilmig olsun. Hicbir cizilmig
kogegenle kesigmeyen bir kdgegen (cizilmig veya
Gizilmemis) bulundugunu gosterelim. Herhangi
bir ¢izilmig A B] kigegeni alalim. [AB] aradigimz
kégegen degilse, yanibagka bir cizilmig [CD]
kogegeni ile kesigiyorsa, n > 4oldugundan
[AC),[CB],[BD],[DA] dogru pargalarindan en
az bir (diyelim [AC] kdgegeni hicbir bagka
Gizilmig kdgegenle kesigemez, ciinkii [AC] ile
kesigen kdsegen ya [AB] ya da [BC] ile kesigmek
zorundadir. Boylece hicbir cizilmemig kigegenle
kesigmeyen bir [XY] kogegeni bulunur. [XY]
kdgegeni cokgeni iki cokgene bélecek: bunlar m-
gen ve k-gen olsun. O haldlem +k =n +2 ve
m,k < n olacak. n-genin ¢izilmig kdgegenlerinin
her biri ya m-genin, ya k-genin kégegenidir, ya da
[XY]'dir. Timevarimin varsayimindan n-genin
¢izilmig kdgegenlerinin sayis1 en fazla

50 -9+0Zn-9+15
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olabilir.

Matematik Diinyasi-C:11-5:2-2002
YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosuna kabul etmektedir. Yayinlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmas: diginda hetj
hangi bir kisitlama yoktur.  Fikir vermesi
agisindan gu konular siralayabiliriz:

* Konu sunuglar.

* Matematiksel diigiincenin degigik alanlardaki
uygulamalarini vurgulayabilecek yazilar.

* Yillardir ¢oziim bekleyerek ya da heniiz
¢Ozililmemig {inlii problemlerin tanitimi.

* Matematige ilgi duyan &grencilerin kendi-
lerini agmasina yardima olabilecek problemler.

* Matematiksel kavramlar tarihi ve matem-
atikgilerle ilgili yazilar.

* Daha saglkli bir miifredat programim
olugturmaya yonelik inceleme, elegtiri ve alter-
natif oneriler.

* Matematik diinyasindan giincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yayimnlanabilecegi gibi
biitlinligi bozmayacak baz degigikliklerle de
yaymnlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif ticreti 6demeye elverigli
degildir. Bu nedenle anlaygla kargilanacagimizi
umuyoruz. Gonderilecek yazilarin bilgisayar or-
taminda yazilmig olmas: (Latex, Word, Scientific
Work-Place), diizgiin ve tam ciimlelerle, Tiirkce
dilbilgisi kurallarma uyularak yazilmasi, beg say-
fay1 gegecek yazilarda bolme noktas: belirtilmesi
gerekmektedir. Yazilar ya bir adet yazicidan
¢tkmug Grnegi ve bir 3.5 inc’lik diskete kayit
edilmig olarak

) Matematik Diinyasi
Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,
Matematik Béliimii, 35435
Giilbahge-Urla,iZMIR

adresine posta ile génderilmeli, ya da
mdunyasi@galoss.iyte.edu.tr adresine elektronik
posta ile génderilmelidir.
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