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GEOMETRIK OPTIMALLESTIRME PROBLEMLERi UZERINE I

Gabil Adilov-Ramazan Tinaztepe
gabil@pascal.sci.akdeniz.edu.tr-rtinaztepe@yahoo.com

Akdeniz Universitesi, F en-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik B&liimii, ANTALYA

insanlar ilk caglardan beri gelirlerini maksimumlagtirma veya harcamalarini minimumlagtirma, prob-
lemiyle kargilagmiglardir. Bu tiir problemler, medeniyetin ilerlemesiyle, kigiler kadar toplumlarin
da problemi olmugtur. Bu problemlerin ¢oziimiine yonelik caligmalar giinfimiizde optimallegtirme
teorisini ortaya ¢ikarmigtir. Bu teorinin ugrastig: problemler genel bicimiyle agagidaki gibidir.

optf(z) for z€e XCB 1)

Burada B bir uzay, X kiimesi B’nin bir altkiimesi, f : X — R bir fonksiyondur, opt igareti max ya
da min olarak anlagilir. Buna gore yukaridaki problem gu gekildedir: = degigkeninin X kiimesindeki
hangi degeri i¢in f fonksiyonu minimum ya da maksimum degerini ahr ve bu deger nedir? Ornegin,

f(z) = ? olmak fizere X = {z] =1 < z <1} kiimesi iizerinde f fonksiyonunun minimumunu
bulunuz (maksimumunu bulunuz)

.

Bu ¢ok basit bir 6rnek olmasina ragmen problemde f, X ve B farkh alindiginda daha, zor ve karmagik
problemler ortaya ¢ikar. B uzay1 R, R" vb., X kiimesi sonlu, konveks, acik veya kapal, tiim uzay vb.,
f fonksiyonu dogrusal, konveks, tiirevlenebilir olabilir. Ornegin, f dogrusal, X C R™ bir ¢okyiizlii
alimrsa dogrusal bir optimallegtirme problemi ortaya ¢ikar. X tamsayilar kiimesi segilirse, problem
biraz daha degigip Optimallegtirme teorisinin tamsay1 programlama denilen bir dalina girer. Daha

farkh degigiklikler yaparak optimallegtirme teorisinin daha karmagik dallarina, sonsuz boyutlu opti-
mallegtirme problemlerine girilebilir.

Optimallegtirme Teorisi klasik analizin bir dah olarak ortaya gitkmg ve buna Newton, Lagrange, Euler,
Schneider, Dirichlet ve Weierstrass gibi iinlii matematikgilerin biiyiik katkilar olmugtur. Bilgisayar
teknolojileriyle birlikte bu teori son 50 yilda daha biiyiik hizla gelismigtir.

Klasik analiz yontemleriyle (1) probleminin basit hallerinin incelenmesi, lise kitaplarinda da an-
latilmaktadir: tiirev konusunda tiirevlenebilir bir fonksiyonun bir bélgede minimum ya da maksimu-
munun bulunmas: gibi. Bu yazida geometri ile ilgili optimallestirme problemlerinden bahsedecegiz.

GEOMETRIK OPTIMALLESTIRME PROBLEMLERI: Geometride kargilagilan
optimallegtirme problemlerinin biiyiik bir kismi, agagida goreceginiz gibi, belirli bir bolgede optimal
noktayl ( yada noktalar1) bulma problemleridir. Bu tiir problemlerin &zel geometrik yOntemlerle
incelenmesi biiyiik yarar saglamaktadir. Ornegin,

Problem 1: A ve B noktalari, £ dogrusunun zit taraflarinda, olsunlar. Bu durumda £ {izerinde olan,
A’ya ve B’ye uzakliklar farkinin mutlak degerini maksimum yapan noktay: bulunuz.

Verilen £ dogrusu x ekseni, noktalar ise A(a1,a;) ve B(by,bz) olmak iizere bu problemi (1) bi¢iminde
soyle ifade edebiliriz: f(z) = |\/(z — a1)? + a2 — /(z — b;)? + by?| fonksiyonunu maksimum yapan
C(z,0) noktasini bulunuz. Goriildiigi gibi bu problemin klasik analiz yontemleri ile incelenmesi
bayag zor olmasina ragmen, geometrik yontemlerle cok basitce ¢oziilebilir:

Sekil 1‘de B’ noktas: ¢ dogrusuna gére B noktasina simetriktir. £ lizerindeki her C’ noktasi icin
IIAC'| - |C'B|| = ||AC'| - |C"B'|| < |AB'| = ||AC| - |B'C]| = ||AC| - |BC|| = C noktas: optimal
¢ozimdiir. ‘

Eger B ve A noktalan simetrik ise, £ tizerindeki her C' noktas i¢in |[AC| - |BC| =0 olur. A ve B
noktalar: £ dogrusundan aymi uzaklikta, fakat simetrik degillerse, problemin ¢dziimii yoktur.

Bu smiftan olan klasik iki probleme daha bakalim.

Problem 2: Kogeleri verilmis ABC liggeninin kenarlar: {izerinde olm

ak lizere en kiiciik cevre uzunlugy
sahip ii¢cgeni bulunuz.
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Sekil 2

Céziim: Once dar aq kargisindaki AB kenar fizerinde bir P noktas: alahm. Daha sonra diger
kenarlar fizerinde dyle X ve Y noktalarim secelim ki, PX Y {icgeni en kiiclik cevre uzunluguna sahip
olsun. P’ ve P" noktalari, P noktasinin sirasiyla BC ve AC ’ye gore simetrigi olsun. Sekil 2’de
goriildiigii gibi YPX iicgeninin gevre uzunlugu P"YXP' dogru pargalari grubunun uzunlugu ile
aym olacaktir. Bundan dolay: alinacak optimal noktalar P’P" dogru pargas: iizerinde olmahdir.
Dolayisiyla gekilde de goriildiigi gibi MNP ticgeni istenen ozelligi saglar. LP"CP' = 2/C < 180°
oldugundan P’ P"dogru pargasi AC ve BC pargalar ile kesigir.

Simdi P noktasim Syle segelim ki P'P" dogru par¢asinin uzunlugu en kiiciik olsun. ZP"CP' =2.(C
ve P noktasina bagl olmadig: igin ikizkenar P'CP" {i¢geninin en kiigiik tabam CP' = CP kenarimn
en kiiciik olmas: halinde saglanir. Bunun icin de CPLAB olmas: gerekir. Dolaysiyla Py noktasi
h.’nin tabanindadir.

Burada, iki durum daha s6zkonusudur.

I. A ve B de dar ag olabilir, yani liggen dar agihi iicgen olabilir. Bu durumda hc'nin tabam AB
parcasindadir. Ucgen dar agili iiggen oldugundan ¢bziime AC ve BC kenarlarindan baglayabilirdik
ve bu halde My ve Ny noktalar1 da sirasiyla h, ve hy’nin tabanlan olacaktir. Dolayisiyla dar agil
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tiggen igin optimal ¢dziim yiiksekliklerin tabamdir.

IL. LA > 90° (veya B > 90°) olabilir. Bu durum yozlagma halidir, yani P, = A = Ny olur. Bundan
dolay: gevre uzunlugu 2|AMy| olan AAMj tiggeni alinur.

Bu problem daha genel haller igin de goziilebilir. Bunu okuyucuya bir alistirma olarak birakiyoruz.

Problem 2’ : m,n, p pozitif reel sayilari ve bir ABC iiggeni verilmig olsun. Kégeleri ABC ii¢geninin
kenarlar: {izerinde bulunmak koguluyla &yle bir. XY Z { uggem bulunuz ki, m|X Y|+ n|X zZ | + p|ZY |
ifadesi en kiigiik olsun.

Problem 3: Diizlem iizerinde verilmigs ABC ii¢geninin kogelermden uza.khkla.n topla.m1 en az olan
noktay: bulunuz.

Sekil 3a

Céziim: Once, problemi iiggenin icindeki noktalar igin gbzelim. X ficgen icinde herhangi bir nokta
olsun. ACX {iggenini A noktas: merkez olmak koguluyla 60° sola dondiirelim. Yeni durumda olugan
iiggen AC' X' olsun. Bu durumda [AX| = | X X'| ve |C'X'| = |C X| oldugundan |CX|+|AX|+|BX| =
|C’' X' X B| olur. Optimal X noktas: Syle olmalhidir ki C"X'X B cizgisinin uzunlugu en kiigiik olsun.
1. Durum. BC' parcast AC kenarim keser. Dolayisiyla ZBCC' < 180° ve ZBAC' < 180° olur.
Bu nedenle /A < 120° ve ZC < 120° olur: Buradan C'B fiizerinde olup ZC"MA < 60° kogulunu
saglayan M noktasinin optimal nokta olacag: agiktir. Uggen iginde bdyle bir nokta var ise, LZAMB =
LOMB = LAMC = 120° olur. Bu durumda ZCBA < 120° olmaldir. Eger LCBA > 120° ise
optimal nokta B noktasi olur.

2. Durum. C'B parcasi AC kenarini kesmesin. Bu durumda ZC > 120° ( veya ZA > 120°) olur.
Bu halde C'X'X B cizgisi yerine C'CB gizgisi gotiiriiliir ve C optimal nokta olur (benzer gekilde
LA > 120° olursa optimal nokta A noktas: olur).

Simdi ii¢genin diginda optimal bir nokta olmadiginm gosterelim. X, ABC iicgeninin diginda bir nokta,
olsun. Bu durumda ficgenin simrinda, | X1 4| + | X1 B| + |X1C| < |XA| + |XB| + |XC| esitsizligini
saglayan bir X; noktasimn var oldugu kolayca goésterilebilir. Bu durum, X noktass C agisinin

araligina diigtiigiinde Sekil 3(b)ve 3(c)’de goriiliir. Benzer §ek11de dlger A ve B agilan i 1gm de aym
~ durum s6zkonusudur.

Bu problemin de genellegtirmesinin incelenmesini okuyucuya birakiyoruz:
Problem 3'. m,n,p pozitif reel sayilar: ve ABC {icgeni verilmig olsun. Bu durumda ABC figgeninin

,,. 5 _.A"‘
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Sekil 3b ve 3c

verildigi diizlem {izerinde Syle bir nokta bulunuz ki, bu noktamn A, B, C' kdgelerinden uzakhiklarinin,
sirasiyla, m,n, p ile carpimlarinin toplam: en az olsun. ’

Not 1. Her bir geometrik optimallestirme problemi belli bir fiziksel, ekonomik, biyolojik-vb. prob-
lemin matematiksel modeli olabilir.  Ornegin, problem 3’ ekonomik bir problem bigiminde gdyle
sOyleyebiliriz: Yapilmas: planlanan {iretim merkezi iriinlerini belli A,B,C tiiketim merkezlerine
m, n, poraninda dagitmalidir. Sozkonusu iiretim merkezi nerede yapilmahdir ki, yol masrafi (ulagtirma
masrafi) en az olsun. R

Burada, bu konuyla ilgili birkag ahgtirmanin okuyucularimiz icin ilging olacagim diigiiniiyoruz.
ALISTIRMALAR

P1. Bir a1 ve icinde bir nokta verilmigtir. Bu noktadan Gyle bir dogru geciriniz ki,

a) alinan figgenin alam en az olsun; ’

b) alinan {iggenin gevresi en az olsun.

P2. Agagidaki kogullar: saglayan en kiiciik cevre uzunluguna sahip olan ABC {iggenini bulunuz:
a) A ve B noktalar sabit olup, C kogesi verilmig bir £ dogrusu iizerindedir.

b) A noktas: sabit olup, B ve C sirasiyla verilmig £ ve m dogrulan iizerindedir.

c) A, B ve C noktalan, sirasiyla, verilmig £,m ve n dogrular: iizerindedir.

P3. Verilmig bir ABC {iggeni iginde, agagidaki kogullar: saglayan noktalar bulunuz: -

a) Kage noktalarina olan uzakliklarinin karelerinin toplami en az olsun;

b) Kenarlara olan uzakliklarinin karelerinin toplam en az olsun.

P4. Verilmis bir cemberin igine gizilebilecek, kenar uzunluklarinin karelerinin toplami en bilyiik
olan iiggeni bulunuz.

UYARI: Problem 2 ile P2(c) problemleri benzer gériinmelerine ragmen, farkli problemlerdir.
Burada iiggenler icin verilmig birgok problemi dortgen, beggén ve diger cokgenler icin de uygun
bicimde genellegtirip incelemek miimkiindiir.

KAYNAKLAR

[1] D.O. Schliarski, N.N. Chentsov, I.M. Yaglom, Geometrigeski nera venstra i zadagi na maksi-
mum i minimum. Nauka, Moskova, 1970.
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Halide G. SADIGOVA
Azerbaycan Bilimler Akademisi, Sibernetik Enstitiisii, 370141, Bakii, Azerbaycan

Beni ytkamayan her gey beni giiclendirir.
Nietsche

1. Giris ’

Yakin zamanlara kadar sayilar teorisi matematigin cok cazip, fakat hemen hemen hig bir uygula-
masi olmayan bir alamydi. Giiniimiizde kuramsal sayisal algoritmalar cesitli sifreleme (kriptografi)
sistemlerinde genig bir gekilde kullamlmaktadir. Bu tiir sistemlerde kullanilmak iizere biiyiik asal
sayilarin bulunmas: gerekmektedir.

Bu yaziyla amaglanan asal sayilarin uygulama alanlarmi ve bu alanda son zamanlardaki geligmeleri
tamtmak ve ikiz asal sayilar bulmak icin bir algoritma vermektir.

Bir zamanlar ilgi gérmeyen alanlardan biri olan ¢arpanlara ayirma ¢aligmalari, gifreleme ve bil-
gisayar giivenligiyle ilgili oldugu i¢in bugiin matematigin en popiiler alanlardan birisidir.

Giiniimiizdeki bilgisayarlar, son derece hizh olmalarina ragmen biiyiik sayilarin ¢arpanlarim dogru-
dan bulmay: bagaramiyorlar. Bu, bir tamsayiy1 ¢arpanlarina ayirmak igin gimdiye kadar etkin bir
y6ntemin bulunamamasindan kaynaklanmaktadir. Bu tiir algoritmalarin olmamasindan dolay: farkh

gifreleme sistemlerinin kullamlma olanag ortaya gikmugtir. Eger boyle algoritmalar bulunursa bu
sistemlerin hepsi ¢oker. :

Bdylece bazen bir algoritmanin olmamas: onun olmasindan daha yararli olabilir. Bu, belki de
insanhigin, matematigin bagarisindan ¢ok bagarisizhgindan yararlandigi tek durumdur.

2. Asal sayilar

Sayma sayilarina pozitif tamsayslar denir. Bu kiimeyi
S =1{1,2,3,4,5,6,7,8,,9,10, 11, )

ile gosterelim. Yalmzca 1 ve kendisi ile tam olarak (yani kalan birakmadan) boliinebilen tamsayilara

asal sayrlar denir. Ornek olarak 5, 11 veya 23 verebiliriz. Bu tiir sayilarin sonsuz sayida oldugu
bilinmektedir.

Oklid (Euclides) Teoremi: Sonsuz tane asal say1 vardir.
Asal sayilar kiimesini -
P =1{2,3,5,7,11,13,17,19,23, ...}
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olarak gosterelim. Bunlann diginda kalan biitiin tamsayilara bilegik sayslar denir. Biitiin bilegik .
sayilar kendilerinden daha kiiciik olan tamsayilarin ¢arpimlarindan elde edilebilirler; Grnegin 72 say1s1
8 ile 9’un carpimindan elde edilir. Daha kiiciik olan bu tamsayilara, biiyiik sayinin ¢arpanlars denir.
Bunlar arasinda daha 6zel olan carpanlar bulunur; asal ¢arpanlar. Yukandaki Grnekte verilen 8
ve 9 un her ikisi de asal olmadifindan onlarin her biri tekrar carpanlanna ayrlabilir. Carpanlara
ayirma sonucu elde edilen sayilar iginde sadece asal garpanlar kalana kadar carpanlarina ayirma iglemi
siirdiiriilebilir. Bilegik say1 olan 72 igin iglem 72 = 2 x 2 x 2 x 3 x 3 = 2° - 32 ifadesine ulagilincaya
kadar siirdiiriilmiigtiir. Burada ii tane 2 ve iki tane 3, 72 sayisinin asal arpanlaridir. Asal carpanlar
bzeldir; ciinkii her bilegik say1 igin bir tane ve sadece bir tane asal carpanlar takimi vardir. Bu
nedenle asal sayilar, biitiin diger sayilarn onlarn garpimi yoluyla elde edildigi atomlardir (veya en
kiiclik parcalardir). .

" Aritmetigin Temel Teoremi: n > 1 olmak iizere, her bir n pozitif tamsayisi
=P P2 Psy821

seklinde p1, P2, ..., pi*asal sayilannin garpimi olarak yazilabilir. Bu yazihs, garpanlarin siras gz Gniine
alinmazsa, tek tiirliidiir. .

Bu ozellige, pozitif tamsayslarn tek carpanlama (factorization) teorems denilmektedir. Bu ayrilig
geklini yeniden;dﬁzenlemek ve yalmz farkl asallar1 almak suretiyle

P

n=p} pft ... pf

yazabiliriz. Burada k; > 1 ve py,p2, .., ps farkli asallardur.

Not 1: 1 sayis1 ne asal, ne de bﬂegik sayidir.

3. Asal sayilarm bulunmasi algoritmasi fizerine

Eski zamanlardan beri matematikgiler asal sayilarla ilgilenmiglerdir. Asal saylarla ilgili temel
problemlerden biri, verilen bir sayinin asal olup olmadigim kontrol etmektir. Sifrelemede genig gekilde
kullamldig1 icin bir sayimn asalliginin testi Snem kazanmgtir.

Antik Cinlilerden ve Yunanllardan baglayarak ok kisi asallif test etmek icin efektif bir algoritma
bulmaya ¢aligmigtir. Asalligin testi icin ilk yontemi M.O. 240 yillarinda Erastotenes (Eratosthenes)
Onermigtir.

Erastotenes Kalburu (Elegi): Verilmig bir n sayisindan biiyiik olmayan asal sayilar tablosunu
yazmak i¢in 2’den baglayarak n’ e kadar th_({)sawlar dizisini yazalim.

2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,...,n. s
Dizinin ilk sayist olan 2 asaldir. Bu dizide 2’den sonraki sayilar icin, birer atlayarak 4, 6, 8,... i
(yani 2’nin katlarm) silelim. Bu iglemden sonra kalan ilk silinmemis say1 3 olur ki, o da asaldir,
ciinkii 2’ye boliinmez. 3’1 silmeden ikiger atlayarak 6, 9, 12, 15,... i (yani 3’iin katlarim) silelim.
Cift say1 olduklan icin bunlardan bazilar1 énceden silinmigtir. Sonraki adimda ilk silinmemig say1
5'dir ve o asaldir, ¢iinkii 2 ve 3’ bolinmez. 5'i silmeden dérder atlayarak 10, 15, 20, ... i (yani
5'in katlarim) silelim. Yine bu sayilardan bazilar1 2'nin, bazilari 3’iin kat: olduklarindan daha 6nceki
adinda silinmigti. $imdi en kiigiik silinmemig say1 7°dir ve o asaldr, giinkii ondan kiiciik asal sayilara, '
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yani 2, 3; ve 5% béliinmez. Bdylece n’ den kiigiik asal sayilarin tablosu /n’i gegmeyen sayilarin
katlarimn silinmesiyle (bagka deyigle elenmesiyle) biter. _

Bu algoritmay verilen bir n sayisim garpanlarina ayirmak igin de kullanabiliriz. 6rne§in 60 say1s1
verildiginde, en kiiciik asal sayidan baglayarak sirasiyla asal sayilardan her birine (yani 2, 3, 5, oee)
béliiniip boliinmedigi test edilir. Burada 60”1 bélen ilk say) en kiigiik carpan olur. Bu say1y1 bulduktan
sonra aym siire¢ tekrarlanarak daha biiyiik asal garpanlar bulunur. Say: biiyiidiikce garpan bulma igi
de zorlagir Buna ragmen bu yéntem en azindan ilke olarak her tamsayiya uygulanabilen bir yontemdir.
Eger sayinin karekokiine kadar olan biitiin asal sayilar denenmig ve bir ¢carpan bulunmamigsa, sayinin

" kendisinden ve 1’den bagka carpam yok demektir; dolayisiyla bu bir asal sayidir.

Yukarida verilen kaba kuvvete dayanarak carpanlara ayirma ydnteminin uygulanmasi basamak
sayis1 arttikca daha da zorlagir. Ornegin 219 — 1 sayisinin ondalk ifadesinde 58 basamak vardir.
Giiniimiizde her nanosaniyede (milyonda bir saniyede) bir bolme iglemi yapabilen en izl bilgisayarlar
kullanildiginda bile, gosterilen yontemle ¢arpanlar: bulmak 35.000 yillik bir bilgisayar siiresi gerektirir.

Biiyiik sayilarin ¢arpanlarimin bu yontemle elde edilemeyecegi agikardir. XVII yiizyilda Fermat 'in
kiiciik teoremi olarak bilinen teorem ispatland: ve carpanlara ayirma, igleminde yeni bir sayfa acilmig
oldu.

Fermat Teoremi: p asal sayi ise, her a tamsayisi icin p, (a? — a)’y1 boler.

“Ancak bu teoremin tersi Carmichael sayilan igin gegerli degildir. Bu sonug asalli1 test eden al-
goritmalar icin ¢ikig noktas: olmugtur. 1976 yilinda Miller, sonra da Rabin Genigletilmig Riemann
hipotezine dayanan ve hizh ¢aligan, olasilikh algoritmalar iirettiler. O zamandan bu yana bu konuda
pek ¢ok algoritma Onerilmigtir. Bunlara 6rnek olarak 1983’de Adleman, Pomeiance ve Rumely algo-
ritmasimi gosterebiliriz. 1986’da Coldwasser ve Kilian eliptik egrilere dayanan bir algoritma 6nerdiler.
Asallig: test etmek icin en son algoritma 2002 yilinin Agustos ayinda Hindistan’in Kanpur kentindeki
Teknoloji Enstitlisiinde Manindra Agrawal ve onun 6grencileri tarafindan onerilmigtir. Algoritma
polinomial zamanda galigir (karmagikligs O((logn)'?) dir). Bu caligmasiyla Agrawal Clay aragtirma
6diillin{i almuigtir ve Fields madalyasim almaya adaydir.

Sayilar carpanlara ayirma algoritmasina érnek olarak Pollard, Lensta ve Pomerance algorit-
. malanm gosterebiliriz. Carpanlara ayrrmanin zirvesi, *tek bir siiper bilgisayar”la degil, bircogunun
ortak gabasiyla bagarilmigtir. En son egilim, ¢cok sayida farkh bilgisayarin hesaplamalarim bir araya
getirme yoniindedir. Bunlarin her biri tek bir ¢arpanlara ayirma probleminin ayr1 yoénleri {izerinde
(genellikle yogun olmayan gece saatlerinde) caligir. Daha sonra yaptiklarim birlegtirmek icin bunlar
elektronik posta yoluyla bir bilgi iglem merkezine bildirir.

Bu yaklagimin en bagarih sonucu olarak GIMPS (The Great Internet Mersenne Prime Search),
farkh iilkelerde binlerce bilgisayar: 2,5 sene kullanarak 14 kasim 2001 tarihinde 4053946 basamaklh
213466917 _ 1 sayisim, yani 39. Mersenne asal sayisim bulmugtur. Bu saymnm asal olup olmadigin:
kontrol etmek 45 giin siirmiigtiir.

- Not 2: M,, = 2" -1 geklinde gosterilebilen asal sayilara Mersenne asal sayslars denir. Yukaridan
anlagildigy gibi gimdiye kadar 39 tane bdyle say1 bulunmustur: My = 22 -1 =3, My =28 -1 =
T\Ms=20-1=31,M;=2"-1=127 v.s. '

4. ikiz asal sayilar

Asal sayilar teorisinde ilk bakigta ¢ok basit gibi goriinen farkli sorularla kargilagiriz. Fakat bunlar-
da{l bazilar kolaylikla cevaplanabilir. Ornegin en kiigiik iki asal say1 olan 2 ve 3 asal sayilar1 ardigik
dogal sayilardir. Buradan aklimiza gu soru gelebilir: Aym sgekilde ardigik olan bagka asal sayilar
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var mdir? Bunun olmadigin kolaylikla gosterebiliriz. Iki ardiguk dogal sayidan birisi mutlaka ¢ift
sayidir. Sadece 2 sayis: cift asal say1 oldugundan bu saymin asal olmadigim soyleyebiliriz. Ancak bir
¢ok ardigik tek sayilar vardir ki, ikisi de asaldir, drnegin 3 ve 5, 5 ve 7, 11 ve 13, 17 vel9, 29 ve 31,
41 ve 43 ve digerleri. Bu tiir ikililere ikiz asal sayslar denir. 30 milyona kadar 152892 tane ikiz asal
say1 ikilisi vardir. Ikiz asal sayilar kiimesini

PP = {3,5,7,11,13,17,19,29, 31,41,43, ...}

ile gosterelim. Cok eski zamanlardan beri bu kiimenin sonsuz olup olmad:#1 problemi aragtmlmé.kta.dlr
ve giiniimiize kadar bu problem g¢oziimlenememistir. Yani biz 2 sayisinin sonsuz yolla iki asal sayinin
fark: gibi gosterilebilecegini ispatlayamiyoruz.

Her cift saymnin sonsuz yolla iki asal sayinin fark: gibi gosterilebilecegi diiaiim'i]mminé ragmen
bunun hig olmazsa bir yolla yapilabilecegi bile ispatlanamamasina kargin bu bir ¢ok ardigik cift sayilar
icin gosterilmigtir. Ornegin 2=5-3,4=11-7, 6 = 29 — 63, 8 = 97 — 89, 10 = 149 — 159.

Asal sayilar teorisinde buna benzer kolay gibi goziiken, fakat daha ispatlanamamg yiizlerce prob-
lem vardir ve bu problemler giiniimiizde bir ok matematikginin ilgisini cekmektedir.

4.1. Ikiz Asal Sayilar Uzerine Bazi Teoremler
Lf={ll=6ntl,ne ..5'} geklinde gosterelim. Buna gore agagidaki teoremler dogrudur:
Teorem 1. PP\ {3} C LS.

KS = {k|l, =6k +1 € PAly, = 6k — 1 € P} geklinde gosterelim. Buna gore agagidaki teorem
dogrudur:

Teorem 2. Im,n€ S,k=6mnEtmLtn=>k¢ K°®.

M ={klk=6mntmtnm=jj€SneS}=
= {k|k = (6§ — I)n £ j,n € S}U {k|k = (65 + 1)n £ j,n € S}
seklinde g6sterelim. Ornegin; :
j=1=>Mf={klk=5n+1,ne€ S}U{klk=Tnt1,n€ S}

j=2=M:={klk=1lnt2,ne S}U{klk=13n+2,n € S}
j=3= M§={kk=1T=+3,n€e S}u{klk=19j+3,n¢e S}

A8 ={keS|6i® -2 <k<6(i+1)%-2(i+1),i € S}

M$ N AY = P§, A§\ Ui P§ = P ve P® = UZ, P} geklinde gosterelim. Buna gore agagidaki
teoremler dogrudur:

Teorem 3. P C K%,i=1,2,3, ...

P§ = {1,2,3} kabul etselﬁ agagidaki teorem dogrudur.



10

Teorem 4. K°® = {1,2,3} U (UR, P) = P§ U P% = u®, P$

Matematik Diinyasi-C:11-S:4-2002

Asagdaki problemler bu konuda agik problemlerdir, yani heniiz ispatlanamamigtir.

Problem 1. |P8| = 00?

Burada |P%|, P® kiimesinin eleman sayisim1 ifade etmektedir

Problem 2. s > 3,5 € S igin |P?| = 00?
Yukarida P? kiimesi Mf, A, PS

4.2. Ikiz Asal Sayilar1 Bulma Algoritmas: ;

[V R

Pf ve P kiimelerinin ifadelerinde 6 yerine s yazilarak elde edilir.

Bu boliimde, yukanida verilmig teoremlerden yararlanilarak ikiz asal sayilari bulmak icin bir al-
goritma Gnerilmigtir. Bu algoritma 6nceden verilmig bir M says: icin (6M + 1)’ den kiigiik tiim ikiz
asal sayilar1 bulmaktadir.

Algoritma

© P NS oA WM
S
w

DO bt bt ek e e ek et fed e
F S o ®O 0 R kRO
S
&

M sayisine oku
n=1

i1 =6n2 —2n
ta=1%1+12n+3

Eger (ks = k) veya (ks = ks3) ise, As'e git
Eger (ks = k) veya(ks = k3) ise, As'e git

 Eger (ks 5. k) ise, A4'e git

i=1

k=1

kl "—=6k—1
ke =6k+1
ks =k —k
ks=ka—k

ks Ez(modkl)
kg = i(mod k)
k=k+1
Lh=6i-1
lb=6i+1

iy ve l2'yi yaz
i=i+1

Eger (1 < ig) ise, Ag'e git
n=n+1
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22. Eger (n < M) ise, Az'ye git
23. Dur

Bu algoritmamn ¢ahgmas: sonucunda 6nceden verilmig bir M says: icin M’ den kiiciik olan ve
'béliim 4.1’de tammlanmig olan K® kiimesinin elemanlari olan i’ ler bulunur ve bu ¢’lerden i; = 6i—1
ve l = 6i + 1 ikiz asal sayilari hesaplamir. Bdylece (6M + 1)’e kadar olan biitiin ikiz asal sayilar
hesaplanmig olur. Bu algoritmadan yararlanilarak M sayisini arttinp istedigimiz biiyiikliikte ikiz asal
sayilar bulabiliriz.

Not 3: Giiniimiizde bilinen en biiyiik ikiz asal sayilar 51090 basamakh 33218925 x JO0680 4. §
sayilaridir. Bu sayilar 28 Eyliil 2002 tarihinde bulunmugtur. ' :

5. Aligtirmalar.

1. 3 ten biiyiik olan her asal sayinin 6k + 1 veya 6k — 1 geklinde gosterilebilecegini ispatlayimz.
2. 3’ ten biiyiik olan her asal sayinin karesinin 12k + 1 geklinde gosterilebilecegini ispatlayiniz.

3. Bir asal sayimn 30’a boliimiinden kalamn da asal say1 oldugunu gosteriniz.
4

.n > 2icin 2" — 1 ve 2" + 1 saylarnin ikisinin de aym zamanda asal say1 olamayacaklarini
gOsteriniz.

. pve p? + 2 asal sayilarsa, (p* + 2)’nin de asal say1 oldugunu gosteriniz.

o

6. Kaynak web siteleri iizerine
Asal sayilar konusunda ve benzer bilgileri agagidaki web sitelerinden Ggrenebilirsiniz:

1. http:/ Jwww.biltek.tubitak.gov.tr/asal : Bu adreste baz1 asal sayillar ve baz ¢ift sayilarn iki
asalin toplam: geklinde yaziliglarimin listelerini bulabilirsiniz.

2. http://www.utm.edu/research/primes : Asal sayilar hakkinda bilmek isteyeceﬁiniz bir ¢cok gey
bu sitede var. Kiiciik asal sayilarn listesi, bilinen en biiyiik asal sayilar, biiyiik sayilarin asal
olup olmadiklarim ispatlamak i¢in yontemler v.s.

3. http://www.eff.org/coopawards/ award-prime-rules.html: EFF’nin en biiyiik asal say1 rekorunu
kiranlara verdigi odiillerin detaylarim bu sitede bulabilirsiniz

4. http://www.cse.iitk.ac.in/news/ primality.html

EFF (Elektronic Frontier Foundation - ”Elektronik Sinirlar Vakfi”) aslinda bilgisayar diinyasinda
ozgiirliikleri savunan bir vakiftir. Vakfin biiyiik asallarla ilgisiyse, veri iletigiminde kullamlan bazi
kriptografik tekniklerin biiyiik asal sayilar1 kullanmalandir. Vakaf, as?.lla,r hakkinda aragtirmalan
tegvik ederek kriptografik teknikleri gliclendirmek amaciyla bu tip odiilleri veriyor.

EFF’ in verdiyi odiilleri burada ilan edelim: 10 milyon ondalik basamakl ilk asal sayiy1 bulana
100,000 dolar, 100 milyon basamakh ilk asal say1y1 bulana 150.000 dolar, bir milyar basamakl ilk
say1y1 bulana 250,000 6diil verilecek , :
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CiZGE KURAMINA GENEL BiR BAKIS

Gokgen Bacak-Tina Begeri
IYTE, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii, Urla, iZMiR

18. yiizyilda Prusya’daki Konigsberg kasabasinda halk zamamnin bir kismum dogada ge-
zinti yaparak geciriyordu. Bu kasaba Pregel Nehri ile iki bélgeye ayrilmaktayd: ve nehrin icinde iki
adacik bulunmaktaydi. Bu nehirdeki adalar: kasabaya baglayan 7 képriiye dair o bolgenin insanlar
arasinda yayilan bir problem sonradan d6nemin {inlii matematikcilerinden biri olan Leonhard Eu-
ler’e kadar ulagti. Bu olaydan uzun yillar sonra 1852 yilinda bir bagka iinlii matematikci Augustus
De Morgan, Sir William R.Hamilton’a gonderdigi bir mektupta grencisinin, ingiltere haritasindaki
gehirleri, birbirlerine komgu olanlar farkh renklerde boyamak icin 4 rengin yeterli oldugunu tespit
ettigini fakat bunu matematiksel olarak ispatlayamadigini yazmigt:. 4 Renk Problemi olarak amlan
bu problem, uzun yillar sonra 1976 yiinda K.Appel ve W.Hakken tarafindan bilgisayar yardimiyla
ispatlandi. Bu iki problemin ¢oziimii matematikte yeni bir qigir agti.

Konigsberg Problemi: Kasabanimn bir yakasindan gezinti yapmak icin ¢ikan biri tiim kopriileri sadece
bir kez gecerek bagladig1 noktaya donebilir mi?

Pregel

Euler bu problemin ¢dziimii i¢in ugragirken belki de matematigin yeni bir uygulama alanim
yarattigim farketmemigtir. Daha sonralar Cizge Kurami olarak bilinen bu yeni uygulama alam
bircok problemin ¢bziimiine katkida bulunacaktir. Cizge Kurami ve uygulamalarina olan ilgi son
yirmi yilda biiyiik bir izla artti. Bu artigin sebebi giinliik hayatta kargilagtigimiz birgok soruna gizge
kuram: ile ¢dziim bulunabilmesidir. Kargilagtigimz bircok durum, bir noktalar kiimesi ve bu nokta-
lar1 birlestiren dogrularin olugturdugu gemalarla tanimlanabilir. Bu gemalara cizge denir. Ornegin
noktalarla gehirleri, bu noktalar: birlegtiren ¢izgilerle bir havayolu girketinde baz gehirler arasindaki
direk uguslar1 gosterebiliriz. Bir kimyasal molekiilde ise, noktalarla atomlari,bu noktalar birlegtiren
cizgilerle de bu atomlar1 baglayan kimyasal baglar ifade edebiliriz. Bir sosyolog ise, bir grup insanin
birbirlerine kargi davranig ve etkilegimlerini bir ¢izge yardimi ile rahathikla ifade edebilir. Cizgeler
birbirinden bagimsiz bir ¢ok konuda, genetik, ekoloji, arkeoloji, miizik vb alanlarda da kargimiza
cikabilir.

O halde ¢izge nedir? Oncelikle Sekil 1’deki yol haritasim ele alahm. Bu ha.ntay1 noktalar
ve cizgiler yardimu ile Sekil 2’deki gibi gosterelim.

P, Q, R, S ve T noktalarina kge, bu kogeleri birlegtiren cizgilere de bag ad: verilir. Kogeler ve

baglar arasindaki matematiksel yapiy1 gosteren gemaya ise gizge denir. PS ve QT dogru pargalarinin

. kesim noktasinin, Sekil 1’de bir dért yol belirtmemesi nedeniyle bu nokta, ¢izgenin bir kogesi degildir. :

Bir kigeden ¢ikan baglarin saysina ise o kégenin derecal denir. Ornegin Q kogesinin derecesi 4, R
kogesinin derecesi 2°dir.
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P Q

Sekil 1 T S Sekil 2

"Sekil 2, kesigen yollar diginda bagka durumlan da ifade edebilir. Ornegin P,Q,R,S ve T
kogeleri futbol takimlarmni, kdgeler arasindaki baglar da o kdgenin temsil ettigi takimin kargilagmalarim
belirtsin. O halde Sekil 2’ye gére; P takimi Q,T ve S takimlar ile kargilagmig, R takimi ile kargilagmam
Bu 6rnekte kogelerin derecesi, o kdgenin temsil ettigi takimin oynadigi mag sayisina egittir.

Sekil 2’deki PS dogru parcasim kaldirip bu iki kigeyi digaridan birlegtirmek istersek Sekil
3'ii elde ederiz. Bu iki gekildeki gizgeler dzdegtir. Bu cizgelere Gzdeg olan bir bagka cizge de Sekil 4'de
goriilmektedir.

P Q Q

Sekil 3 § Sekil 4
Sekil 4’te, Q ile S ve S ile T’yi birlegtiren yollarda trafigin yogun oldugunu kabul edelim.
Bu durumda bu kdgeler arasina daha fazla yol yapilarak bir rahatlama saglanabilir (Sekil 5). Q ile S
ve S ile T arasindaki baglara paralel baglar denir. Buna ek olarak P noktasma bir otopark yapacak
olursak bunu P’den P’ye bir bag ile gosterebiliriz (Sekil 6). Bu sekilde bir kigeyi kendisine birlegtiren
baga déngii denir. Bir cizgede paralel bag ya da dongii yoksa boyle cizgelere basit grafik denir.

Q Q

P R CP R

§ Sekil 5 § Sekil 6

Sekil 1’deki yol haritasinda tiim yollarn tek ydnlii yépﬂmam istenirse, cizgedeki baglar ok-
larla yénlendirilir. Bu tiir cizgelere yonlendirilmig ¢izge denir(Sekil 7).

Bir G cizgesindeki V kogesinin derecesi o kdge ile iligkili baglarin sayis: ile dongiilerin
sayisimn iki katimin toplamina egittir. Bu dereceler kiiglikten biiyilige dogru siralandiginda elde edilen
diziye cizgenin derece dizisi denir.
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Sekil 7

ORNEK: Asagida bir cizge ve onun derece dizisi verilmigtir.

Y | K

<0,1,1,4,6,6 >
Sekil 8

Not: Her cizgenin derece dizisi tek olmasina ragmen ézdeg olmayan iki cizgenin derece dizileri
aym olabilir. Sekil 9 buna bir 6rnektir.

<[t

<2,2,2,2,2,2>
Sekil 9

TEOREM TokalasmaT eoremi: Bir cizgenin biitiin kdgelerinin derecelerinin toplami, bu Gizgenin
baglarinin iki katidur. '

ispat: Bir bagn iki kégeyi birlegtirdigini diigliniirsek, her bag ¢izgenin derecesine iki kez katkida
bulunmusg olacaktr.
Sonug olarak cizgenin derecesi ¢ift olacagindan tek dereceli kdseler cift sayida olmak zorundadir.

ORNEK: Derece dizisi < 0,1,2,3,3,4,5 > olan bir cizge olugturmaya ¢aligahm. Bunun igin
v1,V2,V3,04,V5,Vq,U7 Noktalarim alahm. Cift dereceli kigelere uygun sayida dongii yerlegtirelim. Dere-
cesi sifir olan v; kogesi izole noktadir. vs kdgesinde bir, vg kogesinde de iki adet dongii yerlestirelim.
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Tek dereceli va,v4,v5 ve v; kogelerini ise ikiger ikiger birlestirirsek gekil 10’daki cizgeyi elde ederiz.
(Siz de bu derece dizisine kargilik gelen bagka bir ¢izge olugturabilirsiniz. )

honO
o D
Voo V4 Vs v '

TANIM: Yonlendirilmig bir cizgenin derecesi girig ve cikig dereceleri toplamina egittir. Bir kogeye
y6nlenmig baglann sayisina girig derecesi, bir kdgeden yonlenmis baglarin sayisma da ¢ikig derecesi
denir. (Sekil 7’de S kogesinin girig derecesi 3 cikig derecesi ise 2'dir. Diger kogelerin derecelerinin
hesabim size birakiyoruz.)

TANIM: Bir basit cizgede her iki kge bir bag ile birlegtirilmigse boyle cizgelere tam cizge denir.
n-kogeli bir tam cizge K, ile gosterilir. Asagida ilk 5 tam cizge verilmigtir.

e A & @

Sekil 11

TANIM: Biitiin kogelerinin derecesi egit olan ¢izgeye diizenli gizge denir. Biitiin kogelerinin
derecesi k ise bu cizgeye k-diizenli ¢izge denir. (Bu tamma uygun cizgelerin olugturulmasim da size
birakiyoruz.)

CiZGE KURAMININ CESITLI UYGULAMALARI

Uygulama 1: Bir bélgedeki radyo vericileri, radyo yayin frekanslarina ayrildiginda baz: vericilerin
frekanslarimn ¢akigmamas: icin farkh frekanslar kullanmalari gerekir. En az sayida farkli frekansin
belirlenmesinde cizge kurami modelinden yararlambhr. Ornegin v ,vs,03,v4,V5,v6,07 yedi radyo vericisi
olsun. Aralarinda 100 kilometreden az mesafe bulunan iki vericinin farkh frekanslardan yayn yapmasi
gerektigini varsayahm. Kogelerin vericileri, baglarin da aralarindaki mesafe 100 kilometreden az olan
vericileri gésterdigi bir ¢izge olugturmaya cahgalim. Sekil 12 yedi vericinin aralarindaki uzaklhklar:
gosteren bir tabloyu ve bu durumu temsil eden bir ¢izgeyi ierir.

Radyo frekanslarimin galigmasi ile ilgili bu problem bir cizgede komgu kogelerin farkli ren-
klerle boyanmasi problemi ile benzerdir. Kullamlacak en az sayidaki frekans saysi, ¢izge renklendirmec
kullamlacak en kiigiik renk sayisina egit olacaktur.
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Vv, b\ % %YV, 2 Vo
V, | 86 110 108 60 150 88
Vs 87 142 133 98 139
Vi 77 91 85 93 V7 Vs
Vi 75 114 82
V5 107 4 V,
A 123 S Vs Vg

Sekil 12

N

Uygulama 2: Sekil 13'te gosterilen benzen molekiiliiniin bazi atomlar: arasinda ¢ift bag vardir.
Bu durumu basit olmayan bir gizgeyle gosterebiliriz. Her karbon atomu, gevresinde dort elektron bu-
lundugundan, derecesi 4 olan bir koge ile; hidrojen atomu ise, gevresinde bir elektron bulundugundan,

derecesi 1 olan bir kdge ile gosterilir.

@
o

o oo
G0

Sekil 13

TANIM: Bir cizgede bir kogeden diger bir kdgeye ulagmak icin kullamlan kége ve bag dizilerine
yol denir. Bir yolun uzunlugu, yol dizisinde alinacak bag adimlarmn sayis1 kadardir. z kogesinden
baglayip y kogesinde son bulan yola zy yolu denir. Baglamlan noktada son bulan yola kapal, diger

yollara agik yol denir.

ORNEK: Sekil 14, dort kdseli bir ¢izgede uzunlugu 5 olan kapal bir yolu géstermektedir.

<X,FYH ZHEWGX>
- Sekil 14
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Cizge Kuramindaki en Snemli modellemelerden biri, adim Konigsberg koprii problemi-
nin ispatim ortaya koyan Euler’den alir. Euler, Konigsberg problemindeki 7 kopriiyli sadece bir
kez gecerek baglamlan noktaya geri donmenin olanaksizligim ispatlamugti. Cizge Kuraminda, bir
kogeden baglayarak ve tiim baglardan sadece bir kez gegilerek yolu tamamlay1p, baglangi¢ noktasina
déniilebiliyorsa boyle cizgelere Euler Cizgesi denir. Bir G cizgesinde, baglanilan kégeye dénmeden ve
biitiin baglardan sadece birer kez gegilerek bir yol olugturulabiliyorsa bu yola agik Euler yolu denir.
Baglangig ve bitig kogesi ayni olan Euler yoluna Euler Turu denir, Euler Cizgesi ile ilgili caligmalar
Euler’den sonra inceleyen kisiler Biggs, Lloyd ve Wilson'dur.

TROREM(Euler 1736): Baglantil bir G cisgesinin Euler gizgesi olmast icin gerek ve yeter
kogul G cizgesindeki tiim késelerin derecelerinin cift olmasidir. -

Ea

2 E
E1 B & E3 E5 4

Euler ¢izgesi degil Euler cizgesi

Konigsberg Koprii Probleminin Cizgesini olugturarak problemin ¢Oziilemeyecegini bir de siz gésterm
caligin. Koprii probleminin goziilebilmesi icin baz kdge ve baglarin kaldiriimas: veya eklenmesi gerek-
mektedir. Bunu sizler de deneyerek problemi ¢oziilebilir hale getirebilirsiniz.

Problem: Agagidaki cizgede A,B,C ve D rakamlar birer petrol kuyusunu, E ise bu kuyulardan
elde edilen petrolii igleyen bir rafineriyi belirtmektedir. Cizgiler rafineriler arasina dégenebilecek boru
hatlarini ve {izerindeki sayllar da bunlarin maliyetlerini gostermektedir. Biitiin kuyulardaki petroliin
en az maliyetle iglenmesi igin hangi boru hatlan kurulmahdir? Maliyet ne olur?

- KAYNAKCA
(1] C.Berge: Graphs and Hypergraphs, North-Holland Publishing Company, 1973

[2] J.Gross,J.Yellen: Graph Theory and Its Applications, CRS Press, 1999
[3] N.L.Biggs, E.K:Lloyd, R.J.Wilson: Graph Theory 1736 — 1936, Oxford, 1986

,[4] R.J.Wilson: Introduction to Graph Theory, Prentice Hall, 1996
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GIRIS: Matematikte? bir asirdan uzun siire agik problem veya dogrulugu iddia edilen problem (con-
jecture) olarak kalmug olan ve dogrulugu ancak bilgisayar yardimi ile son 20 yllda verilen 'Dért Renk
Teoremi’ ile haritalarin politik sorunlarda dengeli (equi-coior) boyanmasi ile ¢oziimler verilebilecegini
inceleyecegiz. Ozellikle sectigimiz matematik problemi (Dort Renk Problemi) ve Kibns sorununda
ortak ve ilging tarafin problemlerin dogal karakterinde insana ve zamana kargi meydan okuma eyli-
minin var olamasidir. Daha da ilging gbzlem, bu tipten problemlerin gerek matematik¢i olmayan,
gerekse usta bir politikaci olamayan her hangi bir kigiye bir iki dakikada kolay ve anlagilir bigcimde
anlatilabilmesidir. Saglam mantik ve rasyonel diigiinebilen her insan igin ¢oziimlerin gok kolay oldugu
ve kamtlanabilecek pek bir durumun olmadig: yanilgisina da kolayca diigiilebilmesidir.

Makale matematikgi olmayanlara daha fazla hitap ettiginden son boliimdeki matematik formulasyon
hari¢ tiimii kolayca anlagilir bigimde ve sekiller yardimiyle verilmistir.

Oncelikle okuyucuya Dort-Renk Problemi (DRP) veya Dort Renk Teoremi (DRT) hakkinda tarihsel
bazi bilgiler verelim. Gegen asrin ortalarinda harita ¢izimi ile ugraganlar, politik haritalarin ilk
bakigta daha kolay anlagilmas: i¢in birbirlerine kontrast tegkil eden renkleri ve elden geldigince az
sayida renk kullanarak haritalari boyamaya ¢aligtyorlardi. Londra Universite Koleji 6grencilerinden
Francis Guthrie 1852 yilinda hocas: matematik¢i De Morgan’a verilen her haritayr komsu iillkeler
ayn renge boyanmamak kogulu ile dort renk ile boyayabildigini fakat {i¢ rengin baz1 haritalar igin
yeterli olmadigim s6yleyerek hocasindan dért rengin tiim haritalarin bu gekilde boyanmasi icin yeterl
oldugunu kanitlamasini ister. Anlagilmasi cok basit olmakla beraber De Morgan bir ¢6ziim Sneremez
ve meslekdag: {inlii matematik¢i Hamilton’a bir mektupla problemi bildirir. Hamilton’dan gelen cevap
dort renk probleminin ¢ziimiinii bulamadig ve goriildiigii kadar da basit olmadigi yéniinde idi. 1879
yiinda Kempe ilk yanhg kamt1 problem icin verir ve yaptag: basit yanlighk ilk bakigta goriilemedigi icin
yanlig kamitindan dolay: Krallyet Akademisi iiyeligi ile 6diillendirilir! Heawood 1917°de Kempe’nin
kamtidaki yanhghg bulur fakat dogru kaniti veremez. Yerine beg rengin tiim haritalarin boyanmasi
igin yeterli oldugunu kanitlar ve hayatinin 60 y1lin1 dort renk problemini kanitlayabilmek icin ugragr.

Yukarida 6zetlenen bu tarihsel girigten sonra birgok matematikgi ve kendisini matematikci kabul eden
binlerce kigi cegitli yollardan dért renk probleminin ¢6ziimi igin gaba sarfederek 1976 yilina gelinir.
1976 yilinda Illinois Universitesi, ABD ’de Appel, Haken ve doktora ogrencileri bilgisayar bilimcisi
Koch’un geligtirdigi son derece karmagik ve insanin bilgisayar yardim olmadan teyid etmesi imkansiz
olan bir yontemle3, 1200 saatlik bir bilgisayar caligmas: sonucu dért renk probleminin kanitim verirler.
1995 yihinda Princeton Universitesi, ABD’den N. Robertson, D. Sanders, R. Thomas ve

P. Seymour ayn1 yontemi kullanarak yine bilgisayar yardim: ile fakat bu sefer daha kisa yoldan dért
renk teoreminin kamitimi veriler. Verdikleri kanitin dogrulugunu, kullamlan bilgisayar programlarim
bagka bilgisayarlar iizerinde de deneyerek sonucun aym kaldigini g@sterirler. 1979 yalinda Toronto’daki
diinya matematik kongesinde matematikgiler Appel ve Haken’in kanitina inananlar ve inanmayanlar

1Tiim haritalann dort. renkle uygun gekilde bilgisayar yardim ile olsa bile boyanabileceginin kamit1 125 yillik bir
siire almugtir. Kibris sorunu 1963 yihinda bagladigina gdre 36 yil diger problemin ¢dziim siiresi yaninda kiigiik kalir.

2Matematik genel olarak kesinlik ve dogrulugun ifadesi olarak algilamir. Yazar bunlara ilaveten bang ve adaletin de
ifadelerinin igerildigini 6ne atmaktadir.

$Ters &rnegin olabilecegi konfigiirasyonlar kiimesine indirgeme ve 1500’ agkin konfigiirasyona bagh
licgensellegtirmelerin verilen kuadratik renklendirme algoritmasi ile boyanmas:.
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diye ikiye ayrilmglardi. 1995 yilinda biraz daha basit verilen kanittan sonra inanmayanlarin sayisinin
oldukga azaldig sdylenebilir. Fakat insanin doggasinda olan kendine gliven duygusu ve insanlik gururu
bdyle bir problemin kanitim yalmz (gimdilik) bilgisayar yardimu ile verilmesini kendine yedirememekte
ve bilgisayar yardimi olmadan verilecek kanit matematik diinyasinda en fazla ispatlanmak istenenler
listesindeki yerini korumaktadir.

Dért renk probleminin tarihgesi, iinii, ve var olan ¢dziimii hakkinda yukarida verilen kisa bilgilerden
sonra ilk bakigta matematik problemi gibi goziikmeyen fakat kendi gapinda kétii yonde gohret yapmg
politik bir sorun olan Kibris sorununa matematiksel bir bakigla ve var olmas: gereken ¢éziimii bu pre-
spektif altinda vermeye ¢ahgalim. Ornek problemi ele alirken geligtirilmeye caligtifimiz yontemin
matematiksel agidan genel oldugunu ve benzer siyasi sorunlarin ¢oziimiinde en azindan matem-
atikci olan kigiye ve biiyiik bir imitle politikacilara da bir ¢oziim Onerisi verecegini diigliniiyoruz. -
Giiniimiizde bu tipten siyasi problemlere Bosna Hersek, Kosova, Kegmir ve diger bolgelerde hala
rastlanmaktadir. Matematikte adil olma kavram: heniiz tanimlanmadigindan harita boyama ile elde
edilecek olan ¢ozlimiin ideal ve tiim taraflarin kabul edebilecegi ¢oziim olmas: gerekmez. Fakat sorunlu
bolgelerin ilgili taraflarin bayraklarindaki etkin renklerle ve dengeli olarak boyanmas: matematigin
sundugu ’adaletli’ olma kogulu olarak algilanmalidir. Yine dogal olarak bu gekilde bir yaklagim
¢Oziimiin gegerliligi ve kalicilif {izerinde de pek bir etkisi olmayabilir. Yine de hi¢ ¢dziim
liretememekten daha iyi olmalidir belli kurallara uygun bir ¢oziim Gnerisi.

Kibris Sorunu Uzerine: Kibris sorunu Kibris'lh Tiirkler’e ve Tiirkiye'ye gore 1963’teki Kibrs
Cumbhuriyetinin Kibris Rumlar: tarafindan tek tarafli olarak ortadan kaldirilip egit haklara sahip ku-
rucu ortaga karg1 kaba kuvvetle harekete gecilmesi ile ortaya cikmugtir. Uluslararas: sahada bu durum
Kibns Cumhuriyetinde etkin taraf olan Rumlar tarafindan Kibris’h Tiirklerin Cumhuriyete bir bag
kaldiris: olarak takdim edilmigtir. Bu yaklagim uluslararas: arenada taraftar ve destek bulmugtur.
Kibnis Tiirkleri ve Tiirkiye ise gercegin ortakliktan zorla atilma ve bir eritilme (asimilasyon) hareketi
oldugunu 1963’den beri savunmakta ve sorunun olasi ¢éziimde bu temel gercegin géz niine alinmasim
gerek kogul olarak 6ne siirmektedirler. Kibris’li Rumlar ve Yunanistan tarafindan 1974 e kadar her
geyin planlandig: geklinde giderken Yunanistan kaynakl darbe ile Tiirkiye’ye dogal olarak ve 1960
andlagmalarn ile tesbit edilen garantér iilke olma hakkinin 1974 Barig Harekat: ile kullamlmas: Kibrish
Tiirkleri eritilmeden kurtarip giivenlik altina alirken Kibris’li Rumlara Kiris Cumhuriyet’in temsilcisi
olmas: yaminda ayrica Kibris Tiirkleri gibi hak arayan taraf olma durumuna getirmistir. Kibris
Tiirkleri bu durumun ¢6ziim yolunda en biiyiik engel oldugunu belirtmekte ve Kibris Rumlarin
Cumbhuriyetin yegane temsilcisi olmadiginin altini ¢izmektedirler. Bu bakimdan Rumlar agisindan
1974’¢ kadar sorun olmayan Kibris sorunu 1974 Barig Harekat: ile sorun olarak kabul edilmeye
baglanmugtir. Yazar bu konuda bir uzman olmadigim kabul ederek daha genig bir perspektif icerisinde
Kibris Sorunun i¢in agagidaki tanimi vermektedir. Bu tamimdan amag, agagidaki tanimda sdzii gegen
iilkeler yerine Bosna Hersek, Kosova, Kegmir ve diger benzer sorunlu bélgeler konuldugu zaman da
tanimin gecerliligini korumasidur.

Tanim: Kibris Sorunu

Genel olarak Kibris sorunu iklimsel karaklerler: birbirlerine benzeyen degigik srk ve
dinlere ait iki komgu ulusun Akdeniz‘deki uzantilarinin rekabeti ve birinin dijerine isttin
gelme cabas: olarak tanymlanabilir. Potansiyel gicler acisindan avaentaj anavatanlar-
dan Tirkiye‘den Kibris adasinda Kibrisls Rumlar‘dan yana olugmugtur. Bu nedenle
kendisini ezelden beri Batinin parcass ve Bats medeniyetinin temel tags olarak goren
Yunanistan her zaman Batinin hakemligini ve destegini istemigtir.

TANIM VE UYGULAMA: Ulkeler ve bayraklar: arasinda bire bir baglant: her zaman kurulabl.hr
Ulkesi olupta bayrag olan, veya tersi olan durumlar bir devleti temsil etmezler. Renkleri ve iizerinde
sembolleri olmayan bayrak diigiiniilemeyecegi i¢in bayrak renklerin ve sembollerin fonksiyonu olarak
ele alinabilir. Sembolsiiz bayraklar igaretlegme icin kullamldigim kabul ediyoruz, yalmz beyaz renkle
‘teslim veya ategkes’ veya yalniz kirmizi renkle ’doktirnel’ bayraklar gibi. Genel olarak insan ve
begendigi renkler ile o insamn hangi ulusa ait oldugu arasinda bir iligki kurmak dogru degildir.

<&
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En nihayet renk se¢imi insandan insana degiggen bir kavramdir. Fakat ulusal degerler ve {ilkenin
cografyas: bazen tercih edilen renklerin segilmesinde rol oynayabilir. Dort bir yam denizlerle gevrili
Akdeniz’deki bir ada igin ’beyaz’ renk hem giineg 1ginlarim1 yansitmas: hemde etrafta bolca bulunan
alg taglan dolayisile kullanilan etkin renk olarak ortaya gikar. Bazen renk bir iilke iizerinde yagayan
insanlarm dinsel inanglarimn terchi olarak ortaya gikabilir. Ornegin bir gok Arap {ilkesinin etkin rengi
vegil ve yesilin gesitli tonlan olmaktadir. Yine gollerle kapl iilkelerde iilke iklim ve dogasinin etkin
renkleri olan sar renk ve tonlarina kontrast tegkil eden siyah renk 6n plana gikar. Diger etkin renk
olma 6zelligi ise iilkelerin yGnetilme gekillerine bagh olarak kendini gostermektedir. Koyu lacivert
renk her zaman monarsi belirtisi royal bir renktir. Fakat tiim insanlar icin giindiizleri g6kyiiziiniin
mavisi ile gecelerin karanligim temsil eden siyah renk dogal olarak veya farkina varmadigimiz etkili
renklerdir. Tiim burada degindigimiz veya gozden kagrirdigimz diger etkenler nedeniyle ulusal etkin
renkler ortaya gikar ve bu renkler o iilkenin bayraginin temel renklerini tegkil ederler.

Tanim: B bayrajins boyayan k renkten p tanesi, k > p digerlerinden daha belirgin veya daha fazla
kullanslmsg ise p renk B bayraginin etkin renkleridir denir. Etkin renkler egit dagilimls iseler p renk
B bayradinda etkin ve egit-renklidir denir. Eger k = p ise B bayrags egit-renklidir deriz.

Ornegin Tiirk bayragi kirmiz1 ve beyaz renklerden olugur ve bayrak Br = {Kirmuz, Beyaz} ile
gosterilirse ’"K=Kirmiz1’ renk etkin renktir. Benzer gekilde Yunan bayragi By = {Mavi, Beyaz} ile
gosterilir ve burada etkin renk M=Mavidir. Ingiliz ve A.B.D. bayraklar: sirayla

Bg = {Mavi, Kirmiz, Beyaz} ve etkin renkleri mavi ve kirmiz1 ve By = {Beyaz, Kirmiz1, Mavi}
ve etkin renkler B=Beyaz ve kirmizidir.

Sorunun kaynag olan Kibrs adas: iizerindeki bayraklar i¢in Kuzey Kibns’ta egemen olan KKTC
bayragi Bxx = {Beyaz, Kirmiz1}, etkin rengi beyaz ve Giiney Kibris'ta egemen bayrak* Bgx =
{Beyaz, Kahverengi, Yesil} renklerinden olugmakta ve etkin rengi beyazdir. Dipnot’ta da belirtildigi
gibi Giiney Kibris'in belirlenmig bir bayrag: bulunmamakta ve 1960 Londra ve Ziirih Andlagmalarn ile
kurulan ve 1963’te cikan toplumlar olaylar nedeniyle fiziksel olarak ortadan kalkan Kibris Cumhuriyeti
bayragi kullamlmaktadir. Kibris adas: iizerinde yagayan toplumlardan Giineyi temsil eden Kibns
Rumlar: anavatanlar1 Yunanistan’in uzantisi (baz: tarihgilere gore tartigma konusu) ve benzer gekilde
Kuzeyi temsil eden Kibris Tiirkleri ise anavatanlar1 Tiirkiye’nin uzantisin temsil etmektedirler. Bu
nedenle Kibris Rum Kesimini temsil eden bayrak sanal kabul edilmig ve Kibris Rum kesimi bayragimin
etkin rengi mavi olarak alinmigtir. Ilerde kurulmas: olas: Giiney Kibris Rum Cumhuiyeti bayragi etkin
renkleri sirayla beyaz ve mavi olan érnek bayraklar Sekil 2 de gdsterilmigtir. Bayraklar Yunanistan
bayraginin temel gekilleri olan hag ve gubuk gekillerini icermektedir. ‘

Politik Harita Renk Problemi®:

Renkler ve Bayraklar M haritass ulkeleri bayraklarindaks etkin renkler listesine uygun olarak min-
imum renk kullanarak ve her iki komgu 1lke degigik renk kullanma kogulu ile boyanmasina politik
harita boyamass denir. Eger kullanslan renk saysss oncil etkin renklerin sayssina egit ise ve her ilke
etkin renklerinde biri ile boyanmag olurlarsa M haritass kabul edilebilir politik boyanmagtsr denir. .

Ornek. Sekil 2’den goriilecegi gibi A, B, C, ve D iilkelerinden olusan haritay1 goz oniine alahm. A
iilkesi C ve D ye, B iilkesi C ve D ye, C iilkesi A, B, ve D ye ve D iilkesi A, B, ve C iilkelerine komsu
olsunlar. A, B, C, ve D iilkelerinin bayraklarindaki renkler:

A={ Mavi, Kirmuz }, Etkin renk = Mavi

B={ Mavi, San }, Etkin renk = Mavi

C= { Sar1, Mavi }, Etkin renk = Sar

D= { Kirmiz1, San1 }, Etkin renk = Kirmiz

Politik harita boyanmas: A ve B iilkelerinin maviye, C nin sariya ve D nin ise kirmiziya boyanmasi

4Giiney Kibris bayrag heniiz bulunmamakta ve 1960’ta kurulan Kibns Cumhuriyeti bayrag kullamlmaktadr.
Uluslan arena tarafindan bu duruma onay verilmekte ve bu gercek durumla geligki olugturmaktadir. Yazara gore
Kibris sorunun esas kaynag.

SPolitik harita renk probleminde her iilke icin etkin renkler egit sayida verilirse ve etkin renk Onceligi goz Oniine
alinmasa problem ’list coloring’ problemine doniigiir [3].

NN
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ile elde edilir. Bu ¢dziimden bagka bir ¢dziim olmadiginin gosterilmesini okuyucuya birakiyoruz.
Sorunlu Politik Harita Renk Problemi

M haritass k adet bélgeye ayriimag olsun. K adet ilke etkin bayrak renklerini kullanarak M haritassm
kabul edilebilir politik boyamassna sorunlu politik harita renk problemi denir.

Yukarida verilen agiklamalar ve tammlar 1g1ginda Kibris var olan defacto durumu saglayan boyama
Kuzey’in kirmiz1 ve Giiney’in mavi renge boyanmasidir. Benzer gekilde Tiirkiye kirmiz1 ve Yunanistan
mavi renklerle boyanmigtir. ABD’nin etkin renginin beyaz ve ingiltere’nin ( ve Avrupa Birligi) etkin
renginin mavi oldugu gbz Sniine alindiginda mavi rengin esit miktarda ilgili haritayi olugturan {ilkeler
arasinda dagilmadigim goriiriiz. Diger yandan ABD’nin etkin renkleri beyaz, mavi ve kirmizidir. Bu

nedenle kabul edilebilir esit renk dagihml: harita boyamasi ile Giiney ve Kuzey Kibris’taki sinir1 beyaz
renkle gosterilmigtir.

Semboller ve Bayraklar: Semboller agisindan Kibrs sorunu ile ilgili filke bayraklar: ele alindig
zaman konu biraz daha karmagik hale gelmektedir. Kisaca oOzetleyecek olursak Tiirkiye bayrag ay
ve yildiz, Yunanistan ve ingiltere bayrag hac ve gubuklar, ABD bayrag yildizlar ve ¢ubuklardan

olugmaktadir. Yildiz bollugu icinde olana Avrupa Birligi bayrag: konu agisindan bir devleti tem-
sil etmediginden gdz oniine alnmamigtir. Daha 6ncede de belirtigimiz gibi var olmayan Kibrns
Cumbhuriyet’i

ni temsil etmekte olan Giiney Kibris bayrag sembolleri Kibris adasi, zeytin dal ve
giivercin pro

blemin ¢oziimiine katki koymamaktadir. Giiney Kibris'in sembollerinin de hag ve

gubuklardan olugmas: gerektigini kabul edebiliriz. Buradan gikan sonug bayraklarda bulunan sem-

boller de dengeli dagilmaktadir. Bagka bir deyigle etkin olan semboller yildiz, hag ve cubuk sembolleri
konu ile ilgili {ilke bayraklar: {izerinde dengeli daglmaktadir. :

SONUC

Matematikgi gozii ile Kibris sorununa ¢0ziim bulmak, var olan (defacto) durum iizerinde
pek fazla degisiklik yapmadan sorunlu harita bdlgesini, sorunla ilgili iilkelerin bayrak-
larindaki renkler ve sembollere bakarak, ii¢ renk ile dengeli olarak boyamay1 gerek-
tirir. Bu galigmada probleme yukarida degindigimiz gekilde bakarak dengeli iic renkle
sorunlu bélge olan Kibris adasinin boyanmasim ele aldik. Elde edilen ii¢ renkli ¢éziimiin
siyasi kargiliginin kolayca konfederasyon yapisina uygun diigtiigii gorillmektedir. Siyasi
yaklagim agisindan ii¢ renk ¢éziimiiniin tek fazlaligy, belki Giiney ve Kuzey Kibris
arasindaki beyaz renkle boyanmasi gereken sinir cizgisi olmaktadir.

" KAYNAKCA ;
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G;=(RED, WHITE}
§,={ MOON, STAR }

€= (BLUEWHITE)

8,+(CROSS, BAR)

$ckd 3. Kibris adass fizerine etkin illkeler ve haymk}an
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DORT iSLEMDE iLGING OYUNLAR

Murat Atmaca
fzmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii

Genel olarak hemen hemen herkesin ¢arpim kurallar hakkinda bir bilgisi vardir. Bugiin ¢ogu kigi d6rt
iglem yaparken hesap makinas: kullanmay1 tercih etmesine kargmn, baz1 kigiler bu iglemleri kafasindan
yapar. Bu kigiler kimi zaman bu iglemleri hesap makinesinden daha hizli olabilirler. Tk ogretimde
carpma iglemleri hakkinda birgok yontemler ogrendik. Bu yazimizda kafadan dort iglem yapma
yontemleriyle ne tiir matematiksel sihirbazliklar yapabilecegimiz {izerinde duracagz.

Bir saymun 11 ile carpilmasi: Bir sayiy1 11 ile carpmamin iki yontemi vardir. Birinci yontem;
carpilan sayiy1 on ile carpip kendisi ile toplamaktir. Ornegin,

426 x 11 =? (10 x 426 ile 426 saysin1 toplayin) 426 + 4260 — 4686

12 x 11 =7 (12 sayismm alin ve 10 x 12 ile toplayin) 12 + 120 = 132

Son drnekte birgeylerin ilging oldugunu gorebilirsiniz. Carpimda dikkat ettiyseniz onlar basamagindaki
3, carpilan sayidaki birler ve onlar basamagindaki rakkamlarin toplamidir. Yani, 12 saysindaki 1 ve
2 rakkamlarinin arasina bunlarin toplamn: ekledigimizde (132) sayisim elde ederiz.

Bir saymun 11 ile carpilmasinin ikinci yontemini buna gére sdyle tanimlayabiliriz: Iki basamakh bir
sayida iki basamag toplayin ve toplami basamaklar arasina yerlesgtirin. Ornegin 18 x 11 carpimina
bakalim ; 18x 11 = 198 gibi. (onlar basamagindaki 9 rakami ¢arpilan sayinin birler ve onlar basamagind:
rakamlarin toplanmasiyla elde edildi. Peki bu kural genel mi?

Simdi 99 x 11 =? carpma iglemine aym kurah uygulayalim.

99 x 11 = olmads sorun var (9+9 = 18 oldugundan araya 18 koymak gerekir ki bu durumda yanlig
sonu¢ elde ederiz. Peki nerede hata yaptik?

9 sayisina 9 ekledigimizde, iki-basamakli bir say1 elde ediyoruz. Bu durumda, bu iki basamakh sayimn
birler basamagindaki rakami ¢arpilan iki basamakh sayinin rakamlarimin arasina eldeki rakami yani
onlar basamagindaki rakam: da ¢arpilan saymnin onlar basamagina ekleriz.

Tekrar 6rnegimize doénelim; 99 x 11 =? Once 9 + 9 = 18 toplam bir basamakl olmadigindan 9’larin
arasmma bu toplamin birler basamagindaki 8’i yazarnz. Elde kalan biride bagtaki 9’a ekledigimizde
99 x 11 = 1089 say1sim elde ederiz. Bu kural gu gekilde genellemek miimkiindiir; 11 ile ¢carpilan say:
iki parcaya ayrihr bunlarin arasma bu iki sayinin toplaminin birler basamag yazilir kalan kisim da
bagtaki sayiya eklenir.

Bir saymin birler basamag bir olan sayiyla garpimi: Carpilan say1y1 carpanin bagtaki rakami
ile carpip sonuna bir sifir koyun ve buna garpan ekleyin.

42 x 31 = 1302 (42 x 3 = 126 ve 126 saysina sifir eklenmesiyle 1260 sayis: elde edilir. Sonug igin 42
ile 1260 toplamir.)

Bu nasil oldu? Carpilan sayiy1 carpana sifir ile biten en yakin sayiy1 garpin yani, carpan 31‘e en yakin
say1 30 dir. Sonrada sayiya carpilan eklenir.

Bir saymnin birler basamagi 5 olan sayiyla garpimu: 5 ile biten sayiy1 herhangi bir say ile
carptifimizda, cevabin daima 5 veya 0 ile bitecegini biliyoruz. Bunun uygulayacagimiz method ile bir
iligkisi yoktur fakat cevabi kontrol etmek i¢in kullanabilirsiniz. Eger 5 ile biten sayiy1 0 ile biten bir
say ile yer degigtirdiginizde, carpim kolay olacaktir. 5 ile biten herhangi bir sayinin iki kat:1 daima 0
ile biten sayidir. Béylece ilk yapacagimiz gey 5 ile biten saymin iki katin1 almaktur. '

§imdi carpam degigtirdigimizden, ¢arpilan say1yida degistirmek zorunda kalacagiz ve sonug degigmeye-
cektir. Once Garpamn iki katim alinz sonrada carpilan sayinin yarisim aliyoruz. Bir sayimn iki katim
ve diger sayinin yarisini aldigimizda, baglangicta verilen sayilar ile aym carpim elde ederiz.

$imdi bu yontemi érnekler ile agiklayalim;

4 x5 =20 (4’iin yaris1 2 ve 5'n iki kat1 10 dur. Sonug 2 x 10 = 20 olacaktir.)

42 x 15 = 630 (42‘in yans: 21 ve 15'n iki kat1 30 dur. Sonug 21 x 30 = 630 olacaktr.)
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Eger carpan tek say ise, ySntemin uygulanmas: hala giivenli olacak, fakat kesirli bir say1 ile garpim
yapmak zorunda kalirsimz.

Simdi’de 19 x 25 carpimina bakahim;

19 x 25 =7 (19’un yanis: 9 buguk ve 25'n iki kat1 50 ve sonug 93 x 50 = 475 dir.)

Eger bu methodu uygulamak istemiyorsamz, bu probleminin kolay yolu 50’n yarisim alip 9 x 50’ye
eklemektir (Yani 450 + 25 = 475).

Bir saymn 15 sayisiyla carpilmasi: 15 ile carpmak istedigimiz sayiy1 aym cevabi elde etmek
icin 10 ile carpilan bir say: ile degigtirip sayiun yarisin1 kendisine ekleyip 10’la carpmak demektir.
Ornegin,

12 x 15 =? (12‘nin yansi 6 ve 12 + 6 = 18 ve 18 x 10 = 180 dir.)

Bu sihirbazlik degil yalmzca mantiktir. 15 sayis1 10'nun yarismin kendisine eklenmesiyle bulunan
sayidir. Eger carpilanin yarisim kendisine eklediginizde 15’in garpilanini 10’na indirgiyorsunuz ve
ayni cevabi buluyorsunuz.

Bu iglem bir matematik probleminin bir pargas: olarak gbz Sniine alindiginda, problemin diger pargast
iizerinde ters iglem uyguladifimzda cevap yine aym kalr. Yani yarim eklemek ve yanm gikarmak.
§imdi bu yontemi biiyiik sayilar {izerinde deneyelim.

44 x 15 =? (44'in yarisi 22 ve 44 + 22 = 66 ve sonug 66 x 10 = 660 dir.)

116 x 15 =7 (116‘mn yaris: 58 ve 116 + 58 = 174 ve sonug 174 x 10 = 1740 dir.)

17 x 15 =7 (17‘nin yans: 83 ve 17 + 81 = 251 ve sonug 253 x 10 = 255 dur.)

veya

17 x 15 =7 (17 x 10 = 170 ve 170‘n yarisim 170 eklersek 170 + 85 = 255' elde ederiz.)

Bir saymnin 45 sayisi ile garpilmasi: Bunu yapmak icin, 5 say1sinn 50‘nin %‘nu olduguna dikkat
edelim. 45 garpamimi 50 ¢arpaniyla degistirip ve sonra 45 carpanina geri donmek igin, carpimin 11—0‘11
kendisinden cikanlacak. Yaptigimiz gey 50-5 ile carpmaktir.

Simdi bunu 6rnek iizerinde uygulayalim. -

12 x 45 =7 (50 ile carpildigim diigiiniin. 12 x 50 = 600 ve 600‘iin ﬁ‘n 60 dur. Boylece 600 — 60 = 540
cevabini elde ederiz.)

Bir saymin 55 sayis: ile carpilmasi: 55 ile carpim yapmak demek 45 ile garpim yapma yénteminin
tersidir. Yani carpim 50 saysindan J; fazla 5 kadar da azdir. 45 ile carpimdaki gikarma iglemi yerine
burada toplama iglemini yapariz. Omegin,

12 x 55 =7 (12 x 50 = 600 ve 600‘mn ;‘n 60 dir. Béylece 600 + 60 = 660 cevabin elde ederiz.)

Bir saymn 9 ile carpimu: 45 ve 55 carpiminda kullandiginiz aym methodu burada kullanabilirsiniz.
Yani 9 sayis1 10 sayisindan bir eksiktir. Béylece bir sayy1 10 ile carpip sonrada cevabi elde etmek
icin carpimdan verilen say1y1 ¢ikartirsimz. Ornegin,

12 x 9 =? (12 x 10 = 120 ve sonug 120 — 12 = 108 dir.)

145 x 9 =7 (145 x 10 = 1450 ve sonug 1450 — 145 = 1305 dir.)

9 ile biten iki basamakl sayilarin carpim: 1 ile biten sayilarin carpiminda uyguladigimz yontemi
burada da kullanabilirsiniz. Carpan 0 ile biten ¢arpan ile degistirin ve carpanin onlar basamag ile
carpmn. Simdi bu yontemin tersini uygulayin ve sonuctan ¢arpilam ¢ikarin.

12 x 19 =? ( Burada 12 sayis1 ¢arpilan ve 19 sayis ise ¢arpandir. 20‘yi elde etmek igin 19 sayisina 1
ekleyin ve biylece 12x 20 = 240 sayisin1 elde ederiz. 240 sayisindan 12 gikarildiginda 240 — 12 = 228
sonucunu elde ederiz.)

Unutmayn bu tiir zihinsel hesaplar zihninizi hep uyanik tutar.
KAYNAKCA
(1] Flansburg, Scott. ”Math Magic” 1993.
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CAHIT ARF MATEMATIK GUNLERi

Matematik Boliimii, Bilgi Universitesi

N dogal saylar kiimesini simgeler: N ={0,1,2,3,...}

Z tamsayilar kiimesini simgeler: Z = {-2,1,0,1,2,3,...}

Q kesirli (rasyonel) sayilar kiimesini simgeler.

R reel (gergel) sayilar kiimesini simgeler.

Q[v?2] = {a + bv2 : a,b € Q} olarak tanimlanmigtir.

Z[v2] = {a + bV2 : a,b € Z} olarak tammlanmigtir.

A bir reel sayilar kiimesi olsun.

Eger A'nin her iki a ve b 6gesi icin, a — b say1s1 gene A’daysa, A kiimesine ¢ikarma altmmda kapah
denir. Ornegin Z gikarma altinda kapahdir ama N degildir. »
Eger A'nmn her iki a ve b 6gesi i¢in, a + b gene A’daysa, A kiimesine toplama altinda kapal: denir.
Ornegin N toplama altinda kapalidir ama tek tamsayilar kiimesi degildir.

Eger A'nin her iki a ve b 6gesi icin, ab de A’daysa, A kiimesine garpma altinda kapal denir.
Eger A’nin her a 6gesi igin, a® de A’daysa, A kiimesine kare alma altinda kapalh denir.

Eger A’nin her a # 0 8gesi icin, a~! de A’daysa, A kiimesine tersini alma altinda kapah denir.
Asagidaki teoremi kullanmaya ihtiyaciniz olabilir:

Teorem: Eger n € N, ag,a1,...,8n.€ Z ve ag + a1 + a2 + ... + apm® = 0 ise, o zaman
Gy =061 = Q2 = ... = a, =0 dir.

Bu teoremi kanitlamadan kullanabilirsiniz.

Onceki soruyu ya da sorulan (kamtlayamasaniz dahi) sonraki sorulann kamtinda kullanabilirsiniz.

1. Cikarma altinda kapals olan bir reel sayslar kiimesinin toplama altsnda da kapals oldugunu gosterin.
Kamt: z+y =2z - ((z —z) — y). '

2. (ikarma ve kare alma alisnda kapal olan ve her dgesinin yarisims da iceren bir reel sayslar
kiimesinin carpma altinda da kapaly oldugunu gosterin.

Kanlt: TY = _(H-_y)%z__yz..

3. Cikarma ve kare alma altinda kapal olan ve 1/2%i de igeren bir reel sayslar kiimesinin carpma

altinda da kapals oldugunu gosterin.
Kanit: 1/2 kiimede oldugundan, karesi 1/4 de kiimede. Asagidaki egitlige dikkatinizi gekeriz:

/2 = (z +1/4)? — 22 — (1/4)°.

Demek ki kiime ikiye bolme altinda kapali. $imdi ikinci sdruyu kullanin.

4. Cikarma ve kare alma altinda kapah olan ama carpma altsnde kepals olmayan bir reel says kiimess
bulun. (6. soruya dikkatinizi cekeriz.) .
Yanitlardan biri: a; + azn® + 2as7® + agm* + ... + az7" : n € N — {0},8; € Z.

5. Cikarma ve tersini alma altinda kapals olan ve 1/2’yi iceren bir reel saylar kimesinin ¢carpma

altsnda da kapals oldufunu gdsterin.
Yanit: Once 1’in kiimede olduguna dikkatinizi ¢ekeriz. Simdi gu egitlige bakin:

(y-Q+y )T +y ™) =4

: \
ve iigiincii soruyu kullanin.
6. Cikarma ve kare alma altinda kapals olan bir kesirli says kimesinin carpma altinda da kapals
‘oldugunu gosterin.
Yamt: A, cikarma ve kare alma altinda kapali olan bir gercel sayilar kiimesi olsun. u,v € A olsun.
Bu saylar kesirli say1 olarak yazahm: u = a/b ve v = c¢/d (burada a,b,c,d € Z). Ve e,ad ve bc
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sayilarinin en biiyiik ortak boleni olsun. §imdi
u = a/b= (e/bd)(ad/e) € (¢/bd)Z

ve

v = ¢/d = (e/bd)(bc/e) € (e/bd)Z.

Demek ki uv € (¢2/52d?)Z. Dolayisiyla uv saysimn A'da oldugunu kamitlamak icin, €? /6°d* sayisinin
Ada oldugunu kamtlamaliyiz. Bunun icin de e/bd sayisinn A’da oldugunu gostermek yeterli. e =
ged(ad, be) oldugundan, Syle = ve y tamsaylan vardir ki adz + bey = e. Demek ki e/bd = (adz +
bey)/bd = (a/b)z + (c/d)y € A.

7. Q[V? (ya da Z[V2]) kiimesinin bir altkiimesi ¢tkarma ve kare alma altinda kapalysa garpma
altinda da kapals midir?

Yanit: Bu sorunun yamtini yarigmadan &nce biz de bilmiyorduk. Aragtirmaya yonelik bir yarigma
hazirlamak istedigimizden, yanitim bilmedigimiz bir soruyu yarigmaya eklemekte bir sakinca gérmedik
Simdi Z[v/2] igin yanrt1 biliyoruz. Evet, Z[v/2]'nin ¢ikarma ve kare altinda kapali olan bir altkiimes
carpma altinda da kapalidir. Ne yazik ki bulabildigimiz kanit lise diizeyini agmakta ve orta diizeyde
soyut cebir bilgisi gerektirmektedir.

A, Z[2] kiimesinin ¢ikarma ve kare alma altinda kapali bir altkiimesi olsun. A’nin bogkiime ol-
madigim varsayabiliriz. Birinci sorudan A’nin toplama altinda kapali oldugunu biliyoruz. Demek ki
eger n € Z ve a € A ise, 0 zaman na € A. Biraz orta diizey soyut cebir bilgisinden gu cikar: Oyle
bir a, 8 € A vardir ki A = Za + ZB. (Bu oldugunun kamti: Z[v/2] iki 6ge tarafindan gerilmig ézgiir
bir Z-modiildiir (6rnegin 1 ve v/2 tarafindan.) Dolaysiyla, A da en cok iki-6ge tarafindan gerilmig
bir Z-modiildiir.)

Demek ki A’nin her &gesi, na +mpB (n,m € Z) olarak yazilabilir. 20,8 6gesi A’da oldugundan, belli
bir u,v € Z igin, ,

208 = na+mf _ (1)

egitligi gecerlidir. Bir de guna dikkatinizi cekeriz: » af € A” kogulu A’'nin ¢arpma altinda kapali
olmasi icin gerek ve yeter koguldur. Dolayisiyla af € A Onermesini kanitlamak yeterlidir.

Once m’nin tek say1 oldugunu varsayalim. (1) denkleminden 2028 = na? + mag denklemini, bundan
da

maf = 2028 — na? (2)

denklemini elde ederiz. o2 ve 8 elemanlar1 A'da olduklarndan, 2028 € A. Ote yandan no? ele-
mamnin da A’da oldugunu biliyoruz. Demek ki, (2) denkleminden maf elemamnin da A’da oldugu
anlagihr. Ama m tek bir tamsay1 ve 2o € A. §imdi, 2a8 ve mof sayilanm yeterince toplayip
cikararak aff sayisimn da A’da oldugunu goriiriiz. Demek ki m tekse af € A. Dolayisiyla m’nin
cift oldugunu varsayabiliriz. Aym bigimde n’nin ¢ift oldugunu da varsayabiliriz. Ama hem n hem m
ciftse, (1) denklemini sadelegtirip, af € A kogulunu elde ederiz. Bu sorunun Q[+/2] i¢in yanitini hl
bilmiyoruz.

8. Yukardaki sorulara benzer sorular bulup yanstlamaya caligin.

CAHIT ARF MATEMATIK GUNLERI 17 Nisan 2002 ve 8 May1s 2002 tarihleri arasinda Istanbul
Bilgi Universitesi Matematik Béliimiince organize edilmig ikili yazih ¢aligmadir. ‘
Amag: Lise 6grencilerinin ve toplumun soyut matematige olan ilgilerini arttirmak ve bilinglendirme

yaratici geng insanlan tespit edip onlar1 soyut matematik dalinda egitim gérmeleri konusunda tegvik
etmektir.
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PROBLEMLER VE GOZUMLERI
Hazrlayan: Refail Alizade

Uyari: Dergimize aligtirma problemlerinin ¢5-
ziimlerini degil, yalnizca yarigma problemlerinin
cOziimlerini yollaymiz. Cozlimleri gonderirken

‘Hitfen su noktalara dikkat ediniz:

— Her sorunun ¢dziimiinii ayr bir kagida okun,

ve anlagilir bir bigimde yazimz.

- Kagidin sag iist kogesine adinizi, soyadiniz,
adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve simfinz
yazinz.

- Cozilimleri, Izmir Yiiksek Teknoloji Enstltusu,
Matematik Boliimii, Giilbahge K&yii, Urla/lzmir
adresine 30 Kasim 2002 tarihine kadar génderiniz.
Acgiklama:

Bu sayimiza kadar bize yanitlarini génderenler
icinde dogru ¢oziim iiretenler: Oktay Balkis
(Y.256 ve Y.257),Aksaray Anadolu Ogretmen
Lisesi,Aksaray. - Mustafa Doénmez ve Yagar
Donmez(Y.256 ,Y.257),Halil Kale Fen Lis-
esi, Turgutlu Manisa ve Turgutlu Lisesi, Turgutlu-
Manisa. .

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.266. 3698765432123456789
ve 345678909876543 sayllarimin carpimi kag
basamaklidir?

: A
A.267. Merkezi ABC ikizkenar (|AB| = |BC))
ficgeninin [AC] kenar iizerinde bulunan gember
[AB] ve [BC] kenarlarina tegettir, |AC| kenarim
da ii¢ parcaya béliiyor. [BH], ABC ii¢geninin
yiiksekligi olmak iizere, |BH| - |AC| = 18V/2 ise,
cemberin yaricapini bulunuz.

A.268. —7’den 7’ye kadar olan tiim tam sayilar,
her saymnin iki komgusunun carpim negatif ol-
mayacak gekilde, cember boyunca dizilebilir mi?

A.269. [|z|], = gercel sayisimin tam degerini,
{z} =z — [|z|] de kesir degerini gistermek iizere,
[|lz]] - {z} > 3 egitsizligini saglayan en kiiciik pozi-
tif gercel z sayisim1 bulunuz.

A.270. a,b, c gergel sayilar
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egitsizligini saglar. b > ¢ oldugunu kanitlayimz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y.266. 7 sayisimn pozitif tam bolenlerinin
sayisim 7(n) ile gosterelim. 7(n? + 1) dizisinin
higbir n sayisindan baglayarak kesin artan olma-
yacagim kanitlayiniz.

Y.267. ABCD paralelkenarmin k8gegenlerinin
A
kesigim noktasi O olsun. ABO ii¢geninin cevrel
A
cemberi [AD)] kenar ile bir E noktasinda, DOE
{iggeninin cevrel gemberi de [BE;’Ldoﬁru pargasini

bir F noktasinda kesiyor. 8(BCA) = a(FCD)
oldugunu gostermlz

Y.268. 10 tane kagit parcasmin her birinde
bir kag tane 2'nin kuvvetlerine egit olan say1
yazilmigtir. Tiim kagit parcalarindaki sayilarin
toplam: aymdir. Yazilan tiim sayilar arasinda
en az 6 kez rastlanan bir say1 bulundugunu
kamtlayimz.

Y.269. a,b,c gergel saylla.n 9a+ 116+ 29¢c =10
esitligini saglamaktadir. az® + bz + ¢ = 0 denkle-
minin [0,2] aralginda en az bir koki bu-
lundugunu kamtlayimz.

Y.270. Asagdaki 1ddia.la.rda.n ikisinin dogru,
birinin de yanlg oldugu biliniyorsa, n posz tam
sayisim1 bulunuz:

1) n + 51, bir tam sayinin karesidir;
2) n sayisinn son basamag 1’dir;
3) n — 58, bir tam sayinin karesidir.

COZUMLER

A.256. 2000%°% gayis1 birkag tane ardigik tam
saymnun kiipleri toplami geklinde gosterilebilir mi?

Coziim. 13 + 2% + ... + n® toplamm s, ile
gosterelim. s,,’in 7 modunda alabilecegi degerleri
hesaplayalim.

8i = 1(mod7); sq =13 + 2% = 2(mod7);

83 = 2+ 3% = 1(mod7); s4 =1+ 43 = 2(modT);

85 =2+ 5% = 1(modT); 35 =1+ 6% = 0(mod?);
87 = 0(modT) _

oldugundan her n > 7 i 1<;m de s, = 8, — 7(modT)

maz(a, b)+maz(c, 2002) = min(a, c)+min(b,2003) ola,cak Dolayisiyla 8,’in 7 modunda alabilecegi
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degerler sadece 0, 1, 2'dir. O halde (n + 1)’den
m’ye kadar olan sayilarin kiipleri toplami: 8,, —s,,
farki 7 modunda sadece 0, 1, 2, -1, -2 degerleri
alabilir. Diger taraftan 56 = 1(mod7) oldugundan
20002003 =( 56)333 . 55 = 52. 52.. 5 = 3(mod?7)'dir.
Dolayisiyla 20002003, ardigik sayilarin kiiplerinin
toplami geklinde gosterilemez.

N
A.257. ABC iiggeninde [BL] ve [AK]
A

agiortaylan cizilmigtir. [KL] de AKC iicgeninin
agiortay1 ise, BAC agisin1 bulunuz.

Coziim. L noktasindan BA, AK ve BC
dogrularina, sirasiyla LM, LN ve LT dikmelerini
cizelim (gekil 1). BL _agiortay oldugundan
|LM| = |LT|dir. KL, AKC agisinin aglortay'l

oldugundan |LT| = |LN|'dir. O halde LMA ve
A

LN:‘L iiggenleri egittir. Dolayisiyla, s(ﬂL)
s(LAN) = s(KAB) = 8 — 60°, buradan da
s(BAC) = 120°'dir.

Sekil 1.

A.258. Okuldaki 15 simftan toplam 100 kigi
alndi. En az iki simftan aym sayida &grenci
alinmig oldugunu gosteriniz.

Coziim. Tiim simflardan farkli sayida Ggrenci
alinmig oldugunu varsayalim ve simflar1 alinan
Ogrenci saysina gére siralayalm: k. siniftan ay
Ogrenci alnmigtir: a; < a3 < .. < a15. O
halde a; > 0, a2 > 2, .....,a15 > 14 oldugundan
G +a+..tas>14+24.+14= 1514
105 > 100 elde ederiz. Celigki!

Matematik Diinyasi-C:11-8:4-2002
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A.259. z poritif gergel say1 olmak fizere % + 2
ifadesinin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

Coziim. Aritmetik ve Geometrik Ortalama
arasindaki egitsizligi kullanalim:

d 8.2.,2.2_
Tri=F+iti+iz4y v ooz =4

r = 2 alindiginda (“‘8—8 = 2 denkleminin
¢Oziimii) 4 degeri elde ediliyor.

A.260. a;,a3,a3,... dizisinde a; = 2002,a; =
2001 ve her n > 2 icin apy1 = —1'— ise, ag002’yi
bulunuz.

Coziim. a3 = 22; a4 = 32 = al,a5=§:=:—2;

%_J_EL,GT—%:'—alaGS'—-;:':a‘Z

oldugundan her n = 1,2,... icin apt6 = @n 1elde

edilir. O halde azg2 = a1996 = .- = 04 = 57 =
1 1 odir.

2002

Y.256. 4(a+b+c) = ab+be+ca egitligini saglayan
tiim a, b, ¢ pozitif tam say: {icliilerini bulunuz.

Cozim. 4(a+b+c) = ab+bc+ca &
ab—2a+bc—2b+ca—2c—2a+4—2b+4—2c+4 =
12 & a(b—2)+b(c—2)+c(a—2)—2(a—2)—2(b—
2)—2(c-2)=12& (a-2)(b-2)+ (b—-2)(c -
2) + (c— 2)(a — 2) = 12. Denklem a, b, c’ye gore
simetrik oldugundan a < b < ¢ kogulunu saglayan
¢6zlimleri bulup, diger ¢6zlimleri bunlarin permu-
tasyonlar: olarak elde edebiliriz. 5 <a<b<e
olursa, (a—2)(b—2)+(b—2)(c—2)+(c—2)(a—2) >
3:3+3-3+3-3=27> 12 oldugundan a < 4’tiir.
a=1lise, —(b—2)+(b-2)(c-2)-(c-2) =12 &
(b-2)(c-3)-(c-3)=13& (b-3)(c—-3) =
13 & b =4 c= 16 elde edilir. a = 2 ise,
(6—2)(c—-2) =12, buradan da ya b = 3, ¢ = 14;
yab=4,c=8,yadab=>5, c =6 elde edilir.
a = 3 ise, benzer gekilde (b—1)(c — 1) = 13 elde
edilir. Bu denklemi saglayan ¢ > b > a = 3
ticliisi bulunmuyor. a = 4 ise, be = 16, bu-
radan da b = ¢ = 4 elde edilir. Boylece tiim
coziimler, (1,4,16); (2,3,14); (2,4,8); (2,5,6);
(4,4,4) iicliileri ve bunlarin permiitasyonlarndir
(toplam 25 tane ¢bziim).

Y.257. ABC ikizkenar tiggeninde (|AB| =
|BC’|) s(ABC) = 80° dir ve 3(0AC) = 40°,
s(OC’A) 30° olmak iizere {icgenin igerisinde bir
O noktas: alinmigtir. s(B’O\C)’yi bulunuz.

Coziim. [BK] yiiksekliginin OC ile kesigim
noktasim P ile gdsterelim (Sekil 2). O halde
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s(PAC) = s(PCA) = 30°dir, dolaysiyla,
s(PAB) = 50° — 30° = 20°'dir, bdylece AO,
BAP agsinin agortayidir. s(O’P\A) = 180° -
s(APC) = 60° ve s(APB) = 180° — (s(ABP) +
s(BAP)) = 180°— (40°+20°) = 120° oldugundan
PO, APB agisinin aglortayidir. Boylece O, AI%B

Uggeninin_agiortaylarimin kesigim noktasidir. O
halde s(BOP) = 180° — (20° + 60°) = 100°’dir.

Y.258. Digbilikey 2002-genin kdogelerinde birer
tane bilye bulunur. Her adimda bilyelerden
bazilar1 ayn1 vektor boyunca Gtelenebilir. En az
kac adimda tlim bilyeler ayn: dogru lizerine getiri-
lebilir?

Coziim. Baglangicta her dogru {izerinde en faz-
la 2 bilye bulunur. ik adimdan sonra her
dogru fizerinde en fazla 4 bilye bulunacak v.s.,
9. adimdan sonra her dogru {izerinde en fazla
210 — 1024 bilye bulunacak. Dolayisiyla 9 adimda
2002 bilyenin hepsi ayni dogru lizerine getirile-
mez. 10 adimda bilyelerin hepsinin aym dogru
lizerine getirilebilecegi bir 6rnek verelim. Cemberi
birbirine paralel ve aralarindaki uzaklik esit olan
2'% = 1024 tane dogru ile keselim. Kesigim
noktalarindan herhangi 2002 tanesine birer bil-
ye yerlegtirelim. (Bu noktalarbir digbiikey 2002
genin kogeleri olacak)(bkz.Sekil 3). Simdi sol
yaridaki 2° tane dogruyu fizerlerindeki bilyelerle
beraber ¥ vektorii boyunca Steledigimizde, tiim
bilyeler sagdaki 2° tane dogrunun iizerinde bulu-
nacak (Sekil 4). Benzer gekilde devam edersek, 10.
adimdan sonra tiim bilyeler ayni dogru fizerinde
bulunacak.
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Sekil 3

Y.259. Artan f : R — R fonksiyonu her zeR
igin f(—z) = —f(z) esitligini saglar (yani, f tek
fonksiyondur). Herhangi a,b,c sayilarn igin a +
b+c=0ise, f(a)f(b) + f(b)f(c) + f(c)f(a) <O

egitsizliginin saglandigimi gosteriniz.

Coziim. F(z,y,2) = f(2)f(y) + fW)f(2) +
f(z)f(a:) alalm. F(—:l:, =Y —Z) = F(:l,‘, ysz)
Ozdegliginden ve F’in z,y,z degigkenlerine gére
simetrik olmasindan dolay1 ¢ < 0,a >0,b>0
durumu i¢in f(a,b,c) < 0 egitsizliginin dogru
oldugunu géstermemiz yeterlidir. f fonksiyonu
tek ve artan oldugundan her z > 0 i¢in f(z) >
0 ’dir. ¢ = —a — b oldugundan F(a,b,c) =
F(a)f(b) + f(—a - B)[f(a) + f(b)] = f(a)f(b) —
fla+B)[f(a) + FB)]. 0 < f(a) < f(a+b) ve
0< f(b) £ f(a) + f(b) oldugundan F(a,b,c) <0
elde edilir.

Y.260. Diizgiin 30-genin kégelerine 1’den 30’a
kadar tam sayilar yerlegtirilmigtir. Her adimda
iki komgu say1 yer degistirebilir. Bir kag boyle
adimdan sonra her say1 tam kargidaki kogeye
gecmigtir. Bu adimlarin en az birinde toplamlar
31 olan iki saymun yer degigtirdigini kanitlayiniz.

Coziim. Her ¢ = 1,2,...,15 says1 igin i’nin bu-
lundugu koge A, 31 — i sayisimin bulundugu koge
B ige, AB vektbriiniin 0% ekseni ile olugturdugu
agty1 (saat yoniinde) a; (Sekil 5) ve a = Z:il a;
(mod360°) ile gdsterelim.

Her say1 tam kargidaki kégeye gegerse, a agisi
15 - 180° = 180°(mod360°) agis1 kadar degigir.
Diger taraftan bir adimda toplamlar 31 olan iki
sayt (i ve 31 — ¢) yer degigtirmiyorsa, bu adim
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sonucu a da degismez. Gergekten komsgu 1 < i,
j < 15 saylanmn yer degigtigini varsayahm.
t,j, 31 — 4, 31 — j sayillan sirasiyla A,B,C,D
kogelemnde bulunsunlar (Sekil 6). O ha.lde i,
B agilan ile, yer degigtirmeden sonraki a,, B;
agilan arasmda a.saglda.kl gekilde bir baglant: ola-
cak a = a; + B; a; = a; — . Dolaysiyla
a, +,8, = a; + ;. Benzer gekilde 1 <4, j < 150l-
mak {izere, i ve 31— j sayilarimin yer degigmesi du-
rumunda toplamin degigmedigini gériiyoruz (bkz.
Sekil 7). 31 — 4, 31 — j durumu da aym gekilde
incelenir. Boylece toplamlar: 31 olan sayilarinin
yerlerini degigtirmeden toplam: 180° degigtirmek
miimkiin degildir.

(2]

3

Seki 8 Sekil 7
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YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosuna kabul etmektedir. Yayinlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmas: diginda her-
hangi bir kisitlama yoktur.  Fikir vermesi
agisindan gu konular: siralayabiliriz:

* Konu sunuglar. -

. * Matematiksel diigiincenin degigik alanlardaki
uygulamalarim vurgulayabilecek yazilar.

* Yillardir ¢oziim bekleyerek ya da heniiz
¢Oziilmemig {inlii problemlerin tanitim.

* Matematige ilgi duyan Ogrencilerin kendi-
lerini agmasina yardima olabilecek problemler.

' * Matematiksel kavramlar tarihi’ ve matema-
tikgilerle ilgili yazilar.

* Daha saglikli bir miifredat programim
olugturmaya yOnelik mceleme, elegtiri ve alter-
natif Gneriler.

* Matematik diinyasindan giincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yaymlanabilecegi gibi
biitiinliigii bozmayacak baz1 degigikliklerle de
yaymnlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif iicreti 6demeye elverigli
degildir. Bu nedenle anlayigla kargilanacagimiz
umuyoruz. Gonderilecek yazilarn bilgisayar or-
taminda yazilmig olmas: (Latex, Word, Scientific
Work-Place), diizgiin ve tam ciimlelerle, Tiirkge
dilbilgisi kurallarina uyularak yazilmasi, beg say-
fay1 gececek yazilarda b6lme noktas: belirtilmesi
gerekmektedir. Yazlar ya bir adet yazicidan
cikmug Ornegi ve bir 3.5 inc’lik diskete kayit
edilmig olarak

) Matematik Diinyas1
Izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii,
Matematik Béliimii, 35435
Giilbahge-Urla,iZMiR

adresine posta ile gonderilmeli, ya da
mdunyasi@galois.iyte.edu.tr adresine elektronik
posta ile génderilmelidir.




Gotfed Wilhelm Leibniz (1646 ’7767‘
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