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GEOMETRIK OPTIMALLESTIRME PROBLEMLERI (JZERINE II

Gabil Adilov-Ramazan Tinaztepe
gabil@pascal.sci.akdeniz.edu.tr-rtinaztepe@yahoo.com :

Akdeniz ﬁniversitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boéliimii, ANTALYA

3. BAZI ESITSIZLIKLER VE OPTIMALLESTIRME PROBLEMINDE ROLU: Birgok
optimallegtirme problemleri belli egitsizlikler yardimiyla daha kolay goziilebilir. Meghur egitsizliklerden
birkag tanesini hatirlatahm. 2,2, 23, ..., z, pozitif reel sayilar1 igin;

Aritmetik ortalama Az, 22,23, ..., Tp) = fitZatdsd. ta,
Geometrik ortalama G(x1, 22,23, .0y Tp) = {/T12373.. 2,
Harmonik ortalama v H(z1, 29,25, ...,2p) = }IT;I#T;E
olarak tamimlamr. Bu ortalamalar arasinda agagidaki egitsizlik saglanir.
Az, 22,23, ..., 2,) > G(21,22,23, ..., T,) > H(z1,22,23, ..., 25) (1)
Burada egitlik durumu ancak z; = T2 = 3 = ... = T, durumunda olur. Yukaridaki egitsizliklerin

daha genel bir halini verelim. Bunun icin 21, 29, s, ..., T, pozitif reel sayilar olmak tizere k dereceden
ortalama fonksiyonunu tanmimlayalim: '
My(21, 22, 23, ..., Tp) = {/ﬁi;if,mz—z

Bu fonksiyonda k = 1, icin
M (21, 22,23, ..., 2,) = A2, 23, 23, ..., Tn) ve k = —1segilirse M_; (2, 25, 23, ey Zp) = H(z1, 29, z3, .
olacag: aciktir. Bununla birlikte agagidaki esitlikler de kolayca g6sterilebilir:

M.,(zl 1 L2, T3y eeey a:n)=’£i_l,% Mh (.'171, T2,23,..., fL‘n)=G($1, r2,23, ...,.’L‘n);
Moo(zl,x%xs,---;zn)=kli?;1°Mk(zl’$2az3,---1$n)=max{zl1z211'3;---;xn};

M_y (21,22, 23, ..., :L‘,.):k_lileoo My (1, 22,23, ..., 2,) = min{z;, 3, 23, ..., Tp }.

Yukarida tanimlanan Mj, fonksiyonu k parametresine gére monoton artan bir fonksiyondur. Dolysiyla

k > 1 oldugunda
- Mk($1,$2, 33:"')3”) Z M(zlaz% $31---azn) (2)

olur ve esitlik ancak z; = 7 = 73 = ... = , durumunda olabilir. Gériildiizii gibi (2) esitsizligi (3)
egitsizliginin Gzel halidir. : _
Cauchy-Schwartz Egitsizligi: z;,z2, s, ...,Tn € R ve y1,y2,¥s, «u¥n € R igin

e < (zzz) (zy)

egitsizligi saglanir ve egitlik sadece z; = \y; (i =1,n) olmas: durumunda gegerlidir. Bu egitsizlikler
yardimuyla ¢oziilebilecek optimallegtirme problemlerine 6rnekler verelim.

Ornek 1: z > 0,y > 0,z > 0 olmak iizere ;,% ifadesinin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz. .

Céziim: z ve y’yi z = ¥/3t, y = /25 geklinde degigtirelim. Bu durumda ;51—:%1‘—26 = 43 +2":,’s_::‘ —
%m@ olur. Sonuncu terime Aritmetik-Geometrik ortalama egitsizligini uygularsak; ;5%
ﬂ%ﬁ buluruz. Burada esitlik durumu 8 = ¢ = » durumunda vardir. Dolayisiyla, degigkenler
z = Y3\, y = ¥2)\, z = X degerinde iken , verilen ifade maksimum olan 3%% degerine ulagir

(burada A pozitif reel say: degerli bir parametredir).
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Ornek 2: a,b,c verilmig reel sayilar olmak iizere 22 + 9%+ 22 < 100 yuvarinda az + by + cz ifadesinin
alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.

Coziim: Cauchy-Schwartz egitsizliginden: az + by +cz < 10va? + b2 + ¢ olur. Egitlik durumu:
10a 100 10¢

— —_— — — 10 0o T e——— P p—
x—Aa,y—Ab,z—Ac=>A—W.Boylece"x_ T U = T £ = T
ve maz(az + by + cz) = 10va2 + b2 + ¢ bulunur. Ozel halde a = 1,b =4,c = 8 olursa, z =%,y =
% ;=8 ve maz(z + 4y + 8z) = 90 olur.

Geometrik optimallegtirme problemlerinin incelenmesinde bu anlamda yararl olabilecek birkag 6nemli
geometrik egitsizlifi verelim. Bu egitsizlikler iicgenler ve dortyiizliilerle ilgilidir. Bununla birlikte,
birgok egitsizligi konveks cokgenler ve cokyiizliiler icin de uygun bicimde genellegtirmek miimkiindiir.
Once, kullanilacak igaretlemeleri gosterelim. Bir ABC {i¢geninde A, B, C bu ii¢genin koselerini; a, b, c
kenarlarini, hg, By, he yiiksekliklerini, mq, my, m. kenarortaylarim, l,, by, 1. agiortaylarini, R cevrel
cemberin yarigapini, r i teget cemberin yarigapim, R,, Ry, R, sirasiyla iicgen igindeki bir noktadan
A, B, C kogelerine olan uzakhg, d,, ds, d. sirasiyla ticgen icindeki bir noktadan a, b, ¢ kenarlarina olan
uzaklig, S iicgenin alanim, 2p {icgenin gevresini gostersin.

Esitsizlik 1. Her iicgen icin R > 2r egitsizligi saglamir ve egitlik durumu sadece egkenar iicgenler i¢in
gecerlidir.

Kanit: ABC iiggeninin i¢ teget ve gevrel cemberlerini cizelim. Koge noktalarindan gecip, karg: kenara
paralel olan A;B;C, iicgeni ABC iiggenine benzer olur: A4, B;C) ~ AABC ve 2|AB| = | A1 By | ;
2|AC| = |A1C)| 5 2|BC| = |B:1C|
-Kenarlan gevrel cembere teget olup, A;B;C; {iggeninin kenarlarna paralel olan A3B2C licgeni de
A.BC"ye benzer olur:. AA23202 ~ AABC ve |A2B2l 2 I-AIBII H |A202l 2 |A101| H IBngI 2 |B1C1| .
Kiiciik cember ABC ficgenine i¢ teget, biiyiik cember Ay By, iiggenine i¢ teget AA2B,C2 ~ AABC
ve |[A2Bs| > |A1 By | = 2|AB| oldugundan R > 2r olur. , '
Egitlik durumu: AA; B;C) = AA3B,C- oldugunda olur. Bagka bir deyigle ABC' {i¢geninin cevrel
cemberi A, B,C; figgenine i¢ teget oldugunda olur. Kolayca goriiliir ki, bu durumda AABC egkenar
iicgendir. _ '
Egitsizlik 2. Verilmig bir ABC iicgeninin icindeki her M noktas: i¢in agagidaki esitsizlikler dogrudur:
(a) R,RyR; > 8d,dpd.;
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© &+ &+ & S+ E+ )
Yukaridaki ifadelerde esitlik durumu ancak egkenar iicgenler ve M merkez nokta kabul edildiginde
ortaya gikar.

Sekil 5

Kamit: a) SEKIL 5 BQLAM ve CNLAM dir. Kolayca goriildiigii gibi |BC| = |BA;| + |A:C| >
|BQ| + |NC|. Dolaysiyla, -

aR, = |BC|.|AM| > (|BQ| + |CN|).|AM| = 2SaamB + Saamc = cd. + bdy olur.

Benzer gekilde bRp >ad, +cd, ve cR, >ad, + bd, oldugu gésterilebilir.

Ug esitsizligi art arda carpsak; aR,bRycR. > (cd; + bdy)(ad, + cd.)(ad, + bdy) elde edilir. Diger
yandan cd, + bdy — 2v/ed,.bdy = (vVed, — +/bdy)? > 0 = cd, + bdy > 2+/cd..bdy olur. Benzer gekilde
ad, + cd. > 2v/ad,.cd. ve ad, + bdy > 2+v/ad,.bdy. Sonucta aR,bRycR, > 8abed,dpd, bulunur |,
dolayisiyla R, Ry R, > 8d,dpd, olur.

Egitlik durumu: |BC| = |[BA;|+|A:1C| = |BQ|+|CN| & BCLAM olmab; benzer gekilde BM 1 AC;
CM_LAB & M noktas: yiiksekliklerin kesigim noktasidir (ortamerkez). Diger yandan ad, = bdj =
cde & SaamB = Samac = SamBc € M noktasi kenarortaylarin kesigim noktas: olmalidir. Buna
gore ABC iicgeni egkenar, M ise merkez noktasidir.

b) Sekil 6 A, W, M,V noktalarindan gegen bir gember ¢izelim. (MV LAC ve MW L AB oldugundan
bu gember cizilebilir.) Bu ¢emberin yaricap: R,/2 olur. Siniis teoreminden VW = R, sin A olur.
UiU; pargast VW’nin BC iizerinde izdiigiimiidiir: prVW = prt_i;, + prdc._ Bu ise U1 Us = dysinC +
dsin B’dir, buradan R, sin A > dysinC + d.sin B & R, > d; ::ﬁi + dcgﬁ olur. Benzer gekilde:
By 2 do 3 +dcsing

Re 2 difiZ + g

Bu iig egitsizligi-art arda toplarsak ve her a > 0 icin a + % 2 2 olduguna dikkat edersek (burada
egitlik durumu @ = 3 =1dir ) : Ry + Ry + R > 2(d, + dy + dc)

(/]
Egitlik durumu: Ilk énce $n® + &2C = 2 olmahdir. Bu durumda sin B = sinC olur, béylece
B = C bulunur. Benzer gekilde A = B’dir, dolayisiyla tiggen egkenar olmalidir. Diger yandan;
VW = U,U; olmahdir. Bu durumda WV || BC, olur. Benzer gekilde UW || AC ve UV || AB olur.
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- Sekil 6

Dolaysiyla VW, UW,UV iggenin orta dikmesi olup M egkenar {iggenin merkez noktasidir.

c) Jekil 7 A, B, C' ve 'U’,V',W’ noktalari sirasiyla MU, MV, MW ve MA, MB,MC dogrulan
iizerinde olup, asagdaki kogullan saglayan noktalardur: R=MA=gr=0iR=M B =3}y =
al_;;Rﬁ,=MC’=A—41W=_(—}:;dQ=MU’=ﬂ13-—-_ﬁ—ﬂ;d},-—_-MV’:- -Azl§=—jé—b;,d’c=MW’;-Mj—(.;=ﬁlc-
Kolayca gsterilebilir ki, U’ V', W' noktalar A'B'C’ liggeni {izerinde olup ve MU' LC'B', MV'LC'A',
MW'LA'B'. Ornegin, MV A ve MU'B’ {icgenleri ortak M agisina sahip olup, kenarlar: orantihidir:
|MV|:|MA|=d,,:Ra= g = de Ry =MV': MB'.

Bu durumda AMU'B' ~ AMV A , dolaysiyla IMU'B' = LMV A=90° olur.

Simdi de ABC iiggenine Egitsizlik 2(b)’yi uygularsak K, + b+ R’r = 2(d), +dj+d;) = le +a+r <
g+t - elde edilir.

- Egitlik durumu, énceki egitsizlikte oldugu gibi ABC iggeni egkenar ve M merkez nokta olunca olur.
Not 2. Bu egiisizlikleri aritmesik geometrik ve harmonik orialama cinsinden goyle ifade edebiliriz:
(8) G( Ray By, Be) 2 26(day o, do); |

(b) A( Ra,Ro,Re) 2-2A(da, b, dc); .

(¢) H( Ra, Ry, Re) 2 2H(day db, do):

Not 3. Yukaridaki esitsizlikleri A. Florian daha genel haliyle ispat etmigtir;

(i) |k| €1 iken My( Ra, Ry, Ro) > My (das dpy de)

(i) [¥| > 1 iken My( Ra, Ry, Re) > 29 Mi(da ds, do)

Geometride bu konuyla ilgili olan ilging esitsizlikler yukanda saydiklarimizla sirh degildir, agagida
bu tiir egitsizlikler veriyor, fakat ispatlarim okuyucularimiza aligtirma olarak birakiyoruz.



Matematik Diinyasi-C:11-S:5-2002

ALISTIRMALAR
E 1. Her ABC iiggeni i¢in agafidaki esisizlikler dogrudur.
B O <hethy+he Smg+mp+me X+l +1. < IR

(i) my +my +m, <pV/3<r+4R

(i) 277 <KL+ R+ B2 <m2 +mi+m2 <P <SR+ B+ 12 =80 + B2 + &) < U R?
jivyi=Lt 4L L5 1 1 0 f 53 1152
(IV) ."‘_'ib¢+h5, I_hc-/—mo+m;,.rn¢2 e T IHZR

() 2r < 2VV3S < 2Bp <R

(vi) a® + 8 4- * > 438

(vii) min{hg, by, he} < d; +d; +d < aax{hy, hy, A}

(vili) dudpd, < 25

(ix) & +df +f > -

(x) aR, + bR, + R, > 2(ad, + bdy -+ cd,)

(i) RaByR. > (do +dy)(ds + d)(do + dic)

Bu egitsizliklerde esitlik durnmuau inceleyiniz.

Simdi de dértytizliler icin gegerli olan birkag Szelligi veriyoruz.

E 2. Her dortylizli icin agagidaki 6zelliklerin dogru oldugunu ispat ediniz ve esitlik durumunu
inceleyiniz.

(i) R>3r

(ii) V< &ps
(iii) A > 6/v3V*
(iv) I > 3v/2{/3V
(v) II2 >3/3A
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(vi) R > Y258

(vii)R > YEL
Burada R, dortyiizliiniin gevrel kiiresinin yarcapini, r icteget kiiresinin yancapim, V,A,2II ise
sirasiyla dortylizliiniin hacmini, yiizey alanim ve ¢evresini (kenarlar1 toplamini) ifade etmektedir.

E 3. Her ABCD dortyiizliisii icinde verilen bir M noktas: icin R,RyR.Rq > 81d,dpd.d; veya

G(Rq, Ry, Rc, Ra) > 3G(da,dp, d, dy) olur. Egitlik durumunu da size birakiyoruz.
Burada Rg, Ry, R, R4 sirasiyla dortyiizliinlin iginde verilmig bir noktanin A, B, C, D kdgelerine
olan uzaklhg, d,,ds,d.,ds ise noktanin sirasiyla A, B, C, D kdgelerinin kargisindaki yiizlere olan
uzakhigidir. .
Not 4. Sonuncu dzellik Egitsizlik 2(a)’nin dortyiizliiler i¢in genellegmesidir. Sonraki iki esitsizlik icin
boyle bir genellesme sézkonusu degildir. Bagka bir deyigle A(Rq, Ry, Re, Ra) > 3A(da, ds, dc,dg) ve
H(R,, Ry, R, Rq) > 3H(d,,ds,d.,dy) esitsizlikleri her zaman saglanmayabilir.

KAYNAKLAR

[1] D.O. Schliarski, N.N. Chentsov, I.M. Yaglom, Geometrieski nera venstra i zadagi na maksi-
mum i minimum. Nauka, Moskova, 1970.
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CATALAN SAYILARI UZERINE

Unal Ufuktepe
izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii

1. Giris

Kombinatorler matematigin sayma, swalama ve diizenleme
problemleriyle ilgili bir dahdir. Uygulama alanlar1 gok
genigtir. Molekiiler biyolog bir kromozom {izerinde genlerin kag
farkh sekilde siralanabildigini hesaplamaya caligirken, bilgisayar
miihendisi sira énceliklerini tespit etmeye, psikolog ogrenme yol-
larim modellemeye ugragir.
Bu tiir kaygilarin hig birini tagimayan kumarci ise poker oyununda
eline fulogun gelip gelmeyecegini diigiiniir. Benzer gekilde mily-
onlarca kigi her Cumartesi akgami sayisal loto’da altiy1 tutturup
tutturamayacagin diigler. : T
Bu yazida amaglanan kombinatorlerin konularindan birisi olan Catalan Sayilan ve bu sayillarin
uygulama alanlarina yer vermektir. Eugene Catalan bundan tam 167 yil Once Belgika’da Ecole
Polytrchique de Liouville’nin grencisiyken bu sayilar1 kegfetmigtir (1835). Catalan n + 2 kenarh
diizgiin bir gokgenin n iiggene kag farkli yolla bdliinebilecegini hesaplamaya cahgirken bu sayilan
bulmugtur. Ashnda Catalan saylanm ilk kegfeden Johann Segner (1758) olmasmna kargin onun is-
patlar: E. Catalan’in ispatlar1 kadar kesin ve net olmadigindan bu sayilarin isim babasi E. Catalan
olmugtur. Catalan bu y6énde gansh olmasma karsin kariyer yapma konusunda pek gangh degildi. E.
Catalan bugiiniin deyimiyle agir sol goriigliiydii. Onun bu politik tercihi o giiniin Belgika hiikiimetince
pek hog kargillanmamig ve akademik karyeri engellenmigtir. Politik baskilar E. Catalan’ akademik ku-
rumlarda sitedigi yerlere gelmesini engellemig olmasina kargin Catalan sayilarinin bilime mal olmasini

hig bir giic engelleyememigtir.

g

2. Catalan sayilari

Litaretiirde Catalan sayilar: iizerine bir ¢ok tanim vardir:

1. n + 2 kenarl diizgiin bir cokgen n liggene kag farkl yolla boliinebilir?

2. n ¢ift parantez ( yani n tane soldan agilan ve n tane sagdan kapanan parantez) kag farklh yolla
diizenlenebilir?

'3. n baglant: noktas: olan bir agag dalli cizge grafik (binary tree) fag farkl: gekilde cizilebilir?

4. Bir gehirdeki sokaklarin haritasi n X n boyutlu bir satrang tahtas: goriiniimiinde olsun. Bu
gehirin bir kogesinden yola gikip kars kogeye ana kogegeninin iistiine (veya altina) ¢tkmaksizin
kag farkh yolla gidilebilir?

Biitiin bu problemlerin ¢dziimii {Cp} = {1,2,5,14,42, 132,429,1430, 4862, 16796, 58786, 208012,
742900, 267%,%94%5,...} tam sayilar dizisinin elemanlarmdan biridir. Bu elemanlara Catalan
sayilar1 denir. Mathematica paket programu ile bu dizinin elemanlarindan birini agagidaki komutlarla
elde edebilirsiniz. :
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<< DiscreteMath‘ (Paket program ile kombinatérlere dair fonksiyonlar bellege yiiklenir)
CatalanNumber[10] (10. Catalan Sayis: elde edilir.).

2. nolu probleme baktifimizda bir ¢ift parentez tek bir yolla diizenlenebilir; (). Yani C; = 1.
Eger iki ¢ift parentezimiz olsayd: bu iki parantezi iki farkli gekilde diizenleyebilirdik;( )( ) ve (()),
yani C; = 2. Eger ii¢ ¢ift parentezimiz olsayd: bunlar;

000, 00, (0)0,(00) ve ((0)) seklinde diizenleyebilirdik, yani C3 = 5. Bu durumu n gift parentez
icin nasil genellegtirebiliriz? .

3. Genellegtirme

n ¢ift parantezin (yani n tane sol, n tane de sag parantezin) diizenlenmesinde eger her bir sol
paranteze kargihik sag bir kapanig varsa bu diizenlemeye iyi diizenli, diger durumlara ise bozuk
diizenli denir. Farkh iyi diizenleme sayisina da n. Catalan sayist denir. Catalan sayilar1 arasindaki
bagint1 gu gekilde tanimlanir [6];

n-—1

Co=1,C, = ECJC —1—j- ‘ (1)

Jj=0
Bu bagint: kullamlarak Catalan sayilari elde edibilebilir ve agagidaki genel formiil tiiretilebilir;

C, = 1 (Zn) )

T n+1l\n

burada () = G—A:W binom katsayilarina kargilik gelmektedir. (2) bagintisini kullanarak dérdiincii
Catalan sayism; Cy = (3) = L 8 = 14 elde edebiliriz. Ardigik iki Catalan say1 arasindaki iligki ise
(2) nolu denklem kullamlarak, %—:i oranindan elde edilir;

_2@2n+1)
e G )
Cr Catalan sayilarindan tiiretilen C(z) Catalan fonksiyonunu
oo
Clz) =) Coz" 3)
n=0 .
geklinde tanimlayalim. (1) ve (3) esitliklerinden

oo n-—1

Cz)-1=2Y 3 (Cjt9)(Camr—z" ') = 2C(a)? (4) |

ikinci dereceden denklem elde edilir. Buradan Catalan sayilarindan tiiretilen C(z) fonksiyonu

C(z) = 1-vi-4z \’2:13_4"’ . (5)

bulunur.
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3. Rassal Yiiriime

Kombinatérlerin en iinlii problemlerinden birisi rassal yiiriime problemidir; Bir dogru boyunca
yiiriiyen bir kiginin n adimdan sonra yiiriiyiige bagladigy noktadan belirli uzaklikta bulunmas: olasiig
nedir? Kabul edelim ki rassal yiiriiyil§ simetrik bir yiiriiylig yani bu kiginin sola veya saga gitme
olasiliklar egit ve p = (1/2). Bu problem Catalan sayilariyla dogrudan baglantihdir. Rassal yiiriiyen
kiginin 2n. adimda baglangi¢ noktasina dénmiig oldugunu varsayalim. Sola yiiriiyiisii ’(’ sol parantez,
saga yiiriiyiigii )’ sag parantez ile gosterelim. Bu kisi ilk adimim sola atmig olsun (bu sagda olabilir
elbet). Bu durumda 2n — 2 adimda bu kigi -1 noktasinda olacaktir (yani baglangi noktasindan bir
adim geride). (2n —1). adimim saga atmasi miimkiin olmadigina gore sola atmas: gerekmektedir. Bu
durumda farkl adimlarinin say1s1 C,_; Catalan sayisidir. Bunun nedeni (2n — 2) adimda saga attig1
adim sayis1 sola attif1 adim sayisina egit olmasidir. Bu kiginin ilk ve son adimini biliyoruz. Bu da
dogrudan (n — 1) ¢ift parantezin kag farkh yoldan iyi diizenlenebilmesiyle ilgilidir. (2) den

oL

1/2n-2 -
C, = _( n ) (6)
n\n-1
bulunur. S6z konusu olay simetrik oldugundan (ilk adimm saga atilmas: durumu) yukaridaki ifadeyi .
2 ile garpmamz gerekmektetir. Buna gore bir dogru boyunca rassal olarak yiiriiyen bir kiginin 2n
adimda yiiriiyebilecegi farkl yollarin sayis::
aﬁ=36“‘ﬁ. (7)

n\n-1

Bu say1 6rnek uzaya boliindiigiinde istenilen olasilik bulunmug olur: her adimda iki durum (saga veya
sola) s6z konusu oldugundan 2n adim i¢in 22" durum s6z konusudur. Buna gore olasilik:

1 2n—2
Zin-dg (n - 1)' ' (8

Ornek 1. Bir dogru boyunca yiiriiyen bir kiginin 20 adimda bagaladig1 noktaya donme olasihif

nedir? (n = 10)
1 (18\ 2431
21910\ 9 / = 262144°

Problemi biraz zorlagtiralim: Rassal yiiriiyen kiginin 2n adimda bagladig noktaya geri dondiigiinii
varsayalm (bunu biliyoruz). Bunun kiginin bagladigi noktaya ilk doniig olma olasihg nedir? Bu
durumda, drnek uzayimiz degigmek zorunda. Rassal yiiriiyen kiginin m adimda k noktasina gelme
olasih# P(Y,, = k) olsun. [ sola aim saysini, r saga adim sayisim ve m ise toplam adim sayisini
gostersin; m = [+ r ve k = r — I olur. m adimda sola dogru (7}') farkh yolla adim atilabilir. Bu
aym zamanda k noktasina farkli varig sayisim da verir. Saga veya sola adim atma olasiliklar: egit
oldugundan;

_o = (™) Lym
P =0 = (7) "
Bu durumda kiginin baglangi¢ noktasina dénme olasiigi,k = 0 ve r = I = n oldugundan;

2n
P(Yay, =0) = %%

Bu ifadede pay kiginin kag farkli yolla 2n. adimda baglangic noktasina dénebilecegini gosterdiginden,
bu say1 ile (7) in boliimiinden: :

2 (2n—2

n\n-1 1

Cr) " 2n-1

n
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aranan olasihk bulunur.

Ornek 2. Ornek 1. deki probleme gore rassal yiiriiyen kiginin 20 adimda baglangig noktasina,
déndiigiinii biliyoruz. Bunun ilk vang olma olasihig nedir? (n = 10)

|
210-1" 19

Agagida bu konuya dair aligtirmalar verilmigtir:

1. Diizgiin bir altigen, bir biriyle kesigmeyen ii¢ dogru parcasiyla kag farkh yolla tiggenlere boliinebilie
(Asagdaki gekil beggen icin verilmigtir)

PPI2ES

2. 1+ 2+ 3+ 4+ 5 aritmetik iglemine fig ¢ift parantezi kag farkh gekilde yerlegtirebilirsiniz?

3. Giilbahge’deki sokaklar 4 x 4 satrang tahtas: bigimindedir. Her kare bir blok ve her ¢izgi bir
sokaga kargihk gelsin. Bu karenin ana kogegeninin iist ucundan yola ¢ikan biri 4 blok giineye
ve 4 blok batiya yiiriiyerek kogegenin alt noktasina kag farkli yolla varabilir? (Ana kogegenin
altina veya tistiine diger taraftan gegmek soz konusu degil)

Catalan sayilan konusunda benzer bilgileri agagidaki web sitelerinden 6grenebilirsiniz:

1. http://mathforum.org/advanced/robertd/catalan.html
2. http:// mathworld.wolfram.com/CatalanNumber.html
3. http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Miscellaneous /CatalanNumbers/catalan.html
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"Gergek tehlike bilgisayarin insan gibi diigiinmeye baglamass dedil, insanlarin bilgisayar gibi
diginmeye baglamasidir.”

Sydney J. Harris

1. Girig

Bilim, yeni kavramlarin bulunmasiyla ilerler. Bazen yeni bir kavramm bir siire sonra dogal ol-
madig1 ya da iglerligi bulunmadig anlagilir. Diger biri ise beklenenden daha da énemli ya da yararh
qikabilir. Cagdag bilimin bagarih kavramlarindan hesaplanabilirlik kuram: diger iglevlerin yanisira
karmagiklik konusuna da 1gik tutmugtur.

Bu yazda hesaplanabilirlik kurammin geligim tarihinden, algoritmalardan, Turing makinesi, P,
NP ve NP-tam simf kavramlan ve bu alandaki son gelismelere yer verilmigtir.

2. Hilbert’in Matematik Programi

19. yiizyihn sonlarmda matematikgiler, matematiksel kamtlama yontemlerinin giderek daha da
gl¢lenmesinin etkisiyle biiyiik geligmeler kaydetmiglerdir. Boylece matematikgiler bu giiclii yontemleri
giderek artan bir giivenle uygulamaya baglamiglardi. Ancak bu giiven 1902’de Ingiliz mantik bilimcisi
ve felsefecisi Bertrand Russell’in iinlii paradoksunu ortaya atmasiyla sarsildi. O zamanlarda matem-
atikgiler aksiyomlardan ve y6ntemsel kurallardan olugan son derece bigimsel bir matematik sistemini
geligtirmeye girigti. Biiylik Alman matematikgisi David Hilbert daha uygulanabilir ve kapsamli bir
projeye bagladi. Hilbert programinin amaci matematigin herhangi bir iyi tammlanmig alan ile ilgili
her cegit dogru matematiksel uslamlama yontemini icine alacak kadar genig kapsamli ve y6ntemsel ku-
rallar listesi yaratmakti. Ayrica Hilbert projenin geligkiden uzak oldugunu kanitlamanin da miimkiin
olacagim diigiiniiyordu. BSylece matematikgiler sonsuza kadar, sarsilmaz bir temel iizerine oturabile-
ceklerdi. Ancak onlarin umutlar: 1931’de, 25 yaglarinda zeki bir Avusturyali matematik mantikgisi
olan Kurt Godel’in, Hilbert’in programin altiist eden teoremiyle séndii.

Gddel Teoremi: Aksiyomlardan ve gikarim kurallarindan olugan herhangi bir kesin (“bicimsel”)
matematik sistemi, basit aritmetik teoremlerinin tammlamalarm kapsayacak kadar genig kapsaml
olmas: ve geligkisiz olmas: koguluyla, sistemin kapsamma alinan yéntemlerle ne kamitlanabilir ne de
kamitlanamaz baz1 6nermeleri igermelidir. Buna gore bu gibi énermelerin dogrulugu hakkinda, onayh
- yontemlerle “karar verilemez”. Godel, gercekte, uygun bir aritmetik teoremi geklinde kodlandiginda
aksiyom sisteminin tutarliiginin bildirimini “karar verilmez” yontem oldugunu kendiliginden kanit-
ladigim1 gstermistir.

3. Turing Makinesinin meydana gelisi

Bir Turing makinesi hakkinda aklimizda tutulacak en énemli nokta bunun bir fiziksel nesne degil
bir “Soyut Matematik” iiriinii oldugudur. Bu kavram ilk kez, Ingiliz matematikgisi, iinli gifre uzman
ve ilk bilgisayar bilimcilerinden Alan Turing tarafindan 1935-36 yillarinda daha genig kapsamli bir
probleme yanit getirebilmek amaciyla ortaya konmugtur.

Entsc.hei‘clungs problemi adiyla bilinen bu problem Hilbert tarafindan 1900 Paris Uluslararas
Matematikgiler kongresinde tammlanmigti. Turing’in ilgilenmis oldugu Hilbert problemi Matematigin
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herhangi bir aksiyom sistemi cinsinden yazilmasindan daha derine inen bir problemdir. Sorun gudur:
Matematigin tiim problemlerini birbiri pegine ¢izebilecek genel bir mekanik yontem ilke olarak var
madsr? Turing bu soruyu m sayssina uygulanan Turing makinesinin gergekten DUR konumuna gegip
ge¢meyecegine karar verme problemi olarak yorumlamugtir. Bu problem DURMA problemi adiyla

amlir.
Turing Gédel’in yapitin inceledikten sonra DURMA probleminin ¢éziilemeyecegine dair teoremini
geligtirmigtir.

4. Algoritmalar teorisi

Algoritma kavram matematigin en temel kavramlarindan biridir. Algoritmalar ilk cagdan itibaren
bilinip kullamlmakla beraber yirminci asirda geligmigtir.

Algoritmalar ard arda gelen sonlu iglemlerle problem ¢6zme yollaridir. Bir problemi yanit isteyen
genel bir soru olarak kabul edebiliriz. Soru tammi iginde (i) iligkin tiim parametrelerin belirlenmesi
ve (ii) yanitin(¢oziimiiniin) tagimas: gereken tiim ozellikler olmalidir. Parametrelere zgiil degerler
atandiginda problemin bir drnegini (bireysel problem) elde ederiz.

Ornek-1: Genel bir 0-1 degigkenli denklem agagidaki gibidir:
L .
Y ami=b, abeN, z,=0yadal, i=Tn.
i=1
Buna, kargilik, bir 0-1 degigkenli denklem 6rnegi g6yle verilebilir:
4z, + 322 + 223 + HT4 = 8§, Z1,%2,23,%4 = 0ya da 1.
$1=0, :Eg:l, 273:0, I4=1
bu problemin ¢oziimiidiir.

Herhangi bir algoritmanm bir P problemini ¢tzdiigiinii sdyleyebilmemiz icin bu algoritma P prob-
leminin drneklerinin hepsi igin ¢bziimii daima verebilmelidir.

Teoride esas olan algoritmik olarak ¢dziilebilme veya ¢oziilmeme durumudur. Belirsiz algoritma
kavramindan kesin Turing makinas: kavramina gegilip verilen bir problem simifinin bir algoritma ile
¢oziiliip coziilemeyecegi sorusu kesinlegtirilmigtir.

Turing makinasinda belli bir sayida ”¢aligma” ile bir ”dinlenme” durumundan olusan sonlu sayida
bir igdurum bulunmaktadir. Makina karelere béliinmiig sonsuz uzunlukta bir kagit gerit iizerinde
caligir(gerit bellek gérevini yapmaktadir). Jeridin her karesinde Gzel simgeler bulunmakta olup bu
simgelerden bir bog anlamim tagir. Caligma durumlarindan birinde oldugu zaman iizerinde bulundugu
kareyi okur ve bir yandan hangi i¢ durumunda olduguna ve diger yandan da okudugu simgeye bagh
olarak agagidaki iglemleri yapar: (i) Karede yazih olam siler ve bagka bir simge (ya da yine aym
simgeyi) yazar. (ii) Bir kare ileri ya da geri gider. (iii)Yeni bir i¢ durumuna geger.

Kisacas: bir Turing makinesi normal bir bilgisayarin yaptig herhangi bir igi yapabilir.

5. Hesaplanabilirlik

Hesaplanabilirlik gercek bir "mutlak” matematik kavramdir. Ik kez 1930’larda bu kavram gibi
temel nitelikli diger kavramlarla birlikte matematik bilimine girdigi icin aym zamanda oldukca yeni
bir fikirdir ve matematigin tiim alanlarin kapsar.

Eski sayilar ve kesirler, pay ve paydalar Turing makinelerince ne boyutta olursa olsunlar, hesa-
planabilirler. m, v/2 gibi diger pek gok irrasyonel say1 Turing makinesi ile {iretilebilirler. Turing
makinesinin firetemeyecegi baz irrasyonel sayilar da vardir. Turing makinesince iiretilebilen sayilara
hesaplanabilir sayslar ad: verilirken, {iretilemeyen sayilar (biiyiik cogunlugu olugturan sayilar!) hesa-
planamaz sayilar olarak adlandirilir.



14 Matematik Diinyasi-C:11-S:5-2002

Hesaplanabilirlik fikrini agiklayan bagka yollar da vardur. Bunlardan, tarih bakimindan birin-
cisi, Amerikali mantikqi Alonza Church’iin, Stephen C. Kleene'in yardimiyla geligtirdigi ”Lambda
Hesab1”dir. Church’iin yontemi Turing’in ydnteminden oldukga farkli ve daha soyuttur.

Hesaplanabilirlik, genellikle matematikte énemli bir konudur ve sadece sayilara uygulanabilir
bir konu olarak degerlendirilmemelidir. Hesaplanabilirlik fikrinin giicli kismen baz1 iyi tanimlanmig
matematik iglemlerinin ashnda hesaplanamaz olmasindan kaynaklanir. Ciinkii, boyle hesaplanamaz
iglemler olmasaydi, hesaplanabilirlik kavrami matematigin ilgisini gekmezdi.

6. Algoritmik ¢6ziilmeyen problemler

Algoritmik ¢6ziilmezlik ilk olarak matematiksel mantiktaki problemler (sonug c¢ikarabilme prob-
lemi) ve algoritmalar teorisindeki problemler (6rnegin, kendi kendine hesap edilebilme problemi) icin
diigiiniilmiigtii. Daha sonra ise matematigin bagka, bir¢ok dallarindaki benzer fakat daha az genel prob-
lemlere yoneltildi. Bunlardan biri de Hilbert'in onuncu problemidir: Verilen her hangi bir Diophant
denkleminin tamsaysh ¢oziminin olup olmadsgansn bulunmass. 10. problem genel halde uzun siire
¢oziilemedi ve 1970 yilinda Y.V.Matiyosevich bu problemin coziilemez oldugunu ispatladi. Agagidaki
3 problem de ¢Gziimsiizligii ispatlanmg problemlerdendir:

1. Bir aginin pergel ve cetvelle 3 egit parcaya bdliinmesi.

2. Sadece pergel ve cetvel yardimiyla, alam verilmig bir dairenin alanina egit olan karenin ¢izilmesi.

3. Yalmz pergel ve cetvelle, verilmig olan bir kiipiin 2 kati hacminde bir kiiplin 1 ayritin ¢izilmesi.

7. Algoritmik karmagikhk

Matematikteki formalizm algoritmik olarak ¢oziilemeyen problemlerin aragtirlmasim giindeme
getirdi. Bilgisayar teknolojisindeki geligmeler ise, bagka tiir problemlerin, ilke olarak degil, sadece
uygulamada zor olan problemlerin grenilmesini &ne ¢ikardi. Bu problemlerin ¢ogunu tam ¢ozebilmek
igin bilgisayarlar: yiizlerce yil caligtirmak gerekebilir.

Ornek-2: Ornek-1’deki problemi n = 50 icin saniyede 1.000.000 iglem yapan bir bilgisayarda
sayimlama yntemi ile ¢ozmesi icin gereken zaman hesaplayalim.

50
Zaia:,-=b, a;,b€EN, z;=0yadal, i=T,50.

i=1

Burada z; = 0 ya da 1 olmak iizere (z;,- - *,T50) vektorlerini.incelemek gerekecek ki, bunlarin da
sayist N = 250 olup,

N =2% = (21%)° = (1024)° > (1000)° = (10°)° = 101

iglem yapilacaktir. Bilgisayanmizin izi V = 10° iglem / saniye oldugu icin N = 1015 iglem yap-
mak icin gereken zaman ¢ = § = 11%1; =10° san ~ 25yil. Onceleri bu tiir problemlerin ¢6ziim
tekniklerinin bilgisayar teknolojisindeki hizh geligmeler sayesinde yeterli gelecekleri diigiincesi son-
radan bu iyimserlige golge diigiirecek kugkular ortaya cikardi. Bu kugkular problemlerin ¢Gziim
karmagikli ile ilgilidir.

8. P ve NP simif

Genel olarak algoritmalar: ¢Oziim karmagikhi: agisindan iki simfta toplamak miimkiindiir: (@
Verimli (efficient) algoritmalar. (i) Ussel zamanli algoritmalar.

Verimli algoritmalar problemleri polinom zamanda gézebilen algoritmalardir. Diger bir deyigle

verimli algoritmalarda ¢ziim igin gerekli iglem sayisi problemin karakteristik bir boyutu cinsin-
den bir polinom ile ifade edilebilir. Ote yandan iglem sayis1 problemin karakteristik boyutunu {issel
bir iglevi olarak ifade edilen algoritmalar ise 4issel zamanis algoritmalar olarak siniflandinimaktadur.
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Ornek-1’deki problemin karakteristik boyutu degigkenlerin sayisi olan n’dir. Genel olarak problem-
lerin karakteristik boyutuna iligkin verileri bilgisayarin belleginde yazmak i¢in gereken yerin biiyiikliigii

ile tanimlanabilir. Algoritmalarin problemleri ¢6zmede alacag zaman bu bliytiklik parametrelermg'z
bir iglevi olarak gosterilir. Bir algoritmanin, biiyiikliigii verilen bir problem icin maksimum kag it-
erasyon siirecegi ve her iterasyondaki toplam aritmetik iglem say1s: hesaplanabilir. Aritmetik iglemleri

toplama, ¢ikarma, ¢arpma, bélme ve kargilagtirma gibi basit iglemlerin bilgisayarda sabit za.maa;
aldigim1 varsayarak algoritmanin alacag: zamam yalmzca biiyiikliik parametreleri cinsinden yazabili-
riz. Bu iglem 1. Ornekteki problem igin T'(n) olarak yazildiginda sayimlama algoritmasinin siiresel
karmagsklgs O (2") olur, yani C sabit bir say1 olmak iizere T'(n) < C - 2¥dir. Ik olarak J.Edmonds
t::dlraﬁndan ortaya atilan syi - k6ti algoritma ayriminin testi igte bu siiresel karmagikhiga dayandiriimak-
t 2

Bir algoritma ancak eger siiresel karmagikhg biiyiikliik parametrelerinin bir polinomu ise iyi
kabul edilmektedir. Ornegin O(n), O (n?), O (In + m®), O (n® + m? + 5), vb. polinom sirh siiresel
karmagikliklan ifade ederler, O (6"), O (n!m!), O (n™), ise polinom sinirh olmayan siire karmagiklik-
larinin, dolayisiyla kétii algoritmalar: temsil eder. Polinom zamanli ¢ézer yontemi bulunmug problem
siifi P ile gosterilir. Problemler simifin1 formal olarak tammlamak igin gerekirci (deterministik)
(DTM) ve gerekirci olmayan (nondeterministik) Turing makinesi (NTM) kavramlan kullanilir. Bu-
rada DTM’yi bildigimiz bilgisayarlara eg bir makine, NTM’yi ise heniiz egi diinyada olmayan iistiin
bir makine olarak kabul edebiliriz. Bu &yle bir {istiin makenedir ki, bir anda sonlu bir k kadar ¢6ziim
tahminlerinde bulunup her tahmin igin ayr bir bilgisayar gibi hesaplamalar yapabilir.

Polinom simirli DTM ile ¢éziilebilen tiim karar problemleri P stnifins olugturur. Polinom simirh
NTM ile ¢oziilebilen karar problemleri ise NP sinsfindandsr. P, NP’nin bir alt kiimesidir. Ciinki
NTM’ler polinom sinirh DTM ile ¢dziilebilen her problemi ¢dzebilir. Asil sorun yalmz polinom sinirh
NTM ile ¢Gziilebilen karar problemleminin DTM ile polinom sinirh siirede ¢oziiliip coziilemeyecegidir.

A §
Yani P = NP sorusunun yamt1 Kapmagiklik kuraminin ¢6ziilmemig en 6nemli problemidir.

9. NP-tamhk
Bir X problemi eger, Y problemini ¢6zen iyi bir algoritmadan yararlanilarak elde edilen diger iyi
bir algoritma ile ¢oziilebiliyorsa, X, Y’ye (polinom) indirgenebilir denir.

Ornek-3: X ve Y problemi agagidaki gibi olsun:
Y:az?+bz+¢=0, X:dr+q=0.

X problemi Y probleminin 6zel durumu oldugu i¢in Y problemini ¢ézen algoritmadan yararlanarak
X’i de ¢ozebiliriz. Yani X, Y’ye indirgenebilir. ‘

Burada X ya da Y icin polinom simrh bir algoritmamin varhg gerekli degildir. Yalmzca birini
cbzen bir iyi algoritma varsa, bunun digeri i¢in de iyi algoritma elde etme anlamina gelecegini
soyliiyoruz. Bunun icin de X’i Y’nin 6zel bir durumuna polinom sinirh siirede indirgeyecek bir
algoritma bulmak yeterlidir. Eger NP siifindaki her problem Y probleminin 6zel durumlarina in-
dirgenebiliyorsa, ¥ problemi NP-zor ve aym zamanda Y’nin kendisi de NP simfindan ise Y’ye
NP-tam problem denir.

Bir NP tam probleme verimli bir ¢dziim ybntemi bulunmas: halinde diger NP tam problem-
ler de verimli bir sekilde ¢oziilebileceklerdir. Bu birbiri ile iligkisiz gibi goriinen problemlerin hep-
sinin matematiksel bir anlamda, aym ailenin bireyleri olduklari, ilk olarak Toronto Universitesi’nden
Stephen Cook tarafindan 1971°de farkedildi. Daha 6nce matematikgiler bu problemlerin herbirini tek
tek ele alip, herbiri i¢in ayr1 bir ”iyi” ¢dziim y6ntemi aryorlardi. Cook’un caligmalarindan sonra
bilimciler daha &nce baglantisiz olan birgok problemin NP tam oldugunu gormek igin ataga gecti
ve giiniimiizde yiizlerce bu tiir problem saptanmigtir. Bu problemlerden belki de, en iinliisii Gezgin

Satic1 Problemidir .
Gezgin Satic1 Problemi: Bir gezgin saticimin bulundugu bir gehirden baglayarak (n — 1) sayida
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gehrin her birine ancak ve ancak bir defa ugramak kogulu ile tekrar bagladig: gehre donmesini saglayan
en kisa turu bulma problemidir.

Bu gezgin satic1 ilk durak olarak bu n kentin herhangi birini secebilir. Daha sonra, ikinci durak
yeri icin, (n — 1) segim vardir, sonra (n — 2) vb. Boylece farkl gezi programlarinin toplam sayisi
(n — 1)! dir. Ancak bu rotamn yars: sadece ters yonde, yolun teki yarisindan olugtugu igin dogru
say1 (n — 1)! in yansidir. Formal olarak bile, bu problem yeterince korkunctur.

Eger kentlerin sayis: fazla olursa, ornegin Tiirkiye’nin 79 il merkezi s6z konusu olursa ne olur?
Saticimn Ankara’dan yola cikip yol boyunca 78 il merkezini dolagip Ankara’ya d6ndiigiinii diigiinelim.
Hi¢ diigiinmeden problemin birbirinden farkl1 78! in yaris: kadar, yani yaklagik 10% rota icerdigini

Syleyebiliriz. Saniyede bu tiir bir milyon iglem yapabilen bir bilgisayar kullamirsak iglemi tamamla-
mak yaklagik 4 - 107® yilhik bir zaman alacaktir. '

Buradan neden satrang veya benzer oyunlarin biiyiik beceri ve marifet istedigi anlagilir. Bu tiir
oyunlarda algoritma ile verilen oyun stratejilerin pratik bakimdan imkansizhg ile kargilagmig oluruz.
Béoylece bu tiir problemlerde ilke olarak, once, olanakh her farkh durum icin hesaplama yapilarak
(bilgisayarda hesaplama daha olasi) sonra da (eger varsa) verilen kosullar: saglayan en verimli sonug
secilip tam olarak ¢oziime varilabilir. Ancak sorun, bu tiir problemlerde farkh durumlarin sayisinin
akil almaz biiylikliikte olmasidir.

10. Son durum ve gelismeler

Giiniimiizde Matematigin hemen-hemen tiim alanlarinda kargimiza gikan N P-tam problemlerin
listesinde her gecen giin artan 1000’den fazla problem vardir (Bkz. Journal of Algorithms).

Bugiine kadar yapilan aragtirmalarda N P-tam problemlerini ¢ézebilen bir polinom zaman algorit-
mas1 bulunamamugtir ve genel kan1 boyle bir algoritmanin var olmadig: yoniindedir. Fakat bu ongorii
heniiz kanitlanmamistir. Uzmanlarin ¢ogu Turing makinesine benzer bir aygit kullamlarak, NP-tam
probleminin polinom siirede ¢6ziilmesinin gergekte olanaksiz oldugunu ve sonugta P ve NP-nin aym
olamadifina inanmaktadirlar. S.Smale’e gore ”P # NP ?” problemi XXI yiizyilin Matematigin en
6nemli sorusudur.

Son yillarda hesaplanabilirlik kuraminda en 6nemli geligme hesaplamalarin kuantum modelinin
yaratilmasidir. Uzerinde en ¢ok konugulan kuantum bilgisayars fikri de burada ele alinmaktadir.
David Deutsch’e gére, bir ”kuantum bilgisayar1” inga etmek ”ilke olarak” olasidir. Deutsch bu bilgisa-
yar i¢in P’de yer almayan, ama bu aygt sayesinde polinom siirede ¢oziilebilen problemlerin (problem
simiflar1) var oldugunu ileri siirmektedir.

Sonug: Ussel sinirh algoritmalarin teknolojik geligmelerden sagladiklar: yarar 6nemsiz denecek
kadar kiigiik oldugu kolayca gosterilebilir. Bu yiizden etkili algoritma geligtirme, bilgisayar teknolo-
jisinin geligiminden daha ¢ok onem tagimaktadir.
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PUTNAM YARISMASI UZERINE

Rusgen Kaya
Cukurova Universitesi, Matematik Boliimii, Adana

Kalkiilus (bir ¢ok iiniversitede “Analiz” ad: altinda okutulan ders) kugkusuz matematigin temel
taglarindan biridir ve bir gok bilim dali ona gok sikhikla bagvurur. Bazi sdzliiklerde kimi zaman “difer-
ansiyel ve integral hesab1” olarak tammlanir. Kalkiilus'ii zevkli kilan &zelligi ise ilging problemleri ve
bu problemlerin giinliik yagamla 6rtiigmesidir.

Ashinda kalkiilus ile ilgili bir ok problem bulmak miimkiindiir. Ama en zevkli problemler : ug
noktalara hitap eden, ayrintih bilgi ve ince diigiinebilme yetisi gerektiren problemlerdir. Bu yazimizda
béyle problemlerden bazilarini inceleyerek, kalkiilusun eglenceli diinyasinda ufak bir gezinti yapacagiz.
Fakat bunu yaparken sorulardan bazilarinin dig goriiniig itibariyle pek karmagik oldugunu; ama on-
lar1 rahatga ¢ozebilmek icin iglemsel hiz faktériiniin ne kadar Gnemli oldugunu ve sonug olarak basit
algoritmalardan sonra nasil kolaylagtigin gorecegiz. Yani gdzecegimiz problemler kalkiilusun kuram-
sal ydniinden ¢ok onun iglemsel giizelligini ve iglemlerden sonra varilan sonucun sadeligi hakkinda
olacaktr.

Biitiin bunlar: yaparken bir yanismayla tamgacagiz : Putnam yarngmalari. Gozecegimiz sorular bu
yarigmada farkl yillarda sorulmug olan kalkiilus problemleri. Ancak ileride bahsedecegimiz gibi bu
yarigma sadece kalkiilus {izerine degil aym zamanda tiim lisans seviyesindeki matematik bilgisini de
kapsiyan bir yangma. Biz yarigmann kalkiilus ile ilgili olan tarafina bakacagz. Boylelikle yazimiz
anlamh olacak, aksi halde tiim konularla ilgili problemleri gdzmeye ne sabir yeter ne de zaman!)
Boylece (her ne kadar yarigmanin kalkiilus ile ilgili 6zel kismim inceliyor olsak da) Putnam yangmalar:
hakkinda genel bir bilgi sahibi olma olanagina erigerek, béyle bir yarigmanin diizenlenmesine onciiliik
etmig olan William Lowell Putnam’ da anmig olacagiz.

Elbette, bu yarigmada farkh yillarda sorulmug pek gok kalkiilus problemi var. Nitekim boyle soru-
larin tamamim bu yaz1 da ¢dzmeyecegiz. Cozecegimiz problemlerin bazilar goziilmesi gok zormug gibi
goziiken ve baz teknikler gerektiren problemler, bazilari sabir ve iglem hiz1 gerektiren; ancak sonug
itibariyle miikemmel bir sadelige sahip olan problemler, bazilari da pek ilging olarak nitelenemeye-
cek olan kalkiilus problemleri. Béylelikle Putnam yarigmalarinda ilging problemlerin yeralmasiin
yami sira, ilging olmayanlarinin da farkh yillarda soruldugunu gorecegiz. Ozellikle kalkiiliislin integral
hesabima dayali , ¢Oziiliirken kigiye zevk veren problemlerle kargilagacagz.

Yarismanin Kisa Bir Tamm

Simav, kigilerin orjinal fikirlerini ve bilgi birikimlerini 8lgmek {izere hazirlaniyor. Yarigmacilardan
beklenen, temel kuramlar: kullanmak ve tiniversite diizeyindeki matematik bilgilerini diga vurmaktir.
Yarigma, Gzellikle matematik ana bilim dalinda abgilmigin diginda, oldukca ince noktalara hitap
eden matematiksel kavramlardan olugmakta ve yarigmacilar: bu dalda egitmek ve tegvik etmek iizere
tasarlanmigtir. Yarigmacinin matematik bilimine, matematik kliiplerinde veya derslerde tartigilan
” matematigin esaslarim inceleme” ve benzeri gibi bagliklardaki temel fikirle yaklagmasim saglamayi
amaghyor. Grup teorisinin temel kavramlar, kiimeler kuram, sayilar kurami ve kardinal aritmetik
gibi bilgileri gerektirebilecek, yarigmacilarin kendi 6z giivenleriyle ¢bzebilecegi sorularn ogrencilere
cok da yabanc: gelmemesi umulmaktadur.

Odiiller:

William Lowell Putnam Odiilleri Odiiller, kazanan beg takimin bagh olduklar1 kurumlarin
matematik boliimlerine verilir. Ayrica takimlarin her bir iiyesi de odiillendirilir. En yiiksek derece
alan beg kigi Amerikan Matematik Dernegi tarafindan Putnam iiyeleri olarak segilir. Odiiller bu
kigilerle birlikte en yiiksek derece yapan sonraki yirmi kigiye de verilir.
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Ayrica her yil resmi olarak William Lowell Putnam burs 8diilleri Harvard Universitesi'nde ya da
Radcliffe Koleji’nde verilir.

Elizabet Lowell Putnam Odiilleri:

Bu &diil, periyodik olarak yarigmada gésterecegi performans: 6viilmeye deger olan 6zel bayanlara
veriliyor. Bu &diil, bayan yarigmacimin bagka yarigmalarda tekrar bagarih olmas: durumunda diger
odiillerine ekleniyor. Ancak bu 6diil sadece bayan yarigmacilar icin olup, yarigmacilarin énceden
cinsiyetlerini belirtmeleri gerekiyor.

Gegmig Yillara Ait Bazi Problemler

Agagidaki problemler, yanlarinda belirtilen tarihlerde Putnam yarigmalarinda sorulmug olan prob-
lemlerden bazilandir.

1980

] 1
———dz =?
fo 1+ (tanz)v2

Céziim:Bilinen integrasyon teknikleriyle bu problemi ¢bzmeye caligirsaniz kendinizi biiyiik bir
¢ikmazin igerisinde hissedersiniz. Bu problem bdyle ozel bir yarigmada sorulduguna gore, igin i¢inde
. . 1 . .
bir numara olmali ! f(z) = Trtana)v? 1Si,

f(z gh = 1 _ 1 _ (tanz)V2 _ (tanz)¥2 +1—1
2 1+ (cotz)vV2 1+ W 1+ (tanz)v2 1+ (tanz)v?
1+ (tanz)v2? 1
= ( )ﬁ - 7% =1 = f(=).
1+ (tanz) 1+ (tanz)Vv2
Simdi,

/0%:r f(z)de = fo : f(z)dz + /; : f(z)dz...(%)

olarak yazalim ve f f% f(z)dz integralini irdeleyelim : 3 — ¢ = u olsun. Bu durumda, —dz = du
ve integral.

[: f(z)dz = [; f‘(g - u)(—du) = /f f(-g —u)du = /:(1 — f(u))du

olarak bulunur. Bu sonucu (*) egitliginde kullanarak :

[ * flo)da = [o * fays + [0 (1 )

bulunur. Bu son egitlikte u =  alindiginda,

‘/oﬂwr;é[o‘f(wdﬂfo’u ~feNde= [*(1@)+1- SNt = [ 1de=aff =T
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1987

In(9 — z)
\/In(9 z) + y/In(z + 3)

Coziim:
Bu integral ilk baligta korkung goziikliyor. Algilmig yontemleri kullanmak sonug vermiyor, bu
durumda farkh bir yontemi deniyelim:

9-y=z+3veya9—z=y+3olsun; —dy =dzolur. Ayrnicaz=2=y=4,z=4=—=y=2
dir. Elde ettigimiz bu verilerle integralin degigkenlerini degigtirelim :

vIn(y +3) i Vin(y +3)

\/lny+3)+\/ln9 ) (—dy) \/i(y+3 +4/In(9 - y)

elde ederiz; ama bu son integralde y = z degigken degistirildiginde,

¢ mETI)

2 /In(z +3) + 1/In(9 - z)

olur. Bu integral ile integralin ilk hali toplandiginda:

vIn(9—z) Vin(z +3)
e = / TEO-a+ JEE T \/ln:t:+3)+\/ln9 i

4 /Ino—a)+y/nets) \ 4y
ot f2 ‘/ln(g—:l;)-l-\/ln(z_}_s) > f2 ldz =2

olur; fakat 21 = 2 =5 I = 1 sonucuna ulagiriz.
Kalkiiliiste 6nemli bir yere sahip olan maksimum-minimum problemlerinden birine bakalhm :

1998

_(9/:+1)6 (2° + 3v) -
fla)= (z+1 )3+a:3+;,%

z > 0 i¢in f’in minimum degerini hesap ediniz.

Coziim: Fonksiyonun goriiniimii hi¢ de i¢ agic1 degil, bu haliyle minimumunu bulmak, bir hayli
karmagik iglemlerin icinde bocalamamiza neden olacak gibi. Fakat f’i kisaltmak miimkiin gibi. Bu
ozelligi parantezli ifadeleri acarak gorebiliriz:

(z+32)°—(a°+%)-2 2°+6zt +152°+20+ 2+ S+ - (2% + &) -2
+2)P3+23+ % P +3z+i+5+23+ %

flz) =

6x4+15:z:2+ +-1+18 6:1:3+15:::"-{-15:1:2+6+18:1:4 z3
2a:3+3z+ +—, zt 229 + 324 + 322 + 2

= f(z) =
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3(22° + 3z + 32? + 2) + 32%(22° + 32" + 322 +2) _ 3+32” _ 3z + l) .
T

(226 + 3z + 322 + 2) oz

= f(z)=

Lf(z) =f'(x) =301 - %) oldugunadan, ¢ = 1 ve z = -1 apsisli noktalar kritik noktalardir.
F'1) > 0, f"(-1) < 0 oldugundan f foksiyonu ,(1,6) noktasinda yerel minimuma, (—1,—6)
noktasinda ise yerel maksimuma erigir. Dahasi € (0,1) i¢in f'(z) <0 vez € (1,00) igin f'(z) >0
oldugundan f, z > 0 icin (1,6) noktasinda mutlak minimuma erigir. O halde f(z)'in # > 0 icin
minimum degeri 6 dir.

1984
f(z) = 28 — 3z fonksiyonunun z* + 36 < 132 kiimesi iizerinde maksimum degerini bulunuz.
Coziim:Bu soru Putnam yarigmalarindaki ilging olmayan problemler kategorisinde degerlendirileb:

2t~ 1322 +36< 0= (2 —9)(z2 —4) < 0= (z - 3)(z +3)(z —2)(z +2) <0

Bu egitsizligin ¢oziim kiimesi : § = [-3, 2] U[2,3] bulunur. Otee yandan f'(z) = 32” — 3 olup;
#'(=1) = f'(1) =0, oldugundan z = —1 ve z = 1 apsisli noktalar kritik noktalardur; ancak 1 ¢S ve
-1 ¢ S oldugundan z = —1,1 apsisli noktalarda maksimum aramak anlamsizdir. [—3,—2] ve [2,3]
araliklan icin, z = —3,—2,2,3 apsisli noktalar kritik noktalardir. Ancak f(-3) = —18,f(-2) =
-2, f(2) = 2, f(3) = 18 oldugundan f , S iizerinde maksimuma (3, 18) noktasinda erigir. Dolayisiyla
f nin S {izerindeki maksimum degeri 18 dir. :

Yarigmanin Kisa Bir Tarihgesi

Yarigma ilk 1938’de Amerika ve Kanada iiniversitelerindeki matematik caligmalarinda verimli
rekabeti tegvik etmek iizere yapildi. Mr. William Lowell Putnam, kolejlerdeki diizenli cahgmalarda
organize olmug olan takim yangmalarmn yararh olacag konusunda ¢ok. biiyiik bir inanca sahipti.
1882 yii Harvard simfinin bir iiyesi olan Mr. Putnam, igerisinde {iniversiteleraras: entellektiiel
yarigmalarin Snemine degindigi bir makalesini “Harvard Mezunlar: ” ( Harvard Graduates’ Magazine
) adh derginin 1921’deki Aralik sayisinda yayimlad: . Bir yarigma diizenlemek iizere Mr.Putnam’in
esi Elizabeth Lowell Putnam 1927°de yeni bir maddi kaynak yaratt: . Ingiliz sahalarinda ilk yarigma
bu kaynak ile desteklendi ve birkag y1l sonra ikinci bir yarigma matematik dalinda iki kurum arasinda
gergeklegtirildi. Bu yarigma sadece 1935’de Mr.Putnam’in dliimiine kadar degildi Gyle ki; sinav onun
biraktig bir miras olarak kabul edildi ve Amerikan Matematikgiler Dernegini bu mirasa hala sahip
cikiyor.

Acaba iilkemizde bu formatta bir yarigma var mi? Dilerim Tiirk Matematik Dernegi boyle bir
misyonu zaman icinde {istlenir... '

Faydalanilan web siteleri :

1. http://math.scu.edu/putnam
2. http:/ /www-scf.usc.edu/ nmahesh/competitions.html
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ZAMAN SKALASINDA TEMEL ANALiZ

Ahmet Yantir
IYTE, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii, Urla, IZMIR e-posta: ayantir@likya.iyte.edu.tr

1990’ Ii yillarin en gozde galigmalar: Zaman Skalas: iizerinde yapilan galigmalardir. Ik kez 1988
yilinda Stefan Hilger’ in doktora tezinde tanitilan Zaman Skalas: en genel anlamiyla siirekli ve aynk
olan analizin birlegtirilmesidir. Zaman Skalasi iizerinde yapilan galigmalarin biiyiik bir kismu adi
diferansiyel denklemler ve dinamik sistemler iizerinde yogunlagmigtir. Bu galigmada zaman skalasinda
tiirevin nasil tammlandif1 ve bu yeni tamima gore tiirevin ozelliklerinin nasil gekillendigini ispat ve
orneklerle agiklamaya ¢aligacagiz.

T reel sayilarin herhangi bir kapali alt kiimesi olsun. T’ yi zaman skalas: olarak adlandiracagiz.

Reel sayilar
d(wiy) = |.’L‘ - yl Vm,y €R

metrigine gore tam uzay oldugundan ve T kapali oldugundan T kiimesi de aym metrige gore tam
uzaydir.

ileriye Sigrama Operatérii:

Vt €T ; t < mazT; olmak iizere ¢’ y1

ot)=Inf{s:s€T,s>t}

Seklinde ifade edelim. Bu durumda Syle s, € T vardir ki s, = o(t). T kiimesi kapal: oldugundan
o(t)eT.
Tanmm: o : T — T operatoriine ileriye sicrama operatorii denir.
T=R durumunda o(t) = ¢, T=Z durumunda ise o(t) =t + 1’ dir.
Aynica o(MazT) = MazT geklinde tanimlanir.
Tanmm: Eger o(t) =t ise ¢’ ye sa§ yogun nokta, o(t) > ¢ ise t’ ye sag yayilmig nokta denir.
Geriye Sigrama Operatorii:
Vt € T ; t < mazT; olmak lizere p’ yu

p(t) = Sup{s:s€T,s <t}

Seklinde ifade edelim. Bu durumda Gyle s, € T vardir ki s, = p(t). T kiimesi kapali oldugundan
pt) €T.
Tanmm: p:T — T operatériine geriye sicrama operatorii denir.
T=R durumunda p(t) = t, T=Z durumunda ise p(t) =t — 1’ dir.
Ayrica o(MinT) = MinT seklinde tammlanir.
Tanum: Eger p(t) =t ise ¢’ ye sol yogun nokta, p(t) < t ise ¢’ ye sol yayilmig nokta denir.
Bu tamimlara gore akla gu iki soru gelebilir:
1) Hangit € T icin p(o(t)) = ¢’ dir ?
a) Eger t sag yayilmg ise ve b) Eger ¢ sag ve sol yogun ise
2) Hangi t € T icin o(p(t)) = ¢’ dir ?
a) Eger t sol yayillmg ise ve b) Eger ¢ sag ve sol yogun ise

T—-{MazT} , mazT <oo ve o(MazT)> MazT

Tanmm: TF=
{ T , diger durumda
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{ T - {MinT} , MinT <-o00 ve p(MinzT) < MinT
T

T = diger durumda

T*' ya A-tiirevlenebilirlik bolgesi, Ti’ ya V -tiirevlenebilirlik bolgesi denir.

Zaman Skalasinda Tiirev
Tamm: f:T — C bir fonksiyon, t € T* ve a € C olsun. Eger

|f(o(t)) — £(s) — alo(t) — 8]l < elo(t) — 8], Vs € Uy

olacak gekilde t’ nin bir U; komsulugu varsa f fonksiyona t noktasinda A-tiirevlenebilir bir fonksiyon,
a’ ya f fonksiyonunun t noktasindaki A-tiirevi denir ve a = f2(t) ile gosterilir.

a= fA(t) = ]im,_.t —(—-(z)-;——uf a'a.tt _—_{ 2

Ornekler:
1) T=Rolsun. O halde fA(t) = lim,, £CEN=1(©)

_hms_»ﬂ_)_ﬁ_l )

2) T=2 olsunO halde fA() = lim, s felh=rte)
=limg_,¢ He)—f(e

t+1—s
= f(t+1) - £(2) = Af(D)
3) T keyﬁ bir uzay,f : T — C bir fonksiyon ve f(t) =a, Vit € T olsun.
FA(#) = lim,yy ﬂ%%%fsﬁﬂ
 =lime 5% =0
O halde sabit bir fonksiyonun tiirevi 0’ dur.
4) T keyfi bir uzay,f : T — C bir fonksiyon ve f(t) =¢, V¢ € T olsun.

FA(t) = lim, L3100
= lim,_y, %E%:—: =1
5) T keyfi bir uzay,f : T — C bir fonksiyon ve f(t) =2, V¢ & T olsun.

f . (t) = limg_, L(%%%g—:‘é(ﬂ

2 2

— 1 o(t)" —
= lim,ys ot sa

= lim, , ZOZHEOTD — 5(p) 44
i

8) T=N§={yn:neN=1{0,1,2,---}} ve f(t) = ¢ olsun.
t=vn=>n=1¢ _
o(t) =o(v/n) =n+1=+ + 1 dir. O halde (2)2 =t + V& + 1
T ={2: nENo}vef(t) t2 olsun.
t_2:n—% |
ot=0% =" =t+5 dir. O halde (12)2 =2+ L.

= RS B 0=10,1,2,-- }} ve f(t) = #* olsun.
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o(t) = a(¥n) = ¥n+1= VB +1 dir.o halde () =t + V& + I’ dir.
9) T keyfi bir uzay, f : T — C bir fonksiyon ve f(t) = Vt, VteT olsun.

FA(8) = lim,_,, {ER3=10)
= lim,;;g :é(g: ;/;

- Vo(t)—vs
= limg_,¢ (q(t)_\/i)(a'(t)+‘/ﬂ-j

1
~ Vet)+vE

t=MaxT Halinde A Tiirevin Anlami

A tiirevi T* = T — {MazT} iizerinde tammladik. Burada gu soru sorulabilir: “Acaba ¢ = MaxT

noktasinda A tiirev icin ne sdylenebilir? ”
|7 (o(®)) — £(s) — alo(t) — 8]| < €|o(t) — s Vs €U
t = MazT = Uy t’ nin kiigiik komgulugu yalmz t noktasmi igerir. O halde yukaridaki egitsizlikte s
yerine yalnizca t konabilir. Bu durumda yukaridaki egitsizlik
= |£(o(8)) - £(¢) — alo(t) - 8] < elo(t) — ¥ '
= |£(t) - £(t) - alt — ] < elt —1]
=20<0
halini alir ki; bu da a’ nin her degeri icin saglanir. O halde tiirev tek tiirli belirlenemez.
Onerme:  to # MinT, o(to) > to ve p(to) = to. Budurumda o(t) fonksiyonu ¢ = fo noktasinda
A tiireve sahip degildir.
ispat: a= f2(to) = o®(to) oldugunu kabul edelim.

= |o(a(t)) — o(8) — a[o(to) — 8]| < elo(to) — 3| Vs € U;
i)ty € Up oldugundan s = ¢, segilebilir.
lo(a(to)) — o(8) — alo(te) — to]| < elo(to) — tol V8 € Uy,

her € degeri icin gegerli oldugundan € — 0 icin limit
o(o(te)) — a(to) — alo(to) —to] = 0 olur. Yani;

s o(o(to)) — o(to)
a(to) —to

dir.
ii) to sag yayilmig ve sol yogun oldugundan s € U, noktalar: ¢y noktasinin solundan segilebilir ve

8’ ye yeterince yakin £ lar icin 8 = to = o(8) = fo.
lo(a(te)) — to — alo(to) — to]| < elo(to) — tol

her € degeri i¢in gegerli oldugundan € — 0 igin limit
o(a(te)) — o(to) — alo(to) — to] = 0 olur. Yani;

_ o(o(to)) — o(to)
a(to) —to
(i) ve (i) den o(to) = to. Bu bir geligkidir. Bu durumda kabuliimiiz yanhgtir. O halde o(t), to

noktasinda A tiirevlenemez.
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Onerme:  f:T — C fonksiyonu T* da A tiirevlenebilir bir fonksiyon ve ¢ € T* olsun. Bu

durumda a = fA(t) tektir.
ispat: a1 = fA(t) veag = fA(t) oldugunu kabul edelim.

= |f(a(®)) = f(s) —ar[o(t) — 8]| S elo(?) — o] Ns €U}, Ve>0
= |f(o(2)) — f(8) — az[o(t) — 8]l < €|o(t) - o] Nse U, Ve>O.
U, = U} (\U? olsun. Bu durumda her iki egitsizlik de saglanacaktir.

£t 1) _gy| <€ Vse U}, s#oa(t)
=>|f¢7¢rtt :{8 "0'2|_<_5 ;VSEUE, 3;60-(13)

> Vs € Uy o1 — | = fox — 0z = 2= + L0
= lon - an) < KD — | + | LY=L - 0o
= |a1 —az2| < e+e=2e
>a1—ay=0 a; =a
Teorem: f:T — C bir fonksiyon ve ¢ € T* olsun.
1) f fonksiyonu ¢ € T* noktasmda A tiirevlenebilir ise t noktasinda siireklidir.
2) f fonksiyonu t noktasinda siirekli ve t sag yayilmug ise f fonksiyonu t’ de A tiirevlenebilirdir ve

Ae) = £ "'a:t)L:{ 9,

3) Eger t sag yayilmg ise f’ nin t’ de A tiirevlenebilir olmasi gerek ve yeter kogul

. t)—f(s
hm,_,tﬂ—)—f—(—l

t—s
degerinin sonlu olmasidir. Bu durumda ;

fA(t) = limgy¢ LY

t—s

4) Eger f(t) t noktasinda A tiirevlenebilir ise;
f(o(®) = F(®) + FA() - [o(t) — 1.

Hatirlatma: ”Z Uzerinde Siireklilik”
E bir metrik uzay ve z, € E olsun. Eger verilen € > 0 degeri i¢in
Vz € Us(zo) =z € E : d(z,20) < 3= |f(z) — f(20)| < €
olacak sekilde dyle & = 8(e, z,) degeri bulunabiliyorsa f fonksiyonu 2o noktasinda siireklidir.
d(t1,t2) = [t — ta Vi, ta €T
T=2Zolsun. tg€ Z, V5§>0, Us(to)={t€Z:[t—1to| <d}={to}

= |£(2) — f(xo)| = |f(z0) — F(wo)| =0 <e
= Z tlizerinde tamimlanan t{im fonksiyonlar siireklidir.

ispat:
1) f’ nin t noktasinda A tiirevi oldugundan, verilen € > 0 degeri icin

|f(@(®)) - £(s) - FA(t) - [o(t) — 8]l < e-lo() - sl Vs e Ui



—,

o
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olacak gekilde U; komgﬁlugu vardir.
17(t) - £(8)] = |£(0(®)) — f(s) = FA D)o () — 8] - (f(e(®) - f(8) — FAW)o() — 8]) + FA() - (¢ = )|

<|f(e@) - £(8) — FA@o(t) —8ll + 1 (o() — F(&) - FA@o(t) - 8] + | FA@)E - 8)]
<e lot) - ol +e-lo(®) =t +|f2E) - It sl
<2-e-o(t) — | + 12D +e=en, >0

= f fonksiyonu t noktasinda giireklidir.
f(e(®)-f(s) _ fle®)— f(t)+.f(t)-J_l

o(t)—s 0' -8‘

lim, . 21 = ,,,,.,H,L%gm + limyo TH5E
= fA(E) = lim LG
3) (=) nin t noktasinda A tiirevi olsun.
= |f(e(®) - f(8) - FA@)o(t) — 8] < e-o(t) — 4
= fA() = zim,_.tﬁ%(%%}%(fl
t noktas: sag yogun oldugundan;
HoN=1®) _ Jim,_,, L= = f2(1)

o(t)—s
(<) Agikardir.
4) Leto(t)=t
flo®) = FO+ D) -1 = f@)=f()
Let o(t) =t.
FA@G) = 11O o f(o(t) = £(2) + FA@)o() - 1.

o(t)—t
Teorem: f,g:T — C fonksiyonlar ve t € T* olsun. Eger f ve g t noktasinda A tiirevlenebilir

ise;
1) f+g fonksiyonu da ¢ noktasinda A tiirevlenebilirdir ve;

limg_st

(f+9)2(t) = F2() + ()

2) k€ C olmak {izere kf fonksiyonu da t noktasinda A tiirevlenebilirdir ve;

kHAE) =k £2()

38) f-gdetnoktasinda A tiirevlenebilirdir ve;

(f-9)2() = FA@)9) + f®)g @) = F) - 92 @) + f2(2) - 9(e ()
4)Eger g(t) - g(o(t) #0)) ise f fonksiyonu da ¢ noktasinda A tiirevlenebilirdir ve;

Ly = 1090 = 109
9" 9(t)g(o(®)
1 ve 2 nolu ifadelerin ispat1 reel analizdeki gibidir.
ispat s
3) Durum 1) ¢ noktas: sag yayilmig olsun.

— = —_— » = =
(fg)A(t) = !fgzgva(tt)))_t([ﬂ!t) — f(e(t)g(a(t) f(t)g(:((tl;)l-:f(t)y(v(t)) f(B)g(t)
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= 110 g(5(t)) + (1) LLRB=1E = fA()g(o () + F(B)g™ ()

Durum 2) t noktasi sag yogun olsun.
(fg)A(t) = limy_¢ MEM = limg_s t)g(t)—f(t atts t)g(s)—f(s)g(s
= limyy¢ 91‘%5%@)’ A(t) + limg s ﬂ!'tL:fm!]A(t)
= g2 f (1) + A (B9 (®)
= fA@M)g(e () + f(H)g° (1)
4 nolu ifadenin ispati okuyucuya birakilmigtir.

KAYNAKCA :

1)Hussein Husseinov: Zaman skalasinda Dinamik Sistemler ders notlari, Tzmir 2000
2)Martin Bohner, Allan Peterson: Dynamic Equations on Time Scales, Boston 2001
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Engin Mermut
Dokuz Eyliil Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii
Kaynaklar Yerlegkesi, 35160, Buca/IZMIR

engin.mermutQdeu.edu.tr

Baghgimizdaki egitlikler gunlar:

1-8+1 = 9,
12-84+2 = 98,
123-8+3 = 987,

1234-8+4 = 9876,
12345-8+5 = 98765,
123456-8+6 = 987654,
1234567-8+7 = 9876543,
12345678 -8 + 8 98765432,
123456789-8+9 = 987654321.

Yukaridaki egitlikleri bir arkadag iletmisti bana®; ilk olarak kim bulmug
bilmiyorum. Neden diye soruyor insan tabii ki? Bu egitlikleri kolayca dogrula-
yabilirsiniz, ama hepsini ayni anda ve hatta daha fazlasim kanitlamak daha
matematiksel olmaz m1? Boylece bu egitliklerin niye dogru oldugunu daha iyi
anlamig olmaz miy1z?

Once gu geometrik toplami hatirlayalim: n pozitif bir tamsay: ise,

n—1

1 — Tl
Z gt = ﬁ, her z # 1 reel sayis1 icin. (1)
k=0

Her iki tarafin z’e gore tiirevini alirsak,

"Z“:l gkt o T 1= 2) — (1-2")(=1) _ (1-3") —na"l(1-q)
& B (1-1)? B (1-z)?
elde ederiz. Simdi de her iki tarafi z ile carpalim:
n—1
g _ o(l—2") —nz"(l-2z)
ékm = e , T#L 2)

Baglhigimizdaki egitlikleri n = 1,2,3,4,5,6,7,8,9 icin su gekilde yazabiliriz
(ondalik agilimlarim diigiinerek):

n—1 n-1
n+8- Y (k+1)10"17F =3 (9 - k)10m1-* 3)
k=0 k=0

1Ozlem Ege, DEU Fen-Edebiyat Fakiiltesi istatistik B&limi.
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Bu egitlik dogrudur ancak ve ancak

n—1
n+y [B(k+1)—(9- @110"-1—* = 0&
k=0 9,:_1
' . n—-1 n-—1 .
n+9-1071 Y k(107 10" Y107 = 0 @
k=0 k=0
o olur. Bu

Simdia:=1l0=10‘1 olsun. O halde, 10=’% ve9=10-1=
durumda gostermek istedigimiz (4) esitligi z = 10! cinsinden gu olur:

1-z 1 n-t 1 =
k k_
n+— -zn_l,E kz = E zFr=0 (5)
k=0 k=0

(1) ve (2) egitliklerini kullanarak (5) esitliginin = 10~! # 1,0 oldugundan gu
egitliklere denk oldugunu goriiriiz:

—_ —_ Y n P — pn
n+1 z 1 z(1 ") -ng"(l-z) 1 1-3" _ 4
r z"? (1-=)? gr-l 1-=z
(1-2z") —nz"'(1 - =) 1-z"
- =0
N T z1(1—2)

@nm"_l(l—$)+(1—$")—nx"_1(1—$)—(1—5'7")=0¢’0 =0

Yani (5), dolayisiyla (4) ve (3) esitlikleri dogrudur, iistelik her pozitif n tamsayisi
icin, sadece n = 1,2, 3,4,5,6,7,8,9 icin degil! Ornegin, n = 10,11, 12 i¢in de
(3) esitligi bize gu egitlikleri verir:

10 + 8- (1234567890 + 10) = 9876543210
11+ 8- (12345678900+ 100 + 11) = 987654321001
19+ 8- (123456789000 + 1000+ 110+ 12) = 987654321000—10 -2

Baghgimizdaki egitlikler, (3) egitliginin n = 1,2, 3,4,5,6,7,8,9icin ozel hali,
ama aslinda (3) egitligi de her z # 1,0 reel sayis1 icin dogru olan (5) egitliginde
¢ — 10~} alinarak elde edilen (4) egitlifinden geliyor. Uzun lafin kisasi, kimi
cebirsel egitlikler, baz: &zel sayilarda eglenceli egitlikler verebiliyormus!

Tabii kendimizi 10’luk diizene mahkum etmek zorunda degiliz. R. Alizade’nin?
. baghktaki egitliklere ilk tepkisi herhangi bir diizende de dogru mu diye sormak
olmustu. Yazmin baginda vurguladigimiz gibi matematikte neden bir Onermenin
dogru oldugunu daha iyi anlamaya caligiyoruz, yani sonucu dogru yapan tam
olarak hangi hipotezlerdir. b, 1’den biiyiik bir tamsay1 olsun. b-diizenindeki
rakamlan artan sirada, Ag, A1, .- -, As-1 sembolleri ile gosterelim. 8 rakam on-
luk diizende sonuncu rakamdan bir énceki rakamdi. Bu durumda baghgimizdaki
egitlikleri b-diizeninde g8yle yorumlayabiliriz: n < b — 1 pozitif tamsayis: igin,

(Ar4s -~ An)s - (Ap-2)b +n = (Ap—14p—2 " Ap—n)o

" 2}YTE Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii.
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Bunun kanitim da onluk diizendekine benzer gekilde (5) esitliginde z = b~*
alarak elde edebilecegimizi gistermeyi okura birakiyoruz. Boylece baghgimizdaki
egitliklerde niye 8 ile carptigimz daha bir agikhiga kavugtu. Ornegin b = 16 igin,
16’k diizendeki rakamlar1 artan sirada 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F
sembolleri ile gosterirsek, gu egitligi yazabiliriz:

(E)16 - (123456789AB)16 + (B)16 = (FEDCBA98765)16.
b = 8'lik diizende, rakamlar artan sirada 0,1,2,3,4,5,6,7 ile gosterirsek de
ornegin gu egitligi yazabiliriz:
(6)g - (12345)g + (5)s = (76543)s.
Biitiin bu egitlikleri elde etmemizi saglayan en 6nemli sonucumuz s kz*
toplamm: (2) esitliginde verilen gekilde bulmug olmamizdi. Bu toplamu, tiirev
kullanmadan, perturbasyon metodu® ile de elde edebiliriz. Bu metot bagka

toplam formiillerini elde etmekte de kullanilabilecegi igin bu yolla nasil elde
edildigini de gBsterelim. z # 1 bir reel say1 olsun. Her n pozitif tamsayis: i¢in

aradigimiz Yp_ kz* toplamm S, ile gisterelim ve Sp41 = Sp+ (n+1)z™ =

1wt kz* toplaminm ilk terimini ayirarak kalan lasmi Sy, cinsinden ifade etme-

ye caligalim; béylece Sy, icin ¢ozebilecegimiz bir denklem bulacafz:

n+l1 n+l n

+1 k_ 0 k _ k+1
Snt+(m+1)a™ = Y kb= 020 +) kz =Y (k+1)z
k=0 ilk terim k=1 k=0

n n
= 2.3y kz*+) 2" (geometrik seri toplami)

k=0 k=0
~——
=Sn _a—a"+2
= 1—-=
' it $n+2
> Sp+(n+1)z"! = 38, + xl .

Bu denklemi S, igin ¢bzerek, S, = Y7_ ka* = =-("+1();_":)‘2+"="+2 elde ederiz
(ki bu bize S,_; igin (2) esitligini verir).

Toplamlarla oynamaya merakli okur icin integral hesaplarinda yaptigimiz
kimi iglemlerin uygun bir bicimde sonlu toplamlarda benzerlerinin yapilabilece-
gini* ve bu gekilde

ikz"— k- zt - - Calls
= i z—1 z-1 z-1

k _z—(n+1)z"! 4+ ng"t?

k=0 , (1 - $)2

ifadesinin kolayca elde edilebilecegini belirterek yazimizi noktalayalim.

3Bakimz Concrete Mathematics: A Foundation for Computer Science, R. L. Graham, D.
E. Knuth & O. Patashnik, 1994, Addison-Weley, sayfa 32-33, 43-44.

4Bakimz Concrete Mathematics: A Foundation for Computer Science, R. L. Graham, D.
E. Knuth & O. Patashnik, 1994, Addison-Weley, sayfa 47-56.
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PROBLEMLER VE COZUMLERI

Haarlayan: Refail Alizade

Uyari: Dergimize ahgtirma problemlerinin ¢6-
ziimlerini degil, yalmzca yarigma problemlerinin
coziimlerini yollayimz. Coziimleri gonderirken
liitfen su noktalara dikkat ediniz:

— Her sorunun ¢6ziimiinii ayr bir kagida okunakli
ve anlagilir bir bicimde yazimz.

— Kagidin sag list kogesine adimz, soyadimizi,
adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve siifimz
yazimz.

- Coziimleri, Matematik Diinyasi, istanbul Bilgi

Universitesi, Kugtepe Sigli Istanbul adresine 30

Ocak 2003 tarihine kadar génderiniz.
Aciklama:

Bu saymiza kadar  bize  yamtlanm
gonderenler i¢inde dogru ¢oziim iiretenler: Oktay
Balkig (Y.262 )-Aksaray Anadolu Ogretmen Lis-
esi,Aksaray. Ozel Selvergazi Fen Lisesi Matem-
atik Olimpad grubu(Y.261 ,Y.262,Y.263, Y265).
Kendilerini kutluyor ve armagan olarak bedava
2003 aboneligi veriyoruz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.271. A pozitif tam sayisinin rakamlan sol-
dan saga artan sirayla dizilmigtir. 9A sayisinin
basamaklar:1 toplamin1 bulunuz.

A.272. ABCD paralelkenarinin kdgelerinin
kesigim noktas1 O’dur. A, O ve B noktalarindan
gecen cember BC’ye tegettir. B, O ve C' nok-
talarindan gecen ¢emberin C'D’ye teget oldugunu
kanitlayiniz.

A.273. 16 tane karta 1’den 16’ya kadar tam
sayllar yazilmigtir. Herhangi iki komsu kart
ahndiginda bunlarin tizerindeki sayilarin toplami
tam kare olacak gekilde, bu kartlar siralanabilir

mi?

A.274. A gehrinden B gehrine bisikletli, aym
anda B’den A’ya motorsikletli ¢ikt1. Bunlar
saat 14:00’da kargilagtilar. -Bisikletli 2 kat faz-
la hizla gitseydi saat 13:30’da kargilagacaklard.
Motorsikletli 2 kat fazla hizla gitseydi 13:12’de

Matematik Diinyas:-C:11-S:5-2002

kargilagacaklardi. Bisikletli ve motorsikletli saat
kagta yola ¢ikmiglardi?

A.275. 100 tane gergel saymn toplami sifirdur.
Ik sayr ve her k > 2 icin ilk k saynn
toplamui negatif olmayacak gekilde bu sayilarn
siralanabilecegini kamtlayimz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y.271. Uciinciiden baglayarak tiim terimleri

i e = aﬂ—1+aﬂ—2 o yeme -
i¢in @n =5BEB(an_1,0n_2) egitligi saglanan

tiim sonsuz, smirh a;,ag,as, ... pozitif tam say1
dizilerini bulunuz.

Y.272. Diizlem iizerindeki 3 konveks ¢okgenin
tek bir dogruyla kesilmemesi icin gerek ve yeter
kogul bu cokgenlerin her birinin diger ikisinden
bir dogruyla ayrilabilmesidir (yani Gyle bir dogru
bulunacak ki bu ¢okgen dogrunun bir tarafinda,
diger iki cokgen de dogrunun diger tarafinda kala-
cak). Kamtlaymz.

Y.273. Bir kare 9 tane yatay ve 9 tane de
dikey dogruyla 100 tane dikddrtgene boliindii.
Bu dikdértgenlerden tam 9 tanesinin kare oldugu
biliniyorsa bu karelerden en az ikisinin birbirine
egit oldugunu kanitlayimz.

Y.274. (a,) ve (bn) gercel say: dizileri agagidaki
gekilde tamimlaniyor. herhangi iki ag > 0 ve by >
0 sayilan alimiyor. 22 +ay,z + b, = 0 denkleminin
pozitif kékll any1, negatif kokii de b,41 olarak
almyor. Bu dizilerin limitlerini bulunuz.

Y.275. 1’den 1000000’a kadar tiim tam sayilar
beyaz veya siyah renge boyanmigtir. Her adimda

bu sayilardan herhangi birisi ainip, bu sayiyla ar- ~

alarinda asal olmayan tiim sayilarla birlikte karsit
renge boyamyor. Baglangicta tiim sayilar siyah
ise bu iglemlerle tiim sayilar beyaz yapilabilir mi?

COZUMLER

A.261. Tam m tane sifirla biten bir faktoriyelin
bulundugu,fakat tam m — 1 tane sifirla biten fak-
toriyel bulunmadig: bilinir. Tam m+1 tane sifirla
biten bir faktoriyelin bulunur mu?

Coziim. Tam m tane sifirla biten en kiiclik fak-
toriyel n! ise, n sayis1 5’e boliiniiyor. n says1 25’
béliinmeseydi (n — 1)! tam m — 1 tane sifirla bi-
terdi. Boylece n sayis1 25’e béliiniir. O halde

. Dt
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n-+5 say1s1 5% béliiniir, 25’e bolinmez, dolaysiyla
(n + 5)! say1s1 tam m + 1 tane sifirla biter.

A.262. Egkenar _ABC iiggeninin cevrel
cemberinin (kiigiik) AB yay1 lizerinde bir X nok-
tas: almmugtir, |AX| + |BX| = |CX| oldugunu
gosteriniz.

Coziim. |XY| = |XB| olmak iizere XC

Sekil 1

fizerinde Y noktas: alalim (Sekil 1). m(CXB) =
m(CAB) = 60° oldugundan XYB egkenar
licgendir. m(Y’E.C) = 60° - m(A’B\Y Vi —
m(XBA4) oldugundan YBC ve XBA iicgenleri
esittir. Dolayisiyla |[AX|+|XB| =|CY|+|YB| =
|ICY| + |Y X| = |CX|dir.

A.263. 1gr, 2gr,...,199r olan agrhklarin 9'u
glimiigten, 9’u bronzdan, biri de altindan
yapilmig. Bronzlarin toplam agirhig giimiiglerin
toplam agirhigindan 90 gr daha fazla olduguna
gore altin olan agirlik kag gramdir?

Coziim. Bronzlarin toplam

agirhiginin giimiiglerin toplam agirhgindan 90gr
daha fazla olmas: sadece agagidaki durumda ola-
bilir: bronzlar 19gr, 18gr,...,11gr’hk, giimiigler
de 1gr, 2gr, ..., 9¢r’lik agirhklardir: O halde altin
olan agirhk 10gr olacak.

A.264. Herhangi 4 rakam verilmigtir. Bu
sayillarin, agagidaki egitsilik saglanacak gekilde,
karelere yerlegtirilebilecegini gdsteriniz.

Coziim. Rakamlan a; < a3 < ag < a4 geklinde
siralayahm. O halde

a4+ a2 — a3 —a; = (ag — ag) + (a2 —a;) > 0 ve
a4taz—az—a; < (04—as)+(03-—02)+(a2—01).=
a4 —a;<a64L9

oldugundan 0 < a4 + a3 — a3 — a; < 9 egitligini
elde ederiz.
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A.265. Temel, basamaklan toplamm ile top-
landiginda 2002’yi veren bir pozitif tam say1
buldugunu Idrise agikladi. idris de,basamaklan
toplami ile farkim 2002’ye egit olan bir pozi-
tif tam say1 buldugunu agikladi. Temel, bi-
raz diigiindiikten sonra bdyle bir sayimn bulun-
madigim sOyledi. Temel hakh mi? Temel’in
say1sini bulunuz?

Coziim. Bir say1 ile bu saymin basamak-
lann toplam1 3’ bolindiigiinde aym kalan
verdiginden, bunlarn farki 3’e bélinir. 2002
sayis1 3’e boliinmediginden Idrig’in sdyledigi
kogullar1 saglayan saymin bulunmamasina iligkin
Temel’in aciklamas: dogrudur. Temel’in say1sinin
19zy geklinde oldugu agiktir. 1000+ 900 + 10z +
y+1+9+z+y = 2002 denkleminden 11z+2y = 92
elde edilir. O halde z ¢ift sayidir, 2y < 18
oldugundan z = 8, buradan da y = 2 elde edilir.
Boylece Temel’in sayis1 1982°dir.

Y.261. Kiipleri toplam1 2002 olan iki tam say1
bulunur mu?

Coziim. Bir tam sayinin kiipii 9’a boliindiigiinde
sadece 0,1,8 kalanlar elde edilebilir. Dolayisiyla
iki tam sayinin kiipleri toplam 9’a béliindiigiinde
sadece 0,1,2,7 ve 8 kalanlar elde edilebilir. 2002 =
4(mod9) oldugundan, 2002 iki tam sayimn kiipleri
toplam geklinde gésterilemez.

Y.262. ABCDE digbiikey besgeninde BE ve
CE kogegenleri sirasiyla ABC ve BC'D agilarmin
aglortaylandir.  s(EAB) = 35° s(CDE) =
145° ve BCE iiggeninin alam 11’dir. ABCDE
beggeninin alanim bulunuz.

Coziim. [BE] dogru pargasimn orta dikmesine

gore A noktasimn simetrigini A  ile, [CE]’nin
orta dikmesine gére D noktasmin simetrigini de
D ile gosterelim. m(A'EB) = m(ABE) =
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m(EBC) oldugundan A'E||BC’dir.  Benzer
sekilde ED'||BC'dir. Dolayisiyla A, E, g nok-
talar: dogrusaldir ve A'D'||BC’dir. m(BA'D') +
m(CD'A’) = m(BAE) + m(CDE) = 35° +
145° = 180° oldugundan BCD'A' dértgeni
paralelkenardir. O halde Alan(ABCDE)
Alan(ABE) + Alan(BEC) + Alan(ECD)
Alan(A BE) + Alan(BEC) + Alan(ECD')
Alan(A'BCD') = 2Alan(BEC) = 22 elde edilir.

Y.263. 1'den 121’¢ kadar olan pozitif tam
sayilar, 11 x 11 boyutlu tabloyu agagidaki kogullar
saglanacak gekilde yazilabilir mi:

a) aralarindaki fark 1’e egit olan sayilar komgu
(ortak kenarlar: bulunan) karelere yazilacak;

b) tiim tam kareler aym siitunda bulunacak?

Coziim. Saylarin, kogullar saglanacak sekilde
yazilabilecegini varsayahm. Tam karelerin bu-
lundugu siitun birinci ve sonuncu siitun olamaz,
giinkii bu sayilarin 1 eksik ve 1 fazlalarinin sayis1
20°dir. O halde bu siitunu sildigimizde tablo
iki gruba bdliinecek. Iki ardigtk sayinin kareleri
arasindaki tiim sayilar aym grupta bulunacak.
Diger taraftan m?—1 ve m?+1 sayilan farkl gru-
plarda bulunacak. Dolayisiyla 1?2 ile 22 arasindaki
sayllar 1. grupta ise, 22 ile 32 arasindaki sayilar
2. grupta bulunacak, 3 ile 42 arasindaki sayilar
1. grupta bulunacak v.s. 102 ile 112 arasindaki
sayllar 2. grupta bulunacak. m? ile (m + 1)2
arasinda 2m tane say1 bulundugundan, 1. grupta
246+ 10+ 14+ 18 = 50 say1 bulunacak. 50 sayisi
11’e béliinmediginden celigki elde edilir. Bdylece
say1alr, kogullar saglanacak gekilde yazilamaz.

Y.264. a,b pozitif tam sayilan icin /5 — £>0
saglaniyorsa, v/5 — 2 > 71; oldugunu gésteriniz.

Coziim.v/5 - 2 > 0 = 50 > a’+1 =a?+
2aj—a+§>a2+2aﬁ+lﬁlag=(a+ﬁ2=>5>
3+ )2 VE-1> 55

Y.265. Her iki komsgu sayidan biiyiigii kiicligiine
béliindiigiinde bir asal say1 elde edilecek gekilde,
cember boyunca, birbirinden farkli 2003 tane poz-
itif tam say1 yazilabilir mi?

Coziim. a1,G2,...,82003 Saylarimn kogulu
sagladifim varsayalim. a, sayis: asal ¢arpanlara
aynldiginda elde edilen asal bolenlerin sayisimi p,,
ile gosterelim (n = 1,2,...,2003). Orne§in a, =
18 ise, p, = 3'tilir. Iki komgu sayidaki asal bolen

Matematik Diinyas:-C:11-S:5-2002

say1s1 arasindaki fark 1 oldugundan p(n) ve p(n +
1) sayilarindan biri tek ise, digeri cifttir ve tersine.
O halde p(1) tek (Gift) ise, p(3),p(5), -, P(2003)
sayllan da tektir(cifttir). Diger taraftan a, ile
2003 komgu oldugunda.n as003’1in (,‘lfb (tek) olmasi
gerekir. Celigkil
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* Matematige ilgi duyan ogrencilerin kendi-
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* Matematiksel kavramlar tarihi ve matema-
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Gonderilen yazilar aynen yaymlanabilecegi gibi
biitiinliigii bozmayacak baz1 degigikliklerle de
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