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MATEMATIK DUNYASINDAN

Dergimizin yayinlanmasindaki amator
yaklagimi hala degistirememis olmanin
huzursuzlugunu yagiyoruz. Heniiz, ne
dergimizin zamaninda ¢ikmasini, ne de
Matematik diinyasina ilgi duyan
okuyucularimizin kolaylikla erisebilecegi bir
dagitim diizenine saglayabildik. Bu
hatalarimiz kisa zamanda diizeltecegimiz
umuduyla, hosgériiniize siginiyoruz.

Karmagik Diizlemde Analitik Geometri :
Yayin hayatina bagladigimiz giinden beri size
ulagan ilging yazilari ve problemleri ile
tanidiginiz Hiiseyin Demir bu kez de
karmagsik diizlemde analitik geometriyi
okuyucularina tanitmaktadir.

Gaus Formiiliiniin Genellestirilmesi : ODTU
Matematik Bolimii 6gretim tyelerinden Tosun
Terzioglu, cogumuzun ilgi duydugu,
tamsayilarin kuvvetlerinin toplaminin
bulunusunu anlatmaktadir.

Akildan Carpma Teknigi : Bir tip doktoru
olan Bahri Kaderoglu, gelistirdigi akildan
carpma teknigini, matematikle cok ilgili
olmayanlarin bile anlayabilecegi bir dil ile
sunmaktadir

Yazarlarimiz arasina yeni katilan Faramaz
Maksudov, bir Azeri Matematikgi. Gegisken
olmayan zarlarin hakkindaki yazisini Tosun
Terzioglu giinimiiz Tiirkgesine cevirdi.
Sonundaki Azerice olan birkag satirla bu dilin
kendine has 6zelliklerini de okuyucumuza
aktarmak istedik.

Secim ve Matematik - 1 Kismi Siralama
Bagintil 1 : Secgimin Matematiksel temellerini
inceleyen Halil lbrahim Karakas, Akdeniz
Universitesinde 6gretim iyesi. Konuyu
birkag sayida ve ilgin¢ &rneklerle sunacak.

Olimpiyat Haberleri : ODTU Matematik
Bolumi Sgretim iyelerinden Albert Erkip
33. Matematik Olimpiyadi secme sinav; ile
ilgili bilgileri vermektedir.

Sayilara lligkin ilging Bagintilar Emekli 6gretim
tyelerinden Talat Tuncer tarafindan
hazirlanmustir.

Matematik Ogretimi ile ilgili bir Tartisma
kosesini baglattik. Okuyucularimizin her tirli
goriis, elestiri diisiincelerine yer vermek
arzusundayiz.




KARMASIK DUZLEMDE ANALITIK GEOMETRI

HUSEYIN DEMIR

e T e e T S Y e e e L e S e

A nalitik geometri matematik tarihinde ilk

kez Fransiz matematik¢isi René Descartes
(1596-1650) tarafindan diigiiniilmiis ve analitik
geometri matematigin hizla ilerlemesine yol
acmustir.

Boylece, diizlemde noktalarla bu noktalann x, y
koordinatlarinin siral (x,y) ikilileri arasinda
birebir bir egleme kurulmustur. Descard'in
(Dekart) Latince adl1 Cartesius olan x,y
koordinatlarina karteziyen koordinatlar
denilmistir. Fransizca olan karteziyen sozciigii
yerine Tiirk¢e ek kullanarak kartezil diyecegiz.

Bu yazimizda karmagik diizlemde analitik
geometriyi ele alarak dogrularin, gemberlerin
denklemlerini elde edecek ve iicgen geometrisine

girig yapacagiz.

Once, bilenlere hatirlatma, bilmeyenlere de
tanitma yapmak i¢in karmagik sayilarla ise
baglayacagiz.

Karmagik Sayilar

Karmasik sayilar ilk kez ikinci dereceden
denklemleri ¢6zerken ortaya gikmustir. Bunlari
cagdas olarak vermek istersek siralt ikililer igin
su ii¢ islemi tamimlayacagiz:

(x,y) + (x,y) = (x+x', y+¥) 1
k (x,y) = (kx, ky), (k B ) )
(xy). (X, ¥) = (xx'-yy', xy'+xy) )
(1) ve (2) den
(xy) = (x,0) + (0,y)

= x (1,0) + (0,1)y

(2]

elde edilir.

Kargimiza ¢ikan (1,0) ve (0,1) ikililerine (3)'d
uygulayahm:

(1,0)(a,b) = (1. a-0.b 1.b + 0.2) = (a,b)

esitligi her (a,b) icin gegerli olup (1,0) ikilisini 1
olarak tanimlariz. (0,1) ikilisine gelince,

(0,1)(0,1) = (0.0-1.1,0.1+1.0)
=(-1,00=-1.(1,00 =1

olup karesi —1'e esit olan bu ikili gergel say1
ol maz. Bu ikiliyi / ile gosteririz:

O0,1)=i
Bu durumda
(x,y) = (1,0)x+(0,1)y = x+y

bulunur ki gercel sayilarin sirali her (x,y) ikilisi
x+iy bigiminde yazilabilir.

Bunu da
Ay

x,y)

Z = x+Hy “)

olarak yazar ve z ye karmagik say: deriz.




Karmagik sayilarin (4) ile gosterilen bigimine
kartezil bigim deriz. Biraz ileride kutupsal
bicimden sz edecegiz.

Boylece a, b, a', b' €R igin (1), (2), (3)
islemleri sunlar olur:

(a+ib) + (a'+ib") = (a+a’) + i(b'+b)
k(a+ib) = ka+ ikb (k €R)
(a+ib) (a'+ib") = (aa'-bb") + i(ab'+a'b)

Son egitlikte carpim gergel sayilarda olduBu gibi
yapilir ve her i2 yerine —1 yazilarak elde edilir.

Ornek:
(243i) (4-i) = 8-2i+12i-3i2
=8+10i+3 =11+ 10i

x+y sayisindaki x ve y gercel sayilan igin su
simgeleri kullamriz:

x = ger (2),
y=san (z) ="1y" sanal kisminda i nin kasayisi.

Eger y=0 ise karmagik say1 x gergel sayisi olur.
O halde her gergel sayt karmagik bir sayidir. Eger
y #0 ise karmagik say1ya sanal say: denir. Sanal
bir sayida x = 0 ise say1 iy bigiminde olur ve
saytya y# 0 icin salt sanal say1 denir. Omegin,
1+i, -3i,y2— in sanal, i, 2i, —y3 i salt sanal
sayilardir.

Karmagik say1 diizleminde gercel sayilari igeren
dogruya gercel eksen, sifir ve salt sanal sayilari
iceren eksene de sanal eksen denir.

Gergel eksenin sagina x; sanal eksenin
yukarisina iy yazacagiz. (Hemen hemen biitiin
kitaplarda sanal eksenin yukansina y
yazilmaktadir).

Degisme, Birlesme ve Dagilma Ozellikleri
Karmagik sayilarda degisme ve birlesme

ozellikleri denilen su ozellikler gegerli
olmaktadir:

21+ 2, =7, + 7, Z,1,=17; Z)

Crn)+u=21+(+n), @B 1B=1(%12)
Bu iki esitlik (1), (2), (3) iin kullanilmasiyla
saglanabilir.

Carpmanun toplamaya gore dagilma ozelligi de
sudur:

z, (+2) = 212y +2)2,
z nin Eglenigi ve Bolme

z = x+Hy sayis1 verildiginde z = x-iy olarak
tamimlanan say1ya z nin karmagik eglenik'i denir.
(z simgesini "z eglenik" ya da "z ¢izgisi" diye
okuruz). z nin eglenigi de z dir.

z ve z, sayilari (noktalan) gercel eksene gore
simetriktirler. Eslenik i¢in su 6zellikler
gecerliridir:

z+z=eR zeR

Alttakilerin gegerliligini gosterelim:
z+z=(xHy) + (x-iy) =2x R,
2= (xHy) (xdy)=x>+y e

Bolmeye gelince, egerzz—l de z; €IR ise sorun
yoktur. Eger z sanal isé oranin pay ve paydasi
7, ile carpilip payda gercel yapilir. Omegin
4431 _ (4+30)(2+H)
24 (2H4)N2H)
_ 8—3;(4+62)1 _ 5+;O 119
27%1

Kutupsal Bigim

z = X-Hy sayis1 i¢in su iki say1y: tanimlayalim:
0. = ag1 (z) =9 (0x,0z) (mod 2 7)
r=lzl="Y x2+y2=m20 ©

[3]
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Burada @, [Oz 1gminin [Ox 15111 ile yaptig: ve

0< o £ 27 esitsizliklerini saglayan agi, r ise z nin
O dan uzakhigini ifade eden say1 olup z nin lzl
mutlaka degeridir.

z nin karmasik diizlemdeki her durumu igin
X=rcosQ, y=rsino

gecerli olup
Z=X+y =rcos 0 +irsin o

=1 (COS O + 1 COS Q) )

elde edilir. znin r(cos o +isin o) bigimine
z nin kutupsal bi¢im'i denir.

Ornek: 1+i yi kutupsal bicimde yazinz.
o = ag1 (1+1) = /4

r=)zl=42
olup

: n .T
l+H= ﬁ(cosz+smz)
elde edilir

Kutupsal bigimdeki cos ¢ + i sin o toplamuni cos
ve sin in ilk harflerini kullanarak kisaca cis o
olarak yazacagiz:

z=r(cos QL +isin Q) =rcis O ®)
Kutupsal bi¢im ¢arpma iglemi i¢in ¢ok

elveriglidir. Gergekten, z, =r,cis @,
2, =T, CiS 0 ise

Z12p =1 1 cis (0y+0L7) )]
gecerlidir. Gergekten

Cis 01 cis oip=(cos 0f) + i sin o) (cos 0 + i sin Oh)

= (cos 0] cos QLp— sin O] sin 7)
+ i (cos o] sin O + cos (L2 sin O.1)
= cos (0ij+07) + sin (0t + 02)

= cis (01+0)

Asagidaki formiil tiimevarimla ispatlanabilir:
cis 0.]... Cis Oy = cis (0] + ...+0tp) (10)

Bunun da o = ... = 0y = 0 i¢in dzel hali su
olur:

cish oL = cis not

Bu formiile De Moivre formiilii denilmektedir.
Bunun daha agik ifadesi sudur:

(11)

(coso+isino)'=cosno+isinna

Bu formiil cos 20, sin 2a, cos 30, sin 3@.,... nin
cos @, sin o tiiriinden hesaplanmasi igin ¢ok
elveriglidir.

Ornek: cos 3a, sin 30 y1 cos @ sin o. tiiriinden
yaziniz.
cos 30 + i sin 30 = (cos o+ isin o)3

=cos3 ot + 3 cos2 o, (i sin o) + 3cos ou(i2 sin2 o)
+ (i sin )3

=cos3 o +1 (3 cos2 a. sin o) =3 cos . sin2 o
—isin3 a

=(cos3 03 cos ¢ sin2 o)

+i(3 cos20. sino. — sin3 o)

=

cos 30, = cos3 03 cos o sinZ o

sin 30 = 3 cos? A sin aa—sin3 o
2. Cemberler

Merkezi w ve yangapi r olan cemberin denklemi,
cember iizerinde alinan bir z noktasinin w
noktasindan uzakligimn r ye esit oldugunu

(4]



yazarak elde olunur.

r=Y@zw) z-w).
Buda

@-W) @z-W)-r>=0 (12)

denklemini verir ve parentezler agildiginda

oW~ WE W D=0 (13)

elde edilir. O halde zz terimini igeren ve z, z ye gore
dogrusal olan bir bagint: cember denklemi olur.

Ozel olarak w = 0 ve r = 1 alindiginda merkezi
O'da olan birim ¢cemberin denklemi

z-1=0 (14)
olur.

Uygulama: [z =2}kiimesinin bir cember

-3I

- oldugunu gosterip merkez ve yaricapim

belirleyiniz.

Kiimedeki bagint1

: [ @)@l _
@3) (z- 3)

olup kare alip diizenleme ile

Azz-32-32+9) - @zzz+1)=0
= 3z-11z-112+35=0

= 11 11— 35
=7ZZ— 3 —3-+?—0

I8 e 11) 121 35

lecy )5 R0

s e-E-h=
H:. 4

=>W=?, I'=§.

=@Z-

1'in Kokleri

1'in n y inci dereceden kokleri

2"-1=0

denkleminin kokleri olup

£= c1s2—1t
n
alindiginda kokler
g, €2,....en1 1 (15)

olarak kargimiza ¢ikar. Gergekten

(ek)n=(er)k—(c1s" 2—ﬂ:) =(is2m) —1

Bu kokler, denklemi zn — 1 = 0 olan ¢gemberin
igine cizilen ve bir kogesi 1 olan diizgiin
cokgenin kogeleridir.

Eger z =rcis & mn n yinci dereceden koklerini
istersek pozitif olan ™T yi 1'in kokleriyle
carparak bulunur:

VT_E,Vren,...,p\/ren-l,’VQ (16)

Gergekten bunlarn n yinci kuvvetleri hep 1'dir.

3. Dogrular

A(a), B(b) gibi farkl iki noktadan gegen
dogrunun denklemini bulmak i¢in AB tizerinde
degisken bir Z(z) noktas: aldifimizda

z—-a=A(a-b). A e R)
bagntis1 gegerli olur.
z—a=\(a-b)
verir ve bolme ile
i )
z—a a-b
= (a-bXz—a)-(@-b)(z-a)=0

= (@-b)z—(a-b) 2+ d-d=0 (7

elde edilir. Bu denklem zZ terimin i¢ermiyor ve z
ile Z a gore dogrusaldur. O halde zZ terimini
icermeyen ve z ile Z a gére dogrusal olan bir
denklem dogru denklemi olur.

Denklemin Determinant Bicimi

A(a) ve B(b) gibi farkli iki noktadan gegen
dogrunu denklemi




(18)

Q
Ql

dir.

Gergekten determinant 1. satira gore ¢ acilirsa
denklem zZ terimini igermez ve z ile Z a gore
dogrusaldir. O halde denklem bir dogrunun
denklemidir. z = a ya da z = b alindifinda
determinant sifir oldugundan denklem saglanmig
olur, yani dogru A(a) ve B(b) den geger.

Ornek : 1+ i ve —i den gegen dogrunun
denklemini yaziniz. .

Dogrunun determinant bigimindeki denklemi

z z 1
4 14 1]=0
i 11

olup 1. satira gore agilirsa
(1--i) z- (1++H) Z+i(1+) +i(1-)=0
= (1-2i)z - (1+2i) Z+ 2i = 0.
Dogrunun Egimi

--Bir dogrunun denklemi 7 a gére ¢oziildiigiinde z
nin katsayisina dogrunun egim'i deriz.
(1) de bu is yapildiginda

a—b _eslenikler farki
a-b  sayilar farki

m(AB) = (19)

elde olunur. Omegin gercel ve sanal eksenlerin
egimlerini hesaplayalin:

(20)

Sonug 2. a=rcis o, b=rcis B ise

m (Ob) _ cis(2 |3)
m0a) 1o

Teorem!

ds2 (o ). 21)

a) AB//CD & m (AB) = m(CD)

b) AB L CD & m (AB) =-m(CD)

Bu teorem Sonug 2'nin bir sonucudur.
BIRAZ UCGEN GEOMETRISI

Ucgen cok sade bir gekil olup iizerinde .
Batililarca pek ¢ok kitap ve 10.000'e yakin da
makale yazilmigtir. Biz burada bir ka¢ konuya
deginmekle yetinecegiz.

Sadelik icin A(c)) B(R)C(y) tiggenimizi
{z:27-1=0} birim ¢emberi i¢inde alacagiz.
Baylece (14) geregince

| 1

B 3 Y
olmus olur. Hesaplarda sik sik kargimiza ¢iktiklan
icin B,y icin 01,07,03 ile gosterecegimiz ilkel
simterik fonksiyonlarini yazalim.

o=

(22)

R |—

o1 =0a+pB+y |

02 = By + o+ off
o3 = afy

(23)

Bunlarm esleniklerine gelince,

1_Byy+of ~

—0' (0]
2
ofy

5, =04B=L+
o B Y

02 By+yu+a[5-i+l+i

By v of

a+B+y

afy

elde ederiz

1 Karmagik diizlemde dikligin bu sade bagintisi gergel
diizleminkine istiinliik saglar.

6]



5. Genel Alan Formiili

Once genel durumlu A(z;) B(zp) C(z3) tiggeninin
alan formiiliinii elde edelim.

Gergel diizlemde koselerin koordinatlart
Xk, Yk (k = 1,2,3) olan iiggenin alani igin bilinen

Xy yll

Xy y21

B —

(25)

X3 y31

formiiliinden yararlanacagiz.

zZx = Xk +1iyk, Zk = Xg —iyK, k=1,2,3
koydugumuida‘

2iyk = 7 — ¢

27“1( =7p + 7,

olup bunlar (1) de kullanildignda siitun
islemleriyle

i|2, 2 1], ser @

formiilii elde edilir.

Ornek: A(o) B(B) C(y) liggeninin alanim
bulunuz.

(26) dan
— 2
o o 1 o 1 o
S:.l_l - =_1_1;3 2
41Bp 1] 4 p 1B
_ 2
Yy v 1 T 1y

olup, kenar uzunluklar a, b, c ise,

1 2,22
Eabc

=>S=;—rabc=>4S=ab.

§2=55=

Bu da bildigimiz abc = 4RS formiiliidiir.
Keqar Dogrularinin Denklemleri

B(B) C(y) kenar dogrunun denklemini bulmak
i¢in 6nce m (BC) yi hesaplanz.

m(BC)=B_Y= _B‘Y(B_’Y)za—y (27) V

P=¢ ‘B=¥
O halde denklem
iE =m (BC) = -EY
z-B

=-PyeP) +(z-P)=0
=z-B+py(z-P)=0
=BC:z+Byz=B+7v
CA:z+yoz=y+o0
AB:z+ofz=o+p
6. Kenarortaylar ve Agirhk Merkezi

A(a) B(B)C(y) iicgeninde AA' kenarortay

dogrusunun denklemi
z z 1
o o 1 =0
By B+y |
2 2

olup son satir 2 ile ¢arpilip 2. satir eklendiginde
ve sonra 3 ile boliindiigiinde

:
K
R

29)



elde edilir. z = /3 i¢in denklem saglandifindan
ve 0] sayisi o,P,y ya gore simetrik oldugundan
li¢ kenarortay aym G (01/3) noktasindan geger.

- Bu G noktast iiggenin agirlik merkezidir .
7. Yiikseklikler ve Ortosantr
A(a) B(B) C(y) ticgeninde [AX] bir yiikseklik ise
AX 1 BC = m (AX)=-m (AC) = By |
olup denklemler

z—o—PBy(z-o)=0
= AX : z-fyz = o — ofly

BY:z-yz=B-Pyx ‘(30)

CZ:z—afz=y-yop
olur.

Yiikseklik dogrularinin noktadaghgim gostermek
iizere (30) da son iki denklemi ortak ¢ozeriz. Tlk
denklemi B, ikinciyi 7y ile garpip taraf tarafa
cikardigimizda

B-vz=p-2-a(y-P)
Z2=0]

elde edilir. o} simetrik fonksiyon oldugundan ii¢
yiikseklik dogrusu H(o1) noktasindan geger.

H ye ii¢geninin ortosantr1 ve OH ye Eurler
dogrusu denir.

Sonug¢: G noktas: Eurler dogrusu iizerindedir ve
[OH] y1 1.2 oraninda béler:

Py &
L J 2 4

0 G H

8. Aciortaylar ve I¢ Merkezler

A(0) B(B)C(y) iiggeninde A kosesine ait [AD] i¢
agiortay dogrusunun m egimini bulalim:

(20) geregince

mAC) _ . ,A,_ m
m 2 man

5 - —
= m”=m(AB) m(AC) = (- af). ay) =003
bulunur. m igin iki kék ortaya cikar. Bu kokleri

'\/ 0G,,— \/ 00, olarak gostermek anlam
tasimaz. Eger a > 0 i¢in m2 = a denklemi s6z
konusu olsayd: pozitif kokii Va , negatif kokii de
—\a olarak yazmak anlamh olurdu. Eger a negatif
ya da sanal bir say1 ise Va simgesi koklerden
belirli birinin gdsteremiyor.

AD nin denklemini bulmak i¢in bagka bir yola
bagvurmak zorundayiz. D(c) noktas: [BC] yi
icten c: a oraninda béldiigii igin :

yazar ve § igin

5= bB+cy
~b+c

degerini buluruz. O halde denklem

N
NI
[

o o 1 =0

bB+cy bB+cy )
b+c b+c

dir. Burada son satin b + ¢ ile garpip ikinci
satirin a kati eklendiginde ve satir a+b+c ile
béliindiigiinde

_ a0+ bP + cy (32)
a+b+c
koyarak denklem olarak
z z 1
ool |=0 (33)

|

1
elde edilir.

z = u i¢in denklem saglandifindan u sayisi ac,
bP, cy ya gore simetrik oldugundan ii¢ i¢ agiortay
dogrusu I(u) noktasindan gegmis olur. I noktasi
iicgenin i¢ merkezi olur.



Benzer yolla dig agiortaylar da incelenebilirse de
bu igi meraklilara birakiyoruz.

9. Dokuz Nokta Cemberi

Teorem: Cevrel merkezi O, ortosantr1 H olan
bir liggende kenarlann orta noktalari,
yiiksekliklerin kenarlar iizerindeki ayaklan ve
ortosantri koselere birlegtiren dogru parcalarimin
orta noktalan cemberdestir. Bu cemberin E
merkezi [OH] nin orta noktasi ve yarigap gevrel
yarigapin yansidir.

Bu ¢embere ii¢genin dokuz nokta ¢cemberi denir.

Kamt (Homoteti ile). Uggen A(ct) B(B)C(Y),
kenarlarin orta noktalar1 A'(a'), B'(B") C'(Y),
yiiksekliklerin ayaklan X(x) , Y(y), Z(z) ve
[HA],[HB], [HC] nin orta noktalann A", B", C"
olsun.

Uggen ve gevrel cembere [H,—lq homotetisini
uygulayarak, A, B, C koseleri A", B", C" ye, O
cevrel merkezi [HO] nun E ortasina doniisiir.
A", B", C" den gegen ¢cemberin merkezi E ve
yarigap1 R/2 olur. Oteki alt1 noktanin da bu (E)
cemberi iizerinde oldugunu gosterelim. (E) nin
denklemi
(0] I\~ (o)) Th 1 2
@ '7) (Z'T)— (-2*)
= ©):(2-0)Qz-0)=1 G4

olur.
A' (o) igin (35) te 2z yerine 20 = 3 + Y konursa

denklem saglanir. O halde A' ve benzer olarak
B', C' noktalan (E) iizerindedir.

X(x), Y(y), Z(z) noktalarina gelince, X i bulmak
igin

KONUMUZ

denklemleri ortak ¢oziiliip
2x =01 - 0fy

bulunur. Bu deger (E)'nin denklemini saglar. O
halde X, Y, Z noktalan (E) {izerindedir.

10. Simson Dogrular

Teorem. Bir iicgenin gevrel gemberi iizerinde
alinan bir noktanin kenar dogrulan iizerindeki
dik izdiigiimleri dogrudagtur.

Bu dogruya noktamn iiggene gore Simson
dogrusu denir.

E
AW

-]
o]
o

Kamt: Ucgen ABC, nokta L(A) ve ayaklan
D(d), E(e), F(f) olsun x'i hesaplayalim.

BC:z+Byz=B+7y
LD: (z-A)-By(z-A)=0
olup toplama lie
2d=B+y+x;XBy=ol+l—a-XBy
ve benzer olarak
2e=01 +A-B -y
2f=01+A—y- 0P

bulunur.

[9]



Buradan m (EF) yi bulmak iizere
2(e - f) = y-B-ha(r-B) = (+-B) (1-A))
2(e - P =-Pry-PH) (1-20)

elde eder ve

m(EF) =e_tf~= _BY(I__MI) = K;)';
. 1-Ac
buluruz. 63 simetrik fonksiyon oldugu igin
m(EF)=m(FD)=m(DE).

O halde denklem
M2z-2d) - 03 2z-2d) =0
k.[22—1—01+a+x[}y]—03 2z-X-01+0+AB71=0

=M2z-A-01)-03 (2z-A-61 HAo+HBy-630-A0=0
= 1: A (2z-A-01)-032z-A-01) =0 (35)

Bu denklemden hemen elde edilen teorem sudur:

Teorem (Stenier) : Bir noktanin bir iiggene
gore Simson dogrusu, bu noktay: ortosantra
birlestiren dogru pargasinin ortasindan gecer.

Ikinci ilging teorem de sudur:

Teorem. Bir ii¢genin ¢evrel cemberinin bir
¢apinin uglarna ait Simson dogrulan birbirlerine
dik olarak dokuz nokta ¢emberi iizerinde
kesigirler.

Bir ¢cap [LM] ise L(A), M(-A) dan L ve_M ye ait
Simson dogrularinin egimleri A3, — 163 olup
dik olurlar.

Steiner teoremi geregince bu Simson dogrulari
[LH] ve [MH] nin L', M’ orta ortalarindan
gecer. [LM] cap olup [L'M'] dokuz nokta
¢emberinin bir ¢api olur. Sonug buradan ¢ikar.

Noktas U¢ Simson Dogrusu

A(ar) B(B) C(y) iicgeninin (O) gevrel cemberi
tizerinde L1 (A1), Lo(A2), L3(A3) gibi ii¢ nokta
alindiginda bu noktalara ait !, /,, /3 Simson
dogrularinin noktadas olmalari i¢in kogulu

aragtiralim:
h:AQ2z-M-01)-032z-M-01)=0
I3:M3Q2z-A3-61)-032z-A3-061)=0

dogrulannin w arakesit noktasim bulmak igin bu
iki denklemi taraf tarafa ¢ikarmak yeter:

(A-A3)22-(\2- M)-(Aa-A3)01+03( Fo-Ta)=0
= 2w=(hy+A9 -0, 63 hA;=0

= 2w=Ay+A3+0,-03A)L; (36)

Bu noktamin
Ij: M Qz—=A-61)-032z-A; - 01)=0

iizerinde oldugunu yazdigimizda, hesaplar
sonucu

%1 haks

gerek ve yeter kosula varmig oluruz.

Sonug: L{, Ly, L3 un ABC ye gore Simson
dogrulan noktadag ise A, B,CninLi Ly L3 e
l%bre Simson dogrulan da noktadagtir. Bu iki

esisme noktasi alym olup ticgenlerin
ortasantrlarin birlestiren dogru pargasinin orta
noktasidir.

Alstirmalar

1. Hangi iiggenlerde dokuz nokta ¢emberi ¢evrel
merkezden geger.

2. Bir ABC li¢geninde ¢evrel gemberin B ve C
noktalarindaki teget dogrularinin arakesit
noktasin1 bulunuz.

3. Bir ABC iiggeninde gevrel cembrin BC ye
paralel bir Kiriginin uglanna ait Simson dogrulan
AX yiiksekligi tizerinde kesigirler.

COZMECE
Asagidaki ABCTIK'i ¢6ziiniiz.
 VLOBACEVSKI = OLOLA

(Hazirlayan: Med. Dr. Bahri Kaderoglu)
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GAuUss FORMULUNUN G ENELLESTIRILMESi

TOSUN TERZIOGLU

R e e

1 J den n'ye kadar tamsayilarin toplamim
veren
nm+1)

2

formiiliine genellikle Gauss formiilii denir. Cok
tinlii bii matematikgi olan Gauss ilkokulda iken
bir giin smifa kizan dgretmeni tiim dgrencilerin
birden ylize kadar sayilari toplamalarini istemis
ceza olarak. Kisa bir siire sonra kii¢iik Gauss'un
bir sey yapmadan oturdugunu gériince biraz da
ofkeyle ona cevabi sormug. Gauss'un cevabi
dogruymus. Ciinkii o sayilan alt alta siralayip
toplamak yerine (1,100), (2,99), (3, 98),
(4,97)... gibi ciftler olarak diigiinmiis. Her
ciftteki sayilann toplamu 101 ve S0 tane ¢ift var.
Boylece 50 x 101 = 5050 olarak hemen bulmus.

1+2+3+...4+n=

Simdi Gauss formiiliinii genellestirmeye .
gahisalim. Omegin 1'den baglayarak bir n
sayisina kadar tiim tam sayilarin karelerini
toplarsak _

1249%43%4, , 4nt=B0%DE0+]) 1)6(2“*1)
elde ederiz. Bu formiilii tiimevarimla olduk¢a
kolay ispat edebiliriz. Elde ederiz dedik, ama
nasil? Daha genel olarak, 1'den biiyiik bir k
tamsayis1 igin

1*+ 2+ 3+ . . +n*=T(n)

toplamim bulmaya ¢aligalim. Bu toplamda ve
bundan boyle, n'yi bagimsiz bir degisken gibi
diigiinecegiz. Ilkin Ti(n) ifadesinin neye
benzedigini bulmaya caligalim.

Bu toplamu sondan baglayarak n* + (n -°1)* +. . .
+ (n - (n - 1)) * seklinde diigiiniirsek, her biri

k. dereceden n tane polinomun toplami oldugunu
goriiriiz. n x n* = n**'; demek ki Ti(n) derecesi k
+ 1 olan bir polinom. Oyleyse

Tk(n) = ]:)1(441'1'“'l + bkl'lk +...+bn+ bo

seklindedir. Simdi igsimiz buradaki by, by, . . .,
by, by katsayilarim belirlemek. Bilinmeyen sayis
k + 2.ve bu nedenle de k + 2 tane denklem
bulup, ¢ikan sistemi ¢ozmemiz gerekiyor.
Ormegin, k = 5 i¢in 7 bilinmeyenli 7 denklem.
Bu ige rastgele kalkigirsak sonug pek parlak
olmayacak gibi. Biraz diigiinelim...

T (n + 1) - Te(n) = (n + 1)* oldugundan

b (M + -0+ b (n+ 1)*-n*)
+...+b((n+1P-n)+
bi=(n+1)f*=n+kn*'+...+1

elde ederiz. n'yi bagimsiz degigken gibi
diisiinecektik. Dolayisiyla yukandaki formiilde
n'nin 0., 1., 2, ..., k. kuvvetlerinin katsayilari
ayn ayri esit olmali. Tersten baglayalim ige. Sag
tarafta n'nin katsayisi 1, solda ise, (n + 1)* - n*
ifadesinde, n*'nin katsayisi (k + 1). Daha sonra
gelen ifadelerdeyse n* yok. Dolayisiyla
(k +1bi=1, yani

bk+ 1= ﬁ

bulduk. n*""in sag taraftaki katsayis1 k. Solda ise
n*"! sadece birinci ve ikinci terimlerde var.
Buradan kolayca

&+ 1k
S by kb, =k

denklemini elde ederiz. by.,'in buldugumuz
degerini yerine koyarak, by = k /2 oldugunu
gortiriiz. Bu yontem gercekten sonuca vardiracak
bizi. by, ve by katsayilarimi bulduk. n“?'nin
katsayilarim esitleyerek, 6regin bir sonraki
adimda by, = (k- 1)/12 elde ederiz.

Yontemi k = 3 6zel hali i¢in kullanalim bir de.
Burada b, = 1/4, b; = 1/2, b, = 1/6 oldugunu
genel sonugtan biliyoruz. Sabit terim, yani

n’ = 1'in, katsayilarini egitlersek,

bs+bs+b+b =1

ikl



ve buradan da b, = 1/12 elde ederiz. lyi ama bir
de by var. Onu da Ts(1) = 1 esitliginden
bulabiliriz hemen.
Ts(1)=by+b+b,+by+bs=1 .

olacak. Bu da b, = 0 verir. Dolayisiyla,

3 .3 3 1L4.13 L. 2 i
1"+27+..+n _Zn +§n +T2—n +12n

=-n—(3n3+ﬁ12+n+1)

12
formiiliinii ispat ettik.
Yeniden genel hale dénelim. Ana denklemimiz
but (0 + D' - ) + b (@ + 1) - 0¥)
+...+b=(n+ 1)t
idi. Simdi de bilinmeyen katsayilar bulmak igin
kullandigimiz y6ntemi biraz irdeleyelim.

Isterseniz k = 5 alalim; bir de elimizin altinda
k + 1 = 6'ya kadar Pascal iicgeni olsun.

1
1.2 1
1331
1 4641
1510 10 51
1 61520 15 6 1

Sag tarafta n'nin en yiiksek kuvveti 5 ve
katsayisi 1. Solda ise 6bs. [k denklemimiz su.

6b6= 1

Sag tarafta, yani (n + 1)° ifadesinin agihminda
n*iin katsayis1 5. Pascal ii¢geninin sondan bir
onceki sirasindaki ikinci sayi. Sol tarafta ise
n*iin katsayisi 15b + 5bs. Yani

15bs + 5bs =5

Biraz diisiiniirsek ve Pascal iicgenine bakarsak
sonraki denklemleri de yazabiliriz. Bunlara daha
oOnceki iki denklemi de ekleyelim.

6b6 = 1
15b6 + 5b5 = 5
20b5 + 10b5 # 4b4 = 10

15b5 + 10b5 + 6b4 + 3b3 =10

6bs + 5bs +4bs +3b;+2b, =5
be+bs+bs+bs+b.+b, =1

Sistemde sag taraf (n + 1)”'in a¢iliginin
katsayilarindan, yani iicgendeki 5. siradan elde
ediliyor. Sol tarafi da gérdiiniiz sanirim; ama
isterseniz bir de yeniden Pascal ii¢genine
bakiverin. Yukaridaki denklemleri kolayca
¢oziip, Ts(n) i¢in formiil bulabilirsiniz. Bir de,
Ti(1) = 1 ve son denklemden, genel halde b, =0
oldugunu gorebilirsiniz.

Ileride, bir bagka yazida, bu problemle biraz
daha ugrasacagz.

ASAL SAYILARLA SiHIRLi KARE

Birbirinden farkh dokuz asal say1 bularak 3X3
sihirli bir kare elde ediniz. (1'in asal say1 olarak

edilmedigini hatirlayimiz.)
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MATEMATIKLE DiNLENELIM

AKILDAN CARPMA TEKNIGi

BAHRi KADEROGLU*

R T e e

T iyatro salonunun sahnesine elinde biiyiik
bir sepetle bir adam geliyor. Sepette birden
ylize kadar numarah kiigiik toplarin bulundugunu
soyleyerek bunlan yakalamalan icin seyircilerin
lizerine firlatiyor. Sonra iki numara bildiriyor ve
bu toplan yakalamis olan iki izleyiciden sirayla
herhangi iki say1 sdylemelerini istiyor. Bunlan
sirayla sahnedeki tahtaya alt alta yazip altlarm

ciziyor ve altina da ¢carpim sonucunu hemen
yaziveriyor...

Saygideger bir hocamiz yillar dnce yurt disinda
bulundugu siralar tamk olmustu bu gésteriye.
Opykiiyii de aym adli kitabimi kendisine
gotiirdiigtim zaman dinlemigtim. Gsterinin
izleyenler iizerinde nasil bir etki biraktigim
anlayabilmek i¢in kendisine bunu nasil yapmig
olabilecegini sordum. Belli bir goriigii yoktu.
Anlagilan bu konuda pek kafa yormamusti.
Dilerseniz simdi g6zlerimizi sayfadan ayirarak
bir siire okumaya ara verelim ve diigiinelim...

Sabirla beyninde kullamlmadan duran
milyonlarca hiicresinden bir kismim kullanarak
gercegi yakalayanlan kutlarim. Boylesi ¢ocuksu
(1) sevingleri yasamak herkese nasip olmaz.

Samrim o zamanlar elektronik hesap
makinelerinin kullamimi simdiki gibi yaygin
degildi. Yine de kendisine sahne gerisinden veya
cevresinden, izleyenlerin farkedemeyecegi
suflorler yardimci olmus olabilir. Gosterici igin
tiim bu olasiliklardan daha kolay bir yol vardir.
Rastgele bir secim yapiyormus izlenimi vermek
icin seyircilerin iizerine atmig oldugu toplarin
icinde numaralarim: soyledigi iki top yoktur.
Bunlan daha 6nce ceplerine koyup izleyicilerin
arasina oturan iki yardimcisina vermistir.
Bunlarin soyleyecekleri iki say1 6nceden

* Alsancak Devlet Hastanesi, izmir'de doktor

kararlagtinilmig ve ¢arpim sonucu da telefon
numarasl gibi ezberlenmistir. Geriye bunu akilda
tutup sahnede hemen yazmak kalmugtir.

Peki, hi¢ boyle damigikli doviise bagvurmadan
herhangi iki say1y1 akildan ¢arpabilir miyiz?

Evet, fakat gercege giden her yol gibi kolay
olmaz. Hakli olarak herkesin cebinde bir hesap
makinesi tagidig1 giiniimiizde, akildan carpmanin
ne 6nemi olabilir diyenlerimiz ¢ikabilir. Séziimiiz
onlara degil, ¢iinkii insan zekdsinin kendi v
simrlarm zorlamasindaki giizelligi gorebilen ¢ok
kisi var yeryiiziinde...

Bir yontemi yazarak anlatmanun, s6zlii anlatima
gore cok daha zor oldugu aciktir. Bu yiizden ¢ok
basit 6zel durumlardan hareket ederek karmasiga
dogru bir yol izliyoruz. Bu 6n hazirliktan sonra
"Yontem™i 6ziimseyen bir okur tekrar geri
donerse; formiilleri kendisi ¢ikarabilir,
ezberlemesine gerek kalmaz.

ON ACIKLAMALAR

L Herhangi bir saymin rakamlarina sagdan
sola dogru bulundugu basamaga gore,
1-'inci, 2-'inci, 3-'cii... v.s. diyoruz.

2. Her islem sonunda bulunan sayinin son
rakamu yazilir. Diger kismu bir sonraki
isleme elde olarak eklenir. Gegen eldeler
daire icinde gosterilmigtir.

3. ki dikey ¢izgi arasi bir basamag gosterir ve
o basamak sayisim bulmak igin yapilmasi
gereken iglemleri digerlerinden ayirmak igin
kullanllmgtir. -

4. Ciftyonliok () isareti iki ucundaki
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sayilanin garpilacagini, birden fazla kesigen

oklar (), (=) ise; her ok ucundaki iki

sayimn ¢arpilip bunlarin toplaminin
alinacagim gosterir.

Bazi 6zel durumlar diginda (bolerek sonuca

3
gitme), carpim sonucunun rakamlar sagdan
sola dogru bulunur ve yazilir.

6. Burada nasil bir yol izlendiginin anlagiimasi

i¢in, ¢arpim sonucu bulunurken uzun uzun
islemler yazilmustir. Pratik uygulamada
bunlann higbiri yazilmaz (akildan yiiriitiiliir),
sagdan sola dogru direk sonug yazihr.

Simdi biraz 1sinmak i¢in antrenman yapalim ve
¢ogumuzca bilinen bir 6zel durumu gorelim. Bu
formiilii deneme yanilma yoluyla kendiniz de
cikarabilirsiniz.

1.1.SONU 5'LE BITEN IKi
BASAMAKLI BiR SAYININ
KARESINI BULMAK

5P =bx (b+1) | 25

Aciklama: Sonu besle biten iki basamakl bir
saymin karesini bulmak icin yirmibes yazar,
oniine onlar basamagindaki say1 ile ondan sonra
gelen saymnin ¢arpimim yazariz.

Ornek: (357 =3x3+1) 125
—3x4]25=125

1.2.SONU 5'LE BITEN UC
BASAMAKLI BiR SAYININ
KARESINI BULMAK

(cb3)2 =¢? beS 2 in |(b5)’ inson

+(b5)

dordiincii basamag1

lic basamag1

Aciklama: (bS5)'in karesi "1.1" formiilii
geregince bizce her zaman ezbere biliniyor
demektir. Buna goére sonu 5'le biten ii¢ '

14

MATEMATIKLE DINLENELIM

basamakli bir sayinin karesini bulmak i¢in b5'in
karesinin son ii¢ basamag1 yazilir, dérdiincii
basamagi ise ¢ x b5/5'in iizerine elde olarak
eklenip bulunan saymnin son rakami yazilr, diger
boliimii c*in iizerine elde olarak geger. b5/5'i
daha pratik bulmak icin b5'i 6nce 10'a boleriz
sonra 2 ile ¢arpariz. Or. 85/5 = (8,5)x2 der iki
katin1 ve 17 buluruz.

Ornek :

(465)* bulmak igin sagdan sola dogru
yazmaya baglanz.

Aranan saymin son ii¢ basamag bizce
belli ve 225'tir.
(652 = 4225'ten dolay1, @ ise elde olarak

gecer).

. Dordiincii basamak sayisi da soyle
bulunur:
4x65/5+@=52+® =564. Bunun 6
yazilir, ® ise elde olarak c*nin iizerine
eklenir.

.C+®=4+6=21
Boylece 4652 =216

buluruz. =

225 sonucunu

1.3.IKI BASAMAKLI IKi SAYININ
CARPIMI

X b' a
b b 5 a
bax b'a' = i X ¢
bl b' a' a'

Agiklama: Iki basamakl herhangi iki asyinin
carpim sonucunu bulmek i¢in su yol izlenir.

a

a. sembolii geregince her iki saymimn
"Birinci"leri ¢arpilir.
4
by, , sembolii geregince her iki sayimn
X "Birinci" ve "Ikinci"leri ¢apraz olarak
it carpilip toplanir.
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sembolii geregince her iki sayimn
"fkinci"leri ¢arpilr.

Ornek: 26
x 52

islemleri yazmadan, hemen sonucu bulmaya
caligalim. $oyle bir yol izlenir. Iki kere alt1 esittir
oniki der bunun 2'sini yazar @ elde deriz, sonra
iki kere iki dort art1 bes kere alt1 esittir otuzdért
bir 6nceki @ eldesini de ekleyerek otuzbes
bulunur. Bunun 3 'ini yazar @ elde olarak beg
kere ikinin iizerine eklenerek 13 bulunur ve
sonug 135 2 olur. T

1.4. UC BASAMAKLI IKi SAYININ
CARPIMI

Aciklama: Ug basamakl iki sayin ¢arpim
sonucunu bulmak i¢in su yol izlenir:
a. A sembolii geregince her iki saymnn
i "Birinci"leri ¢arpilir.
Y

sembolii geregince her iki sayinin
"Birinci" ve "tkinci"leri ¢apraz olarak

carpilip toplanur.

ol
o
=\

X

o
”-

sembolii geregince her iki sayimn
"Birinci" "Ugiincii"'lerin ¢apraz olarak
carpimlar: toplamma “fkinci"lerin
carpimlan eklenir.

(@]
o
o
E-)

%

o
o
)

o

ds sembolii geregince her iki saymnin
"Ikinci" ve "Ugiincii"leri ¢apraz olarak

carpilip toplanur.

W

o)
<

e c sembolii geregince her iki saymin
"Ugiincii"leri garpilir.
Ornek. 958

x 413

Sonucu sagdan sola dogru tek tek yazmaya
basliyoruz: Ug kere sekiz (@4) dordii yaziyoruz
iki elde. Ug kere beg onbes art1 bir kere sekiz art1
iki eldesi eder (@5 ) besi yaziyoruz iki elde. Ug
kere dokuz art1 bes kere bir art: dort kere sekiz
art1 iki eldesi eder (©6) altiy1 yaziyoruz alt1 elde.
Bir kere dokuz art1 bé§ kere dért arti alt: eldesi
eder (®3) besi yaziyoruz ii¢ elde. Dort kere

dokuz art1 iig eldesi eder (39) ve

Sonug¢; 3

g

§__ §5= 4 olur.

* Bir yabancimin dahi anlayabilmesi i¢in yontemi

daha ¢ok sematik olarak agiklamaya c¢aligtik.
Ancak yer darligindan dolay1 6rmek ve
ahigtirmalara yeterince yer veremedik. Ilgilenen
okurlar daha genis bilgi i¢in Kaynak-1'e
bagvurabilirler.

Yontemin gecerliligi ve ispat1 konusunda bazi
kugkular olanlar igin belirtelim. Ispat: ilkokulda
ogrendigimiz klasik ¢arpma sisteminin aynidir,
¢linkii ondan bir farki yoktur. Yaptigimiz toplam
islem says1 (¢arpma ve toplama olarak) aymdir.
Tek farka klasik sistemde ayn ayn yaptigimz
carpma ve toplama islemlerini burada kombine
ederek aym anda yapmus oluyoruz. O zaman
kazancimiz nedir? Kazancimiz beyin
jimnastigiyle matematigin eglenceli tarafini ve
giilen yiiziinii biraz olsun gosterebilmek...
Egitim sistemimizde bunu saglayabildigimiz
Olgiide matematik dersi korkulu bir riiya
olmaktan ¢ikacaktir.
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GECiSKEN OLMAYAN ZARLAR HAKKINDA TEOREM

FARAMAZ MAKSUDOV, ELDER HACILAROV

ecisken olmayan oyunlar hakkinda birgok
G ilging problem ve paradokslar vardir. Bu
yazida biz boyle oyunlann bir sinifini inceleyerek
size benzer oyunlan olusturmay1 6gretecegiz.

Oyunu anlatmadan dnce bazi basit olaylarn
olasiligim hesaplamay1 6grenelim. Omegin adi
bir oyun zarimiz olsun. Bu zan attifimizda 1 «
veya 6 sayisindan hangisi daha sik gelebilir?
Asikardir ki, zarimiz mutlak olarak simetrikse bu
sayilardan birine diferine gore iistiinliik
vermemize gerek yoktur. Buna goére de her

saymin gelme olasilifim aym olarak kabul etmek
dogru olur.

Boylece zar atldiginda alt: farkly, esit olasilikli
hal vardir. Buna gére herhangi bir saymmin gelme
olasilig: 1/6'ye esittir. Bagka bir deyisle 1 sayis1
6 farkli halden ancak birinde gelebilir.

Eger biraz daha karmagik bir olayin olasiligimn,
6rnegin { 1,2} kiimesinden bir sayinin gelmesi
olasihigini hesaplamak istersek, once bu olayn
hangi hallerde olabilecegini (bu durumda iki
halde) buluruz ve sonra da bu say1y1 tiim hallerin
sayisina boleriz. Kisaca 1 ya da 2 sayilarindan
birinin gelme olasilif1 2/6 = 1/3'tiir Okuyucu
{1,2,5,6} sayilarindan birinin gelme olasihigini
kendisi hesaplayabilir.

Ele aldifimiz soruyu biraz daha zorlagtiralim ve
tam simetrik A ve B diyecegimiz oyun zarlarim
aym anda attifimizda neler olabilecegini
diiginelim. Her iki zar da alt1 farkh seklide
gelebileceginden, A ve B aymi anda auldiginda
tiim farkl hallerin sayis1 6% = 36 olur. Zarlarimz
simetrik olduklarindan her halin olasilig1 esittir,
Ote yandan belli bir o olayinun olasthgin
hesaplamak icin, bu 36 halden kaginda o
olayimin ortaya giktifim bulup bu say1y1 36'ya
boleriz. Buldugumuz ise o olayiin olasiligidir.

Ornek 1: A ve B zarlarinin birlikte atilmas:
sonugu toplaminin S'e esit olmasi olasilig1
kactir?

Coziim: Toplamun 5'e esit olmasinin hangi
durumlarda olabilecegini gorelim. Sekil 1'deki
tabloya bakarsak istenilen olayin dort halde
olabilecegini buluruz. Béylece toplamin 5 olmasi
olasilig1 4/36 = 1/9 dur.

Soru 1: A ve B zarlan birlikte atilinca toplamin
hangi say1 olmasinin olasihg en yiiksektir?

Ornek 2: A zarinda gelen saymin B'de gelenden
bilyiik olma olasilig1 kagtir?

Coziim: [lkin bu olayin hangi hallerde
olabilecegini gorelim.

1. Eger A zannda 6 sayis1 gelirse ve B de de
{1,2,3,4,5} sayilarindan birisi gelirse bu 5 halde
istedifimiz olay meydana gelmis olur.

2.Eger Ada5 ve B de {1,2,3,4} sayilanindan
biri gelirse bu 4 halde istenilen olay meydana
gelmis olur.

Bu diigiince bigimini siirdiirerek A da 4 gelmesi
durumunda 3 halde, A da 3 gelmesi durumunda
2 halde ve A da 2 gelmesi durumunda da 1 halde
beklenen olay olur, A zar 1 gelirse istenilen asla
olmaz. Boylece istedigimiz olay 5+443+2+1=15
halde meydana gelebilir. Olasih ise 15/36 = 2/15
dir.

Bu uzun ve can sikici hesaplan tam olarak verdik
ki siz de benzer hesaplan kendiniz yapabilesiniz.

Soru2: A zarinda sayinin B de gelenden
bilyiik veya esit olma olasiligim hesaplayiz.

i



2. Oyunun Tamtim.

Bu béliimde yiizlerinde "1,2,3,4,5,6" yazih adi
oyun zarlarindan farkli olarak, iizerinde degisik
sayilar yazilmig oyun zarlanin ele alacagz. Boyle
zarlara standart olmayan zarlar diyelim.

Artik oyunumuzu tanitabiliriz. A, B ve C diye ii¢
tane standart olmayan zanmiz olsun. A zarinin
yiizlerinde {1,3,4,14,17,18}, B'nin yiizlerinde
{2,9,10,11,12,13} ve C'ninkilerdeyse
{5,6,7,8,15,16) sayilari var. iki oyuncu
agagidaki oyunu oynarlar.

1. oyuncu istedigi zan seger. 2. oyuncu da kalan
iki zardan birini seger. Her oyuncu istedigi zan
atar. Yiiksek say1y1 atan oyuncu oyunu kazanir,

Sizce hangi oyuncunun kazanma olasilig1 daha

yiiksektir? 11k bakigtka iistiinliigiin 1. oyuncuda

oldugu samlabilir. Ciinkii 1. oyuncu ilk se¢imi

yaptig1 i¢in en iyi zan segebilir. Boylece kazanma

olasilig1 en az 1/2 olmasim garanti eder. Ancak
bu diisiiniis sekli dogru degildir. Gelin

* oyunumuzu ayritili olarak ele alalim.

Hangi zarin, A veya B'nin elverisli oldugunu
anlamaya caligalim. Bu iki zan birlikte atarsak 36
esit olasi hal oldugunu biliyoruz. Simdi bu 36
halden kaginda A zarinin kanzandigim
hesaplayalim; eger A zarinda 14,17 veya 18
gelirse B'de ne gelirse gelsin A kazanir. Bu size
3.6=18 hal verir. Efer A zarinda 3 veya 4
gelirse, A ancak 13'te 2 gelirse kazanir. Bu da
bize 2 kazanma bi¢imi daha verir. A'da 1 gelirse,
A mutlaka kaybeder. Boylece A'min B'ye kars
kazanma olasilig1 20/36=5/9'dir ve 5/9>1/2
oldugundan A zar1 B'den iistiindiir.

Soru 3: Aym sekilde A ile C'yi, sonra da B ile
C'yi kargilagtirin.

Eger bu soruyu dogru yamtlamigsaniz, ¢eligkili
bir durumla karsilagacaksinz. A zan B zarindan
20 halde, B zan C zarindan 20 halde, ve C'de A
zanndan gene 20 halde iistiindiir. Bagka bir
deyisle, A zar1 B'den, B zart C'den C zan da
A'dan elveriglidir. Herhangi iki zan diigiiniirsek
biri digerinden iistiindiir ve iistiin olanin

kazanma olasilif1 20/36 = 5/9 dur; ancak en
elverisli zar yoktur.

Simdi oyuna dénelim: 1. oyuncunun sectigi
zardan bagimsiz olarak, 2. oyuncu daima daha
elverigli zar secebilir ve kendine 5/9 olasiligiyle
kazanma gansi saglayabilir (Sekil 2). Yani, eger
1. oyuncu A'y1 segerse 2. oyuncu C'yi, 1.
oyuncu B'yi segerse 2. oyuncu A'yi seger.

Artik gegiskenligin anlamini verebiliriz. Bilindigi
gibi, a., b, c ii¢ gergel say1ysa, a>b veb>c
esitsizlikleri a> c egitsizligini gerektirir. Bu
ozellige geciskenlik iligkisi deriz. Yukanda
anlattifimiz oyunda gordiik ki, A zar1 B'den ve B
zan1 C'den elveriglidir; ancak A zar1 C'den
elverigli degildir. Aksine C zar1 A'dan
elverislidir.

Tanittigimiz oyunda elverislilik gecisken degil.
Bu tiir oyunlara ge¢isken olmayan oyunlar denir.
Her standart olmayan zarlar gecisken olmayan

bir oyun vermez. Omegin, A = {1, 2, 3,4, 5,
6},B=1{7,8,9, 10,11, 12} ve C = {13, 14,
15, 16, 17, 18} olsa, C zar en elverislidir.
Gergekte, gecisken olmayan oyunlari olusturmak
pek kolay degildir. Bundan sonraki boliimii
okursaniz bunu siz de goreceksiniz.

3. Esas Teorem

Durumu genellestirelim. Bu bsliimde 6 yiizlii
degil de, daha genel olarak n yiizlii (n>3) zarlan
ele alacagiz. Boyle zarlara n-zar diyelim.

Teorem: Yiizlerinde 1'den 3n'ye kadar sayilarin
tekrarlanmayarak yer aldig1 A, B ve C gibi
n-zarlarimiz olsun. A'nin yiizlerinde b )
B'nin yiizlerinde {c,,...,c,} sayilar yazilmis
olsun.

A'nin B'ye, B'nin C'ye ve C'nin A'ya es
olasiliklarla iistiin olmas: icin yeterli ve gerekli
kosul

_ i &i=i bfi Ci=n(3g+1)

olmasidir.

Ispattan &nce teoremi biraz irdeleyelim. 2.
boliimdeki oyunda zarlar A,B ve C lizerindeki

sayilarin toplamu her zar igin @ =57 'ye
esittir. Bu teoremden yararlanarak, farkl zarlarla
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aym oyunu kurabiliriz. Bunun i¢in 1'den 18'e
kadar tamsayilan Oyle ti¢ kiimeye ayiralim ki, her
kiimedeki sayilarin toplami 57'ye esit olsun.
Oyunumuzda A'nin B'ye, B'nin C'ye ve C'nin
de A'ya kars1 kazanma olasiliklan essittir. Bu
olasiliga P dersek, teoremimiz p = 1/2 halini de
kapsar. Tabii bu durumda A, B ve C zarlan e§1t
derecede elveriglidir.

Soru 4: Eger p< —é— ise, aldigimiz zarlarda
geciskenlik 6zelligi olmayabilir mi? Ne igin?

flk olarak, teoremin ispatinda kullanacagimiz bir
yardimci sonucu ele alalim.

Yardima: Sonug: 12a,<a,<...<a, 2 3n tam
sayilarinda kurulan A = {a,,...,a,} kiimesi i¢in

SW=y Y  sn@Qy=23a-nGn+0)
ae[1,3nNA '

olur. Burada [1,3] ile {1,2,3,4,...,3n} kiimesini
ve sgn ile de

- fonksiyonunu gosteriyoruz.
A kiimesinde bir a; dgesi secelim ve

= sgn @;-0))
oel ,zn]\A 1

toplamim hesaplayalim. S; sayis1 [1,3n]\NA
kiimesinde a,'den kiiciik olan 6Zelerin sayisindan
a,'den biiyiik olan [1/3n]\A kiimesi 6gelerinin
sayisin ¢ikarmakla elde edilir. a;'den kiigiik
tamsayilar (a; - 1) tanedir. Ancak bunlaradan
(i-1) tanesi, a,...a;_; sayilan A kiimesindedir.
Béylelikle [1,3n]\A kiimesinde a-i'den kiigiik
(a;-1) - (i-1) = a;-i tane say1 vardir. Ayni gekilde
[1,3n]\A kiimesinde a;'den biiyiik

(3n—a)(n-i) = 2n—a; +i tane say1 vardir. Demek ki

Si=(@-i)-Cn-a,+i)=2(a-i-n)

olur. Burada S(A) sayisini gdyle hesaplanz:
n n |
SA)=Y S-=22 @;-i-n)
SA) = Z Si= 221 @i-i-n= 2; --22 2

= 22al -n (3n+1)

Teoremin ispatim gegelim. Once A'nin B'ye,
B'nin C'ye ve C'nin de A'ya karg1 kazanma
olasiliklaninn esit oldugunu varsayalim. A zan
C'ye kars1 kag halde kaybederse, B'ye karsi da o
kadar halde kazanir. Ayni sekilde A zan C'ye
kars1 kag halde kazanirsa, B'ye kars1 da o kadar
halde kaybeder. BUC =[1,3n]\A oldugu igin,
buradan S(A)=0 elde edilir. Béylece yardimc1
sonugtan

n
z.‘ai_n(32+1)

esitligi bulunur. Durumun simetrik olmast, bize

Ebﬁﬁci:——nu;“)

esitliklerini verir.

Tersine,

i aj= i bi= ﬁ cizgwnTm-

i=1  i-1 =1,

oldugunu varsayalim. Yardlmél sonugtan
S(A) = S(B) = S(C) = 0 elde ederiz. A zan B'ye
kars1 n2-halden m-inde kazansin, (n?-m) halde
ise kaybetsin. S(A) = 0 oldugundan, A zarinn
C'ye kars1 m-halde kaybettigini ve (n?-m) halde
de kazandigim buluruz. Bagka bir deyisle A'un
B'ye karg1 ve C'nin de A'ya kars1 kazanma
olasiliklar1 p=m/n2'dir. Ote yandan, C ile A'y1ve
C ile B'yi karsilagtinrsak, sonugta A zarinin
B'ye, B zarinin C'ye ve C'nin de A'ya kars1
kazanma olasiliklarnin p=m/n? oldugunu
goriiriiz. Boylece teoremin ispat1 bitmis olur.

Bu ispat1 okuyup anlayan okuyucuya asagidaki
ilging problemi sunanz.

Soru 5: ikinci béliimde p = 5/9 olan bir 6-zar
oyununu 6grendik. p>5/9 halinde gegisken
olmayan 6-zar irdeleyin.

Son ii¢ ciimle azari dilinde agagidaki gibidir.

Teoremin isbatini ohuyub basa diisin ohucuya
asagidaki maragli mésiléni tdgdim edirik.

Meisili 5. 2-ci binddi biz p = % olmagla
geyri-tranzitiv 6-zir yigimini Oyréndik. p > %

olmagla geyri-tranzitiv 6-zér yigimiki fikirldgin.
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SECiM VE MATEMATIK-1
Kismi SIRALAMA BAGINTILARI

'HALIL iBRAHIM KARAKAS

ir toplumun her bireyinin, Cesitli

konularda belli tercihleri vardir. Birey,
onceden var olan veya kendisine sunulmusg olan
secenekler arasindan kendisi icin veya bagkasi

icin secim yapar; yapilan bu segime gre, bireyin

veya bagkalarinin yasantilar etkilenir. Cogu
zaman bir toplumun, biitiin olarak, bir konuda
alaca karar ve gosterecegi etkinlikler, toplumun
bireylerinin o konuda yapacaklari se¢im ya da
tercihlerle belirlenir. Bagka bir deyimle,
toplumun bir konudaki se¢imi, bireylerin o
konudaki segimleriyle ortaya cikar.

Toplumun ve bireylerin yarinlan vey a
gelecekleri, bu giin yaptiklan secimlerle veya
tercihlerle bigimlenir. Bu nedenle, se¢im kavrami
ve segme eylemi iizerinde 6zenle diigiinmekte,
bunlar irdelemekte, bir se¢imin arzu edilen
ozelliklerinin neler olmas: gerektigini
arastirmakta yarar vardir.

Once, segme eylemi nedir, nasil olugur onu
belirleyelim. Bir segme eyleminden veya secim
olayindan s6z edebilmemiz igin, her seyden
once, bir segenekler kiimesi bulunmalidir.
Ornegin, konuk oldugunuz bir yerde size: "Ne
icersiniz? Cay, kahve ve Kola var." diye
sorulursa, secenekler kiimesi

{cay, kahve, kola}

dir. Seciminizi bu kiimeden yaparsimz. Bu basit
omekte de goriildiigii iizere, se¢im olay1,
secenekler kiimesinin elemanlar birbirleriyle
kargilastinilip tercihlerde bulunarak
gerceklestirilir.

Yukandaki 6rnekte, ne iceceginizi bildirirken,
secenekler kiimesindeki igecekleri birbiri ile
kargilagtirip biri igin tercihte bulunursunuz (veya
bu eylemi daha énceleri yapmigsinizdir) Srnek
olarak, (gay, kahve) ikilisinden biri veya higbiri
lehine tercihte bulunursunuz. Bunu (gay, kola)

ve (kola, kahve) ikilileri igin tekrarlarsiniz.
Yapacaginiz segimin, en azindan kendi i¢inde
tutarl1 olmast igin, segenekler kiimesinin
elemanlarin ikiger ikiser ele alip tercihlerde
bulunurken bazi kurallara uymamz gerekir.
Ormnegin, (cay, kahve) ikillisinden kahveyi
tercihediyorsaniz (kahve, cay) ikilisinden de
kahveyi tercih etmeniz gerekir (T ers-Simetri
Ozelligi). Eger, (cay, kahve) den kahveyi
(kahve, kola) dan kolay1 tercih ediyorsaniz, (¢ay,
kola) dan hangisini tercih etmeniz gerekir?
Kuskusuz kolay1! (Gegisme Ozelligi).

Konuyu matematiksel bir zemine cekmek igin
secenekler kiimesinden olugturacagimiz bir
ikilinin her iki bileseninin de aym olmasi
durumunda, o ikiliyi olugturan elemann tercih
edilecegini varsayilim.(Yansima Ozelligi).
Ormegin, (cay, cay) ikilisinden, gay tercih
edilecektir.

Bu noktada bir yanlis anlama olasihigini ortadan
kaldirmak icin, bilegenleri farkli olan herhangi
bir ikilinin hi¢ birinin de tercih
edilmeyebilecegini belirtmeyiz. Somut bir
ornekle, (¢ay, kola) ikilisinden hig birini
sevmeyebilirsiniz.

Simdi, yukarida soylediklerimizi matematiksel
dile aktarmaga calisgalim. Bir se¢im olayinda,
secenekler kiimesi S ise, yapilan se¢im, S nin
elemanlarindan olugan bazi ikililer, yani S nin
kendisi ile Kartezyen garpimi, SxS nin bir
altkiimesine karsilik gelmektedir. Bu altkiime,

K ={(a,b) € S xS:ab ye tercih ediliyor}
bi¢iminde tanimlanabilir.

Igecek omegimize geri donelim: gay yerine ¢,
kahve yerine k ve kola yerine £ yazarak

Kl = {(Q,Q)s (ks k)a (/Es -’E): (9’ k)’ (ga “E)}



kiimesini ele alalim. Bu kiime, S = {¢, k, £}
olmak iizere SxS nin bir altkiimesidir ve ¢ay,
kahve ve koladan cay tercih edildigini
gostermektedir.

Secim olayinda secenekler kiimesinden ikililer
olugturulurken, matematiksel deyimle, SxS nin
K altkiimesi olugturulurken bazi kurallara
uyulmasi gerektigini belirtmigtik. Bu kurallar,

1.Hera € Sigin (a, a) e K(Yansima Kurali)

2.a,b,e S;(ab)e Kve(ba)e K=>a=b
(Ters-Simetri Kurali)

3.a,b,ce S;(ab) e K,(b,c) e K= (a,c)eK
(Gegisme Kuralr)

bi¢iminde ifade edilebilir. Boylece, bir secenek
kiimesi lizerinde bir se¢cim yapmak, asagida
verilen tanimlar ¢ergevesinde, bu secenekeler
kiimesi i¢inde bir kismi siralama bagintisi
olusturmak demektir.

Tanmimlar. Bir S kiimesi verilmis olsun.

1) SxS nin her bir K altkiimesine S iginde bir
baginti denir.

2) K, S i¢inde bir bagint1 ve
i)hers € Sicin (s, s) € K (Yansima C)zelligi)

i)s,te S;(s,),e K, (t,5) e0 K= s=t
(Ters-simetri Ozelligi)

iii) s, tu e S; s,0),eK, (t, u)e K= (s,w ek
(Gegigsme Ozelligi)

ise, K ye S icinde bir kismi siralama bagintisi
(kisaltllmug olarak kisiba) denir.

3) Iginde bir kisiba tammlanmus bir kiimeye kismi
stralanmig kiime (kisaltilmig olarak, ksk) denir.

Secim sdzciigili cogunlukla matematik
sozcligiinden bagka sozciikleri akla getirir:
demokrasi gibi. Ancak, yukarida sunulanlardan
goriildiigi iizere, her hangi bir konuda bir segim
yapmak, belli bir kiime i¢inde bir kzsiba
olugturmak demektir. Bu, se¢im sozciigiine
matematiksel bir anlam vermektedir. Sonug
olarak, "bir se¢imin arzu edilen 6zellikleri neler
olmalidir?" sorusunu arastirirken, o secimin
secenekler kiimesi igindeki kisibalari
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incelememiz gerektigini goriiyoruz.

Bu yazimizin kalan kisminda, ksk lerle ilgili
gosterimleri belirleyecek ve bazi1 6zel ksk lerden
soz edecegiz, ksk veya kisibalarin dzelliklerini
Matematik Diinyas: nin bagka sayilarinda ele
alacagiz.

Kuramsal olarak sonsuz ksk lerden stz
edilebilir, ancak biz segimle ilgili
tartismalarimizda sadece sonlu ksk leri ele
alacagiz; baska bir deyimle, ele aldigimiz se¢im
olayinda segenekler kiimesi sonlu olacaktur.

S bir ksk olsun. S igindeki kisiba y1 2 ile
gosterelimve a,b € S, (a, b) € 2 olmasi
durumunda a > b yazalim. a 2 b yi "a, b ye tercih
edilebilmektedir" diye okuyabiliriz. Eger a 2 b,
fakat a#b ise a>b yazacagiz. c,de S
icinc *dvec 2*d yazihimlan, sirasiyla,

¢ 2dve ¢ > dolmadigim gosterirler.

" Bir ksk, S, nin her hangi iki eleman: a ve b i¢in

a>b,a=b,b>a

dan bir ve yalmz biri gegerli ise, bu takdirde S ye
tiimden siralanmig kiime (kisaltilmig olarak, tsk)
ve 2 e de S i¢inde bir tiimden siralama bagintisi
(kisaltilmig olarak tiisiba) denir. Beraberlik
durumunda kazananin baz: puanlama ydntemleri
veya kura ile belirledigi turnuvalar tsk ye 6mek
olustururlar.

Beraberlige izin verilen bir turnuva, tsk olmasa
da ilging bir ksk 6rnegi olugturur. Bu tiir bir
turnuvada iki oyuncu ya berabere kalmustir ya da
biri digerine iistiinliik saglamigtir. Kismi
siralanmug kiime gosterimiyle, a ve b nin
berabere kalmalan,

"a > bveb * a"yazlarak ifade
edilebilir.

Sbirksk;a,be S,a »bveb 3 aise bu
takdirde a ve b ayrimsizdir denir ve a ~ b yazilir.
Aynmsizlik, S icinde yeni bir bagint1 verir. Bu
bagint1 igin, daima

hera e S i¢in a ~ a (Yansima 6zelligi),
a,be S,a~b = b~ a(Simetri 6zelligi)

ozellikleri gcerlidir. Eger ek olarak,
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e

a,b,ce S,a~b,b~c =>a~c
(Gegigme Ozelligi)

ise, bu takdirde S ye zayif siralanmig kiime
(kisaltilmig olarak, zsk) ve 2 e de S i¢inde bir
zayif siralama bagntist (kisaltilmug olarak zasiba)
denir.

Her tsk bir zsk dur. zsk i¢in bir bagka 6rnek,
satn alinacak bir esyanin sadece fiatina gore
secilmesidir.

Kismi siralanmig kiimeler iizerine bazi ek
kosullar 6ne siirerek degisik ksk drnekleri elde
edilebilir. Bunlar degisik secim yontemlerine
kargilik gelirler.

Sbirksk ve a, b € S olmak iizere, eger c>a
olacak bi¢imde hig c € S yoksa, a ya S nin bir
maksimal (biiyiik¢e) elemam denir. Benzer
bigimde, S nin b > s olan hig s elemam yoksa, b
ye S inn bir minimal (kiigiikge) elemam denir.
Cogu segimlerde 6nemli olan, segenekler kiimesi
S nin biiyiikge veya kiiciikce elemanlarim
belirlemektir. Bunun yaminda, her secim
olayinda, ya da her ksk de, secenekleri
diizeylerine gore ayirmak miimkiindiir.

S i¢inde a, > a; > ... > a; bi¢iminde bir diziye
uzunlugu K olan bir dizi denir. Egera e S igin

QP>a1> .28 > >a

bigiminde bir dizi varsa ve bu tiir her dizinin
uzunlugu k dan kiiciik veya k ya esit ise, bu
takdirde a eleman k-inci diizeyde bir elemandir
denir.

a € S, k mc1 diizeyde bir eleman ve
a,>a;>.>a 1=a
a € S, k-nc1 diizeyde bir eleman ve
ap>a;>..>ak=a
ise, ag, S nin bir biiyiikge elemanidir ve her

1=0,...,k-1igin a; >s > aj,; olacak bigimde hig
s € S yoktur,

S nin toplam olarak r eleman varsa, S nin en ¢ok
r-inci diizeyde elemanlan vardir, Her

k=0,1,...r-1 i¢cin S nin k-inci diizeyde

elemanlarini belirledigimizi ve bu elemanlari,
sifirinci diizeyde olanlardan baslamak iizere, her
diizeydeki elemanlar yatay bir sira olusturacak
bigimde yukaridan asagiya dogru siraladigimizi
diigiinelim. Ayrica, a> b ise aile b yi bir dogru
pargas ile birlestirelim. Bu yolla elde edilen
cizelgeye S nin Hasse Cizelgesi denir. Bir ksk
nin Hasse Cizelgesi, onun tiim 6zelliklerini
yansitir.

Baglangicta sunulan icecekler 6rneginde, sifirinci
diizeyde elemanlar kiimesi {¢}, birinci diizeyde
elemanlar kiimesi {k,£} olup, daha yiiksek
diizeyde eleman yoktur. Boylece, icecekler
omegine karsilik gelen Hasse cizelgesi asagidaki
gibidir:

sifirinci diizey

o k o e birinci diizey

Bir ksk nin bazi elemanlan atilarak elde edilen bir
altkiimesi yine dogal olarak bir ksk dir. Bu
diigiince ile, bir ksk S nin elemanlarinin
diizeyleri belirlenirken su yol izlenebilir: Once S
nin biiyiik¢e elemanlan belirlenir; bunlar S nin
siffinc diizeyde elemanlanidir. Sonra, S den
biiyiikce elemanlarin atilmasiyla elde edilen
kiimenin biiyiik¢e elemanlan belirlenir; bunlar S
nin birinci diizeyde elemanlandir. S den tiim
0-ncy, 1-inci,..., (k-1)-inci diizeyde elemanlarin
atilmasiyla elde edilen alt kiimenin biiyiikge
elemanlan S nin k-inc1 diizeyde elemanlandir.

Somut bir 6rnekle yazamuz bitiriyoruz. Bir
beldede belediye bagkanlig1 igin yapilan segimde
r aday bulundugunu kabul edelim. Bu takdirde,
her segmen oyunu kullanirken (veya
kullanmazken), bu r elemanh secenekler kiimesi
iginde bir kisiba tanimlayacak ve béylece bu
kiimeyi bir ksk ye déniigtiirecektir. Yaygin
olarak uygulanan se¢im yéntemlerinde,
segmenin, adaylardan sadece birini digerlerine
tercih etmesi istenir. Dolayisyla, bir secmenin
belirleyecegi ksk nin Hasse Cizelgesi
agagidakilerden biri olacaktir:

1]
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3 3 Uluslararas: Matematik Olimpiyati bu
o

yil 13-21 Temmuz arasinda

Moskova'da yapilacak. Takimimiz Selguk
Ateskan (Bornova Anadolu Lisesi), Oytun
Eskiyenentiirk (Izmir Fen Lisesi), Banig Fidan
(Eskisehir Anadolu Lisesi), Sinan Gilintiirk
(Kadikdy Anadolu Lisesi), Onur Menteg
(Bornova Anadolu Lisesi) ve Cem Mutlugiin'den
(Istanbul Lisesi) olusuyor. Nisan ayindaki son
segme sinavinin ardindan belirlenen takim gidene
kadar toplam 5 haftalik iki ¢aliyma daha yapacak.
Takimimiz elemanlarina Moskova'da iyi gsanslar
dilerken, segme sinavi sorularna da yer verelim.

1992 Uluslararast Matematik Olimpiyad:

I-1.

I-3.

II-4.

Takim Se¢cme Sinavi
1. Oturum (3 Saat)

Her terimi 2, < p < 11 kosulunu saglayan p
asal sayilarindan en az biri ile boliinen 14
ardigik pozitif tamsay1 bulunup
bulunmadigin saptayimiz.

ABC ii¢geninin B kosesinden gegerek AC
kenarina E noktasinda dik olan dogru, bu
iicgenin O merkezli ¢evrel cemberini D
noktasinda kesiyor. D den BC kerarina
inilen dikmenin ayag1 F noktas1 olduguna
gére BO dogrusunun EF dogrusuna dik

oldugunu ispatlayiniz.
X1, Xa, . . . , Xae poZitif reel sayilan

1 1 1
—t—— .t
1+x, 1+x, C14x,

kosulunu sagliyorsa
XiX2. .. Xne1 2 0™
oldugunu gosteriniz.
2. Oturum (3 Saat)

ABCD konveks kirigler dortgeninin
kosegenlerinin késim noktasi olan x

noktasindan, AB, BC, CD, DA kenarlarina

indi

rilen dikmelerin ayaklan sira ile P, Q, R, S

noktalar olduguna gore,

II-5

11-6.

1-

PQ +RS=QR + SP
esitligini ispatlaymiz.

. 1 den n'ye kadar numaralanmis n kutudan
1 numarah olanin kapag agik; digerlerinin
kapaklar1 kapali bulunmaktadir. Birbirinin
esi m toptan (m = n) bir tanesi bu agik
kutuya koyulunca 2 numarali kutunun
kapag aciliyor. $imdi acik bulunan iki
kutudan rastgele birine top koyulunca
liglincii kutu agiliyor. Bu sekilde devam
edilerek son kutu da agildiktan sonra geriye
kalan top(lar) kutulara rastgele dagitiliyor.
Bu sartlar altinda toplarin kutulara dagitimi
kag farkli sekilde yapilabilir?

Yarigapi 4 birim olan bir dairenin iginde
251 tane farkh nokta veriliyor. Bu
noktalardan en az 11 tanesini igeren,
yarigapi bir birim olan bir daire
cizilebilecegini gosteriniz.

Gecen Sayidaki Sorulara Yamitlar:

Toplantida n kisi olsun ve bunlarin el
sikigtigi kisilerin sayisini sirasiyla ey, e, . .
. , €, ile gosterelim. Bir kisi en ¢ok (n - 1)
kigi ile el sikigabildiginden 0 <e ;< (n- 1)
olacaktir. Bir j degeri i¢in e; = (n - 1) olsun.
Bu j-inci kisi herkesle el sikigt1 demektir ki,
o halde geri kalanlarin hepsi en az bir kez el
sikmuglardir, yani her i igin 1 < e; olacaktur.
Benzer yolla bir j i¢in €; = 0 ise tiim i'ler
icin e; < (n + 2) olacaktir. Bu
dediklerimizden {0, 1,2,...,n-2} ya
da {1,2,...,n- 1} kiimelerinden birinin
tiim ey, €, . . ., €, sayilarim icerdigi ¢ikar. n
- corap (e, €2 ,..., €, sayilan), (n- 1)
cekmecededir; o halde en az iki €; sayisi
birbirine egit olmalidir.



Verilen 7 farkh reel say1 x,, X2, . . . , X7
olsun; ve tant; = x; olacak sekilde (-1t/2, n/2)
arahgnda i, t, . . ., t; sayilarina bakalim.
t/ler farkl olacaktir. Ote yandan 7 birim
uzunluktaki bir aralikta yer alan 7 sayidan
en az ikisi birbirlerine 7/6 birimden daha
yakin olmalidir. Bu sayilar t; ve t; diye
gosterelim, t; > tj olsun. Bu halde

0<t-t;<m6=0<tan (t - t;) < tan (1/6)
tan¢;-tan t)  X;-X;

B e Gy T+xx,

oldugundan istedigimiz 6zelligi olan x; ve x;
sayilarini bulmus olduk.

Once bir gézlem yapahm: [0, 4] aralig1
iginde boyu bir birim olan bir kapal: aralik
1, 2 ve 3 noktalarindan en az bir tanesini
icermek zorundadir. Simdi problemi
¢ozelim. Elimizde 10 aralik var ve herbirini
1, 2 ve 3 sayilarindan en az birini igeriyor.
O halde 1, 2 veya 3 sayilarindan biri en az
4 aralikta olmaldir.

Satrang ustasi birinci giinde a,, ikinci giinde

a, . . ., yetmigyedinci giinde (11 haftanin
son giinii) a;; mag yapsin. s, = a,
S$=a,...,8%=a +a+...+a,olsun.

Verilenlerden, usta her giin en az bir mag
yapmustir, yani her a; pozitiftir. Buradan da
1<a; <s;<... 87 < Sy oldugu goriiliir.
Ote yandan haftada en ok 12 mag
yaptigindan, 11 haftada en gok 11 x 12 =
132 mag yapmustir. Yani s, Sz, . . . , S77
birbirinden farkli tam sayzilar 1 ile 132
arasindadir. 2 x 77 = 154 > 132 + 20
oldugundan, 6rek 2'deki yolla s; - s; = 20
olacak sekilde s; ve s; sayilarimn olmasi
gerektigi goriiliir. Bu ise (i + 1) - inci
giinden j-inci giine kadar ustanin tam olarak
20 mag yaptifin sdyler. :

52 farkli tam say1 a,, @y, . . . , as; V€
bunlarin 100 ile boliiniince kalanlari ry, 1,
..., I'p (0 <15 < 99) olsun. Eger iki farkli
kalan sifirsa, yanir, =r;= 0 ise bu a; % 3
100'le bdliiniir demektir. Ayn sekilde iki
farkl kalan 50'ye esitse yanir; =r;= 50 ise

23

a, * a; 100'le boliiniir. O halde en ¢ok bir
r'nin sifir, bir r kalaninin ise 50 oldugunu
kabul edelim; diger 50 kalan {1, 2, ...,
49, 51, ..., 99} kiimesidir. Bir a sayi1si
100'e boliindiigiinde kalan r ise, -a sayi1si
icin kalan 100-r olacaktir.

Simdi {1,2,...,49,51,...,99)
kiimesindeki 50 tane r kalam ile 50 tane
(100-r) seklindeki sayiya bakalim.
Cekmece ilkesinden r, =r1; (ya da 100-r, =
100-1;) veya r;=100-1; olacak sekilde bir i # j
cifti olmasi gerektigi goriiliir. Bu ise ilk
durumda a; - a;; ikinci durumda a; + a;
sayistmin 100'e boliindiigiinii sdyler.
Bilardo masasini x-y diizleminde baslangig

kosesi (0,0) diger koseler (1, 0), (1,1) ve
(0,1) noktalarina gelecek sekilde

 yerlestirelim. Masamn kenarlar boyunca

simetrilerini alirsak, topun yansimasi
sekilde goriildiigii gibi simetrilerde

dogrusal olacak sekildedir.
3 ,"
/
2 +
A
/
1 \f
1 2 3 a

Bu bakig acis1 altinda kogeler tam say1
koordinath (g, p) noktalarina kars
geleceginden problem suna doniigiir:
(0,0)'dan gegen herhangi bir y = mx
dogrusunun tam say1 koordinatl bir (q,p) #
(0,0) noktasina 1/20 birimden ¢ok
yaklagacafini gosteriniz.

Bu son dedigimizi gosterelim. (q, p)
noktasinin y = mx dogrusuna uzakhig

|gm -p|

2
m +1

ayidaki 6rnek 4'te verilen bir x reel say1si
ve n tamsayisi icin Igx-pl< 1/n olacak
sekilde p ve 1 < q <n tamsayilarinin
varhigim gostermistik. n=20 ve x =m
alirsak istenen (q, p) noktasmnin varligim
kamitlamis oluruz.

<|gm-p| dir. Ote yandan gegen

OLIMPIiYAT
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Bu soru 6rmek 5'in bir benzeri. e; £{0, 1, 2,
..., k-1} olmak iizere p = €; Ix,| + €, Ix,l +
.. . + &, Ix,l seklindeki sayilara bakalim.
Her e; i¢in k farkl deger
koyabilecegimizden k" tane p tipi say1
yazabiliriz. Ote yandan Cavchy Schwartz
esitsizlifinden

0<p
12 12

2 2 2, 2 2
Slete,+...+e) |X+X,+.. . +X

<k-1)¥n

bulunur. Yani k" tane p sayis1 [0, k-1) Vn]

kapah aralif1 igindedir. O halde aralarindaki

fark &1 Vn 'den kiigiik olacak sekilde
k'-1
p, p' sayisi vardir. p=e, Ix|| +ex x| +. ..
+e, x| ve p' = €] Ix{l + €5 IxgH+...+ €'plxyl
olsun. Yapilan segcimden (e, €z, ..., €) #
(e, e, ...,e,) olacakur. p - p' = (e -
e.') Ix,| + (e, - Cz') IXal + ...+ (en- e,.') Il
oldugundan; x; 20 ise f=¢; - ¢/ ve x;<0

- ise f; = -(e; - ) alirsak; f; sayilarinin hepsi

sifir degildir; her i igin If] < k'dir ve

&-1) Yn
k'-1

If[X] + szz * ... an.,| < 'dir.

COZMECENIN YANITI
¥5739426081=75759

YARISMA SONUCU

Yarigsma sorularimiza, okuyucularimizin gésterdigi ilgi kivang verici bir diizeyde.

Bildiginiz gibi, bir yul icinde yaptigi ¢oziimlerin tiimiinii goz éniine alarak, okuyucularimizi

odiillendirecegimizi duyurmugtuk. Siiresi icinde elimize gegen yamitlar esas alinarak yapian

degerlendirmeye gore, birinci ciltte yayinlanan sorulan ¢ézen okurlarimiz arasinda en basaruli

olan 6 tanesinin adlarim agagida agiklryoruz. Bu okurlarimiza birer Bagart Belgesi
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’

TALAT TUNCER

MATEMATIKLE EGLENELIM

INC

BAGINTILAR

’
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B az1 sayilar arasinda ilging goriiniimler
bulunmaktadir. Bunlara iligkin bir kag
6mek verelim.

1. Carpum ters sirada toplam olabilir:
9+9=18 ; 9x9=81
24+3=27 ; 24x3=T2
47+2=49 ; 47x2=94

497+2=499 ; 497x2 =994

2. Iki rakamli say: ciftlerinde her iki rakam da
ters gevrilirse carpimlar ayni kalr:

12x42=21x24 , 12x63 =21 x 36,
12x84=21x48 , 13x62=31x26,
23x96=32x69 , 24x 63 =42x 36,
24x84=42x48 , 26x93=62x 39,
36x84=63x48 , 46x96=64x 69
3. Sayilar kristaller gibi biiyiiyebilir:
16 =4
1.156 =342

111.556 =334
11.115.556 =3.334?

1.111.155.556 =33.334*
111.111.556.556 =333.334

Bu 16 sayidaki gibi 10a + b bigiminde iki
rakamli bagka ancak bir say1 vardir. Ortada kag
kez (10 a + b - 1) kullanilirsa kullanilsin yeni
say1 bir karedir. Bu say1 48 dir. ’

49 =7
4.489 =67
444,889 =667

44.448.889 = 6.667

4. Iki rakamh saylarda, bir yandaki sayilarin
kareleri toplami, rakamlar: ters sirada
yazmakla elde edilen yeni sayilarin kareleri
toplamina egit olur:

42% + 587 + 637 =24+ 85" + 367,
43 + 527 + 687 =347+ 25% + 867,
43 + 587+ 622 =34” + 85 + 267,
482 + 527 + 63* =84% +25% + 36%,
48 +53* + 62° =847 + 35% + 267

5. Faktoriyel igin ilging baginnlar:
145 = 11 +4!+5! (=1+24+120)

40.585 = 4!+ 0! +5! + 8! + 5!
(=24 + 1 + 120 + 40.320 + 120),
0'=1 olduguna dikkat ediniz.

6. Kokler igin ilging baginnlar:

VI2I=12-1

V64 =6++14

V49 =4+vV9=9-v4
Y169=16-V9=v16 +9
Y256 =2x5+6

V324 =3x2+4)
Y11.881=118-8-1
Y1936 =-1+9+36



TARTISMA

Dergimizin bu yeni kdsesinde Matematik Ogretimi ile ilgili bir tartigmay!

baglatmak istiyoruz. Goriis, elestiri ve diisiincelerinizi bize iletmenizi diliyoruz.

MATEMATIK OGRETIMINDEN NE BEKLIYORUZ?

KEMAL DOGAN*

—

atematik 6gretiminde amag, "Matematiksel
Diigiinme"yi 6n plana ¢ikarmak mi? Yoksa
bilgi yiiklemek mi olmali?

Matematigin; tammlar, aksiyomlar ve bunlardan
elde edilen bazi terimler ile bunlan kullanma
(problem ¢6zme) olarak 6zetleyebilecegim
sisteminin verilerden sonuglar ¢ikarabilme,
veriler degistifinde sonuglarin farklilidim
gorebilme, boylece olaylara ve olgulara farkli
bakig acilan getirebilme yetenegimizin
olugmasina, diigiinme ufkumuzun genislemesine
katkis1 beklenmelidir. Bunun i¢in Matematik
ogretiminde "kamt" olgusuna hi¢ olmazsa Lise-I
de biraz daha fazla 6nem verilmelidir. Bazi temel
bilgileri edinmis olan bu simftaki 6grenciye
Matematiksel diisiinmede "kanit" kavraminin
"neden" ve "nigin" sorularinin énemi
kavratilmalidir. Bunlar geri plana itilerek sadece
bilgi yiiklemek bigiminde yapilan Matematik
ogretimi ogrenciyi ezbere tegvik edici olup
Matematiksel diigiinmeyi tanimaya ve
oziimsemeye engeldir. Gozlemledigim kadariyla
okullarimizda teoremlerin ispatlari gereksiz
goriilmekte, bunlar birer formiil olarak
ezberlenerek hemen problem ¢6ziimiine
gecilmektedir. Sonucta 6grenci "Matematigin bir
kutsal kitab: var da oradan ¢ikan tartigmasiz
hiikiimler uygulanmaktadir" yargisina
kapilmaktadir.

Matematik miifredat programi da gozden
gegirilmelidir. "Her 6grencinin Matematigin her

(*) Matematik Ogretmeni, Gaziantep

konusunda bilgili olmasi gerekir mi? Oklid
geometrisi iizerinde bu kadar durulmasi bir
zorunluluk mi acaba?" "Ucgene, gembere ait
ozelliklerin tiim ayrintilariyla bilinmesi ¢ok mu
gereklidir?" Koniklerin sentetik incelenmesinin
programdan ¢ikarilmasi gok mu eksiklik
yaratmistir?" Oklid geometrisi disinda
geometriler oldugunu tanitmak yeni bakis acilan
getirmez mi? Bunlann tartigilmasinda yarar
vardir.

Lise-I de Matematiksel diigtinmeyi 6ne ¢ikaran

- bir anlayisla temel matematik bilgileri tiim

ogrencilere verildikten sonra Matematigin diger
konulan sadece ilgili ve yetenekli 6grencilere
okutulmahdir. Miifredatin kabank olusu, verilen
siirede yetismemesi yaninda teoremleri
ispatlamaktan vazgeciren bir neden olmaktadr.

Matematik dgretimine bilgi ylikleme anlayigi
getiren bir bagka etken de Universite Secme
Sinavlandir. Bu sinavlardaki sorular daha ¢ok
bilgi 6lgme agirliklidir. Belki test sinavinin
ozelligi bu sonucu getirmektedir, ama
Matematiksel diisiinceyi 6lgen bazi sorular da
sorulabilmelidir.

Ulkemizde Matematik &gretiminin en verimli
bicimde yapilabilmesi igin bu diistincelerin
tartigilmasinda yarar goriiyorum. Bu konuda da
"Matematik Diinyasi'na gorev diistiigiine
inantyorum.

Saygilarimla, -
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ALISTIRMA SORULARI

A36. Elemanlan sifirdan farkli ajy,...,a,
aritmetik dizisi i¢in

1 + 1 +...+ 1 _ ol
Ay Gy h-19 449,
esitligini kanitlayiniz.

A37. Eksenleri birbirine dik olan iki parabol
dort noktada kesisiyorsa bu dort nokta
cemberdestir. (Hazirlayan: H. Demir)

A38. Bir cember diliminin simir yarigaplan ile
yay liger e par¢aya bolen noktalar cemberdes
ise dilimin merkez agisinu belirleyiniz.
(Hazirlayan: H. Demir)

A39. B agilan 0 < o < B < /2 esitsizliklerini
sagliyorsa
sno o

sinp B

oldugunu kanitlaymiz. (N. A. Court)

A40. tan 1° tan 61° = tan 3° tan 31° esitligini
kantlaymiz.

YARISMA SORULARI

Y36. n dogal bir say1 ise tan n® y1 tan®
tiirlinden yaziniz.

Y37. Bir ABC ii¢geninde [BC] ye A’ ortasinda
degen bir cember AC yi By, By, AB yi Cy, C de
keserse B, Cy, By C; dogrulan1 BC'yi A' ye
gore simetrik noktalarda keserler.

Y38. Ikiser ikiser kesisen ve
ajnx+apy+a;3=0,
a1 X +apy+ap=0,
a1 X+apy+az=0

denklemleriyle belirli ii¢ dogrunun olugturdugu
liggenin S alanim katsayilar tiiriinden bulunuz.
(Hazirlayan: H. Demir)

1 1
Y39. arctan §+---+arctan—2—+...
n +n+1

toplamuini hesaplayiniz.

Y40. Taban agilar1 B = 50°, C = 30° olan bir
ABC ticgeninin iginde D noktasi alinarak
olusturulan BDA iiggeninin taban acilar1 10'ar ise
DBA agis1 kag derece olur?

Bu sayida yer alan problemlere ait ¢éziimlerin
1 Kasim 1992 tarihinden énce elimizde olacak gekilde
gonderilmesi gerekmektedir

Coziimleri génderirken liitfen su noktalara dikkat ediniz :

1. Her sorunun ¢éziimiinii ayr bir kagida, okunakh ve
anlagtlir bir bigcimde yaziniz.

2 Kagidin sag dist kdgesine adinz-soyadimizi adresinizi,
ve 8grenci iseniz okulunuzu ve sinifinizi yazimz.




DEGERLENDIREN: ALPER HALBUTOGULLARI
’

A26. {12, ..., n} dogal sayilar kiimesinin 2
ogeli biitiin altkiimelerinden gegen sayilarin
toplamu kagtir?

* ¢OZUM : (Burak Uzun, Ankara; S. Gokgen
Sen, Erzurum; Dogan Mersin, Istanbul)

Her eleman diger (n — 1) elemanin herhangi
biriyle birlegerek iki elemanl: alt kiime
olusturabilir. O halde her eleman (n - 1) alt
kiimede mevcuttur. Sayilarn toplamina T
dersek:

T=@-0.0+2+...+0 =800 D by
A27. Bir ABC ii¢geninde L € [BC], £ =|ALI,
IACI=b, IABI=c,

B=%BAL,y=¥% CAL ise

sinA=sinB sin 'y
A b ¢

oldugunu ispatlayimz.

A

BlY

B L C
COZUM :

A(ABC) = A(ABL) + A(ALC)

1 : .
ib.c.smA:% g £.sm]3+%b. A.siny

Her iki tarafida b.c.l ¢arpimiyla bélerek :

28

sinA _ sinf} & siny

Y b elde edilir

Diger Cozenler :

(Burak Uzun Ankara; Dogan Mersin, Istanbul;
Ali ikiz, Konya; Erol Gedikli, Trabzon; Gokhan
And, Ankara; Atilla Altin, Kirgehir)

A28. Karmagik say1 diizleminde z, i, iz
noktalan dogrudag ise z nin geometrik yeri
nedir.

COZUM : (Atilla Altin, Kirgehir; Cetin Camet,
[zmir; Erol Gedikli, Trabzon)

Z =X + iy olsun. = Noktalar :
A(X, Y)s B(O’ 1) > C(_Yax) olur.

AB ve BC dogrularinin ¢akismasi igin egimleri
esit olmalidir.

_ ¥yl
= MpAg=Mp =15~

=>x2+y2—x—y=0=>(x—%)2+(y—%)2=%

: 11 . V2
Geometrik yer D(—,—) merkezli —
' 242 2

yangaph bir cemberdir.

A29. Bir ABC ii¢geninde [BE] ve [CF] ig iki
aciortay ise, BCEF nin bir

a) kirigler dortgeni
b) tegetler dortgeni

olup olmayacagim arastinmz ve olmasi halinde
licgeni belirleyiniz. (Hazirlayan: H. Demir)

COZUM : Uggenin kenar uzunluklan a, b, ¢
ve i¢ teget cemberin merkezi I olsun. Asagidaki




D —

uzunluklar bilinmektedir :
b, =IAEI=-2C. cl_|AF|=_bi,
1 a+c a+b
b.=IECI=22 . ¢ =IFBI=_2C ©
275 Taxe’ 2T Ta+b’

a) BCEF kirigler dortgeni ise A nin bu dortgenin
cevresel cemberine gore kuvvetinden

byb=cjc =ba+b)=c(a+c)
=((b-c)a+b+c)=0
=b=c

olmalidir.

b) BCEF kirisler dortgeni ise BE dogrusu
dortgende B ve E agilarnin agiortayi olur.
Acortayin oran 6zeliginden, |EFI=x
olmadiginda

b, NICI a

yazilir. Buda (1) den

= abc
“@+b@+o

degerini verir.
Bu tegetler dortgeninde x +a=b, + ¢,
olacagindan (1) den ve x in degerinden

bc+(a+b)(a+c)=b(a+b)+c(a+c)
=2bc=b2+c2+a2=>1=cosA=1=0

elde edilir ki (b) denklemi saglayan hig bir liggen
yoktur.

A30. Her n dogal sayisi igin

(3)2+(f11)2+...+ 2:(2;;)

oldugunu gosteriniz. (Burada ('11() simgesi n

n
n

n 2
n—l) s

ogeli bir kiimenin k 6geli altkiimeleri sayisim
gostermektedir)

COZUM : Esitligin sag tarafi 2n elemanh
kiimenin n elemanin kag farkli yoldan
secilebilecegini gostermektedir. Simdi bagtaki
kiimeyi iki egit kiimeye ayinp bunlara A ve B
ismini verelim, ve n eleman se¢me iglemini
tammlayalim; n elemam su sekilde segebiliriz :

A dan hi¢ almayip, B den n tane aliniz, veya
A dan 1 tane alip, B den n- 1 tane alinz,veya
A dan 2 tane alip, B de_n n-1 tane alinz, veya
A dank tane alip B der:l n—k tane alinz, veya
A dan n tane alip, B cien hi¢ almayiz.

Bu iglemin genel basamagini (yani k.
basamagini) gerceklestirmenin ( E ) s (r? % )
farkh yolu vardir. O halde tiim segilim

) =+

0

+ows

n
n

n

1

n
n1
n
n

n
n

farkl1 yoldan yapilir. Ve bu (2;1) ifadesine
esittir. Simdi (‘i‘) =(1;),i=0,1,..,n

esitligini kullanarak ifademizi yeniden yazarsak:

n)\/n\ , [n|(n n)/n
o}{o]* (1) el
4+ +[m){n)=(2n

" An/ln n
veya

2 2 2 2

n n n n\"_[Zn
(0 + 1) +...+(k) +...+(n) _(n

bulunur.



Y26. —y4 — y4 — 24—t + 2(x2y2 + x222 + x2t2
+y222 + y2t2 + 22t2) + 8xyzt polinomunu,
birinci dereceden tam katsayili polinomlarin
carpimi olarak yazimz.

COZUM I : Bu goziimde Burak Uzun'un
(Ankara) ¢6ziimiindeki fikirlerden
yararlanilmgtir.

Birinci dereceden tam katsayili genel polinom
(ajx + by + ¢z + dit + €j) seklindedir. Verilen
polinom bu tip n tane polinomun garpimina
esittir.

i)  Tiim terimlerin kuvvetleri esit oldugundan
sabit terimler sifirdir. ¢;=0(i=1.2,...,n)
(Bir terimin kuvveti terimlerinin tisleri
toplamudir.)

ii) x4 terimi ancak (a;jx) terimlerinin
carpilmasiyla elde edilir. O halde a; #0 ve
benzer sekilde b; #0, ¢;j#0, di#0
(i=1,2,...,, n) Ayrica asil polinom, birinci
dereceden 4 polinomun ¢arpimidir. (n=4)

i) x4 iinkatsayis1: -1 =aj.ay.a3.a4
=a; =3 1, benzer sekilde bj=ci=dj=7 1
(i=1234)

iv) Katsayilar toplami x=y=z=t=1
alinarak 16 bulunur. 1. dereceden
polinomunki sadece 0, 2, 74 olabilecegi
icin, 16 carpimu sadece 7 2 carpanlart ile
elde edilebilir. Negatif olan parantezler gift
sayida oldugundan bunlan da (-1) lerle
carparsak tiim parantezlerdeki katsayilarm
toplami 2 olmak zorunda olur. Yani {iii +1,
biri —1.

(iii)'ten dolay1 bir degiskenin en az bir katsay1si
—1 oldugundan :

Px)=(x+y+z-0(x+y-z+t) (Xx—y+2+1)
(-=x +y +z+1) bulunur.

COZUM II ; (Bilal Yurdakul , Izmir)

x4yt 42 (x2y2 + x222 + y222
+ X202 + y22 + 722 + 8xyzt |

= (x4 =2x2y2 + yH) — (24 - 2222 + t4)
+2x222 + 2x2 12 + 2y%12 + 2y222 + 8xyzt

= [(x2-y2)2 + (22 - 12) - 2x2 (22 + 2)

- 2y2 (2 + 22) — 8xyzt]

_ [(x2 i y2 +72_ t2)2 - 2(x2 _ )’2)(22 _ 12)

—2x2 (22 + 12) - 2y2 (2 + z2) - 8xyzt]

—[(x® —y2 + 22 = 12)2 - 4(x222 + t2y2 + 2xyat)]

—[(x2 = y2 + 22 — £2)2 — (2xz + 2ty)?]

=—(x2+22 -4z +22 -2 - 2ty)(x2+2242xz
~y2—-t2-2y1)

=—[(x-2)2 - (y + D2)[(x + 2)> - (y - 1)?]

= (X=y+2-)(X+y—z+t)(X=y+Z+t) (X +y+Z+t)

Diger Cozenler :

Murat Beyboga, Izmir. Cetin Camet, Izmir; O.
Serdar Sahin, Izmir; Okay Caligkan, Izmir;
Atasagun Baykal, Ankara; Murat Limoncu,
Ankara; Ilyas Kiireli, Istanbul

Not: S.Gokeen Sen, Erzurum; Erol Gedikli.
Sadece sonug gonderen yarigmacilarin kagitlan
degerlendirilmeye alinmamugtir.

Y27. Bir ABCDEF digbiikey kirisler altigeninde

|ABI = IBCI, ICDI = IDEI, [EFI = [FAI

ise alanlar i¢in

IBDFl = % IABCDEF|

esitligini ispatlayimz.

COZUM : (Bilal Yurdakul, izmir, Murat
Limoncu-Ankara)

F E




IFCl iizerinde IAFI = IFK| olacak sekilde bir K
noktas: alalim. ABCDEF kirigler cokgeni
oldugundan esit yay1 goren agilar eittir,
CFb = EfD = IEFI =|FKI| ve IFDI ortak

oldugundanFKP FED ayrica |KDI =IEDI
elde edilir.

W o a FiaY a
Benzer gekilde BKD = BCD ve BKF = BAF
bulunur

A(ABCDEF) [A(FBD) + A(BAF)
+ A(BCD) + A(DEF)]
=% [A(FBD) + A(FBD)]
= A(FBD)

Diger cozenler :

(Atasagun Baykal, Ankara; flyas Kiireli,
Istanbul; Okay Caligkan, Izmir; Ozgiir Cem
Avci, Ankara; Burhan Biner, Malatya; S.Gokeen
Sen, Erzurum)

Y28. Bir ABCD digbiikey dongemmn kenarlari
lizerinde

IPAI_
IPBI

IR DI
IRCI’

_IQBI_ISAl
IQCI ISDI

olmak iizere P, Q,R,S nok-
talar1 almiyor. PR N QS =T ise

A=

P_R_ ¢
(TSI 5 =
Qi TR M | \
SE' - a
| T
oldugunu ispatlayiniz. " ~ B
A

COZUM : (Ankara; Atasagun Baykal , Ankara;
S.Gokeen Sen, Erzurum)

IRD | IRDI A A
=A—> = — DR | =—IDCI
IRC IDC 5 4 1+1
Koordinatlara gore yazarsak :
A A
X = X4~ X.-xg) v yr—yd=-—(\/c—yd)
A+1 +1
X +A. X +A.
—)Xr=—d_c . r=u
A+1 A+1

COZUMLER

Aym sekilde :
XgtA.x, YagtA.y,
X =— —— e
P A+l T+l
TPl

I
T, noktasi, RP yi IT = olacak sekilde

ikiye ayiran nokta olsun. Yukaridaki metotla
T| in koordinatlarin1 bulalim :

X, —X =L(xr—x )

t, 7p
lyP pL+l(y yP
X, tA.xy Xg+A. X,
X +U.X A+1 A+1
x, =P f=
i p+l p+1

Xt A Xp+R.x gt AL X
L+ A+1)
Aym sekilde :

_ya+7u.yb+uyd+u.k.yc
L+DA+]D)

Bu defa iglemleri DA ve CB dogru parcalan
icin yapalim.

Xyt X, Yp+H. Y,

X =—— - ) =,

T p+l 9 p+l

Xt Xy RAID7

T R ST
IT, S|

T, noktas: SQ yi =\ olacak sekilde
IT,Ql

ikiye ayiran nokta olsun.

X, +l.X Xp+ . X
a d+k b ¢

Xgtl-Xg  p+l p+1

Xt=
|

A+1

_ Yot ygtA y tR ALy,
M+DA+1)




Xt; = Xy » Y1, = Y1, olduBuna ve kesigen iki
dogrunun ancak bir ortak noktasi olduguna gore,

T=Th=T
Demek ki T noktas1 SQ ve RP dogru
pargalanmi A ve W oraninda boliiyor.

Y29. pasalsayt , p>2 ve
m_. 1. 1.1 | +
F_1+7+§+Z+"'+5—_1 ; mnezZ

ise m nin p ile boliinebilecegini gosteriniz.
COZUM : (Burak Uzun, Ankara)
p>2 igin p tek sayidir.

1.1 1 1
1 +§+§ +... +p_—2.+p—_1
toplam1 p -1 cift say1 oldugu i¢in ¢ift sayida
terim igerir. Toplami, bastan ve sondan karsilikli
terimleri gruplandirarak yazarsak

L-+* o 1,1 (1,1
e
"k ve p—k toplaminn en ortasmdaki
iki terim".

m

n

m_ [ 1 1 1
F'p(l(p-lf’z(p—z)+ +k(p—k))
p: m nin carpanlarindan biridir.

n: (p—1)! yada (p—1)! incarpanlarindan
olusur ve p terimi icermez.

p.t
e-D

=8

t , Parantez toplami; p, m nin bir ¢arpani. -

2

Diger Cozenler :

Bilal Yurdakul, Izmir; O.Serdar $ahin, fzmir;
Atilla Altn, Kirgehir; Atasagun Baykal, Ankara)

Y30. A, B, C bir iicgenin agilan olduguna gore

1 c052C coszB

2 ’ 2
cos C 1 cos A
coszB coszA 1

determinantini liggenin S alani1 ve R gevrel
yarigapi tiiriinden hesaplayiniz.
(Hazirlayan : C Kog, H. Demir)

COZUM : (Bilal Yurdakul, {zmir)

1 0052C coszB
2 2
cos C 1 cos A
coszA 1

2
cos B

=1 +2oos2Aoos2B cos2C—cos4A—oos4B—oos4C

=1+2(1 —sin*A) (1 -sin°B) (1 —sin>C)
—(1-sin?A) 2~ (1 —sin"B)*~ (1 —sin"C)
Ayrica,

a b C IR

= = = abC_S
sinA sinB sinC

AR

oldugunu biliyoruz.

2 2

__@*+b’-ch)’-a’p” 8s
16R 16R
_ @+brofatb-ciabicibrea) _ 8S°

16R* 16R*

4

Bilindigi gibi

Yuu-aju-bu-c) =S

uu-a)u—-byu-9 =52 |
(b+c-a)(a+btc)a+b-c)a+tbtc) = 165>

dir. Dolayisiyla
16s°-8s° _ s

R*  R*

Diger Cozenler :
Atasagun Baykal, Ankara; Erol Gedikli, {
Trabzon; Osman Nuri Okumus, Izmir; Murat
Limoncu, Ankara; Cetin Camci, Izmir; Burak

Uzun, Ankara)

2

[32



Fiahi: 10.000.-TL.

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosunda kabul etmektedir. Yayinlanacak yazilarin
matematik ile ilgili olmas: disinda herhangi bir
kisitlamanuz yok. Fikir vermesi agisindan su konulart
sayabiliriz:

* Konu sunuslar,

* Matematiksel diigiincenin degisik alanlardaki
uygulamalarini vurgulayabilecek yazular,

* Yillardwr ¢oziim bekleyerek yeni ¢Oziilmiis ya da
heniiz ¢oziilememis iinlii problemlerin tanitimi,

* Matematige ilgi duyan ogrencilerin kendilerini
agmasina yardimei olabilecek problemler,

* Matematiksel kavramlar tarihi ve matematikgilerle
ilgili yazilar,

* Daha saglikl bir miifredat programini olusturmaya
yonelik inceleme, elestiri ve alternatif oneriler,

* Matematik diinyasindan giincel haberler.

Gonderilen yazilar oldugu gibi yayimlanabilecegi gibi
biitiinliigii bozmayict bazi degisikliklerle de
yayinlanabilir. Simdilik olanaklanmuz yazarlara telif
licreti odemeye elverigli degildir. Bu nedenle anlayisla
karsilanacagimizi umuyoruz. Gonderilecek yazilarin
okunakli el yazisi veya tercihan daktilo ile yazilmast,
bes sayfay: gececek yazilarda bolme noktas
belirtilmesi rica olunur. Yazilar:

Matematik Diinyast
ODTU Matematik Béliimii
06531 Ankara

adresine gonderilecektir.




_.. Hﬁj,,_i.w-.*.“-ﬂ._ﬂl[. .‘ﬂ M..- .
r‘.ﬁﬁﬁi .





{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}




{"type":"Document","isBackSide":false,"languages":["en-us"],"usedOnDeviceOCR":false}



