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Sayin Okurlarimiz,

Matematik Diinyasi, bir sonraki say ile
birlikte, iki yilini tamamlamis olacaktir. Bu
iki cildi kapsayan cilt kapaklari hazirlanmak-
tadir. Cilt kapaklari igin posta ¢eki hesabina
20.000.-TL. yatirdiklarinda, isteyen abone-
lerimize, kapaklar dnimdizdeki sayi ile bir-
likte, postalanacaktir.

llk iki cildin sayiari (on say) tanesi
10.000.- TL. karsilifinda satiga ¢ikarimigtir.
Bu sayilari edinmek isteyen okurlar, tutarini
posta ¢eki hesabina yatirip agik adreslerini
bildirdikleri taktirde, istedikleri sayilar ad-
reslerine postalanacaktir.

Matematik Diinyasi, 1993 yili abone

tcreti 50.000.- TL. tane satis fiyati ise
15.000.-TL. olarak saptanmistir. Abone ol-
mak isteyen okurlarin, banka aracilii ile
Odemeleri yapmalari halinde, dekont ve ad-
reslerini Matematik Diinyasi adresine gon-
dermelerini énemle rica ederiz.
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MATEMATIK DUNYASINDAN

Bu sayimizda yer alan yazilanmiz soyle:

Basit Sonlu Gruplarin Siiflandinlmasi  _

ODTU ogretim tiyelerinden Mahmut Kuzucuoglu
dergimizdeki ilk yazisinda gruplar teorisinden giizel
bir sonucu tarihi gelisimi icinde anlatiyor.

Matematiksel Estetik

Matematikte, estetigi ile biyiileyen bir gok netice
vardir. Bilkent Universitesi 6gretim tyelerinden
Ulug Capar'in matematikte estetik anlayig
konusunda yazdigi makalesinde boyle sonuglarin
bazi orneklerini bulacaksiniz.

Diizgiin Cokgenler ve Cizilebilirlikleri

Sadece pergel ve cetvel kullanarak yapilamayacak
cizimlerden &nceki sayilarimizda bahsedilmisti. Bu
defa ODTU o6gretim tiyelerinden Azize Bastiyali
Hayfavi, sadece pergel ve cetvel kullanarak hangi
cokgenlerin gizilebilecegi konusunu ele aliyor.

Matematikgi Hilesi

Tek basina oynanabilecek bir oyunun tanitimi ile
birlikte giizel bir analizini bulacaginiz bu yaziy
California Universitesi'nden Ali Nesin, kendisine
0zgu hos bir Gslupla kaleme almis. Oyunu
anlatirken, matematikte sikgca kullanilan bir yontemi
de anlatmayi ihmal etmiyor.

Fibonacci Sayilari Hakkinda Bir Kural

Surekli yayinlanan her matematik dergisinde
Fibonacci sayilar hakkinda mutlaka bir ilk yaz:
bulunur, fakat asla son yazi olmaz. Tanimi ve
uygulamalarl ile oldukga ilging olan bu konu
ODTU'de misafir 6gretim tiyesi olarak bulunan
Azeri matematikgiler Faramaz Maksudov ve Cafer
Veliev tarafindan ele aliniyor.

Secim ve Matematik - 2 Toplumsal Secimler
Gecen sayimizda segimin matematiksel temellerini
incelemeye baglayan H.l.Karakas bu sayida giizel
yazisina devam ediyor. Akdeniz Universitesi'nde
ogretim tyesi olan H.l.Karakas'in bu dizisi gelecek
saylda tamamlanacak.

Fonksiyonel Denklemler

Verilen birtakim bagintilari saglayan fonksiyonlarin
bulunmasi problemi olimpiyat ve benzeri
yangmalarda sik olarak yer almaktadir. Dergimizin
agina isimlerinden Albert Erkip, olimpiyatlarla ilgili
yazilarina bu konuyla devam ediyor.

- Paradokslar Catigkilar

Emekli &gretim iyelerinden Talat Tuncer bu kez
paradokslara deginiyor.

7,13 ve 19 ile Boliinebilme Kurah

Bir sayinin 7,13 veya 19'a boltinebilirligini
ODTU'den Nurettin Caliskan'in bu yazisini
okuduktan sonra kolayca test edebileceksiniz.




BASiT SONLU GRUPLARIN SINIFLANDIRILMASI

MAHMUT KUZUCUOGLU

e T P B S-S5 e P VS IT Goy W 7 oo s i

u yazimizda sonlu gruplar teorisinde

ispatlanan ¢ok dnemli bir teoremi hig bir
teknige girmeden tamtmaya calisacagiz. Bu
teoremi tamitmak i¢in sizlere bazi tammlar
verecegiz. Her lise grencisinin bildigi grup
taniminu kisaca tekrar edelim: Bog olmayan bir G
kiimesi ve bu kiime iizerinde bir ikili iglem "."
verilmis olsun. Yani, GxG — G bir fonksiyon
verilsin ve her a, b € G i¢in .(a, b) = a.b olarak
gosterilsin. Bu fonksiyon G kiimesi iizerinde
asagidaki ozellikleri sagliyorsa G ye grup denir.

1) Her x,y,z € G igin x.(y.z)=(x.y).z dir.

2) Herx € Gigin e.x = x.e = x olacak sekilde
bir e € G vardur.

3) Her x € G i¢in x.y = y.x = e olacak sekilde
bir y € G vardir. y = x"'ile gosterilir.

Eger bir G grubunda her x,y € G icin x.y = y.X
ozelligi saglaniyorsa bu gruba degismeli grup
denir. :

Zp =10, T, ...,p—1) kiimesi toplamaya gore bir
degismeli gruptur, burada 1; dogal sayilarda
modulo p'ye gore 1'in denklik sinifidur.

Bu yazimizda grup denilince G kiimesinde sonlu
tane eleman oldugunu kabul edecegiz.

G grubhnun b0§_ olmayan H alt kiimesi, her
x,y € Higin x.y-1 e H ozelligi saglarsa, H bir
altgruptur denir. N altgrubu her g € G ve her

n € Nicin, g-lnge N ozelligini saglarsa N'ye
normal alt grup denir. Bir grubun normal
altgruplan gruplarin yapilanini anlamamiza

yardimei olduklari igin normal alt gruplarin 6zel
bir 6nemi vardir. N grubu, G nin normal
altgrubu ise G/N = {xNIx € G} kiimesi tekrar
bir grup yapisina haizdir. G/N grubu "genellikle"
G'nin sahip oldugu "grup teorik" 6zelliklerin bir
kismini korur.

Bir tanim daha verip, sonra matematikgilerin
uzun yillar iizerinde ¢aligtiklari ve sonunda mutlu
sona ulagilan bir problemi tamitalim. Bir G
grubunun birim elemandan olugan ve
kendisinden bagka normal altgrubu yoksa G
grubuna basit grup denir. Bu tamm Evariste

Galois (1811-1832) tarfindan verilmistir. Basit

gruplara 6mek vermek gerekirse, mertebesi =
(gruptaki eleman sayis1) P olan (P asal) her grup
basit bir gruptur ve biraz daha dikkatle bakilinca
herkesin gérecegi gibi degismeli ve basit olan
gruplar yukardaki 6rekteki gruplarla esyapilidir
(izomorftur).

Basit gruplarn, gruplar teorisindeki 6nemi, asal
sayilarin sayilar teorisindeki onemine benzer.
Bunu anlamak i¢in G grubunun maksimal
normal altgrubu G i alalim, G/G; grubu basit
bir gruptur, simdi G; in maksimal normal
altgrubu G yi alalim. G1/G; yine basit bir grup
olur. Bu igleme birim elemandan ibaret olan
altgruba ulagincaya kadar devam edelim.

G=Gy2G;2Gp2...>Gy=1

bulunur ve her i i¢in Gi/Gi+1 basit bir gruptur.
Bir grubun yukaridaki gibi serisi hakkinda
Jordan-Hoélder teoremi ([5] sayfa 43) sunu
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soyler: Eger G grubunun
G2M 2Mp..2M; =1

- gibi bir bagka serisi olsa ve her j icin MjM;
basit olsa 0 zaman k=n'dir ve her i i¢in 8yle bir j
vardir ki Gi/Gij+1 ve Mj/M;, gruplan birbirine
izomorftur. Bu agiklama ile saninm basit gruplan
asal sayilara benzetme isi biraz daha anlagilir
oldu. '

Biz yazimizin bundan sonraki kisminda basit
grup denilince degismeli olmayan basit gruplan
anlayacagiz. Bu kisimdaki basit gruplar yépllan
bakimindan hig de isimleri gibi basit degil, tam
tersine olduk¢a karmagik yapilara sahiptirler.

* Galois, 5 sembol iizerindeki alterne permiitasyon
grubunun basit oldugunu ispatlamigtir. Sonra
Camillo Jordan (1838-1922) 1870 yilinda
yaymladig: bir kitapta 5 ayn siniftan olugan ve
herbirinde sonsuz tane basit grup olan, 5 basit
grup siifim yayinlamagtir.

Bunlardan birincisi alterne permutasyon gruplar
Alt (n), n=5 dir. Jordan diger dort simifi,
‘matrisleri kullanarak simiflandirmagtir.
Bunlardan bir tanesi mxm'lik (m=>2),
determinant: 1 olan matrisler grubu (SL (m,p")
(bu matrislerin elemanlan p" elemanl: bir
cisimden alinmaktadir) bu gruptan elde edilen
béliim grubu PSL (m, p) = SL(m, p")/Z SL
(m, p") gruplandir. (yukarida Z(SL (m, p™))
grubu, SL (m, p") grubunun merkezidir). Jordan
bu gruplarin (m, p) nin_(2, 2) ve (2, 3) den farkl
oldugu durumlarda basit olduklarm

gostermigtir.

Diger siniflarda determinant: 1 olan ve dejenere
olmayan belli bir quadratik formu koruyan
matrislerin boliim grubu olarak tanimlanabilir.

Burada sadece problemi ve sonucu tanitmaya
caligtigimiz icin birazda magazin kismina

deginelim.

Bu problemin ¢6ziimiinde diinyada yaklasik 30
yil boyunca gok aktif olarak yiizlerce matematikgi
cahismug ve 5000 ile 10.000 sayfa tutan 300-500
makale yayinlanmigtir.

Problem Subat 1981'de [3] de belirtildigi gibi
tamamen ¢6ziilmiis ve basit gruplarin
simflandirilmasi bitmistir. Yukarda bahsettigimiz
gibi bu problem i¢in yaklagik 10.000 sayfa
makale yaymlanmig ve bu makalelerin ¢ogu bir
oncekini kullanmigtir. Bu bakimdan bazi
matematikgiler bu ¢oziime siiphe ile bakmakta ve
yapilan ispatlar kisaltmak ve dogruluklarim
kontrol etmek iizere kollar1 sivamiglardir.
Bunlara 6rnek olarak H. Bender'i verebiliriz.

1962 yilinda Walter Feit ve John Thompson
tarafindan yaymlanan bir makale [2] ile bu
problemin ¢6ziimii biiyiik bir iz kazanmstir. Bu
makale 255 sayfa olup Pasific Journal of
Mathematics'in bir sayisim kaplamgtir.
Ispatlanan teoremin ifadesi bir satirdur:

Mertebesi tek say1 olan her grup ¢oziilebilir bir -

gruptur.

Basit gruplann siniflandinilmasi pr'oblemi
iizerinde ilk ¢alismalar mertebesi 1-660 arasinda
olan basit gruplann simflandin’ nasi ile baglamus,
her grup teker teker incelenmis daha sonra bu
siirlar 1092' ye kadar genisletilmistir. Bu
aradaki gruplarn incelenmesi bazi.
matematik¢ilerin doktora tezleri olmugtur. Bu
incelemeler sirasinda Sylow Teoremleri [2] sabit
bir n i¢in, mertebesi n olan bir grubun basit
olamayacagum gostermek igin oldukga etkili bir
sekilde kullanilmugtir. Bu siurlar daha sonralan
bilgisayarlarda kullanilarak ¢ok daha biiyiik
sayilara ¢ikarilmgtir.

1861 yilinda Mathieu 5 tane gegigken
permiitasyon grubu kesfetti. Bu gruplar, basit

[3]



gruplar teorisinde, pemutasyon gruplarinda ve de
kodlama teorisinde ¢ok 6nemli olmuslardir. 1895
yilinda Cole, mertebesi 7920 olan Mathieu
grubunun basit oldugunu; 1900 yilinda G.A.
Miller diger dort Mathieu grubunun da basit grup
oldugunu gosterdi, ve bu gruplarin sonsuz
elemanh siniflarin higbirisine dahil olmadig1 da
ispat edildi.

Basit gruplardan hicbir sonsuz sinifa dahil
olmayan gruplara sporadik basit gruplar denir.
Bunlardan 26 tane vardir. Sporadik gruplarin
sayisinin sadece neden 26 olmasi ve hatta
sayisinin sadece sonlu sayida olmasi bile kendi
basina ilging buluslardir. Bu gruplarin kesfi
sirasinda bazen mertebesi iki olan elemanlarin
merkezleyenleri olduk¢a dnemli rol oynamis
hatta bazi gruplarin var olduklan buradan
hareketle ve bilgisayar kullanarak ispatlanmistir.
Bu gruplann igersinde mertebesi 808 017424
794 512 875 886 459 904 961710757 005 754
268 000 000 000 (yaklagik 1054) olan ve bu
biiyiik mertebesinden dolayi ejderha (monster)
da denen bir grup vardir. Bunlann yapilan
hakkindaki bilgiler bilgisayar kullanilarak elde
edilebilmektedir.

Chevalley sonlu cisimler tizerinde Lie cebiri
kullanarak sonsuz elemanl basit gruplarin
bulundugu yeni siniflar kegfetmistir. Daha sonra
Chevalley'in metodu 1958-1959 yillarinda
Robert Steinberg, Jacques Tits ve D. Hertzig
tarafindan genisletilmis ve Chevalley'in
bulduklarinin da diginda yeni sonsuz elemanl
siniflar kesfedilmigtir. Bunlardan sonra da

Suzuki ve Ree gruplar bulunmustur. Yukardaki
gruplarin ve Jordan tarafindan matrisler
yontemiyle verilen dort sinifin hepsine birden Lie
tipi gruplar denir.

Simdi basit gruplarin simiflandiriimasi teoremini
verilim.
Sonlu basit gruplarn siiflandirimasi:

Verilen her sonlu basit grup asagidakilerden
birine izomorftur.

1) Mertebesi asal olan gruplar.

2) Alterne permutasyon gruplari, Alt (n), n25
3) Lie tipi gruplar.

4) 26 tane sporadic grup.

Basit gruplar ve siniflandirilmasi hakkinda daha
fazla bilgi igin [3], [4] ve [1]'e bakilabilir. Basit
gruplar iizerinde American Math. Monthly 1973
(sayfa 1028) de yayinlanan bir sarki bile vardir.
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MATEMATIKSEL ESTETIK

ULUG CAPAR

o0 . s wgd s
U nlii filozof, diisiiniir ve matematikgi

Bertrand Russell "Mysticism and Logic
adli kitabinda matematikteki estetik konusunda
sunlan yazar:

"Matematik dogru algilandifinda sadece gergegi
degil, heykeldeki tiirden yiiceltilmis, donuk ve
siissiiz bir giizelligi de icerir. Matematik bu
giizelliklere biirlinmek i¢in insan dogasindaki
zayifliklara bagvurmaz, resim ve miizigin goz
kamagtirici tuzaklanni da kullanmaz; ona kargi en
katigiks1z bir arilifa ve ancak en yiice sanat
eserlerinde goriilebilecek agirbagh bir
milkemmellige erisebilme giiciine sahiptir."

Sayfalar dolusu tiirev alma ve cebir iglemlerine
bogulup bir diferansiyel denklemin seri

. ¢Ozlimiiniin katsayilarin1 hesaplamaga calisan ya
da ¢ok bilinmiyenli karmasik bir denklem
sistemini ¢oziimlemege ugrasan bir matematik
ogrencisi kendi kendine : "Russell'in soziini
ettifi glizelik bu mu?" diye sorabilir, satrang ve
benzeri bazi zeké oyunlarindaki ince goriis ve
bulusglarin ¢ok daha fazla pozitif bilim tiiriinde bir
estetik icerdigini diigiinebilir. Aslinda
matematikteki estetik en belirgin bigimde igin ¢ok
daha baglarinda, bir de sarmal bir geligim
sonunda ulagilan ileri asamalarinda kendini
gosterir.

Ik baglardaki ekstremde matematikgi giizellik
yaratma konusunda bir hayli edilgendir, daha
cok olam biteni gozlemege, kesfetmege caligir.
Fizik, kimya, astronomi v.b. pozitif bilimlerdeki
gozlem faaliyetlerine cok benzeyen bu devrede
insanhg ikibin, ikibinbesyiiz yildan beri
ugragtiran gercel sayilar, iki veya ti¢ boyutlu
Euclid geometrisi gibi temel matematik yapilar ya
da daha yakin zamanlarda ortaya ¢ikan karmagik
sayilar, sonsuz seriler, 6zel fonksiyonlar ve
bunun gibi objeler gozlenir. Bu gézlemler
sonucu ortaya ¢ikan bulgular matematikginin

yaraticilifindan olduk¢a bagimsiz, bazi fiziksel
ozelliklerinin esyanin dogasinda var olusu
tiiriinde, incelenen matematiksel yapinin
icerifinde yeralan gercekler kiimesidir. Bu
agamada estetik, bulgu ifadelerinin yalinlig1 ve
zarafeti, kullanilan malzemenin azlig1, sonuglarin
sasirticthifr ve genellik diizeyi ile kendini belli
eder. Simdi bu tiirden baz1 bulgular: "The
Mathematical Intelligencer" den kisaltarak
aktaralim. S6z konusu dergi, okuyucularindan
bu sonuglara matematiksel giizellik a¢isindan 0
ile 10 arasinda puanlar vermelerini de istemigtir.

1) Cok vyiizliiler icin Euler formiilii :
K+Y=A+2, K:Kose sayist, Y : Yiiz sayist
A: Ayirt sayisl. -

2) Herhangi bir kare matris kendi karakteristik
denklemini saglar.

3) Sonsuz asal say1 vardir.

4) Karesi 2 olan hicbir rasyonel say1 yoktur.

5)4n + 1 bigimindeki herhangi bir asal say1, tek
olarak belirlenen iki tam sayimn kareleri toplami
olarak yazilabilir.

2
6) 1+i+i+i+l+...=%,

22 32 42 52

1 1 1
D 53374 T55%6  6aTR8

-3
A7

8) m transandan bir sayidir.

9) 77 den biiyiik herhangi bir tamsayu, tersleri
toplami 1 olan tamsayilarin toplamu olarak
yazilabilir.

10) Késeleri diizlemsel ag noktalar: ile ¢gakigan
hicbir egkenar iiggen yoktur.

11) Herhangi bir toplulukta oradaki arkadag
sayilar esit olan iki kigi vardur.

12) Bir tamsayinin tek tamsayilardan olusan

5]



partisyonlan (boliigiimleri) nin sayist,
birbirinden farkli tamsayilardan olusan
partisyonlarimn sayisina esittir.

13) Eger bir diizlemin noktalan kirmuzi, sar1 veya
mavi renkle boyanirsa aralarindaki uzaklik bir
birim olan ayn renkli iki nokta vardr.

14) Her diizlem harita 4 renkle boyanabilir.

15) Kapal birim daireyi kendi i¢ine geviren
siirekli bir doniisiimiin ¢akili noktasi vardir.
16)V2 nin katlariin yalmz tamsay1 kisimlarint
yazalim, alta da bu dizide eksik kalan tamsayilari
siralayalim :

1,2,4,5,7,8,9,11,12,....
3,6,10,13,17,20,23,27,30,....

Bu takdirde iki dizi arasindaki fark n inci
pozisyonda 2n olur.

17) Diizgiin bu sekizgen igine yerlestirilen
diizgiin bir yirmi yiizlii kenarlan altin oranda
béler.

18) Gruplar i¢in kelime problemi ¢oziimsiizdiir.

19) Bir altgrubun eleman saylsl grubun eleman
sayisim boler.

20) ei™ = —1
21) 5 diizgiin ¢okyiizlii vardur.

Matematigin ileri asamalarindaki uclarda ise
matematikci yalmzca varolan yapilan
gozlemlemekle yetinmez, kendi 6zgiin yapilarim
da tasarimlayip kurabilir. Bu, dogay: gozleyerek
yinelemekten vazgecip, kendi i¢ diinyasina -
diigsel, bazen de soyut bir bicimde yonelen
cagdag ressam 6rneginde oldugu gibi ona sonsuz
ufuklar ve yaraticilik zemini saglar. Bu soyut
yapmn sekillenigindeki kigisellik, segenekler
dizisi ve 6zgiinliik Russell'n soziinii ettigi
estetik ogeleri de birlikte getirir.

Matematikte soyutluk gereksinimi asular
boyunca kazamlan bilgi ve tekniklérin kontrolsuz
bir bigimde birikip yagigmasindan kaynaklamr.
Bu korkung hacimdeki tanimlar, 6nermeler ve
teknikler y1gium yaklagilabilir hale getirmek i igin
tekrarlann ayiklanmasi, benzerlerin
siiflandirilmasi, aym simf i¢indeki veya siniflar
arasindaki ortak 6zellik ve yapilarin ortaya
¢ikanlmas: gerekir. Omegin dogrusal denklem
takimlarn, dogrusal diferansiyel denklemler,
dogrusal integral denklemler ile ilgili problemleri
¢bzmege caligan bir Kisi, bir siire sonra
birbirinden farkli matematik dallarmna ait olarak

bilinen bu problemleri ¢ziimlerinde ashinda aym
seyin yapilmaga calisildigin, diger bir deyisle
her li¢ grupta da dogrusal bir operatoriin tersinin
elde edilmek istendigini, veya operatoriin
spektrumunun ve bunun bazi 6zelliklerinin
arandigini farkeder. Boylece bu problemlerle ayr
ayn kompartmanlar i¢inde ugragiimak yerine
dogrusal vektor uzaylan, dogrusal topolojik
uzaylar, Banach cebirleri gibi soyut yapilar
aksiyom gruplan ile tanimlanir, bu yapilardaki
temel zellikler bu bulgular kiimesi tek bir kez
elde edilir, fakat bulunanlar bu soyut yapimn
kapsadig1 biitiin problem alanlan veya altyapilar
icin gecerli olur. Bu soyut yapi icinde elde edilen
sonuglar, uygulamali matematigin degisik
dallarinda bilinen, kullanilan pekgok bulgunun,
ozelligin ortak reziimesi veya imbikten
gecirilerek elde edilen 6zsuyu gibidir. Ornegin
bir Banach cebri igin kamitlanan bir teorem
gercekte bircok matris diferansiyel veya integral
denklem probleminde gereksinim duyulan has
deger (eigen-value) dzelliklerini hepsi i¢in gegerli
olacak en genel bigimde verir. Fakat burada ¢ok
ilging diger bir gelisme de izlenir. Matematikgiler
bir siire sonra hangi bilinen sonuglar kiimesinin
imbikten gegirilmis sekli olduguna dikkat
etmeksizin yeni bulgular elde etmege baglarlar,
diger bir deyisle bu soyut yapilarin salt kendi
kurallar i¢inde yollarina devame derler.
Aksiyomlar ve tammlarla yapay olarak kurulan
cat1 bunlardan zorunlu olarak elde edilebilen
bir¢ok sonu¢ ve bulguyu da beraberinde getirir.
Genelde de geriye doniiliip bunlarin uygulamaya
yonelik yorumlan olup olmadig: kaygisi
taginmaz. Boylece yukanda sozii edilen sarmal
gelisim ortaya cikar. Diger bir deyisle Russell'in
duru, heykelimsi estetigine sahip soyut
matematiksel yapi eger biiyiik bir matematik¢inin
elinden ¢ikmassa 'Findikkiran' kalesindeki
tilsimli oyuncaklar 6rnegi canlanir. Artik
matematik¢i kendisini yine baglardaki edilgen
konumunda bulur. Kendi kurdugu fakat
canlanan yapi kargisinda yeniden bir fizikgi veya
biyolog gibi gozlemlerde bulunmak, kesifler
yapmak zorundadir. Belki matematikteki gercek
giizellidi de bu ¢ok girift, sarmal gelisim
ortaminda izlenen yol belirler.

KAYNAKCA

1) Bertrand Russell: The Study of Mathematics in Mysticism
and Logic, Doubleday & Company Inc. (1960), pp.55-69.

2) Beauty in Mathematics, Mathematical Intelligencer, Vol.
10, no. 4, (1988), pp. 31.
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DizcUN COKGENLER VE CiZiLEBiLiRLIKLERI

AZiZE BASTIYALI HAYFAVi

D iizgiin cokgen, tiim kenar uzunluklan esit
ve tiim i¢ agilar aym olan ¢okgenlerdir

n — kenarh bir diizgiin cokgen ¢ember igine
cizildigi zaman, merkezden iki komgu koseye
cizilen yarigaplarin olugturdugu merkezi agi

veya (2%:) radiandur.

n

&

Sekil 1

Sekil 1'de goriildiigii gibi, n - kenarh bir
diizgiin gokgenin kenar uzunlugunu, IABI=a,
ic cember yarigapm IOCI = 1, gevrel gemberin
yancapim I0AI=R, vealanmida S ile
gosterelim. Cokgenimiz n —kenarl

- A 21 :
oldugundan AOB agis1 —= radian ve bunun

yarisi olan A6C acis1 —ﬁ- radiandir. Bdylece
AOC dik iicgenini dikkate alarak hemen :

I

-

g
sla

esitliklerini yazabiliriz.

Bu esitliklerden birisini R'ye, ikincisini de r'ye
gore ¢ozerek

elde edilir.

Tekrar Sekil 1'e bakarak n—kenarli bir gokgenin
alani i¢in de:

S = n[AOB iggenin alam]=n 5. [AB|.|OC|
=n|AC||OC]

oldugu goriiliir.

Boylece,

(i) kenar uzunlugu cinsinden :

a a 4
S=n r=n—<::otH

Z 4
olarak

(i) R cinsinden :

2
S=lnRsin£RcosE=n—R—sinz—n
n n 2 n

olarak
(iii) r cinsinden :
S=n r(tan E) r =nr2 tanE
n n
olarak ifade edilebilir.

Omegin, bir diizgiin iiggen icin, yani bir eskenar
{icgen i¢in yukardaki formiilleri kullanarak;

. R _av3 _av3-
a=RY3 , r=5 R=—= , 1=—F¢—,
g2V R'V3

g )

formiillerini hemen yazabiliriz.



Cokgenlerle ilgili diger bagintilari, yazinin
sonundaki Tablo'da bulabilirsiniz.

Simdi de hangi diizgiin ¢okgenlerin ¢izilebilir
olduklarim ve nasil ¢izilebileceklerine bakalim.

Baz diizgiin cokgenlerin ¢izimi ta Pythagoras
(M.O. 530) zamanindan beri bilinmektedir.
Bunlar, kenar sayilar1 3,4,5,6,8,10 veya bu
sayilarin iki kati olan diizgiin cokgenlerdir.
Fakat diizgiin 7 genin pergel-cetvelle
cizilemedigini de farkettiler. Boylece hangi
diizgiin gokgenlerin Euclid anlaminda (yani
pergel ve cetvel kullanarak) cizilebilir olduklar
konusu giindeme gelmistir.

Bu soruya yanit ancak Gauss (1777-1855)
tarafindan verilebilmistir. Bunun i¢in evvela
Fermat sayilarina tanimliyalim. 22"+1
seklindeki sayilar Fermat sayilari olarak
bilinmektedir ve Fermat tiim bu sayilarin asal
sayilar olduklarina inanmaktaydi. Hakikaten
n=0 i¢in 220+1=3 , n=1 igin

21 41=5, n=2icin 22+1=17 , n=3
igin 222+1=257 , n=4 icin

22% 4+ 1265537 sayilan asal sayilardir.

Fakat n=5 icin 22° +1 sayisinm asal
olmadig1 Fermat'dan bir yiizyil sonra Euler
tarafindan ispatlanmugtir. Ayrica, simdiye kadar
n=6,7,8,9 icin de Fermat sayilarinin asal
olmadiklar ispatlanmugtir. Fakat hala Fermat asal
sayilarinin sonlu sayida olup olmadig1 sorusu
yanitlanamamugtir.

Fermat sayilanm tanimladiktan sonra tekrar
konumuza doénelim. Gauss evvela 17 kenarl;
diizgiin cokgenin Euclid anlaminda ¢izilebilir
oldugunu gosteriyor ve daha sonra da kenar
sayilan diger Fermat asal sayilarina esit olan
diizgiin cokgenlerin gizilebildiklerini ispatliyor.
Bununla da kalmayip, m pozitif bir tam say1 ve
P1,P2, ... pr farkli Fermat asal sayilar1 olmak
uzere, tim N =2M p; pa, ..., pr kenarli
diizgiin cokgenlerin de ¢izilebilir olduklarini
ispatlamistir. Boylece, simdiye kadar kenar
say1si asal olan yalmzca 5 tane diizgiin ¢okgen
cizilebilmektedir. iki tanesi M.O. 530'lardan
beri bilinmektedir (diizgiin iiggen ve diizgiin

besgen) iic tanesi de Gauss tarafindan
kesfedilmistir. Bunlar kenar sayilar1 17, 257 ve
65537 olan diizgiin ¢okgenlerdir.

Biz bunlardan sadece diizgiin besgenin ¢izimini
vermege caligacagiz. Bunun igin evvela diizgiin
on kenarliy gizecegiz ve koselerini birer
atlayarak birlestirerek diizgiin besgenimizi elde
edecegiz.

Verilen R yaricapl bir gember igine diizgiin
ongen ¢izmek i¢cin R uzunlugunu "altin oran"*
olarak bilinen oranda bélmek gerekiyor. Bunun
i¢in evvela verilen bir dogru parcasim geometrik
yoldan altin oranda nasil bélecegimizi gorelim.

0 .c A
Sekil 2
OA verilen dogru pargast olsun, buna dik olarak
AD =% OA  dogru pargasim ¢izelim (Sekil 2).
OAI=R ise 1ADI= & olur. Daha

sonra O ile D yi birlestirdigimizde, hipoteniis

Eger

uzunlugu DDI—YZS—-R olan OAD dik

ongenini elde ederz. Simdi D kdsesini merkez
olarak alip, yarigap1 IDAI olan daire yaymi
¢izelim. Bu daire yay1 DO kenarim E
nokracinda kessin.

Y35 R_+V5-1
Boyl IOE=—R-_=
Oylece 5 R 5 5 R

=(0.618...)R olur.

* OA dogru pargasim altin oranda bolmek demek,
O ve A arasinda 6yle bir C noktas1 bulmak
demektir ki
OA:0C=0C:CA olsun.



Daha sonra OE yi pergelle OA iizerine
tasidigimizda, AO nin altin boliimiinii veren C
noktasin1 bulmug oluruz. Gergekten :

IOAL : I0CI =10Cl : ICAI

oldugunu hemen gosterebiliriz. Hakikaten :

R V3=1p V51

5 2R:

R-—

V51
'R

dir.

Altin oran, bir takim geometrik ¢izimlerin
gerceklestirilmesinde kullamilmasinmin yam sira,
dogada, mimari yapilarda da hep karsimiza
cikmaktadir, Omegin, Atinada bulunan
Akropolis'deki Parthenon mabedinde bu oranin
kullammina bolca rastlanmaktadir. Altin oranin
hem sik¢a karsilagilmasindan, hem de bir takim
ilging ozelliklerinden dolay: ayrica ele alinmasi
gerekir.

Simdi gelelim bizim diizgiin ongenimizin
cizimine, R yargapli bir gember verilmis olsun,
bunun i¢ine diizgiin ongen ¢izmege calisacagiz.
Gosterecegiz ki gemberin yangapim altin oranda
boldiigiimiiz zaman biiyiik olan kismi bu
cemberin igine cizilen diizgiin ongenin kenar
uzunluguna esittir.

Sekil 3

Sekil 3'de goriildiigii gibi gemberin yarigapi
IOAIl =R uzunlugunda olsun ve C noktasi
OA yi altin oranda bdlen nokta olsun, yani

IOAI : I0CI=10Cl : ICAl

olsun. Gosterecegiz ki IOC! bu ¢emberin igine

cizecegimiz diizgiin ongenin kenar uzunlugudur.

Sekil 3'de goriildiigii gibi A noktasindan
baglayarak kenar uzunlugu I0C| olan diizgiin
cokgeni ¢izmege baglarsak tam bir diizgiin
ongen elde ederiz. IABI=10CI dir. Bunun
diizgiin ongen oldugunu gostermek i¢cin OAB
ikizkenar {icgeninde tepe acisiin 36° oldugunu
gostermek yeterli olacaktir.

OAB ikizkenar iicgeninde, taban acilanm o ile
gosterelim CD yi birlestirelim.

o . QA _ OC
Altin bolmeden dolay : o - Ca dir.
Fakat OA=0B ve OC=AB oldugundan
ayni orani

= = = iliriz.
() o' T SR yazab

Simdi OAB ve CAB iiggenlerini dikkate
alalim. Bunlar bir agilarinin ortak olmasindan ve
(**) daki oranlann e§1t11gmden dolay, benzer

iicgenlerdir. Oyleyse AOB CBA dir. Sekilde
bunlan B ile gosterdik. Benzerlikten dolay1
CAB de ikizkenar ii¢gendir, yani CB = AB
dir. Demekki OC=AB=CB dir.

Boylece OCB nin de ikizkenar iiggen oldugu
goriliir. Oyleyse taban agilan :

N\ Al
OBC=A0B=f du.
Bir iiggende i¢ agilar toplam1 180° oidugundan

180° =BOA + OBA + BAD
=f+a+o

Fakat o=2p oldugundan
180° =B +2p + 2P

180°=5p , B= (18500 =36
oldugu gtiriiliir

AB Kkirigini goren merkezi ag1 36°
oldugundan, AB kirigi, R yangapll gemberin

[9]



icine ¢izilen diizgiin ongenin kenandir. Diizgiin
ongeni elde ettikden sonra kdselerini bir
atlayarak birlestirsek diizgiin besgen elde edilmis

olur. Diizgiin 17 kenarlimn gizimini Howard
EVS'in "A survey of Geometry" Vol. 1
kitabinda bulabilirsiniz.

Diizgiin gokgenlerde kenar uzunlugu, i¢ ve dig cember yarigaplan ve alanlan ile ilgili bagintilar

R cinsinden kenar uzunlugu a cinsenden Alan S
Diizgiin kenar ic cember genel cember ic cember akenan R cinsinden
Cokgen uzunlugu yarigapi r: yaricapi R: yarigapi r: cinsinden
Ugen | &R 12 2 R=2Y3 =23 el R'(3
' 2 3 S= -4— = 7
Dortgen | a=R {2 £ RV2 R= ﬂ r=3 S=a 2 §=2 R2
2 2 2
Besgen RY10-2 R -a = | o2 a2 - R’
Alngen | a=R RV3 R=a av3 2 K
. = T r=_..2_._ S= % ” S= R ﬂ
2 2
Sekizgen | a=R 122 - RY2+ V2 R= % 212 r=a(l+ (2) S=2 a(l+ V2) S=2 R¥Z
2
Ogen | =R | =i 5 |R 21+ ¥3) =25V |S=@ VERTs |s= R 10275
Oukigen | o R6-13 |=RqEevd) |RUED frforiy | SBaevd  [SR
B\

HENDESE BILEN MUFTU ILE HENDESE BILMEYEN
“MUFTUNUN FETVASIDIR

KATIP CELEBI

(Mizand | - Hakk fi Ihtiyaril - Ahakk'tan

Blr kimse boyu ve eni ve dermllgl dort zira bir kuyu kazmak icin birini
sekiz akcaya tuttu. O da boyu ve eni ve derinligi iki zira olan bir kuyu
kazdi ve karsiliginda dort akca istedi. Fetva ettirdiler hendese bilmeyen
mifti dort akca hakkidir, dedi. Hendese bilen: mufti hakki bir akgadir

deye fetva verdi; dogrusu da budur. Ciinki iki zira kuyu dort zira kuyu-,\_‘ 0
~ nun sekizdebiridir; ticretin de sekizde biri olmasi gerekir. Bunlarm asiml‘ 7

bilmek isteyen riyaziyat gormeye heves eyleye.

[0



MATEMATIKCi HILESI

¢

ALi NESIN

izim boliimiin tam kargisina yeni bir

B lokanta agilmig. Bana kalirsa kotii bir yer
secilmis. Kag kisi gider ki o lokantaya? Yakinda
batar. Batmadan gidelim dedik ailecek. Gittik de.
Her masanin iistiine bir oyun koymus lokanta

" sahijbi. Herhalde ¢ocuklann oyuna dalip,
annelerini babalarini rahat birakmalan
diisiincesiyle konmusg olacak. Giizel bir bulug.
Kendimi bildim bileli oyuna diigkiiniimdiir. Egim
de oyuna az diigkiin degildir. Oyuncag
cocuklarin elinden alip oynamaya bagladik
("Yemekte oyun oynanmadigim bilmiyor
musunuz?"). Cocuklarin sonradan soyledigine
gore, biz oyuna dalmigken onlar da rahat rahat
"makarna savag1" yapmuglar.

"Yalmzlarin Oyunu" diye adlandirilan bu oyun,
adindan da anlagilacag gibi, tek kisilik bir oyun.
Tahtadan bir liggenin iistiine 1 +2+3 +4 + 5,
yani 15 tane, delik acilmis. Soyle:

Ve bu deliklere girebilecek biiyiikliikte 14 tane
cubuk var. 14 tane cubugu deliklere
yerlestireceksiniz (deliklerden biri bog kalacak
demek ki). Omegin soyle (bos kalan deligi
beyaz, cubuklu delikleri siyah olarak
gosteriyorum):

‘Yapabileceginiz bir tiir yasal hamle var:

cubuklardan birini yamindaki ya da ¢aprazindaki
cubugun iistiinden agirtip bir sonraki delie
sokabilirsiniz, ama bu hamleyi yapabilmemiz i¢in
cubugun girecedi deligin bos olmas gerekir. Ve
iistiinden agilan gubuk oyundan ¢ikartilir.
Omegin yukandaki durumda, en alt siradaki
soldan ikinci ¢ubugu, kuzey dogusundaki
gubugun iistiinden agirp agagidaki durumu elde .
edebilirsiniz:

~ Bundan sonra, ikinci siranin en sagindaki

cubugu solundaki ¢ubugun iistiinden
asirtabilirsiniz:

Gitgide, cubuk sayisi azalir. Amag olabildigince
az gubuk birakmak. Oyunun arkasinda soyle
yaziyor. .

Ug qubuk birakan - eh! soyle boyle - 10 puan.
Iki gubuk birakan - ortalamann iistiinde - 25 puan,
Bir ¢ubuk birakan - ¢ok zeki - 50 puan.

o]



Bir cubugu oyunun basindaki bos delikte birakan
- ¢cok parlak - 100 puan .

Higbiri kimildayamayacak bi¢imde 8 ¢ubuk
birakan - dahi - 200 puan.

Uzun siire "eh! soyle boyle"ydik. Neden sonra
"cok zeki" agamasina gecebildik. Cok
ugragsmamiza karsin "¢ok parlak" olamadik.
Sikildik. "Dahi" agamasini denedik. Baktik
"dehalik" da kolay degil, hileye bag vurduk.
Bagvurdugumuz hile, aslinda matematike sik
kullanilan bir yontemdir: kamtlanacak teoreme
sondan baglanir. Yani kamt sondan basa dogru
bulunur. Ornegin, diyelim iki pozitif say1 icin

VX+y <VYX +4y

esitsizligini kamtlamamz gerekiyor. Kamtlamak
istediginiz bu esitsizligin karesini alirsaniz,

x+y <x+2Vxy +y

bulursunuz. Sadelestirince de bildigimiz

0< 2Vxy esitsizligi bulunur. Kaniti yazmak
icin yukanidaki ¢ikarimlar ters cevirmek gerekir:
0 <xy esitsizliginden 0 < 2Vxy esitsizligini
cikaririz, bu esitsizliin soluna ve sagina x+y
ekleyerek, x+y < x+y + 2VXy buluruz. Bu son -
esitsizligin sag tarafindaki terim (VX + V)2 ye
esit. Simdi iki tarafin da karekdkiinii alarak,
diledigimiz esitsizligi kanitlamig oluruz". Tste
bagvurdugumuz hile bu yontemden esinlenmisti.

Oyuna sondan bagladik. Oyunun sonundaki
durumlarin ne olabilecegini bulduk dnce. Sekiz
tane cubugu, hicbiri kimildayamayacak bi¢imde
nasil yerlestirebilirdik? Kisa bir denemeden
sonra (simetrileri saymazsak) iki ¢oziimiin
oldugunu kolaylikla anladik:

° o
o O o O
e O o e o o
O O O o O O o ©
e e o o o e o o o o

Coziimleri saptadiktan sonra, ¢oziimlerden bir
onceki hamlelerin ne olabileceklerine baktik.
Omegin, yukanidaki birinci duruma gelebilmek
icin, en alt siranin soldan ya ikinci ya da
dordiincii cubugu oynanmustir. Bu durumdan bir
onceki durum soyle olabilir:

Sonra, teker teker daha onceki hamlelerimizin ne
olabileceklerini saptadik. Yani geriye dogru
gittik. Toplam 14 ¢ubuk var, demek ki 8 ¢cubuk
birakmak icin geriye dogru 6 hamle yapmamiz
gerekiyor. Oyunun tam bir gemasimn ¢ikardik.
Bir sonraki sayfada bu gemayi bulacaksiniz.
Bazan, geriye gidemedik, yani 6yle bir duruma
geldik ki, bir 6nceki hamle olamaz o durumda. O
zaman durduk elbet. Ama, bir 6nceki hamle-ya
da hamleler - oldukga, geriye gitmeyi siirdiirdiik.
Geriye dogru 6 hamle yapabilmemiz

gerekiyordu, yaptik da. Cift cerceveli resimleri
agagidan yukanya dogru izleyerek "dahi"
tinvanin elde ettik.

Bu "yalnizlarin oyunu" nu satiyormus lokantici.
Aldik elbet. Hem de dort tane birden aldik.
Herkese bir tane... Daha sonra sik sik gittik bu
lokantaya. Her seferinde bir bagka oyun vardi.
Hepsinde de zeka dl¢iiliiyordu: "Zehir gibisiniz!"
"Bdylesi goriilmemig!", Askolsun", "Evrenin en
zeki yaratif1!" "Siiper, ultra, extra, cok ama ¢ok
tistiin zeka!" Oyunlar da ucuz degil. Ama o kadar
cok emek verdikten sonra almamak da olmuyor.
Onceleri haftada bir gidiyorduk ailecek, sonra
ben tek bagima kacamaklar yapmaya basladim.
Boliimiin de tam kargisinda oldugundan gitmesi
kolay oluyor. Ne zaman hergiin gitmeye
bagladigimi tam olarak animsamiyorum.
Birdenbire olmadi ki. Yavas yavas alistim. Bizim
boliimden hocalar, 6grenciler de orada yiyorlar
0glen yemeklerini. Hatta aksamlar aileleriyle
gelenler de var. Yemek parasindan bagka, bir de
oyuncak parasi1 6diiyoruz...

(2



Giinlerden birgiin, yine o lokantada "Dehalarin - Oyuncaklardan...
dehas1" olmaya caligirken arka masadan bir
konugma kulagima carpti. Lokantanin sahibi bir
arkadasiyla konuguyordu. Arkadas,

- Oyuncaklardan mi?

- Oyuncaklardan ya! Su kargidaki binay1 gériiyor
musun? Iste orast matematik boliimii.

-Eee? Isler nasil? diye sordu. Matematikgilere gururlarina oksayacak
- Yuvarlanip gidiyoruz iste... diye yamtlad: oyuncaklar sunuyorum. S6ziimona zeki 6lcen
lokantacl. oyuncaklar. Sen bu matematikgileri bilmezsin.
- O kadar lokantac iflas etti, sen nasil Dayanamazlar bu tiir oyuncaklara ve ovgiilere...
dayaniyorsun gagiyorum... Kissadan hisse: Para kazanmanin yoiu bir
- Yemekten pek kazamlmiyor dogrusu... degildir, kimi lokanta igleterek para kazanir. kimi
- Neden kazaniliyor ya? de oyun oynatarak...
g8 8.8

\ ;
—

° .
oo oo
e O o e o e
O o 0o o e o O o
e o 06 o o (60 o o o




MATEMATIKLE DINLENELIM

FiBoNAcCi SAYILARI HAKKINDA Bir KURAL

FARAMAZ MAKSUDOV, CAFER VELIEV
_

1 202 yihnda Italyan matematikgisi Pisa'h
Leonardi (lakabi Bonacci), "Abak
hakkinda kitap" isimli eserini yazdi. Bu eserde
tavsanlarin ¢ogalmasina dair bir problem var. Bu
problemi agagidaki sekilde ifade edebiliriz: "Bir
cift erigkin tavsan her ay bir defa bir ¢ift yavru
verir, yeni dogmus tavsanlar ise 1 ayda
erginlesip 2. aydan itibaren yavru verirler. Eger
bir ¢ift yeni erginlesmis (1 aylik) tavgandan
baglarsak, n ay sonra kag ¢ift erigkin tavsan
olacaktir?" ‘

Her ayda kag ¢ift erigkin tavsan oldugunu
hesaplarsak asagidaki diziyi buluruz :
1,1,2,3,5;8,13,21...

Burada iiciinciiden itibaren her say1 kendinden
once iki saymin toplamina egittir. Bu diziye
Fibonacci dizisi, dizinin terimlerine ise Fibonacci
saytari ad verilir :

M,
@

aj=ay=1

an42 =an41 +an
Eger bir dizide ilk birkag terim verilir ve diger
terimler de kendilerinden Gnceki terimlerin belli
bir fonksiyonu olarak ifade edilirse, bu diziye bir
indirgemeli dizi denir. Fibonacci dizisi de bir
indirgemeli dizidir, ve onun belirlenmesi i¢in
hem (1), hem de (2) kosullar1 5nemlidir. Oregin
(1) kosulu yerine uy = 2, uy = 1 alirsak,
2,1,3,4,7,11,18,... dizisi elde edilir.

Fibonacci sayilariin birgok ilging dzellikleri
vardir; Omegin :
l.aj+ay+..+a,=ap0—1,

2.a1+a3+ ..+ a1 =ay, '

J.ap+ag+ ... +ay, =ay-1,
4.a1—ay+a3— ...+ (=1)la, = (<1)+la, | +1,
5.a12+ 22 + ... + a2 = 4 g1,

6. an+m = 2p-13m + 3nd3m+1

2

7. agn = %41 —a%1.

Birinci esitligi ispat etmek icin

a = a2 — A+l , k=12,

ikincisini ispatlamak i¢in

a] = ag, ay = agy] — a1, k=35,

ficiincii ve dordiinciiyii ispat etmek igin (1) ve 2)
besinciyi ispat etmek i¢in

a? = a.ay = A (Ak41—Ak+1) = Bk Ak+1 — AkAk-1

esitliklerini uygulamak gerekir. Altinci esitlik m
ye gore tiimevanimla ispatlamir. Altinci esitlikte
m = n alinip, a, = ap4) —ap-) oldugu goz
oniinde tutulursa yedinci esitlik bulunur.

Fibonacci sayillannin bagka ilging 6zellikleri de
var, Bizim amacimiz ise bagka : Fibonacci
sayilarim tekbaglarina nasil hesaplayabiliriz?
Burada dogrusal cebir bize yardimci olacak.

Daha genel problemi ele alalim. Indirgemeli bir
(ap) dizisi asagidaki gibi belirlenmis olsun: aj,
ay verilen sayilardir ve

an+] = Capy] + Pag n=12...

3
burada 02+ B2#0; a,p verilen saylardur.

Once (3) denklemini saglayan tiim olabilecek
dizilerin olugturdugu A kiimesini ele alalim.

. Eger (uy) dizisi (3) denklemini sagliyorsa (cup)

dizisi de (3) denklemini saglar, burada c
herhangi bir sayidir. Bunu gérmek igin (3)
denkleminin her iki yanum da c ile ¢carpmak
yeterlidir.

Eger (up) ve (v,) dizileri (3) denklemini
saglarlarsa (up + vy) dizisi de aynu denklemi
saglar. Bunu hemen gérmek igin (3)

L



MATEMATIKLE DINLENELIM

lineer bagimsiz olsunlar. (z,), A daolan

denkleminde 6nce ap = Uy, sonra a, = v yazp,
esitlikleri taraf tarafa toplamak gerekir.

‘Boylece gordiik ki, eger (up) € A, (vp) €A ise,
(ciup+Cavp) € A dir.

(uy) € A, (vp) € A olsun. Eger
ciup+cpvy=0 ()
ciup+cy v2=0 5)

esitlikleri saglanacak sekilde, en az biri sifirdan
farkli cq,cp sayilari varsa (u;) ve (Vn)
dizileri lineer bagimhdir. Tersine, (4) ve (5) i
saglayan en az biri sifirdan farkhi ¢y, ¢
sayilar yoksa, bu durumda (u,) ve (vp)
dizileri lineer bagimsizdir denir.

Lemma 1: (uy) € A, (vp) € A ve
w=ujvo—uzvy olsun. (u,) ve (vq) dizilerinin
lineer bagimsiz olmalar igin gerek ve yeter kogul
w#0 olmasidir.

Ispat : Gereklilik. Aksini kabul edelim: (u,)
ve (vp) lineer bagimsiz ancak w =0 olsun.
u; =up =0 olamaz, 6megin u # 0 alirsak
(4-5) esitlikleri saglanur.

ciug +cpvy=uvy—upvi=w=0
Clup +cp vp =upvp — vy =0

Buise (uy) ve (vp) dizilerinin lineer bagimli
oldugunu gosterir. Boylelikle celiski elde ederiz,
ona gore w#0 dir.

Yeterlilik: Aksini kabul edelim: w #0
oldugunii ancak (up) ve (Vn) dizilerinin
lineer bagiml1 oldugunu kabul edelim. O halde en
az biri sifirdan farkli olan 6yle ci, ¢y sayilan
vardir ki (4-5) esitlikleri saglanir ¢y # 0 olsun.
Bu takdirde (4-5) ten

vi=—ciui/c, va=-c1w/e
ve

W =ujvy —Ugv]
=uy (—cjup/cp) —ua (—cru/ca)
=0

buluruz. Yine celigkiye ulagtik. Lemma ispat
olundu.

Lemma 2. (uy) € A, (vp) € A; (uy) ve (vp)

herhangi bir dizi olsun. Bu durumda dyle tek bir
c1, ¢y ¢ifti vardir ki

Zn=Ciup+cau, n=12..

ayrilis1 dogrudur.

Ispat:
ciui+cavi=2 6)
Ciup+Ccrvr=12y )

denklemler sistemine bakalim. Lemma 1'den
w=ujvp—uy vy #0 oldugunda (6-7)
denklemlerini ¢ozerek )

1= (21 va—22 v)IW, c2=(uizp—wz )y W

buluruz. (6) esitligini B ile, (7) yide o ile
carparak taraf tarafa toplarsak — ;

Z3=Cl1uz3+C V3

elde ederiz.

Tiimevarim y6ntemi ile benzer sekilde
Zp=Ciup+C2Vp

oldugu gosterilir.

¢oziimiinii bulmak igin (3) denkleminde ap A"
degerini yerine koyalim.

AD+2 = gAn+l 4 B;\’n :
her iki tarafl
M—al-B=0 8)

elde ederiz. (8) denklemi, (3) denkleminin
karakteristik denklemi diye adlandinlir. -
Asagidaki halleri ayn ayn gozden gegirelim :

1 -D =02 + 4B > 0. Bu halde (8) denkleminin
iki farkli kokii var :

A =(o+DI12)/2, A=(a-DV2)/2

Bu halde biz (3) denkleminin lineer bagimsiz
() = (A} ve (vp) =(A5) ¢oziimlerini elde
ettik.

(3) denkleminin istenen (z,) ¢dzimi icin

iH
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Zn = C1AM " + calp?
kuralim bulduk.
2-D=02=4B=0 yada B=-02/4.
Bu halde (8) denklemin kokleri ¢akigiktir,
AM=A=0a/2

Bu halde (up)=(A]) ve (vp)=@mAD), (3)
denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimiidiir. (u,)
dizisinin (3) denklemini sagladigim biliyorduk.
ap =Vvp Yyazip (3) denkleminin dogru olup
olmadigim yoklayalim.

Un=n (5, Vaer =+ 1) (5O

Vne2 = (0 +2) ()2

2
Vne2—0Vna1 + vn-(— )" [n+2-2(n+1)+n]=0

Yani, (vp), (3) denkleminin ¢oziimiidiir. (up) ve
(vp) lineer bagimsizdir, ¢iinkii:

=A1.202 -2 A =320

3-D=02+4p<0 yada B<-o?/4
oldugunda (8) denkleminin reel kokii yoktur. Bu
halde aktarilan kurali elde etmek igin karmagik
sayilardan yararlanmak gerekir.

V=1u1vy—v]

Simdi n-inci Fibonacci sayisim belirlemek i¢in
hesaplama yapalim. (2) denkleminde ap =AM
yazip

A2-A-1=0

karakteristik denklemini buluruz. Denklemin
kokleri

1+ 1-Y5

M=t Ay =i

Béylelikle, biz (2) denkleminin (u, = (M") ve
(vp) = (A" lineer bagimsiz iki ¢oziimiinii
bulduk. (a,) Fibonacci dizisinde aj =ap =1
oldugunu goz oniinde bulundurarak (6-7)
denklem sistemini ¢6ziip ¢; ve cy sayilarin
buluruz:

ciM+cal=1
C1 7\,12 +C 7\,22 =
c1=1IN5, cy=-1A5. Boylelikle

o] [ -(5

veya kisaca yazarsak
n n
n— ﬁ » M1 T 2 L4 2 2

kuralini bulduk. Bu kural ona ilk bulan
matematik¢inin adi ile Bine (?) kurali diye
adlandinhr. Ilging alan sudur ki, A sayis1 "altin
oran"1 ifade eder. (3) denklemini ¢6zmek icin
yararlandigimiz yontem sabit katsay1l1 adi lineer
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde de
kullanilir.

Binet formiiliinii uygulayarak Fibonacci
sayilannin agagidaki ozellikleri ispat edilebilir.

a
L lim 5=y,
n—>e N ;

2. a3+ap+ag+..+a3p=(apn2—-1)/2,

3.aPd+aad +...+a 3=
(azpsa + (P*L  6a,_; — 1)/ 10.

(oncelikle ai3 = (azgy + (-1)k+1 . 3a) /5
oldugu gosterilmelidir.

4. ap sayist A"/ V5 sayisina en yakin
tamsayidir.

5.55(X) = a;x + agx? + ...

O halde :

apx" olsun.

( n+2 n+l
Xy Xy X
2

llx;t 1, sz;#l, ise.

l—x=x
2
Sur{ TR ™ A ) A e
n 1+1f_

\ﬁ

2n
2R ™ ) Ayl s,




SECiM VE MATEMATIK-2

TOPLUMSAL SECIMLER
H. i. KARAKAS

s , bog olmayan bir segenekler kiimesi

olsun. S nin elemanlari, bir toplumun
bireylerinin tercihlerini agiklayabilecekleri her
hangi bir kisi, nesne veya goriig olabilir.
Omegin, S, (bagkanlik sistemi ile yonetilen) bir
lilkede bagkanlik secimlerine katilan adaylarin
kiimesi veya bir kentte belli bir arsanin hangi
amagla kullamilabilecegi konusunda degisik
goriiglerin kiimesi olabilir.

S i¢inde tanimh tiim kismi siralama bagintilar:
(kisiba) nin kiimesini K ile gosterecegiz.
Omegin, S = {a, b} ise, K nin elemanlar1 Hasse
cizelgeleriyle gosterilerek,

b
SINEE
\oboa' /

oldugu goriiliir. S icindeki tiim zayif siralama

bagintilarindan olugan kiimeyi Z ile gosterecegiz.

S = {a,b) i¢in Z = k dir. Ug elemanl bir kiime
icinde 19 kismi siralama bagintis1 bulundugu ve
bunlardan sadece 13 iiniin zayif siralama
bagintisi oldugu goriilebilir.

Bir toplumun her bir bireyinin S yi kendince
kismi siralamasi durumunda, bireylerin
goriiglerini de goz oniine alarak, toplumun S yi
kismi siralarken izleyebilecegi yollarin neler
oldugunu aragtirmak istiyoruz. Boylece S
hakkinda verilecek toplumsal karari, bireylerin
kararlarinin bir fonksiyonu olarak diisiinecegiz.
Daha agik bir ifadeyle, x mn iki alt kiimesini ele
alacagiz: X ve Y. Bunlardan X, bireylerin S

~ icinde belirlemelerine izin verilen kismi siralama
bagintilarindan olugan altkiime, Y ise toplumun
(S iginde) belirlemesine izin verilen kismi
siralama bagintilarindan olugan altkiimedir.

Toplumun S hakkinda alacag bir kararda rolii

(7]

olacak bireylerin sayisi n olsun. Bu takdirde, bir
toplumsal karar fonksiyonu, tanim bolgesi

X x X x..x X=X'n ve deger bolgesi Y olan bir
fonksiyondur: f : X" — Y. Tanim b&lgesindeki
her (x,,...,Xp) elemant i¢in x;, i-inci bireyin S
icinde belirledigi kismi siralama bagintisidir.

Ornek olarak, bir iilkenin baskanlik
secimlerinde, S, adaylarin olugturdugu kiime, n,
oy kullanabilir segmenlerin sayis1 ve X,S iginde
izin verilen kismi stralama bagntilaridir. Bir
se¢men, ya bir adayi digerine tercih edecegi ya
da oy kullanmaktan kaginacag i¢in X, iki tiir
kisiba dan olugur:

lo\
0O 0 O0..0 ve 000..0

Bu tiir bir se¢imde, toplumsal karar
fonksiyonu,yukaridakilerden, birinci tipte bir
kismi siralama bagintis1 vermek durumundadr.
Toplumsal karar fonksiyonunun verdigi kismi
stralama bagintisimn biiyiikce elemam en ¢ok oy
alan aday olacaktir. Ayni ¢oklukta oy alan bir kag
aday varsa, bu durumda se¢im gorevlisi veya
gorevlileri, sonucu kura ile belirleyebilir.

Cok degisik toplumsal karar verme yontemleri ya

da toplumsal karar fonksiyonlar1 vardir, Bunlar
arasinda, yukandakine ek olarakh, agirhiklh
oylama yontemi ve tercihli oy yontemi
sayilabilir.

Burada, dzel bir toplumsal karar fonksiyonu ele
alip incelenmekten daha ¢ok, toplumsal karar
fonksiyonlarinin genel 6zelliklerini, daha
onemlisi, bir toplumsal karar fonksiyonunun
arzu edilen ozelliklerini aragtirmak istiyoruz.
Bunun i¢in, dnce bazi gosterimler belirleyecegiz.

S, X, Y, f ve n yukandaki gibi olmak iizere,
se¢menler kiimesini



I = § 1?2,...,n}
ile 6zde§le§tirelim? a,beSs; x,..x, € Xigin
(a,b) ek isea iZb; 1<i<n,
aile b x; ye gore ayrimsiz ise a 'i~b; 1€i<n,

ailebf(x,,..., ;) e gore aynmsiz ise a~b,
ve .

(a,b) ef (x,,..., X;) ise a=b

yazaca@iz. Benzer biginde; «';,..., ¥ € X i¢in
(ab)e Kliisea ?’b, 1<i<n

aile b K ye gore aynmsiz ise a~i~ b; 1£1<n,
aliebf (k' ,.., X)) e gbre aynmsiz ise a~' b,
ve (a, b) e f (¥ ,..., X)) ise a 2'b yazacagiz.

Aym secenekler kiimesi iizerinde iki kez se¢im
yapildigim diisiinelim. Bireylerin secenekleri
siralamasinda, S nin bir a eleman diginda tiim
elemanlan her iki secimde de aym konumda
kalmusg, a min diizeyi ikinci se¢imde diisiiriilmiis
ve toplumsal karar fonksiyonu birinci se¢imde a
y1bir b segenegine tercih etmis ise, ikinci
secimde de a y1 b ye tercih etmesi arzu edilen bir
ozelliktir. Bu 6zellik, sembolik olarak soyle
ifade edilir.

Birinci Ozellik, a,be S; ¥ W o
eXX,., K, olsun. Herc,deS,c#a,d #a
ve i €l icin

c 12 deoc ?’ d
" oldugunu ve here £ S ji¢in
aze=a ?' e

oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

azb=az2b

olur.

Toplumsal karar fonksiyonunun arzu edilen bir
diger 6zelligi, herhangi iki secenek arasinda
yapilacak toplumsal tercihin sadece ve sadece o
segenekler arasinda bireylerin yapacaklart
tercihlerle ortaya ¢ikmasini saglamasidir.
Sembolik ifade ile,

Ikinci Ozellik. ab e S; K| yoees K s K 5ees Kn€X
olsun. Eger her i,j = 1,..., n igin

a> boa>bveb2aeob>a
i i i i

ise, bu takdirde
a2beoa2'b
olur.

Herhangi bir segim sonunda, toplumsal karar
fonksiyonu uygulandiginda, bir toplumsal
tercihin ortaya ¢ikmasi arzu edilir. Yukandaki iki
ozelligi sagladig1 halde, bir toplumsal tercih
ortaya koymayan karar fonksiyonlan vardir.
Omegin, bir secimde a segenegini b segenegine
tercih eden bireylerin sayisi, b yi a ya tercih
edenlerin sayisindan fazla ise, toplumsal karar
fonksiyonunun a y1 b ye tercih ettirdigini kabul
edelim. Bu ¢cogu zaman uygulanan akla yatkin
bir yéntem gibi goriinse de, bir toplumsal
tercih ortaya koymayabilir. $oyle ki, ii¢
secenekli, yani S = {a,b,c}, ve ii¢c segmerli bir
secimde, se¢cmenlerin segenekler kiimesini
agagida verilen Hasse Cizelgelerinde goriildiigii
gibi siraladiklarini varsayalim:

cI) a T c cl) b

T b c|) a 0cC

0C ob 0 a
1. segmen 2. se¢cmen 3. secmen

Burada,a y1b ye, b yic ye ve c yi a ya tercih
edenlerin sayilar1 aymdir. Bu nedenle, toplumsal
karar fonksiyonu ile elde edilecek bagnti
gecisme Ozelligine sahip olmaz. Daha agik bir
deyimle, bir toplumsal tercih ortaya ¢ikmaz.

Toplumsal karar fonksiyonunun bir toplumsal
tercih ortaya koyamadi$1 durumlarda, disardan
miidahelelerle toplumsal tercih olugturulmaga
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gahgilir. Omegin, bazi tabular, dinsel baskilar
veya baski yasalan gibi. Bazan da, toplumsal
tercihi bir kigi ya da bir grubun belirlemesi
yoluna gidilir. Uygar, demokratik toplumlarda,
toplumsal tercihin, miidahalerle veya ayrcalikh
kisi ya da kurumlann istegi dogrultusunda
belirlemesi arzu edilmez. Bu nedenle, toplumsal
karar fonksiyonun arzu edilen 6zelliklerine
asagidaki iki 6zelligi de katmak gerekir:

Ugiincii Ozellik. Her a,b e S, a#b, icin _
(a,b) e f (x,....K,)
olacak bicimde x;,,...,x, € X vardir.

Dérdiincii Ozellik. Segmenler kiimesi I, nin bog -
olmayan bir 6z-altkiimesi J ve her j € J igin KeX
verilmig olsun. a,be S,a#bve her jeJ igin
a > bise, bu takdirde

1

(a,b) ¢ f(xy,....x,)
olacak bicimde {x; e X:ie LN} vardir.

Yukandaki iiciincii 6zellik, toplumsal karara dig
baski olmamasi, dérdiincii &zellik ise toplumsal
karan ayricalikh bir kisi ya da grubun
belirlememesi gerektigini ifade etmektedir.

Ne yazik ki, yukarida verilen 6zelliklerin hepsini
birden saglayan bir toplumsal karar fonksiyonu
yoktur. Simdi 1951 yili ekonomi dalinda Nobel
odiiliinii kazanan K. Arrow a ait olan ve "Segim
Paradoksu" olarak ta bilinen bu sonucun ispati
icin hazirlik yapacagiz.

Bunun i¢in, dordiincii 6zellikle yakindan ilgili
olan karar kiimesi kavramim tanimlayacagiz.

a,beS,a#bvel cI,olsun. Eger

Ki,...,K.€Zveherjej iginaj> b=a>b
ise, bu takdirde, J ye (a, b) nin karar kiimesi
denir.

Bir karar fonksiyonunun sahip olmasi arzu
edilen 6zelliklerden dordiinciisii, I, nin bos
olmayan hig bir 6zaltkiimesinin (a, b) nin karar
kiimesi olmamasi gerektigini ifade eder.

TEOREM 1: Birinci ve ikinci 6zellikleri
saglayan bir toplumsal karar fonksiyonu

f: Z' > Z verilmig olsun. a,be S,a#b J 1,
ve K =I,\J olsun. Eger her j € J igin a > b veher
keK icin b > 2 olacak bicimde Xy, ..., K. £Z
varsa ve a > b ise, bu takdirde J, (a, b) nin karar
kiimesidir.

Ispat: HerjeJigina > 'bolanx',, ..., Kn € Z
diisiinelim. J nin (a, b) nin karar kiimesi
oldugunu, yani a > b oldugunu, gostermek
istiyoruz. Bunun i¢in, varsayimda verilen
Ki,..., K yiOyleyeni "}, ... K", € Zile
degistirecegiz ki agagidaki iki sart olsun.

i)heriel,vec,deS,c#a,d#aigin

c> dec i>"dveher<=,£Sigina >e=a>"e
1 1

(bdylece, birinci 6zellikten a > " b) dir.
ii) heri € I;, icin

a.l>_"b=>a1>_'bveb.l>_"a4:b.l>_'a

Parcalar J L M H
oa oa ob ob ob ob ob ob
K1, . . ., Konin etkisi | | | | | I | ,
ob ob oa oa oa oa oa oa
oa oa oa oa ab ab ob ob
K'l, ..., K. nin etkisi | | | e | 00 00 | |
ob ob ob ob oa oa

9



(bdylece, ikinci 6zellikten a >' b) dir.

Bunu gergeklestirmek i¢in, I, nin agagidaki alt
kiimelerini diisiinelim:

L={l:b3 a vea} 'b}
M={m:b>a vea~'b}
H={h:b>a veb>"a}.

Agikea goriildiigii iizeke K =L UM U H olup
{J, L, M, H} I, nin bir par¢alanigidir.

avebyex,...,K.ninvex',..., X, nin
etkileri I, nin her pargasi i¢in yukaridaki

cizelgelerle gosterilmistir.

Simdi "}, K%, . ..., KWyl J,L, M ve H deki
se¢cmenler i¢in ayn ayn agagidaki gibi
tammlayalim. Her £ e Jvehe Higin x=x"} ve
K, =X"n olsun. 1€ L igin 'y, a nin ¥ nin
cizelgesindeki konumu b nin hemen iizerine
gelecek sekilde degistirilip, bagka hig bir
secenegin yeri degistirilmeden, asagidaki
cizelgede gosterildigi gibi, elde edilsin:

K nin gizelgesinde K", nin ¢izelgesinde

diizeyler diizeyler

bo —— /7 bo

aoQ —— M

Daha acik bir ifadeyle,c #ave d #aiginc >d
isec> " dtammlayahm,b> e,e=b veyaeile
b aynmsiz ise a > " e tammlayalim; ve son
olarak, e > bisee 3 " a tanimlayalim.

Son olarak m € M i¢in K'},, yi asagidaki
cizelgelerde gosterildigi gibi tanimlayalim:

K={kel, : b > a,

Kn nin gizelgesinde K’ nin gizelgesinde
diizeyler diizeyler
b
% ) a0 bo ———
ao

Cizelgelerden de goriildiigii izere K", a 0N Km
nin gizelgesindeki konumu b nin diizeyine
getirilip bagka hicbir secenegin yeri
degistirilmeden elde edilmistir. Bunu biraz
acarsak,c#aved#aiginc> disec> "d
tanimliyoruz, her hangi bireigcinb > e ise

a> "evee> bisee>"atammliyoruz.

Boylece tammlanan K", ..., K"n zayif
siralama bagintilar olup, birinci 6zelligin
hipotezi, a, be Sve K1 ,.. .,Kn, K"1.. ., K",
icin saglanmaktadir . O halde a >" b dir. Aynica,
K"}, ... X", niin tammindan dolayi her
t=1....nigin

a?b@a?b ve b?a@b?a

dur. Ikinci 6zellik saglandigindan, a >' b oldugu
sonucu ¢ikar. Bu, teoremin ispatim tamamlar.

Teorem 1, (a, b) nin bir karar kiimesine sahip
olmasi i¢in bir yeter sart icermektedir. Asagidaki
teorem, liglincii 6zelligin Teorem 1 deki sartin

saglanmas icin yeterli oldugunu gostermektedir.

TEOREM 2:a,beS,azbvef:Z' > Z
birinci, ikinci ve tiglincii ozellikleri saglayan bir
toplumsal karar fonksiyonu ise, bu takdirde

(a, b) nin bir karar kiimesi vardr.

Ispat: Ugiincii 6zellikten dolayi, a > b olacak
bigimde X 1, . . . , K, € Z vardir. Simdi, I, nin
J={jel.: a ? b},

G={gel, : a Eb}

altkiimelerini diigiinelim. x',, . . . ',



bagintilanni, herie I,\G i¢in k=% ve her
g € G i¢in asagidaki cizelgede goriildiigii gibi
tanimlayalim:

K nin ¢izelgesinde
diizeyler

K> nin ¢izelgesinde
diizeyler

S

ao bo

K'y..,Kn€Z dirvea,beS ve x,,.., K,
K',,. ., Ka igin birinci 6zelligin hipotezi
saglanir. Bu nedenle, a >'b dir. Béylece,

Ki, . . . , K, bagintilan ve J kiimesi Teorem 1 in
hipotezini saglarlar ve sonug olarak J kiimesi
(a, b) nin karar kiimesidir.

Uctincii 6zellik saglandig siirece, bir karar
kiimesi bog olamaz. Ciinkii, aksi takdirde,

Ki,..., K» Ne olursa olsun a > b olur. Oysa, ligiincii
oOzellige gore b > a veren bagintilar da vardir.

a,be S, a#Dbigin (a, b) nin bir karar kiimesi
bulundugunu gordiik. Acaba bu kiimenin diger
secenekler iizerindeki davramigi nasildir?
Asagida, bu sorunun siirpriz sayilabilecek bir
cevabi bulundugunu gorecegiz.

TEOREM 3: a, b, c € S ii¢ farkl1 segenek,
Jc I, ve f: Z" — Z birinci, ikinci ve ligiincii
ozelliklere sahip olan bir toplumsal karar
fonksiyonu olsun. Eger J, (a, b) nin karar
kiimesi ise, (a, ¢) nin ve (c, b) nin de karar
kiimesidir.

Ispat: HerjeJ ve k ¢ icin
b>c : b>kc, c>a

olacak bigimde i, ..., ,€Z segelim. Ispatin
ilk kisminda oldugu gibi, a>b,c>a ve
buradan gegisme 6zelligi ile ¢ > b oldugu;
Teorem 1 e gore J nin (¢, b) nin karar kiimesi
oldugu goriiliir.

Sonug: f: Z" — Z, birinci, ikinci ve iigiincii
oOzelliklere sahip bir toplumsal karar fonksiyonu;
a,b,c,deS, a#b,c#d olsun. EgerJ c I,
(a, b) nin karar kiimesi ise, (c, d) nin de karar
kiimesidir.

Ispat: d #aise, Teorem 3 e gore, J, (a, d) nin
karar kiimesidir. Teorim 3 bir kez daha
uygulanarak, J nin (c, d) nin karar kiimesi
oldugu goriiliir. d = a ise, d ve a dan farkli
tictincii bir secenek s diisiinelim. Teorem 3 e
gore J, (s, d) nin karar kiimesidir. Yine ayni
Teoreme gore J, (c, d) nin bir karar kiimesidir.

Buraya kadar elde edilen sonuglan soyle
o6zetleyebiliriz: Birinci, ikinci ve iiglincii
szelliklere sahip olan bir toplumsal karar
fonksiyonu i¢in, I, nin, a, b € S, a # b olmak
iizere her (a, b) nin karar kiimesi olan bir
altkiimesi vardir. Bu karar kiimesinin bog
olmadigini daha 6nce gozlemistik. Bu karar
kiimesi, bog olmamanin yaninda, I, nin bir
oOzaltkiimesidir, hatta, tek elemanl bir kiime,
yani bir diktatérliiktiir. "Segim Paradoksu"
olarak bilinen bu sonucun ispatin1 Matematik
diinyasimn gelecek sayisina birakiyoruz.



FONKSiYONEL DENKLEMLER

ALBERT ERKiP

o limpiyatlarda ve benzeri yansmalarda sik
olarak fonksiyonlarla ilgili problemler yer
almakta. Bu problemlerde fonksiyonel denklem
ad1 verilen birtakim bagintilar veriliyor ve bu
denklemleri saglayan fonksiyonlarin bulunmasi
isteniyor. C6ziim icin genellikle su adimlardan
bir veya birkagi yararli oluyor :

i)  Verilen bagintidan fonksiyonun bazi 6zel
degerlerini hesaplamak.

i) Fonksiyonun birebir, 6rten, artan, azalan
olma gibi baz1 6zelliklerini aramak.

iii) Fonksiyonun saglanmasi gereken bagka
bagintilar bulmak.

iv) Fonksiyonel denklemin bazi 6zel tip
coziimlerine bakmak.

Bu arada birkag noktaya dikkat etmek gerek.
Oncelikle tanim ve deger kiimeleri énemli rol
oynayabiliyorlar. Bir bagka husus ise 6zel
birtakim kabuller yapmamak. Omegin istenen

fonksiyonun tiirevlenebilecegi verilmemigse ya -

da tiirevlenebildigini bir yolla ispatlamamigsak
coziimde tiirevi ve ilgili 6zellikleri
kullanmamamuz gerekiyor.

Bu dediklerimize bazi 6meklerde bakalim.
Oncelikle bazi kiimeleri belirleyelim; Z, @, R
sirasiyla tamsayilar, rasyonel sayilar ve reel
sayilar kiimelerini gosterecek; Z*, @+ ve R*
ise yine sirasiyla pozitif tamsayilar, pozitif
rasyonel sayilar ve pozitif reel sayilar kiimeleri.

1. Her x,yeZ igin fix+y)—fix-y)=4xy
(1)

bagimnsin saglayan f: R — R
fonnksiyonlarint bulunuz.

Bu ornekte ¢oziimii dogrudan bulmak miimkiin.
Herhangi bir te R i¢in (1) bagntisinda
X=y= 5— alahm. f(t) — f(0) =  buluruz. f(0)
degerini bir ¢ reel sayisi ile gosterirsek

£(t) = 2 + ¢ buluruz. Ote yandan herhangi bir ¢
sabiti icin f(t) = t2 + ¢ (1) bagmtisim gergekler.

O halde tiim ¢éziimleri elde etmis olduk.

Tanm kiimesinin 6nemli oldugunu s6ylemistik;

bu problemi biraz degistirelim :

Herx,yeZicinfix +y)—fix—y) =4xy (I’
baginnsin saglayan f : Z — Z fonksiyonlarini

bulunuz.

Yukaridaki ¢oziim gegerli olmaz giinkii herhangi
birt € Z igin x =§— alamayiz, -5— tamsay1

olmayabilir. Bu durumda ¢6ziimii okuyuculara
brrakip (1)'deki problemden farkli olarak

. x cift ise

fx)=
tek ise

x2 +1 x
fonksiyonun (1°) bagintisim sagladigim
belirtelim.

2. Her x,ye R icin fix+y)=f{x) +fly)
ve f(l1) =1 (2)

bagintilarin saglayan f= 0 —Q
fonksiyonlarini bulunuz.

(2) fonksiyonel denklemlerin en klasik drnegi.
Oncelikle x ve y ye ozel degerler vermeye
cahigahm.

x=1,y=0 alusak 1=1+f0)=1(0)=0
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fQ)=1+1=2
f3)=1+2=3

x=1,y=1 alirsak
x =1,y =2 alirsak
gibi degerler buluruz. Biraz genelleyelim.
x =y alirsak

f(2x) = f(x + x) = f(x) + f(x) = 2f(x)
2x =y alirsak .

f(3x) =f(x + 2x) =f(x) +f(2x)

= f(x) + 2f(x) = 3f(x)

vb. bulduk. Burdan kolayca genelleyerek (ve
timevanm kullanarak) hern € 2. igin
f(nx) = nf(x) oldugunu gosterebiliriz. Negatif
tam sayilar icin —x =y alarak

0 =f(0) = f(x + (—x) = f(x) + f(—x)
yani f(—x)=-f(x) oldugunu gozleyerek, (ve

f(0) =0 oldugundan) f(nx) = nf(x) bagintisinin
her neZ igin dogru oldugunu buluruz. Simdi

bir —g— rasyonel sayisina bakalim. Yukarida

buldugumuzdan
pfX)=f@x =f(q. %x):qf(%x)

o halde, her p, q#0 tamsayisi i¢in
f(B x) =P )
q q

bagmtlslm bulduk. Simdi x —1 alirsak,
(f()=1 oldugundan) her — eIR icin

f ( )= — oldugunu bulduk. Bu

fonks1yonun (2) bagintisim sagladigi icin
kolayca goriiliir.

Aym problemi biraz degistirelim.

Her x,ye R icin fix+y) =fix) + f(y) ve
fil)=1 k)
bagintisim saglayan, siirekli f: R — B
fonksiyonlarinu bulunuz.

Burada oncelikle tanim kiimesi degisti; bir de
istenen fonksiyonun siirekli oldugu verildi.
Rasyonel sayilar i¢in (2)'deki yontem bize her

reQ icin f(r) =r oldugunu séyler. Simdi f
nin siirekli oldugu bilgisini kullanalim: Bir x
reel sayisina rasyonel r sayilan ile istedigimiz
kadar yaklagabiliriz. f siirekli oldugundan r

x e yakinken f(r) de f(x) e yakin olacaktir.
(bunu limitlerle daha iyi ifade edebiliriz.) O halde
relR x eyaklasirken f(r) =rdegeri f(x) e
yaklasacaktir, yani f(x) = x olacaktir.

Akla sdyle bir soru geliyor; (2") bagmntisin
saglayan f nin siirekli oldugu verilmeseydi yine
de her xe R icin f(x)=x oldugunu
gosterebilir miydik? Bunun yanit: hayir ama bu
yanit agirca bir matematik temeli gerektiriyor.
Soyut yollardoan (2") bagintisim saglayan
siireksiz (ve herx € R icin f(x) = x ten farkl)
fonksiyonlarin oldugunu gosterebiliyoruzs ama
boyle bir fonksiyonu burada acik se¢ik yazmak
olanaksiz.

Simdi fonksiyonel denklemden birebir, 6rten vb.
olma gibi baz1 dzelliklerin nasil elde edilecegine
bakalim.

3. Herx e Ricinfll +fix))=3x+2 (3)
bagintisint saglayanf: R — R
fonksiyonunun birebir ve érten oldugunu
gosteriniz.

Birebirlik i¢in f(a) = f(b) oldugunu kabul
edelim. Iki tarafa da 1 ekler ve f uygularsak
f(1 + f(a)) = f(1 + f(b)) buluruz. (3)
bagmtisindanbu3a+2=3b+2 yania=b
elde ederiz. O halde f birebirdir.

Ortenlik igin herhangi biry € IR alalim. f(a)=y
olacak gekilde bir a € £ anyoruz. (3)
bagintisinda x = — (y —2)) alirsak, f(1+£(x))=y
buluruz; yani a = 1 + f(— (y-2))icinf(a) =y
dir. O halde f ortendir.

Herx,y € Ricinfix? +y)=x2 +f(y) (3
baginnisim saglayan f:R — R fonksiyonunun
artan oldugunu gosteriniz.

Bunun igin a < b reel sayilarina bakalim. (3")
bagintisinday =ave x= Va-b alirsak:

f(b) = fiba + ) = f(Vb-a)? + a) (Vb-2)2+ f(a)
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ve b—a> 0 oldugundan ; f(b) > f(a) buluruz. O f(ay))f(a)) = f(a,)f(ay), ancak fj'f(a;) =1
halde f artandr. ve ve f(1) = 1 oldugundan f(aj)f(a;) =1
yani f(a; )=L cikti. Yukardaki yolu

Simdi bu tiir 6zel bilgilerin nasil kullanildigini siirdiiriirsek yine k = 1,2,... igin

gorelim. |
f(a') =—— olacak sekilde uygun oy’
4 Her x,y€eR* icin fixf(y)) = fix)f(y) ve (@) ok 5
fil)=1 @) sayilart elde ederiz.
bl sagiayan, Simdi, her x € R* igin fix) <10 kosulunu
a) birebir f:R+* —IR* fonksiyonlarini kullanalim. x =ay ve x =ay degerlerini
bulunuz. kullanarak, her k = 1,2,... igin ok <10 ve
b) érten f:R+ —R+ fonksiyonlarin # <10 esitsizliklerini buluruz ki >0
bulunuz. oldugundan bu durumda ancak o =1

c) ve her x e R* icinf(x) <10 kosulunu durumunda dogru olur. O halde f(al-) =1 N
saglayan f:R+ —R* fonksiyonlarini olmalidir. Ote yandan a; herhangi bir pozitif
reel say! olabilir; yani aradigimiz fonksiyon f=1
sabit fonksiyonu olmalidir. Sabit f=1

d) siirekli f:R* —IR* fonksiyonlarim fonksiyonu (4) bagintisint saglar.
bulunuz.

bulunuz.

5 : : Bu 6rnegi biraz daha diisiinelim; (4)
? (4) bagintibinta % = 1 glalim. LEE y'e ]R_+ esitsizliginde 10 sayisin hig bir 6nemi yok,
icin f(f(y)) = f(y) oldugunu bulduk. Yani 4., sene] olarak sunu géstermis olduk : (4)

a=f(y) ve b=y alsak f(a) =f(b). bagintisini saglayan tek siurli f : RY —R*
f nin birebir oldugu verilmig; O haldea =b fonksiyonu f=1 sabit fonksiyonudur. Burada
yani her y € &% i¢in f(y) =y olmal. stmirly demekle, uygun bir M sayis1 igin her
Gergekten de f(y) = y fonksiyonu (4) x € R+ icin fix) <M kosulunu saglayan
bagntisim saghiyor. fonksiyonlar1 kastediyoruz.

b) Yinex=1 alahm, her ye R+ igin - d) Bu ¢oziimde (c)'deki sonucu kullanacagiz.

f(f(y)) = f(y) oldugunu bulduk. Herhangi
birt € R* alalm. f orten oldugundan
f(y) =t olacak sekilde bir y € B+ vardur.
Yukarida bu y degerini kullamrsak,

Eger aradiimiz fonksiyon sirli ise
(c)'den dolay1 f = 1 sabit fonksiyonu
olmalidir. Eger f fonksiyonu sinirh
degilse f(x) olabildigince biiyiik degerler

- s 1 + v
f(t) = f(f(y)) = f(y) =t, yani her t € R alacaktlr Ote yandan (c) gézﬁmﬁndeki gibi
icin f(t) =t ¢oziimiinii elde ettik.
. = alirsak, f(x’) = —— olacaktr.
¢) Bir aj e R* i¢in f(a;) = a olsun. (4) f( ) ) f( ) -
bagintisinda x =y =a; alahim, Birlegtirirsek, (4) bagintisin1 saglayan bir
f(af(ap)) = f(apf(a;) = 02 yani fonksiyon sinirhi degilse f(x) bagintisini

ay = aj f(ap) icin f(ap) =02 eldeettik. saglayan bir fonksiyon sinirli degilse f(x)
Simdi a3 = ap f(a;) olsun. (4)'te a=ay, o'abildigince biiyiik ve olabildigince lfﬁgiik
y = a; olarak, f(a3) f(axf(a;) = f(ar)f(ar) = (sifira yakin) degerler alacaktir. Simdi f
nin siirekli oldugu bilgisini kullanalim.
Siirekli fonksiyonlar bir degerden digerine
sigrayamaz, aradaki tiim degerleri alirlar
(Ara Dcger Teoremi). O halde (4)'ii
bakalim; a;’ "f(_ olsun. (4)te x = ar’, saglayan, simirli olmayan, siirekli bir
y=aj alahm, (0,00) araligindaki tiim degerleri alir, Yani

o2 . a.= o3 ; benzer yolla devam ederek,
uygun ay degerleri igin f(ap)=0k, k = 1,2,
... oldugunu buluruz Bir de tersine
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boyle bir f ortendir; o halde (b)'den dolay: f(x)
=x fonksiyonudur.

e) Aym (4) fonksiyonel denkleminin degigik
kosullar altinda farkli yaklagimlarla degisik
¢oziimlerini elde ettik. Simdi benzer bir
bagintiyr saglayan oldukga farkli bir
fonksiyon gorelim. "Tek sayilar1 sevmeyen
fonksiyon" diye adlandirabilecegimiz
fonksiyon goyle tammlamyor. Once bir
hatirlatma yapahim : her pozitif tamsayi, t
bir tek tamsay1 olmak iizere 2K . t seklinde
ifade edilebilir. Omegin 7 =20 . 7,
16=2%.1, 20=22.5. Yukandaki
gosterimle n=2K .t ise, f(n) =2k olarak
tamimlansin. f(7) =20 = [, f(16) = 24=16,
f(20) =22=4 gibi. Bu f fonksiyonu
kolayca goriilebilecegi gibi ,

Her x,y € 2 icin, f(xf(y)) = f(x)f(y) ve f(1)=1
bagmtilarim saglar.

5. Herx,ye Rigin

p(x+y)p(x=y) = (p(x))° = (p(y))? (5)

bagmtisim saglayan p polinomlarim
bulunuz.

Once x=y=0 alalim; (p(0))2 =0, yani p(0)=0
bulduk. Simdi p polinomunun bir o kokiinii
ele alalim, p(ct) =0. (5) te x = 20, y=0t alirsak;
p(30) p(e) = (p(201))? — (p(e))?, p(e) =0
oldugundan, (p(20))? = 0. yani p(20)) =0
bulduk. Yine (5)'te x =3,y =20 alirsak,
aym yolla p(3a) =0 ve benzer sekilde
k=1,2,.. icin p(ka)=0 bulduk. O halde o,
20, 30, ..., ko, ... p polinomunun kokleri. Bir
polinomun en ¢ok derecesi kadar farkli kokii
olmali, o halde oo=0 yani p nin tek reel kokii
sifir olmali. Ote yandan (5) bir polinom
ozdesligi, o halde x,y karmagik sayilar igin de
dogru olacak, yani polinomun tek (reel veya
karmagik kokii) sifir. Bu da p(x) = cx™ seklinde

demek. Bu ifadeyi (5)'te yerine koyarsak, n = |
yani p(x) =cx cikiyor.

Bu &rnekte p fonksiyonunun polinom olma
ozelligini kullandik. Bu bilgi olmasayd: baska
g6ziimler de bulabilirdik. Omegin p(x) = sinx
fonksiyon (5) bagintisini saglar.

Problemler :

1. (2') bagintisini saglayan, artan tek
f:R— R fonksiyonunun f(x)=x
oldugunu gésteriniz.

2. (2') bagmtisiu saglayanf: R — R
fonksiyonu ayrica her x € R* icin
f(x) >0 kosulunu da sagliyorsa, f nin
artan oldugunu ispatlayniz.

3.  4(e)'deki 6rnege benzeterek

Her x,y.€ @F icin f(xf(y)) = f(x) f(y) ve
f(1) = 1 kogulunu saglayan f(x)=x ve
f=1 den farkli bir f: @+ —» Q*

fonksiyonu tamimlayiniz.

4. Her x ,'y e R igin
(x-y) f(x+y) — (cHy)f(x-y) = dxy (x2-y2)
bagmtisim saglayan f: IR — R
fonksiyonlarini bulunuz.

5. Her x,ye &% igin
f(x +2) =f(x+1) + f(x) ve f(1)=f2)=1
bagmtisim saglayan f: Z+ — Z+
fonksiyonlarini bulunuz.

6. (1990 Olimpiyat1) Her x,ye @QF igin

f(xf(y)) = %

kosulunu saglayan bir f:Q+— Q+
fonksiyonu tanimlay1niz.

7. (1990 Olimpiyat1) Her x,ye R* igin
f(x2 + f(y)) = y + (f(x))?
bagintisim saglayan f: R - R
fonksiyonlarini bulunuz.

OLIMPIYAT HABERLERI

Temmuz ayinda Moskova‘da yapilan 33. Uluslararas: Matematik Olimpiyatinda takimimizdan Sinan Giintiirk ve Cem
Mutlugiin bronz madalya kazandilar. Takim elemaniarimiz ve madalya kazananiar ayrica Basbakan Yardimcist ve Devlet
Bakani Sayin Erdal Inonii ve TUBITAK tarafindan édiillendirildiler.
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PARADOKSLAR, CATISKILAR

TALAT TUNCER

urada baz ilging paradokslardan s6z

edecegim. Once kavramlara agiklik getirelim.
Paradoks, felsefe bakimindan soyut
muhakemenin, bazi hallerde sona erdigi geliski.
Catigki (antmomle) ise, iki felsefe yasast, iki
felsefe ilkesi arasindaki celiski. Celigki
(contradiction), daha dnce sdylenen ya da yapilana
aykain diisme eylemi.
Matematikte ¢ok paradoks ve catigki mevcuttur.
Burada ancak bir ikisini syleyecegiz. Cantor,
matematikteki paradokslar1 gidermek i¢in
"Kiimeler Kurami'ni ortaya atti; bu kuram bir ¢ok
seye ¢oziim getirmekle birlikte kendisi de
paradokslar dogurdu. Bazilarim iinlii ingiliz
matematikci ve felsefecisi Bertrand Russel
giderdi. Ama eksikler konumunu koruyor.

Zenon ya da Asil (Akhilleus) veya
Kaplumbaga paradoksu: -

Asil 6niinde ilerleyen bir kaplumbagay: hig bir
zaman yakalayamayacaktir. Ciinkii Asil 6nce
kaplumbaganmn bulundugu yere gelmelidir. Oraya
gelince kaplumbaga buray: birakmus ve ilerisinde
bulunmug olacaktir. Bu muhakeme yinelenerek
anlagilir ki kaplumbaga daima Asil'in onunde
kalacaktir.

Russel Paradoksu:

Z kendilerini eleman olarak almayan biitiin
kiimelerin kiimesi olsun, yani;

Z={XIXe¢X}
tir, Z kendine ait midir, degil midir? Z, Z ye ait .
olmasa, Z nin tamimna goére Z kendisine ait olur.
Bundan bagka Z, Z ye ait olsa, Z nin tammina gore
Z kendine ait degildir. Her iki hal de bir geligkiyle
sonuglanir.
Bunun halk arasinda benzeri berber
paradoksudur: Bir koydeki berber, ancak kendi
kendine trag olamayan biitiin erkekleri trag ediyor
ve bagkalarini etmiyor. Berber kendini trag eder
mi? (Ya da berberi kim trag eder?)
Gergekten berber kendini trag etse, kendi kendine
trag olamayan erkekleri trag etmesine aykm
diigmiis bulunur. Kendini trag etmese, "ancak
bagkalarini trag etmemesine” aykin diigmiig

bulunur.

Paradoksal Problem:

M. V. Berry'ye gore (Principles of Cosmology,

Cambridge University Press, 1976, sayfa 122)

gozlemlenebilen evrenin ¢ap: kabaca 10°m olarak

bilinmektedir, dolayisiyla hacmi 5.10” m’ eder,

(m = 3 alindy). Bir tavgan yagami boyunca ortalama

5 yavru yapsa, kag kusak sonra tavganlar

evrenden fazla yer tutarlar? Mevcut 100 tavsan

oldugu kabul edilecek ve bir tavganin hacmi

ortalama 1 dm® alinacak.

Coziimii: n nci kusakta tavsanlar evren kadar yer

tutsun. Tavsan sayis1 geometrik diziye gore artsin.

nnciterima.,=a.,q“‘l dir, a, ilk terim, q ortak

carpan. Buna gore a, = 100, q = 5 oldugundan
100.5". 10° = 5.10" = 5" = 10%,

logaritma alirsak (10 tabanina gore),

%

cikar. Demek ki 114 kusak sonra tavsanlara yer
kalmayacak.
Biitiin kiimelerin kiimesi. Cantor
paradoksu:
Biitiin kiimelerin kiimesini Cile gosterelim. Bu
durumda C nin her alt kiimesi Cnin bir elemam (ya
da iiyesi) dir. Buna gore Cnin kuvvet kiimesi (yani
alt kiimeler kiimesi) de Cnin bir alt kiimesidir. C
nin kuvvet kiimesi P (¢) yada 2 Cile gosterilir.
Demek ki

Xecre

dir. Bundan

. (D card (29) <card ()

yazilir, ¢linkii alt kiimenin kardinali asil
kiimeninkinden kiigiiktiir. (1)e gore kuvvet
kiimesinin kardinali, biitiin kiimeler kiimesinin
kardinalinden genis anlamda kiigiiktiir, (card,
kardinalin yani sayma sayisinin semboliidiir).
Oysa Cantor teoremine gére

) card (() <card (29
dir. (1) ile (2) birbiriyle celigki olugturur.-
Not: Cantor teoremi: Herhangi bir E kiimesi icin
E<2f
dir (yani E kiimesi, kendinin kiimeler kiimesini énceler) ve

dolayistyla
card () <card @5)  dir.



SORULAR

ALISTIRMA SORULARI YARISMA SORULARI

Adl. Bir ABC dik iiggeninde [BC] Y41. [AB] ¢aph bir cemberin AB ye K
hipoteniisii, D1, Dy, D3, D4 noktalariylaeg bes ~ noktasinda dik bir [CD] kirisi ¢iziliyor ve [BD]
pargaya bolinmiigtir. [AD;]=d; (i=1,2,3,4)  Yyaymdabir P noktasi amyor. PK

olmak iizere, dogrusunun ¢emberi kestigi diger nokta E ve
PANCD=F ise |EKI<IAFI oldugunu
di? +dy? + d3? +dy? gosteriniz.
(P.Erdos)

toplamum a = [BC! tiiriinden hesaplayiniz.

{Hazirigyan - Rahrilinal Y42. Asagidaki denklemi saglayan m ve n

A42. Kenar uzunluklar |ABI = bV2, b= BC] ~ Pozitif tam sayilanm bulunuz :
olan dik bir dortgende [CD] iizerine digtan bir
yarigember ¢izilmigtir, Yay iizerindeki bir P

olmak iizere PA, PB dogrulan CD yive F  Y43.Bir ABCD paralelkenarinda [AB]

1'+2!'+...+n! =m2,

de keserse tabanina paralel bir dogru [AD] ve [BC]
X R kenarlarim E ve F noktalarinda kesiyor. G,
ICEF® + IDF¥* = ICDI . [AF] iizerinde secilmis herhangi bir nokta olmak
oldugunu gdsteriniz. " lizere, CGNAB=P ve DGNEF=Q ise
(P. Fermat) PQ // BC oldugunu gosteriniz.

6 3 3 3 "3 3 Y44. Asagidaki 5 x 7 lik lzgafa iizerinde sadece

Ad3, Afanf3 safl =0t 242 ] 3 g 1

: 2 37 N9 VNo 9  sagave agagiya hareket edebilen bir nokta A dan
egitligini kamitlaymiz. yola ¢ikip B ye varacaktir. Her kavsakta saga

(Ramamsan) veya agag esit olasilikla yonelen bu noktamin P
' den ge¢me olasihif1 nedir.

Ad4. Bir ABC ii¢geninin kenarlari iizerine
digtan BCXX’, CAYY’ ABZZ’ Kkareleri ' A

cizilirse alanlar i¢in

XYZI=IXYZ

esitligini gosteriniz.

(Hazirlayan : H. Demir) B

Ad45. Bir ABC ii¢geninde [BC] kenarinin )

orta noktas1 Dy a gore simetrik iki nokta D ve Y45, I¢ ac1 ortaylan [AD], [BE], [CF] olan bir
- D"”"olsun. Bu noktalardan gegen d ve d’ ABC iicgeninde <EDF =90° ise A agisikag

dogrulan CA ve AB kenarlan E,F,E’',F de derecedir.

kessin. EF* ve E'F dogrulariin, BC yi Dy a

gore simet;*ik iki noktada kestiklerini gosteriniz.

Cﬁzt-'imleri gonderirken liitfen su noktalara dikkat ediniz :

Bu sayida yer alan problemlere ait ¢éziimlerin 1. Her sorunun ¢dziimiinii ayri bir kagida, okunakl ve

1 Subat 1993 tarihinden énce elimizde olacak sekilde anlagthr bir bi¢imde yazimz.

gonderilmesi gerekmektedir 2 Kagidin sag iist kigesine adiniz-soyadimzi adresinizi,
ve dgrenci iseniz okulunuzu ve sinifinizi yaziniz.
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A31. Elemanlan pozitif olan ay,...,an,... geger olan ve ancak her k igin ay =by olmasi

aritmetik dizisinde halinde bir esitlik haline gelen
| 1 )
T i e n 0 o\[a s
3 2 2% 53 Y ab sl Y a || X bk
k = l k = ] g k =

n-1

1 -
Sag_y ey ey

Cauchy-Schwartz esitsizliginden, s6z konusu
N kesin esitsizlik k = 1,2,...,n igin ax = VK, bi=1
esitligini gosteriniz. yazilarak ve her iki tarafin arti karekokii alinarak

COZUM: (Cagatay Candan, Ankara) elde edilir.

Diger cozenler: Erhan Giirel, Ankara; Tamer

Aritmetik dizinin genel terimi ay =aj + (k-1)d ! Ko
Kahveci, Ankara; Dogan Mersin, Istanbul.

yazarsak,
nil 1 n-lva 4 —J@ A33. Hangi iiggenlerde kenarlar iizerine ¢izilen
— e —— — ——————————————— . . w t)
Ko+ "/a Sl W karelerin merkezleri dogrudag olur’
COZUM: (Yaman S. Duruman, Istanbul)
1= 1 .
=7 X W, -2 Problem bu haliyle biraz belirsiz. Kenarlar
k=1 iizerindeki karelerden her biri "igeride” veya
"disarida" olacak sekilde iki tiirlii kurulabilir.
= % Wa, -/a)) Biitiin karelerin igerde olmasi halini ele alalim :
ABC iicgeninde sirastyla [BC], [CA], [AB]
| a-a kenarlarinin orta noktalan A’, B’, C’, gene bu
n se . . . G W .
= kenarlar iizerinde "igeriye" dogru ¢izilmis
d “/E; +,\/aT karelerin merkezleri de o, B,y olsun. Uggenin
it cevrel merkezi O ile gosterilerek, OBA” dik
= ticgeninden
Ja+/a, =
IO =5 lcotAl
bulunur.
ve
Diger cozenler : Erhan Giirel, Ankara; i
Tamer Kahveci, Ankara; Dogan Mersin, [stanbul. 10l = 3 |1 —cotAl
benzer sekilde de
A32. ntam ve 1 den biiyiik bir say1 olduguna b
e IOBl = 5 |1 —cotBI
_c
T i men /n;l IOYI—T|1~cotCl

bulunur. Herhangi bir XYZ li¢geninin (yonlii)
alanini A(XYZ) ile gosterirsek

A(OBY) 45 (1 -cotB) - (1 - cotC) sinA
- IT (1 = cotB) (1 —cotC) A (ABC)

esitsizligini kamitlayinz
(Hazurlayan: H. Demir)
COZUM: (Burhan Biner, Malatya)

olacag: goriiliir. Benzer sekilde, A(OBY),
ag, by 20 k=12,...,n gercel sayilar i¢cin A(Oyo) da hesaplanarak

&



Apy) _1
AGABC) 4 [3 —2(cotA + cotB + cotC)

+ cotB cotC + cotC cotA + cotA cotB]

ve bir liggende

tanA + tanB + tanC = tanA tanB tanC
ozdesliginden

ABy) 1
AABC) 2 [2-(cotA + cotB + cotC)]

bulunur. Demek ki o, B, y noktalarinin
dogrudas olmas igin gerek ve yeter sart

cotA + cotB + cotC =2
dir.
Notlar :

1. "Yonlii olan" s6ziinden zihni karisan
okuyucu, A, B, C agilanmn dar veya genis
olma hallerini ayn ayr incelemelidir.

2. cotw =cotA + cot B + cotC denklemi ile
verilen w agis, liggenin "Brocard agis1”
olarak amlr. flgili doku ve tanw =_1
Ozelligine sahip licgenler biiyiik iistad

V. Thébault tarafindan incelenmistir.

3. Bu problemin énce V. Thébault sonra da
J.M.Quoniam tarafindan American
Mathematical Monthly'de yayinlandiina
dikkat ¢ekelim.

4. Bu probleme gonderilen ¢oziimlerin biiyiik
kisminda gerek sartlar elde edilip, bu sartlarin
yeter olup olmadig aragtinlmamustir.

A34. Bir ABCD dik yamugu veriliyor
(AB L BC L CD). Bunun i¢ine, dis teget
dogrulann BC, DA olan, birer tabana ve
birbirine teget iki cember ¢iziliyor |ADI
uzunlugunu ¢emberlerin u, v yancaplan
tiirlinden hesaplayiniz.

(Hazirlayan: H. Demir)

COZUM: (Ethan Giirel, Ankara)

Yarigapt u olup [AB], [BC] ve [DA] ya teget
olan ¢emberin merkezi O bu ¢emberin [BC] ye
degdigi nokta P olsun. Aym sekilde, yarigap: v
olup [CD], [DA] ve [BC] ye, hem de yukarda
ele alinan gembere teget olan cemberin merkezi
O’, bugemberin [BC] ye degdigi nokta Q
olsun. v >u kabul ederek, O dan O'Q ya
indirilen dikmenin ayagma K diyelim. <ABC
acisinin olgiisii de 20t olsun. I00’I =u + v,
IO’Kl=v —u oldugundan

IPQIZ = 10KI2 = (u + v)2 — (u-v)2=4uv
bu suretle de

IBCI

IBP! + IPQI + IQC

u+2vuv+v

u +Vv)2
1

bulunur. <KO'O agisiin 6lgiisii 5 +0
oldugundan

RS T
cos(z+a)-ﬁ(sma+cosa)
=LV1+sin2a
Y2
= BV
u+v
olup, bundan da
u—v\>
1+sin2a=2(—)
. u+v
ve
2 2
sin2n:>z=4--—6uv_u ;V
u+v)

olur. Boylece

IBCI _@+v)’(u+yv)’
sin2a

|ADI=

27 .2
6uv—-u -v

bulunur.



A35.Bir ABCD disbiikey kirigler dortgeninde
bir kenara ait yiiksekligi, karg1 kenarin
ortasindan bu kenara dik olarak ulasan dogru
parcast olarak tammlayalim.

a) Dort yiikseklik dogrusu bir H noktasinda
kesigirler. (H ye dortgenin ortosantri
diyebiliriz.)

b) Kenar uzunluklan a, b,c,d ve yiikseklikleri
hy, h, he, hy ise dortgenin alam

S= 4L(aha+bhb+chC + dhg)
dir. |
(Hazirlayan: H. Demir)
COZUM: (Erhan Giirel, Ankara)

a) P, Q,R, S sirasiyla [AB], [BC], [CD], [DA]
nin orta noktalari olsun. PQRS bir
paralelkenardir. R den AB ye indirilen dikme
ile P den CD ye indirilen dikme T noktasinda
kesigsin. O, ABCD nin gevrel merkezi ise
OPTR bir paralelkenar olup, merkezi PQRS
paralelkenarin merkezi ile ¢akigiktir. Bu ortak
merkezi Z ile gosterelim. T noktast O nun Z
ye gore bakigig1 olup, difer biitiin yiikseklikler
de T den gecmelidir.

b) Znin AB, BC, CD, DA dogrularina
uzakliklan sirastyla hy/2, hi/2, hef2, hi/2 dir.
ABCD nin alam ZAB, ZBC, ZCD, ZDA
iicgenlerinin alanlarinin toplam olacagindan

_1 ha hb hc hd
S--2— a7+b7+c7+d7

1
=Z[aha+bhb+0hc+dhd]
bulunur.

Y31. Bir ABC ii¢geninin i¢ teget cemberi DC,
CA, AB dogrularna sirasiyla D, E, F
noktalarinda degiyor.. EFNBC =D’ ve i¢
merkez I ise ID’ L AD oldugunu kanitlayimz.

COZUM: (Cem Acar, Merzifon)

D’ noktasindan igteget gembere cizilen ikinci
teget AB yi K,AC yi L noktasinda kesip
icteget cembere M noktasinda degsin. CK ve
BL dogrulari T noktasinda kesigsin. B den
AC ye cizilen paralel D’E yi U da keserse BUF
bir ikizkenar tiggen olup

DB _IBUI_IAFI_IBDI_ DB
Oc ICEl ICEl IDCI- DC

dir. Benzer sekilde

DK MK

DL ML

bulunur. ABC iicgeninde DL doZrusuna
nazaran Menelaus teoreminden

=
>

DB LC- KB 4
DC'LA'K

bulunur. Ceva teoreminden BL, CK, AD
dogrularimn noktadas olduklar, yani AD
dog“grusunun T den gectigi goriiliir. Aym
sekilde, Menelaus teoremini AKL iiggeni ve
D'C dogrusuna uygulayarak, bu sefer de AM
dogrusunun T den gectigi, yani A,M, T,D
noktalarinin dogrudag 6ldu§u goriiliir. Demek ki *
AD dogrusu igteget cemberin [MD] kirigini ‘
icine almakta olup D'I ye dik olmaldur.

Diger cozenler: (Emre Alkan, Istanbul)

Y32.Bir ABCD disbiikey dortgeninde kenar
uzunluklan a=I1ABI, b=IBCl, ¢ =ICDI, d = IDAI
ve kosegen uzunluklari e =IACI, f=IBDI dir.
P, dortgenin diginda bir nokta ise ortak koseleri
P ve tabanlari, dortgenin kenar ve kdsegenleri
olan iiggenlerin alanlan arasinda

30|



Sa Sc + Sp Sa = Se S¢
bagintisimin varligini gosteriniz.
(Hazirlayan : H. Demir)
CcOzUM: (Gﬁliekin Pulat, Bakirkéy-Istanbul)

Problemin genelligini bozmaksizin AP ve BP
dogrulanmn [DC] dogru parcasimt D den Cye
dogru siralanmug iki noktada kestigini
farzediyoruz. <DPA, <APB, <BPC agcilarimin
Olgiilerini sirasiyla o, B,y ile |API BPIICPI IDPI
carpimini da F ile gosterelim.,

Sy Se= - IAPIIBPisin . - (P! IDP! sin(c:++y)

ve

Sy Sq = % IBPI (CP siny. % IDP! IAP! sino:

oldugundan

8,8c + SpSa = % FlsinBsin(o+B+) + sinysino(]

% Flcos(o+Y)—cos(2B+0+y)+cos(o—y)
—cos(o+Y)]
% Flcos(at —7) —cos(2p + o + )]
-i— F sin(a. + B) - sin(B+7v)
= IAPIICPI sin(B+) — - IBPIIDP sin(c+B)
=S¢ S¢
‘bulunur.

Diger ¢ozenler: Burhan Biner, Malatya;
Cagatay Candan, Ankara; Erhan Giirel, Ankara;
flyas Kiireli, Ankara; Dogan Mersin, Istanbul.

Y33. Bir ABCD Kkaresi katlanarak A kosesi
[DC] iizerindeki bir A" noktasina getirilmistir.
Bu katlamada [AD] kenar1 [A’'D’] durumunu
almigsave A’'D’ "CD=E ise CEA’ iiggeninin
r i¢ yangapmin [ED’l ye esit oldugunu
gosteriniz.

Not: Bu soruda A'D’ " CD =E olmas gereken
esitlik, AD’"CD=E seklinde hatal1 olarak
yaymlanmigtir. Hatay: diizelten ve agagidaki
giizel ¢oziimii gonderen Tamer Kahveci'ye
tesekkiir ederiz.

COZUM : (Tamer Kahveci, Ankara)

A’CE iiggeninin igteget cember yanigapim r ile
gosterelim. A merkezli, IABI yaricapli gember
[A'D’] ye bir K noktasinda teget olup

IDE! = [EKI
ve '

IA’Bl=1A’Kl
dir. Boylece

2ID’El =2ICDI-2IEA’l

=2ICDI - [EKI-IA’K| - [EA’I
=|CDI - IDE! + IBCl - A’Bl - [EA’|
=|ECl +ICA’l - [EA’|
=2r

ve

=ID’El
olmalidir.

Y34. Olgiisii derece tiiriinden tam say1 olan bir
acinin cetvel ve pergelle ¢izilebilmesi icin gerek
ve yeter kosulun, 6l¢iim agisinin 3'iin kati
oldugunu kamitlayimz (Ipucu: tan3° yi
hesaplayiniz).

COZUM: (ilyas Kiireli, Istanbul)
X = sin(18°) yazarsak
cos(18°) = sin(72°) = 2sin(36°) cos(36°)
=4x cos(18°) (1 —2x2)
olup sin(18°)
8x3—4x+1=@x2+2x-1)2x=1)=0

denkleminin bir kokiidiir. Bu miktar eksi bir say1
veya 1/2 olmayacagindan

B1l



. —
sin(18%)= i
olmalidir ki bu say1 pergel ve cetvelle gizilebilir
bu uzunluk ifade eder. Diger bir deyisle 18° lik
agl, pergel ve cetvelle cizilebilir. Diger taraftan
60° nin dorttebiri olan 15° de pergel ve cetvelle
cizilebileceginden 3° = 18° - 15° de ayni sekilde
cizilebilir. Buna kargilik 60° nin iigtebiri olan 20°
pergel ve cetvelle ¢izilemediginden bu miktarin
tam garpanlari olan 1° ve 2° lik acilar da pergel ve
cetvelle cizilemez.

Diger cozenler : (Emre Alkan, Istanbul)

Y35.n>1 i¢in n! sayisinin tam kare olup
olmayacagini arastiriniz.

COZUM: (Burhan Biner, Malatya)

Bir tamsayinin tam kare olabilmesi gerek ve yeter
sart sayisinin her asal carpaninin o sayinin ¢ift
bir say1 kere carpani bulunmasidir. Simdi her m
sayist icin m ve 2m arasinda bir asal say1
oldugunu hatirlayalim. (Matematik Diinyasi, Cilt
1, Say1 5: "Yasayan bir dahi: Paul Erdos", Oner
Cakar.) p,n ve n/2 arasinda bir asal say1 ise
p n! inde bir asal carpamdir. Buna kargilik p
nin biitiin katlar1 n den biiyiik olup n! in
carpani olamaz. Demek ki p, n! in sadece bir
defa asal carpamdir. Bu yiizden n! tam kare
olamaz.

Diger Cozenler : (Emre Alkan, Istanbul;
Tamer Kahveci, Ankara; Ilyas Kiireli, Istanbul)

7,13 VE 19 iLe BOLUNEBILME KURALLARI

NURETTIN CALISKAN

ndalik sekliyle verilmig bir tam sayinin 2,
3,4,5,9,10ve 11 e boliinebilirligi
hakkinda kolay yontemler yayginlik kazanmistir.

Burada ayni isi 7, 13 ve 19 i¢in yapacagiz.

19'a boliinebilme :

Verilen, n ‘basamakli bir x sayisiun 19 a
boliinebilmesi x in son hanesinin 2 ile
carpilarak x in son hanesi atilarak elde edilen
say1ya eklenmesinden olusan saymnin 19 a
boliinebilmesi ile egdegerdir.

Ornek olarak 10279 sayisimn 19 a

boliinebilirligine bakalim
1027 + (2).9=1027 + 18
= 1045
104 + (2).5 =104+ 10
=114
11+(2)4 =11+19

yani, 10279 sayis1 19 a boliinebilir.

19 i¢in kullamlan 2 sayisina yerine 13 igin 4 ve 7
icin de -2 sayilar kullamilmali. Yani, bir sayinin
13 e boliinebilmesi i¢in, sayinin son hanesinin 4
ile carpilarak geri kalan kismina eklenmesiyle
olugan yeni saymnin 13 e boliinebilmesi; 7 ye
boliinebilmesi i¢in de son hanenin 2 ile ¢arpilarak
geri kalandan ¢ikarilmasiyla olugan sayinin 7 ye
boliinebilmesi gerekir.

Ormegin 4751 sayismnin 7 ye boliinebilirligine
bakalim

475 -(2).1 =473
47 -(2).3 =41

41 sayis1 7 ye boliinemez, o halde 4751 sayis1 da
7 ye boliinemez.

Bu 6meklerle bir genellemeye variiabilir mi?

Bu konuda, Matematik Diinyasi, Say1 3 te
Fahrettin Akbulut'un "Boliinebilmede Yeni
Yontemler" makalesini okumanizi 6neririz.



Fiati: 10.000.-TL.

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosunda kabul'etmektedir. Yayinlanacak yazilarin
matematik ile ilgili olmast disinda herhangi bir .
kisttlamamiz yok. Fikir vermesi agisindan su konulan
sayabiliriz:

* Konu sunuglan,

* Matematiksel diisiincenin degisik alanlardaki
uygulamalarint vurgulayabilecek yazilar,

* Yullardir ¢oziim bekleyerek yeni ¢oziilmiis ya da
heniiz ¢oziilememis iinlii problemlerin tanitimi,

* Matematige ilgi duyan ogrencilerin kendilerini
asmastna yardimct olabilecek problemler,

* Matematiksel kavramlar tarihi ve matematikgilerle
ilgili yazilar,

* Daha saghkl bir miifredat programini olugturmaya
yonelik inceleme, elestiri ve alternatif dneriler,

* Matematik diinyasindan giincel haberler.

Gonderilen yazilar oldugu gibi yayinlanabilecegi gibi
biitiinliigii bozmayici bazi degisikliklerle de
yayinlanabilir. Simdilik olanaklanimiz yazarlara telif
licreti 6demeye elverisli degildir. Bu nedenle anlayisla
kargtlanacagimizi umuyoruz. Gonderilecek yazilann
okunakli el yazist veya tercihan daktilo ile yazilmast,
beg sayfay: gececek yazilarda bolme noktast
belirtilmesi rica olunur. Yazilar:

Matematik Diinyast
ODTU Matematik Boliimii
06531 Ankara

adresine gonderilecektir.
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