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OLAGANUSTU OTEL

STANISLAW LEM
T e T e e e L F e e A ety e g

E ve oldukga geg Qt)ndﬁm. Andromedalilar Robotum en az beg yillik bir yolculu@a yetecek
kuliibiindeki toplant1 gece yansindan ¢ok kadar 8ykii bilmektedir.

sonraya dek uzamigti. Biitiin gece kabus
gordiim: dnceleri dev yaratiklarla ugraghim.
Sonra da kendimi yeniden Durtitov gezegeninde  Her zaman oldugu gibi, 6nceleri yolculugum
buldum. Ustelik, o korkung makinadan, hanio ok iyi gegiyordu. Hatta, dostum Tarantog'un
insaru altigene geviren ve asla eski haline verdii bu isten memnun bile olmugtum. Ama
doniigtiiremeyen makinadan nasil korunacagim:  roketimin zaman ayarindaki bir bozukluk
bilemiyordum. Neyse ki hesapta olmayan bir nedeniyle, yolculuk umdugumdan daha ¢ok

Yola ¢iktim.

telefonla uyanarak kabuslanmdan siyrildim. siirdil. Doniigte, ya tamircimi degistirecegim ya
Hattin §biir ucunda eski dostum ve yildizlar aras1 ~ da roketimi. Zavalli robotum, ben sikilmayayim
seyahat arkadagim profestr Tarantog vardi. diye enaz on kez devrettigi 6ykiiler arasmdan, o
Sesinden, gene iistesinden gelemedigi bir igle an igin hoglanabilecegimi sandiklarim bir daha
kargilagti1 belliydi: segmeye ugrasiyordu. (Bir elektronik robottan

bir dykilyil on kez dinlemekten daha berbat bir
sey olamayacagimi ona ne diye 6gretmemigler
sanki!) Neyse ki sonunda hedefimiz uzaktan
gbriindii. Galaksiye yaklagtik¢a, ne oldufunu
diinyadan anlayamadifimiz o kara bantin, hemen
hemen her burgta kurulan heyula birer yap1
oldugunu gordiim. Uzaktan bakinca biz, bu
yapilan galaksiyi boydan boya agan kara bir bant
olarak gomiigtiik.

"-Dostum Miilayim, ilging bir problemle kars:
kargiyayiz. Astronomlar bir galaksi boyunca
uzanan kara bir bant kegfettiler. Ne oldugunu
kimse bilemiyor. En iyi teleskoplari ve radyo
teleskoplar: takip gonderdigimiz roketler bile bu
esrarengiz nesneyi anlayamadan dondiiler.
Saatlerdir bu isle ugragryoruz. artik bagka
yollardan umudu kestik; seni oraya génderip
olay: yerinde gormen gerektigine karar verdik. :
Hemen ACD-1587 takim yudizina dogru yola Bu yapilardan ¢ofunu geride birakarak
¢tkmaya hazirlan...” galaksinin merkezine ilerledim ve bu heyula

Ertesi giin emektar foton roketimi tamirciden yapilardan birl olan Kozmoz ofeline indim,

¢ektim. Yolculuk icin gerekli her seyi i¢ine Bir zamanlar bu galakside gérevliydim. O
yerlestirdim, Ozellikle, yildizlar arasi biitiin zamanlar gezginlerin sifinaca@ kiiclik peykler
dilleri ve en giizel dykiileri bilen elektronik yaptirmighk. Ancak, zamanla gezginlerin sayisi
robotumu gogiis cebime yerlegtirmeyi cok artifindan, galakside peyk trafigi tehlikeli
unutmamaya dikkat ettim. Gidecegim yerde, bir hal almis. Ustelik gelisen evrende bu peykler

onsuz hi¢ kimseyle konugamayacagim gibi, bu oldukga ilkel goriilmeye baglanmig. Bunun
uzun yolculukta her an génliimiin diledigi tiirden  iizerine, peykleri toplayip onlarin yerine, hemen
Oykuler anlatmasa, can sikintisindan Slebilirim.  hemen her bir burgta sonsuz odah birer otel




yapmaya_karar vermisler. Hemen her burgta
diyorum, giinkii ingaat sirasinda, galaksideki
canlilan biraraya topladiklan bir kag milyon burg
harig, 6tekilerin (ki sonsuz sayidadir) herbirisine
bir otel kurmuglar. Boylece sonsuz odali bu
oteller, hem bulunduklan burcun bélgesindeki
biitiin yildizlara hem de bagka galaksilerden o
yildizlara gelecek gezginlere yetsin diye
diisiiniilmi. Yapim sirasinda, galaksiye ait
oteki yildizlardan biiyiik miktarlarda yap
malzemesi taginmis.

Gergekten oteller birer harika!.. Sonsuz odah
Kozmoz otelinin herbir odasinda, herhangi bir
galaksiden gelecek miigterinin yagam kogullarina
ayarlanabilecek her tiirlii konfor var. Oday1
istediginiz gazla doldurabilir, istediginiz sicaklifa
ayarhiyabilirsiniz. Musluklardan isterseniz sicak
ya da sofuk su, isterseniz istediginiz kivamda
plazma akar. Dilerseniz, gece sizi atomlanniza
ayinirlar, sabahleyin yeniden birlegtirirler.
Dogrusu ya bu galakside uygarhk bizimkinden
daha ileride. Bizimkilerin, bu gidigle, kalkinma
hizimi yeniden ayarlamalan gerekecek.

Biitiin bunlara kargtn otele indigimde pek talihli
sayilmazdim. Otel yeni agilmigh. Personel heniiz
iglere iyice alisamamugti. Ustelik uzay zoologlart
kongresi burada toplanmigti. Oteki biitiin
galaksilerden gelen zoologlar otele benden daha
once inmiglerdi. Sonsuz ¢okluktaki bu
galaksilerden gelen bu miigteriler, sonsuz odal1
Kozmoz otelini goktan doldurmuglard: bile.

Roketim bakim gérmeden ve ben de iyice
dinlenmeden ne diinyaya donebilirdim, ne de bir
bagka burgta bog otel aramak igin yola
¢ikabilirdim. Otel katibi halden anlad1, Once,
telefonla odalan yoklayarak, odasim benimle
paylagacak bir zoolog aradi. Sonunda da, iki
goniillii centilmen buldu. Ne yazik ki bu
centilmenlerden birisi odasim fliior gazi ile
doldurmustu, ttekinin de 860° C de uyumast
gerekiyordu. Nazik kabulleri igin her ikisine de

ayn ayn tesekkiir ederek, yine katibin yamna
déndiim. Katip bu kez otel miidiiriine ikt
Adim1 duyan miidiir kogarak yamma geldi.
Mutlu bir tesadiif, kendisi buradaki eski
dostlanmdan birisiydi. Hemen katibe emretti:

"-Konugumuzu 1 Nolu odaya al. "
Katip biraz gagkin cevap verdi:

"_Peki ama 1 Nolu odadaki milsteriyi ne
yapayim?"

"_ 1 dekini 2 ‘ye, 2 dekini 3 ‘e, 3 dekini 4 ‘e al.
Béyece biitiin miigterileri birer numara geriye

kaydir. "

Bu cevaptan sonra, otelin olaganiistil bir
Szelligini anlamigum. Eger sonlu sayida oda
olsa idi, her miigteri bir geriye kayinca, en son
odadaki miisteriye yer kalmazdi. Ama oda say1st
sonsuz oldugu igin, higbir miisteriyi otelden
cikarmadan, herkesi birer birer geriye kaydirmak
miimkiindii.

Ertesi giin 1 000 000 nolu odaya gegmem rica
edilince hi¢ sagirmadim. Zira VSK-3472
numaral: galaksiden gelen zoologlar benden
sonra yetiymiglerdi, dolayistyla, otel miidiirii bu
guruba dahil 999 999 yeni miigteriye yer
actyordu. '

Ertesi giin hesabr 6demek iizere agafiya
indigimde, katibi ¢ok telagh gordiim. Holdeki
kayit biirosunun ¢niinde kuyruga girmig olan bir
kalabaliktan giiriiltiiler geliyordu:

"-Andromedadan iki pulum var. Sirius'dan iki
pul ile degistirmek istiyorum. . . "

“-Erpean’dan 57 nci uzay yilina ait bir pul
aryorum. .. "

Katibe,
"_Bunlar da kim ?"

diye sordum.




"_Yildizlar arasi pulcular kongresinin Artik bunlara pulculan yerlestirebileceklerdi.
delegeleridir.” Boylece ¢ift numarali odalar uzay zoologlan ve
di i tek numarah odalar da uzay pulculan tarafindan
A cyipvenit isgal edilmis olacakt.
", ?
Gok mukalatalionar Roketimin bakim1 yapilmis, geri donils igin

"_Hem de nasil. . . Sonsuz ¢oklukta. .. Herbir  hersey hazir olmugtu. Ama dénii§ zamanimi
biraz daha ertelemeye karar verdim. Erteleme

galaksiden bir delege var. "

. karanmin nedeni, ne Kozrhoz otelinin konforu
O an pencereden disanya baktim. Holdeki ve ne de uzay zoologlan ile kurdugum igten
kuyruk, disanda taa Macellan bulutuna dofrs —yocp, iar idi. Bitiin bunlardan daha gok, bu
uzayip gidiyordu. otelin, kargilagtigim bu olaganistil 6zellikleri,

beni doniis karanmdan vazgegirdi. Biraz daha
kalirsam, belki Kozmoz otelinin baska
olaganiistii dzelliklerini daha Sgrenebilirdim.

) Gecikecegim icin dostum Tarantog'un cani
S ' sikilsa bile, bu merakimi yenemeyecektim.
Sonunda, ben de, biitiin zoologlar gibi, odami
degistirdim ve 1 000 000 numarali odadan cikip
1999 999 numaral1 odaya yerlestim. Bu arada

) Samanyolu galaksisinden gelen ve kuyrukta 574
diyerek katip odadan Qlku {incii sirada yer alan pulcu bir arkadasim 1147
numarah odaya yerlegmigti. Genel bir kural diye
stiylersek, pulcularin meydana getirdiBi kuyrukta
n-inci sirada yer alan bir miigteri 2n-1 numarah
odaya yerlegmigti.

-Peki ama bunlara nasil yer bulacaksinz simdi!
Ustelik zoologlar yanina kadar otelden
aynlmayacaklar. .. "

"-Dogrusu ben de bilmiyorum. Zaten gimdi
durumu miidiire anlatmaya gidiyordum. Liitfen
beni birkag dakika bekleyiniz.”

Goriiniise bakilirsa bu kez problem daha zor
¢Oziilmiigtii. Katibin birkag dakikas bir saati
coktan agmigt: ki, yorgun ama memnun bir yiizle
odasina dondii. Benim varligim bile unutarak,
adamlanina buyruk vermeye balad:: Ertesi giin zoologlarin kongresi bitip herbiri
kendi yurduna doniince otelde bir ferahlama
sezildi. Bu arada otel miidiirii arkadagim, beni,
diye stze bagladi. Ben o an neredeyse i¢cimden kendisine ayrilan lojmandaki bog bir odaya

lus kus giilmeye baslayacaktm. Ciinki bu yerlestirmek nezaketinde bulundu. Otelin yanist
ySntemi benim iin uygulamiglardi ve biliyordum  pogaldigs igin miigteriler kadar otel personeli de
ki bu i§ ancak sonlu sayida yeni miigteriye yer  memnun goriintiyordu. Ama onlan memnun

"_1 numaradakini 2 numaraya. . ."

agabiliyordu. Oysa bunlarn kapisinda sonsuz eden bu olgunun, otel miidiiriini memnun
coklukta miigteri kuyrukta bekliyordu. Ama etmedigi anlagiliyordu.
katip soziinii,

“.Otelin yarisi bogald. Bu gidigle isletmemiz
"_ 2 numaradakini 4 numaraya, 3 numaradakini  zqrarq girecek!..”
6 numaraya; genel olarak, n numaradakini 2n

numaraya yerlegtiriniz.” diye dertlendi. Gergekte, sonsuz miigterisi olan

_ bir otelin nasil olup ta zarar edebilecegini
diye bitirince, sorunu gergekten ¢dzdiiklerini anlayamadim. Ama konugmug olmak icin,
anladim. Bu yontemle sonsuz ¢oklukta olan

biitiin tek numarali odalan bogaltabiliyordu. - "-Oyleyse miigterilerini tekrar siklagtir;




zoologlarda oldugu gibi otel yeniden dolsun. "
dedim.

“-Hay Allah!.. bunu neden dilgiinemedim
gimdiye dek!"

diye hayiflandi. Hemen telefona sanlarak katibe
ne yapacafim anlatti. Zaten bu kez problem
kolaydi. Pulcularl1,3,5,7...,2n-1,... gibi
tek numarali odalan doldurmuslardi. Oyleyse, 1
numaradakini yerinde birakarak, 3 numaradakini
2 numaraya, 5 numaradakini 3 numaraya; genel
olarak, 2n-1 numaradakini n numaraya
yerlestirmek yetecekti. Bbylece, yansi bog olan
otele higbir yeni miigteri gelmedigi halde, mevcut
miisterilerle otel yeniden doldurulmugtu.

Yazik ki bu sorunun ¢6ziimiiyle miidiiriin
sevinci uzun siirmedi. Galakside hemen her
burgta kurulan herbiri sonsuz odali sonsuz
cokluktaki otellerin hemen bosaltilmasi buyrugu
gelmigti. Otellerin msaatl sirasinda oteki
yildizlardan taginan yapi malzemeleri nedeniyle
galaksi i¢i y1ldizlar aras1 cekim dengesinin
bozuldugu saptanmigti. Bunun ileride ciddi
sorunlar yaratmasindan korkuluyordu. Bu
nedenle, bu otellerin yikilip, herbir yildiza ait
malzemelerin geriye gotiinilmesi
kararlagtinlmigh. Yikim igine hemen
baglanilacagindan, bu otellerin biitiin
miisterilerinin beg giin i¢inde Kozmoz oteline
yerlegtirilmesi 6ngoriilmiigtii. Zavalli dostum,
Kozmoz oteli miidiirii, 6niine gelene dert
yanityordu:

"-Once, her odast dolu otelime yeni bir milsteri
geldi. Yer yok demedim. Ona bir oda buldum.
Sonra 999 999 yeni miigteri daha geldi. Onlan: da
geri ¢cevirmedim. Her birine bir oda buldum.
Daha sonra, tamamen dolu olan otelimin oda
sayisi kadar yeni milsteri daha geldi. Onlara da
yer yok demedim, her birisine bir oda verdim.
Ama bu kez ne yapabilirim ben? Sonsuz ¢oklukta
burg, her burgta bir otel, her otelde sonsuz

¢oklukta miigteri var. Simdi biitiin bunlan, zaten
tamamen dolu olan otelime nasil yerlestiririm?

Bu buyrugu verenler beni sihirbaz mi
sanzyorlar?"

Miidiiriin bu gekilde yakinmas birkag saat
stirdii. Ne var ki, buyruk buyruktu ve buyrugun
yerine getirilmesi i¢in zaman daraliyordu. Bakt1
ki yakinmanin yaran yok, oturup sorunu ciddi
olarak diigiindii. C6ziim bulamayinca, problemi
bir yarigma ile ¢6zmeye karar verdi. Otelin her
yanina duyurular astirdi. Problemi agikladi. Bu
sorunu goziimleyene istedigi bir galaksiye gezi
yapma olanag saglayacakti. Oteldeki biitiin
miisteriler ve biitiin personel her igi bir yana
birakip bu problemi diigiinmeye basladilar.

Neden sonra asgilardan birisi heyecanla miidiiriin
odasina dald: ve su 6neride bulundu:

"-Birinci otel bizimki olsun. Bizim otelde, 1
numaradaki miigteriyi yerinde birakin. 2
numaradakini 1001 numaraya, 3 numaradakini
2001 numaraya, 4 numaradakini 3001 numaraya
... V. b. yerlestiriniz. Sonra ikinci oteldeki
miigterileri, bizim otelin 2, 1002, 3002, ...
numarall odalarina yerlegtiriniz. Sonra iigiincii
otelin miigterilerini bizim otelin 3, 1003, 2003,
3003, 4003, ... numarali odalarina yerlegtiriniz
Artik, bu ise, bijylece devam ediniz.”

Odadakiler bir an duraksadi. Acaba sorun
¢Oziimlenmis miydi? Miidiir, s6ylenenleri en
bagindan dikkatle yeniden diigiinmeye koyuldu.
Biraz sonra ag¢tya dondii ve g0yle dedi:

"-Bak, sana, bir eski hikaye anlatacagim. Eski
Roma senatosu, imparator Tiberius'un onuruna,
Eyliil ayinin adimi "Tiberius" olarak degistirmeyi
onerir. (Temmuz=julius ve ABustos=Augustus
adlan daha 6nce imparator adlarnimi almiglards.)
Tiberius, igneli bir ifadeyle senatosuna su cevabi
verir: "-Peki ama oniigiincii Sezara ne
Onereceksiniz?" Simdi ben de sana gunu
soruyorum: Onerdigin plana gére, éncelikle,




bizim otelin biitiin miisterilerini, degisik bir yerlegtirelim. Boylece devam edersek, iigiincil
bigimde gene bizim otele yerlestiriyorsun. otelin milgterilerini 5, 52, 5% , 5% , ... numarali
Sonra ikinci otelin biitiin milgterilerini de aym odalara; dordiincil otelin miigterilerini 7, 72 , 73
sekilde Kozmoz'a yerlegtirebiliyorsun. Ugiincii, , ... numarali odalara, ... v. b."

ﬁrdﬂn.cﬁ,. soba bininci otelu': biitiin Mikiilr

milgterilerini de aym plana gore

yerlegtirebilecegimden hig kugkum yok. Peki -Yani, boyle yaparsak, bir odaya birden ¢ok
ama 1001 inci ve ondan sonraki otellerin mﬂ;ten‘ girmg Ola.ﬂ[lgl kaﬂayor mu?
milgterilerini ne yapacaksin? ——

Asgin plam ilgingti ama problemi tam

"-Elbette” diye cevap verdim "giinkii iki asal
saywnin pozitif tam kuvetlerinden herhangi ikisi
Biraz sonra otel muhasebecisi bir bagka 6neriyle eyt olamaz; yani p ile q herhangi iki asal sayi ve
¢ikageldi. Bunun Onerisi geometrik dizilere p #q ise, her m, n pozitif tamsayilar igin p™# q"
dayaniyordu. Birinci oteldekileri 2, 4, 8, 16, dir."

32, ... numaral odalara; bagka bir deyisle 2, 22,
23,24, 25, ... numarah odalara yerlestirecekti.
Ikinci oteldekileri 3, 9, 27, 81, ... numarali
odalara; bagka bir deyigle, 3, 32, 33, 34, ...
numarah odalara yerlestirecekti. Ugiincii
oteldekileri 4, 42,43, ... numarali odalara, ... -Yalnz 2 ve 3 asal saydlarin kullanalm. n-inci
Boylece devam ediyordu ki, miidiir sbziinti kesti:  ofelin m-inci odasindan gelecek miigteriyi
Kozmoz'un 2™3™ numaral: odasina yerlegtirelim.

gbzemiyordu.

Miidiiriin yiizii giilmiistii artik. Sorunun
¢oziildiigiine inanmigtr. Ancak igin pratik
yoniine kolaylik kazandirmak igin, son 6neriyi
sOyle degistirdi:

"-Herkese bir oda istiyoruz. Bu plana gore,

ornegin, birinci otelin 2 numarali miigterisi ile Gergekten bu ¢ok daha kolay uygulanabilir bir
figiincii otelin 1 numaral miigterisini Kozmoz'un yontemdi. Buna gore, herhangi numarali bir

4 numarali odasina yerlegtirmig oluyorsunuz.”  otelin herhangi numarali bir odasindan gelecek
miigteriye, Kozmoz'da hangi numarali odaya
yerlesecegini, daha girigte kapici bile
sOyleyebilirdi. Tabii, m#pyadan#qise
2M3M 2 9P34 oldugundan, her miisteriye bir tek
oda verilecekti.

Bir sessizlik ¢oktii odaya. Buumut dami bosa
¢tkiyordu? Bu noktada s6ze kangam. Ne de
olsa, Yildiz Akademisinde beg yillik aritmetik
dgretmenligimin bosuna olmadifim ispatlamak
firsatt dogmustu:

'Artik, herkes memnundu. Coziillemez samlan
problem ¢6ziilmiisti! Ama ne ben, ne de miidiir
ortaya konan armagana hak kazanamiyorduk.
Ciinkii, bu ¢bziime gore otelin biiyiik bir kism1
bos kaliyor, dolayisiyla igletme zaran
doguyordu. Benim ¢oziime gore, 6megin, 6,

"-Baylar" dedim yalniz asal sayilari kullarrsak
bu yéntem igler. Once 2 den baglayarak asal
sayilari kiigiikten biiyiige dogru 2, 3,5,7, 11,
... gibi siralayalim. Birinci otelin miigterilerini
ilk asal saywun kuvetleri ile numaralanmug
odalara; yani 2, 22,23 , ... numarali odalara
yerlegtirelim. Ikinci otelin miigterilerini ikinci 1(_)' e n}lmarah Gl oala genel
asal sayimun kuvvetleri ile numaralanmig sbylersck, bir asal sayinin kuvveti olarak
odalarayani3, £, 3 , ... mumarah odalara yazilamayan sayilara karsilik gelen biitiin odalar
: bos kaliyordu. Miidiiriin ¢ziimiine gore, 230




seklinde yazilamayan sayilara kargilik gelen
biitiin odalar bog kaliyordu. Su aksilife bakin
ki, biraz 6nce, herbiri Kozmoz biiyiikliigiindeki
sonsuz ¢okluktaki dolu otellerin miigterilerini,
zaten dolu olan Kozmoz'a sigdiramiyorduk.
Simdi ise aym miigterilerin hepsini Kozmoz'a
yerlestirdifimizde bile buray1 dolduramiyoruz.

Bu, Kozmoz'un karsilaggim tigiincii olaganiistii

Ozellifi oluyordu. Dogrusu geciktigime

degmigti.

Amagani kazanan ¢6ziimii, bir pulcular delegesi

olan Swan galaksisi Matematik Akademisi
bagkam onerdi. Bagkan, sirali giftlerden olugan
§Oyle bir tablo diizenlemigti. Sirali giftlerden

herbirisi bir miisteriyi gosteriyordu. Omegin, 5

inci otelin 102 numarah odasindaki miisteriyi
(5,102) sirah ¢ifti ile; daha genel sdylersek,
m-inci otelin n-inci odasindaki miigteriyi (m,n)
siral1 gifti ile temsil ediyordu. Sonra birinci
otelin miigterilerini temsil eden sirali giftleri bir
satir halinde yaziyor, o satinn altina ikinci otelin
miigterilerini temsil eden sirali giftleri, onun
altina iigiincii otelin miigterilerini, . . . v. b.
Bdylece goyle bir tablo ortaya gikiyordu:

1,1 1,2
@0 22
3. 1) 3,2
4,1 42
(1) (@2)

Artik, s6zkonusu biitiin miigteriler bu tabloda yer

(1,3)
@.3)
(3,3)
4,3)

(n, 3)

(1,4) ...
2,4) ..

(3, 4)

4,4) ..

(n, 4)..

(1, m) ...

2, m) ...
vt (3, m) ...

4, m) ...

(n, m) ...

aliyordu. Omegin, 7000 inci otelin 888.888
numarali odasindaki miisteriyi temsil eden
(7000, 888.888) sirali ¢ifti, tabloda 7000 inci
satir ile 888.888 inci siitunun kesistigi yerde yer

aliyordu.

Tabloyu hepimiz az ¢ok anlamigtik, ama bu

tablonun ne ige yaradigim anlayamiyorduk.
Bagkan kisa konustu:

"-Kareleme yéntemiyle miisterilerimizi
yerlestiriniz."

Hig kimse bir sey anlamamigti. Miidiir sordu:
“-Nasu yani?"

"-Cok kolay" dedi baskan "(1,1) deki miigteriyi
I numaraya, (1,2) dekini 2 numaraya, (2,2)
dekini 3 numaraya, (2,1) dekini 4 numaraya
yerlestiriniz. Dikkat ederseniz tablomuzun sol iist
kogesindeki ilk kareye ait sirals giftleri kullandik.
Simdi ikinci kareye gegelim. Karenin sag iist
kogesinden basliyacagiz. (1,3) deki miigteriyi 5
numaraya, (2,3) deki miisteriyi 6 numaraya,
(3,3) deki miigteriyi 7 numaraya, (3,2) deki
miisteriyi 8 numaraya, (3,1) deki miigteriyi 9
numaraya yerlegtiriniz. Yine dikkat ederseniz,
tablonun sol iist kogesindeki ikinci kareye ait
biitiin sirali giftleri kullandik. Artik boylece
devam ediniz. Bakimz, drnegin, ligiincii kareye
ait siral giftleri, sag iist kogeden sol alt kogeye
dogru oklarla gosterdigim sirada
yerlestireceksiniz. Sonra 4-iincii, 5-inci, 6-inci,
... kareler icin de ayn igi yapacaksiniz. "

LD 1,2 1,3 1,4 (1,5.. 1,0) ..
R 3 \)
2,)-2,2) 2,3) 2.4 (2.5.. 20) ..

Vool \ 2
(., D<(3,2<3,3) 3,4 (3,5 .. G,0) ..
\J 3 \

4, 1)<(4,2)-4,3)-4,49) 4,5 .. (4,n) ..

X 1
(5, De(5,2)(5,3) (5,9« (5,5 ... (5,n) ...

(n, 1)e(n, 2)(n, 3) (0, 4)= (0, 5) .. (n, 1) ...

Miidiir:




KONUMUZ

"_Acaba bu kez biitiin miigteriler Kozmoz'a konuga ikiger kiilah dondurma diigtii. Oysa,

sigacak mi?" aggibast, herkese ancak birer kiilah hazirlamigti.
Saniyorum ki, bunun nedenini, sizler de benim
iye kugkuyla sordu. & e e
diye kugianyias gibi kolayca anlayabilirsiniz.

"_Elbette” dedi bagkan "Hem biitiin miigteriler
sigacak, hem de bog yer kalmayacak. Bakiniz
bu tablodan goriildiigii gibi, ilk n tane otelin ilk n
odalarindan gelecek n? miigteriyi Kozmoz'un ilk
n2 odasina yerlestirmis olacaksiniz. Biitiin
miigteriler er ya da ge¢ bu karelerden birisine
dahil olacaklardir;yani Kozmoz'a
yerlesebileceklerdir. Ornegin, 217 inci otelin
136 numaral miigterisi 217 inci karede yerini
alacaknr. Hatta, isterseniz hangi numaraya
gidecegini de soyleyebilirsiniz. Bu miisteri
216%+136 numaral: odaya yerlegecektir. Genel 1010101010 ...
bir kural olarak, m-inci otelin n-inci odasindaki
miigteriyi, eger n>m ise Kozmoz'un (n-1)2 + m

Giderek, bu otelde olanaksiz sandifimiz hergeyin
olabilecegine inanmaya bagliyordum ki, nazik
dostuma, yeni bir buyruk daha ulagti. Genel
merkezden, miigterilerin, Kozmoz oteline kag
degisik bigimde yerlestirilebilecegi soruluyordu.
Herbir yerlesme bigimi, bog odalar 0 ile dolu
odalar 1 ile gosterilmek lizere, bu iki rakamdan
olusan sonsuz bir satir dizisi ile temsil edileceki.
Omegin, yalniz tek numarali odalarin dolu
oldugu yerlesme bigimi

dizisi ile; biitiin odalarin dolu oldufu yerlegme

numarali odasina, eger n<m ise Kozmoz'un it
(m?-n+1) numarali odasina yerlegecektir. " 1111111111 ...
Bagkanin énerisini §imdi hepimiz iyice dizisi ile;biitiin odalarin bog oldugu durum (ki bu
anlamistik. Gergekten hem biitliin miigteriler igletmenin iflas1 demektir) ise
Kozmoz'a sif1yor, hem de Kozmoz'un higbir
odasi bog kalmiyordu. OOIOIIOY &

Pulsever matematikg¢i, LCR-287 galaksisine bir dizisile Emsthodiecort)

gezi kazanmig oldu. Otel miidiirii problemi bir siire diistindiikten
sonra g0yle bir yol buldu. Otelin her katinda
sonsuz ¢oklukta oda vardi; yani otelin herbir
kati, otelin biitiin odalan kadar odaya sahipti.
Dolayisiyla, her katin, sorumlusundan
miisterileri kendi katina nasil yerlestirecegini
belirten bir liste istedi. Farkli iki kattan gelen
listelerin aym1 olmamasi igin de gerekli kontrolun
yapilmasini buyurdu. Otelde sonsuz ¢okluktaki
her kattan, yerlesme bicimini gosteren diziler
yazilip getirildi. Artik miidiiriin yapacag ig bu
dizileri alt alta yazip meydana gelen listeyi ilgili
yere gondermekti.

Bu bagarili ¢§ziim onuruna, otel miidiiri o
aksam biitiin miigterilere bir davet verdi.
Aksilige bakin ki, davette bile problemler
cikmaya bagladi. Kozmoz'un tek numaralt
odalanindaki miisteriler davete yanm saat geg
geldiler. Bakular ki, biitin sandelyeler, ¢ift
numaral odalann miigterileri tarafindan
doldurulmug durumda. Oysa, nazik otel
miidiirimiiz herkese bir sandelye hazirlatmigt.
Neyse, artik otel katibi bile bu igin iistesinden
gelebilirdi. Daha 6nceden edindigi bilgiye gore,
sandalyelerdeki konuklan uygun bicimde geriye
kaydirarak yeni gelenlerin hepsine yer agti. Hem  Dostuma,

de, disandan tek bir sandelye bile getirmeden...
"_Bu listenin tam olduguna nasil

Biraz sonra konuklara dondurma sunuldu. Her  gjiveniyorsunuz? Acaba bu listedekilerden fakli




bir yerlesme bigimi olamaz nu?"
diye sordum.

"-Dogrusu, bilemiyorum. Elimde sonsuz
goklukta yerlesme bigimi var. Oyleyse, biltiin
yerlesme bigimleri bu listede var olmalidir diye
diigiinityorum. "

dedi.

"Bu listenin tam olmadifim gdsterebilirim. Size,
elinizdekilerden farkli bir yerlesme bigimi
bulacagim. "

dedim. Otel miidiirii bana giilerek 6yle dedi:

"Dostum Miilayim, belki bu liste eksiktir. Ama
bunun béyle oldugunu hig kimse gostereme:z.
Zaten elimizde sonsuz ¢oklukta dizi var. Bundan
otesi nasil olacak?"

Dostumla iddiaya girerek ise koyuldum. Once
her katin sorumlusuna 6nerdigi yerlesme
bigimini ilgili odalarn kapisina yazmalanm rica
ettim. Yani, bog 6nerdikleri odalarin kapisina 0,
dolu dnerdikleri odalann kapisina 1 yazmalarin
istedim. Sonra birinci kattaki birinci odanin
kapisina gittim. Kapida 0 vardi. Kuracagim
dizinin ilk terimini 1 olarak yazdim. Sonra ikinci
kata ¢ikum. Bu kez bu katn ikinci odasinin
kapisindaki numaraya baktim: 1 idi. Dizinin
ikinci terimi olarak 0 yazdim. Sonra ligiincii kata
¢iktim, ii¢lincii odamin kapisina baktim: 1 idi.
Dizimin tigiincii terimi olarak yine 0 yazdim.
Boylece her katta o katin numarasina egit
numarah odanin kapisinda O m1, 1 mi yazih
olduguna bakiyor; 0 ise listemel, 1 ise listeme O
rakamini yaziyordum. B&ylece her katta dizimin
bir teriminin ne olmasi gerektifine karar
veriyordum. Buna gére, 5megin, 778 inci katta,
yalmzca 778 numarali odanin kapisina
bakiyorum; kapida 0 varsa, dizimin 778 inci
rakamim 1 diye yaziyorum; 1 varsa 0 diye
yaziyorum.

Biitiin katlarda aym isi yaptktan sonra

hazirladiim diziyi gururla miidiiriin 6niine
koydum:

"-Iste dostum" dedim "listende olmayan bir
yerlesme bigimi ! "

"-Bunun benim listemde olmadigin ndsd
bilebiliyorsun?"

"-Cok kolay !.. Kurdugum bu dizi, senin
listedeki birinci dizi olamaz, ¢iinkil ilk rakamlari
farkldwr. Ikinci dizi de olamaz, giinkii biitiin
Oteki terimler egit olsa bile ikinci terimlerinin
farkh oldugunu gorityoruz. Ugiincii diziye
bakalim, iigiincii rakamlar farklidir. . . Genel
olarak, benim kurdugum dizi ile senin listedeki
n-inci diziyi karsilagtiralm. Bu iki dizinin n-inci
terimleri farklidir, ¢iinkii diziyi, ozellikle, boyle
olacak gekilde kurdum. Demek ki, bu dizi senin
listedeki dizilerden higbirisine egit degildir. "

Miidiir, sonsuz ¢okluktaki listesinde yer almayan
yeni bir dizi bulmamu, sanki gereksiz bir
iggiizarlik olarak goérdii:

"-Eh" dedi "dyleyse sizin diziyi de listeye
ekleyelim, listemiz tam olsun.”

"-Yoo!.. " dedim "Bu liste hi¢cbir zaman tam
olamaz. . . . Bu diziyi listeye eklesen, ne
defisecek? Gene elinde numaralanabilen sonsuz
¢oklukta bir diziler listesi olacak. O zaman,
onceki yontemi kullanarak, bu yeni listede de
olmayan yeni bir dizi daha kurabilirim. Hem bu
igin sonu hi¢ gelmez. Her seferinde, listede
olmayan yeni bir dizi bulabilirim. "

"-Yani, simdi bu igin icinden gikamadik, diye mi
bildirelim merkeze?"

diye sordu.

"-Hayir" dedim "tam tersine, sorunu
¢oziimledik. Onlanin istedigi gibi, miisterilerin
Kozmoz'a miimkiin yerlesme bigimlerini bir
listeye siralamak olanaksizdir. Matematiksel
deyisle, bu yerlesme bigimlerini numaralamak;




yani saymak olanag: yoktur. Daha agikgast,
sayilamaz ¢oklukta yerlesme bigimi vardir. "

Haber merkeze dogru yola ¢ikarken ben de nazik
arkadagim otel miidiiriine veda ederek, emektar
roketime atladim. Ddniigte, dostum Tarantog'a,
o0 kara banttan daha ¢ok, Kozmoz otelini, daha
dogrusu sonsuz kiimelerin kargilagtifim bu
olaBaniistii 6zelliklerini anlatacaktim.

UYARI. Bu noktada artik kahramanimiz
Miilayim'i rahat birakalim ve ona fiziksel olarak
olanaksiz bildigimiz bazi geyleri nasil basardigim
sormayalim. Omegin, gorecelik (r8lativite)
kuramina gtre'186.000 mil/sn den daha biiyiik
bir mzla herhangi bir sinyal géndermek
olanaksizdir. Dolayisiyla, otel miidiiriiniin

buyruklannin biitiin odalara ulagmasi bile sonsuz
zamani gerektirir. Bagka bir deyigle, bu
buyruklar hi¢bir zaman her yere ulagamayacaktir.
Ayni gekilde, kahramammizin sonsuz gokluktaki
katlan dolagmasi da higbir zaman bitmeyecektir.

Burada, bizim yapmak istedigimiz sey sonsuz
kiimeleri incelemektir. Dolayistyla, fiziksel
bakimdan olanaksiz olan olaylarin nasil

oldugunu diiglinmeyecegiz.

Bu dykil agagidaki kitaptan alinmigtir:

Timur Karagay: SOYUT MATEMATIGE GIRIS,
Modern Matematik ve Fen Kitaplan, Milli EZitim
Basimevi, Istanbul, 1975.




Secim VE MATEMATIK - 3

Secim PARADOKSU
HALIL IBRAHIM KARAKAS

S, en az ii¢ elemanh bir segenekler kiimesi.
Il={l, ... ,n} se¢menler kiimesi; S igindeki tiim
zayif siralama bafintilanindan olugan kiime Z
olsun. Diger tiim gdsterimlerimiz Onceki
yazilanmizdaki gibi olmak lizere,

f:Z7 > Z
birinci , ikinci ve liglincii dzellikleri saglayan bir
toplumsal karar fonksiyonu olsun,

Yardima Teorem: «xeZ; ab,ceS olsun.
Efera>b isea>c yada c>bdir.

Kamt. a<c ve c¢<b oldugunu kabul edelim.
Bu takdirde dort durum sz konusudur:

1)c>a,b>c; 2) ca,c~b;
3) a~c,b>c; 4)a~c,c~b

Birinci durumda, gegisme Ozellifi b>a geligkisini
verir. Ikinci durumda, c>b; iiglincii durumda,
a>c ve dordiincli durumda

a~b celigkileri elde edilir. O halde, ya a>c
yada c>b dir.

Teorem 4 Oyle bir del vardirki J={ 8}, her
a,be S, a#b i¢in (a,b) nin bir karar kiimesidir.

Kamit. a,beS, a #bolsun. Teorem 2 'ye gﬁré,
I, icinde (a,b) nin bir karar kiimesi J vardir. J
nin bog olmadifim biliyoruz. (a,b) nin karar
kiimeleri arasinda eleman sayisi ¢n az olan birini
secelim ve bunu D ile gdsterelim. D bog
olmadiindan, 8e D vardir. kde Z yi a>b ve b>c
olacak bigimde; herieD\ {8} icin

K, €Zyi c>a.ve a>b olacak bigimde segelim.
Aynca,JeDigin kiyi b>c ve c>a olacak

bigimde segelim. D, (a,b) nin karar kimesi
oldugundan ve herie D i¢in a>b oldufundan a
> b dir. Diger yandan, f(x;,Kj,....K,)
oldugundan, yukandaki Yardimci Teorem gbre
ya a>c yada c>b olmalidir. Eer c>b ise, her
ieD\{ § } igin c>b ve her je (I\\D) U {d} igin

b>c oldugundan, Teorem 1' e gdre D\{ 8},
(c,b) nin karar kiimesidir. Teorem 3 ‘e gbre de,
D\{8}, (a,b) nin karar kiimesidir. Bu , D
iizerindeki varsayimimizla celistiginden D={3}
olmalidur. )

Sonug (Arrow) En az ii¢ farkli elemam olan
bir segenekler kiimesi icinde,arzu edilen dort
_bzelligin hepsine birden sahip olan bir toplumsal
karar foksiyonu yoktur.

Yukanidaki olumsuz sonug, toplumsal karar
fonksiyonlar1 hakkinda kd&tiimser bir tablo
giziyor gibi gdriinmekle beraber, durum bdyle
degildir. Bu olumsuz sonucun ortaya ¢ikmasinin
nedeni, istenilen dort zeligin sajlanmasindan
gok, segmenlerin kullammina izin verilen kismi
siralama bagintilan kiimesinin Z kadar genig ve
- toplumsal karar fonksiyonu f nin deger
: bdlgesinin ise Z kadar dar olmasidir.

Yizyillardir kullamlan ve istenilen d6rt 6zeligin
dérdiinii de saglayan toplumsal karar fonksiyon-
lan vardir, Bir tek gdriig veya aday igin yapilan
oylama y6ntemi,demokrasilerde ok sik uygula-
nan yontemdir. Bu yontemde,esitlik durumu
kura veya bagka bir yéntemle bozulmak {izere en
¢ok oyu alan gdrii§ veya aday kazamr ve bu
yontemde adaymn kullammina agik olan kismi

siralama bafintilan

10|




AN

bigiminde ¢izgelere sahip olan bagintilardir. Son
toplumsal karan gdsteren kismi siralama
bagintisi ise

veya

0 ..0

bigiminde bir ¢izgeye sahiptir. Béylece , bu
yontemde

X={E§i>\o,o 0...0 mé&mme

f: X xXXx. XX = X

toplumsal karar fonksiyonunun arzu edilen dort
ozellige sahip oldufu kolayca goriilebilir. Bu
toplumsal karar fonksiyonunun iyi tarafi, bera-

"berlikler kura veya bagka bir yolla bozulmak

kaydiyla, daima bir biiyiik¢e eleman (yani kaza-
nan eleman) vermesidir. Bununla beraber, bu
yontemin de iyi olmayan yanlan vardir. Bagka
bir deyimle, istenilen bazi 6zelliklere sahip
degildir. Bu yontem,se¢menlerin tercihlerini
ayrintili olarak belirlemelerine imkan vermez. Bu
yontemle ulagilan toplumsal karar, bireylerin is-
teklerini tam olarak yansitmayabilir. Ornegin,
yedi segmenli ve iig adayh bir secim olayinda aday-
lar, A,B,C olsun. Segmenlerin gergek tercihleri-
nin, sirastyla,agagidaki gizgelerde verilen tiimden
siralama bafintilan oldugunu kabul edelim:

oA oA oB oB oC oC

B e e

oB 0B oB 0A oA oB 0B

| b sl o |

oC oC oC oC oC oA oA

Yukaridaki ybnteme gore,bu segimi A aday:
kazanir. Ancak segmenlerin ¢ogunlugunun (4/7
si) B yi A ya tercih ettikleri agiktir. Bununla be-
raber, Teorem 4 te gorildiiii iizere, zayif
siralama bagintilan izerinde arzu edilen dort
ozelligi saglayan bir toplumsal karar fonksiyonu
yoktur.

Bu yazi1 dizisi hazirlanirken, Akdeniz
Universitesi Matematik Béliimiiniin gok kisith
imkanlara sahip olan kiitiiphanesinden yarar-
lamildi. Asagida adlan verilen kaynaklardan bir
kismi bu kiitiiphanede bulunmakla beraber bir
kismina ulagilamamgtir.

Toplumbilimcilerimizin bu konuya ilgi
gbstereceklerine ve Matematik Diinyas1 sayfa-
lannda bu konuyu degisik boyutlan ile inceleyip
katkida bulunacaklarna inaniyorum.
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ESPARCALAMA

CEM TEZER

B u yazida "gokgen" kelimesiyle, kendi Tabii Sekil 1c deki kirik ¢izgi istedifimiz
kendini kesmeyen, kapal (yani bagladi zelliklere sahip olup bir gokgen

noktada biten) bir kirik ¢izgi tarafindan simrlandirmaktadir. Baz1 6zel durumlarda,

siurlandinlmig bir diizlem bolge kastedecegiz. birbirini en fazla simir noktalarinda kesen

Bu kavramlara sekillerle agiklik kazandiralim: cokgenlerin birlegimine de ¢okgen diyeceBiz.
Sekil 1a, 1b, 1c de sirayla kendini kesen,
kendini kesmeyen, kendini kesmeyen ve kapali
birer kinik ¢izgi goriiliiyor.

Simdi yazimizin konusunu teskil eden
egpargalama kavramina gegebiliriz:

Tamm : ¢ ve y gibi iki ¢okgen ve bir
n¢IN={1,2,3,..} verildifinde, eger

Q) 0=V ..Uy
Y=y VY U..UYp,

n' < nolacak,

b) Heri € {1, 2, ..., n'} icin, y;, ¢; ye izometrik
Sekil 1a olacak ( [2] ),

¢) Heri, j € (1,2,...n'}, i #]j igin @;, @; yi ve y;,
Vj yi ancak sinir gizgisine ait bir noktada kesecek
sekilde birn' € INve @1, 92....0n» V1, V2, - » Yo
cokgenleri varsa, "¢ cokgeni y cokgenine
n-egparcalanabilir" diyecegiz.

Matematigin bir cilvesi olarak, aslinda basit bir
fikri bdyle cetrefil bir sekilde sunmak zorunda
Sekil 1b kaldik. Omeklere gegmeden 6nce espargalanmay
daha giindelik bir dille bir daha tarif edilim:
Ashinda " ¢okgeni y gokgenine n- esparga-
lanabilir" dedifimizde sunu kastediyoruz:
Kagittan (veya bagka bir iki boyutlu
malzemeden) ¢ ¢okgenin bir niishasim
hazirlasak, bunu makasla n veya daha az alt
cokgene ayirabiliriz ki, bu altgokgenler tekrar bir
araya getirilerek (tabii genel olarak bagka bir
Sekil 1¢ konumda !) y ¢cokgeni elde edilebilir.
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Hemen ilk 6megimize gegelim: $ekil 2 de bir
cokgeninin beg altgokgene béliinerek nasil
cokgenine "egpargalandif" goriiliiyor.

Sekil 2

Bir egkenar licgen bes altcokgene boliinerek bir
kareye (tabii alanca esit bir kareye)
egpargalanabilir. Okuyucu bunun nasil
yapildigim Sekil 3 ten gikarabilir. ([3])

Sekil 3

Belki izaha muhtag olan tek husus, sézkonusu
licgendeki yatay ¢izginin kenar orta noktalanm
birlegtirmekte olduBudur.

Bu agiklamalardan sonra okuyucu herhalde yeni
bir maceranin heyecanim duymaya baglamgtir.
Onu daha da tahrik etmek i¢in gu soruyu sorahm:
Acaba bir egkenar iiggen besten daha az sayida
altcokgen kullamlarak bir kareye egparcalanabilir

- mi? Bu soruya yazimzin sonunda tekrar

dénecegiz.

Biiytik egpargalama ustasi H. Lindgren'den bir
de miihr-i-Siileyman - eskenar ticgen
espargalamasi sunalim: ([5], s. 85)

Sekil 4

Yazimizin merkezini tegkil edecek olan esas
teoreme gegmeden Once egparcalama konusunun
matematikteki yerini biraz belirleyelim. Igin
eglencelik tarafi hakkinda uzun uzadiya
konugmaya gerek yok. Bu noktada okuyucuya
H. Lindgren'in harikulade kitabim ([5]) ve M.
Gardner'in zarif makalesini ([4]), nemle tavsiye
edelim. Ayrica V.G. Boltyanskii'nin derli toplu
kitab: [1] dilimize kazandinlmg olup kiymetli bir
kaynakur. Bundan bagka, egpargalama ve
benzeri kavramlar geometrinin ve genel olarak
matematigin temelleri hakkinda bir ¢ok ¢aligmaya
konu olmug. Bu yénde caligma yapmg
matematik¢ilerden M. Dehn, F. Hausdorff, S.
Banach ve A. Tarski akla ilk gelenlerden.

Tarihte egpargalamanin en eski 6rmegi M.S. 10.
yiizyilda yagamig bir matematikgi olan
Ebiilvefa'ya ait: Ne yazik ki giiniimiize kadar
ulagamamis bir kitabindan kalan parcalarda,
Ebiilvefa'nin bir kareyi dokuz altgokgene ayirnp
sonra bu gokgenleri birlegtirerek ii¢ gesit kareye
dontigtiiriildiigii goriiliiyor. ([3]) Bu zarif ve az
Once sOylendifi gibi, bilinen en eski
esparcalamanin anafikri $ekil S ten anlagilabilir.

Sekil 5
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Bir geometri egitim arac1 olarak egpargalamanin
ne kadar degeri olabilecegi konusunu
dgretmenlerimizin takdirine birakiyoruz.

Egpargalama teorisine donerek, basit fakat
onemli birkag noktaya temas edelim. Eger ¢
cokgeni y ¢gokgenine n - espargalanabilirse y de
@ ye n—espargalanabilir. Difer taraftan her
cokgenin kendi kendisine 1-egpargalanabilecegi
de agikardir. Simdi, bir @ okgeni bir n€ IN igin
bir y gokgenine n-egparcalanabiliyorsa "¢
cokgeni  cokgenine egparcalanabilir” diyelim.
(Kag parcada egparcalandifi miihim degil!). Az
evvel stylenenlerin 1g151nda, espargalanabilirligin
diizlemdeki ¢okgenler kiimesi iizerinde yansimali
ve bakigik bir baginti olduBu goriiliiyor. Béylece
Snemli ve teknik bir 6nermeye sira geliyor:

Yardimai Teorem : Eer ¢ ¢okgeni y
cokgenine m-egpargalanabilir, y cokgeni &
cokgenine n-esparcalanabilirse, ¢ cokgeni de &
¢okgenine mn-egpargalanabilir.

Bu yardimct teoremin ispat1, yazimn girigindeki
tarif nevinden aslinda gok basit bir fikri teknik
bir kiyafete sokmaktan ibaret. Anafikri bir
omekle Sekil 6 yardimiyla agiklamakla
yetinecegiz: Sekil 6 da ince uzun bir dikdortgenin

o
==\

Sekil 6

bir kareye 3-egparcalandi31, karenin de bir
ikizkenar dik iiggene 2-egparcalandif goriiliiyor.
Yani burada gézoniine alinana 6zel halde m=3,
n=2, ¢, \ ve & ise sirasiyla dikdortgen, kare ve
ikizkenar dik tiggendir. Sekil 6 mn son kisminda
bu iki egpargalama iist {iste koyularak
dikdortgen, licgene 6-espargalanmakta. Merakli

okuyucu bu 6mekten yola ¢ikarak tam bir ispat
yazabilir.

Teorem 1: Egparcalanabilirlik diizlem
cokgenler kiimesi tizerinde bir esitlik
bagintisidir.

Ispat: Yansimali ve bakisik oldugunu bildigimiz
esparcalanirfifin, gegisli oldugu da yardimel
teoremden agikardir.

Eger ¢ cokgeni \ gokgenine egpargalanabilirse, ¢
ve  nin alanlan esit olmalidir. Cokgen
espargalanabiliflik konusunun temel sonucu olan
Gerwin-Bolyai teoremi bu gerek gartin aynt
zamanda da yeter oldugunu igaret etmektedir.

Teorem 2: (Gerwin - Bolyai Teoremi): 1ki
gokgenin egpargalanabilir olmalan igin gerek ve
yeter sart bu gokgenlerin alanlanmn esit
olmasidir.

Ispat: Esparcalanabilir cokgenlerin alanca esit
olacaklan asikardir, Tersini bir kag adimda ispat
edelim:

a) Her iiggen bir dortgene egpargalanabilir:
Uggenin iki kenannin orta noktalan birlestirilerek
elde edilen dogru pargasi ve bu dogru pargasina
ligiincii kdgeden indirilen dikme iiggeni lig
altiiggene ayinr. Bu iiggenler hareket ettirilerek
kolayca bir dikdortgen elde edilir. (Sekil 7)

Sekil 7

b) Her dikdortgen bir kareye espargalanabilir: Bu
espargalanabilirligi Sekil 8 de 6zetlemeyi yeterdi
goriiyoruz. Sozkonusu dikddrtgen ne kadar uzun
olursa o kadar ¢ok pargaya gerek duyulacaBim
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Sekil 8

¢) Alanca egit iki liggen egparcalanabilir: Bu artik
a) ve b) den dolay1 agikardir; alanlan aym olan
licgenler aym karelere egparcalanabilir.

d) Herhangi bir ¢okgen bir liggene
esparcalanabilir: Ashinda bu ispatin gokgenin
kenar sayis1 iizerinde timevarimla yapilmasi
gerekir. Biz digbiikey bir dortgenin bir licgene
esparcalandiffini géstermekle yetinecegiz. Bunu
genel dortgenler i¢in yapmay1 okuyucuya
birakiyoruz. Bu basit fikri okuyucu besgenleri
dortgenlere, alugenleri beggenlere v.b.
esparcalamakta kullanabilir. ABCD digbiikey bir
dortgen olsun. (Sekil 9)

Sekil 9

D den AC ye ¢izilen paralel BC yi D'de kessin.
ADC ve AD'C ii¢genleri alanca egit olup
egparcgalanabilirler. Demek ki ABCD dortgeni de
AD'C iiggenine egparcalanir.

e) Alanca esit @ ve y gokgenlerini ele alalim. ¢ ve
\ sirasiyla alanca kendilerine esit a)ve\?l
licgenlerine egpargalanabilerler. $ l,{\I alanca egit
ti¢genler olup birbirlerine egpargalanabilirler
Demek ki @, y birbirlerine egpargalanabilirier.

Gerwin-Bolyai teoremi gergekten de alanlan egit
iki verilmig cokgeni egpargalamakta dogrudan
kullanulabilir. Fakat genel olarak, bu teoremi
takip ederek elde edilen egparcalamalarda ¢ok
sayida, bu yiizden de ¢ok ufak altgokgenler
ortaya gikar. Bu bizi "Alanca eit iki cokgenen .
az kag alt okgen kullamilarak espargalanabilir?"
sorusuna gotiiriiyor. Bu, hakkinda
miitehassislarin "sokaktaki adam" dan daha fazla
birsey bilmedigi ¢ok zor bir konudur. Durumu
en iyi kare-egkenar ticgen problemi ile
Smekleyebiliriz: Yazimizin baginda bu
cokgenlerin beg altcokgen kullanilarak
esparcalanabildiZine dikkat cekmigtik. Ayni igin
dort altgokgenle yapilabilecegi 1902 de H.E.
Dudeney tarafindan gsterilmistir. ([S]). Sekil 10
da Dudeney'in harikulade egparcalanmasin
sunarak yazimiz bitirelim.

Sekil 10
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ROLLE ve ORTALAMA DEGER TEOREMI

SAFAK ALPAY

atematikte varlik teoremleri olarak

siiflandinlan teoremler vardir. [a,b] kapal
arahfinda taniml, gergel degerli ve siirekli f=f(x)
fonksiyonu bu aralik iizerinde aldif1 en biiyiik
degere (maksimum) bu aralifin bir noktasinda
ulagur.

Benzer gekilde yukanda anilan 6zelliklere sahip
f=f(x) fonksiyonu [a,b] araliinda aldi1 en
kiigiik degere (minimum) [a,b] araliginin bir
noktasinda ulagir.

Siirekli bir fonksiyon i¢in 6zellikleri olan
noktalann varlifim sSyleyen bu 6nermeler varlik
teoremleridir.

1 1

\ [

o
]
= -
o
o

Sekil 1 Sekil 2

Sekil 1'de grafigi goriilen f = f(x)
fonksiyonunun minimum degerini aldi1 xg,
maksimum degerini aldig1 x; noktalannda egriye
cizilen teget egimlerinin 0, bagka bir deyigle
teBetlerin x-eksenine paralel olduklarn
goriyoruz.

Onerme: xg € [a,b], siirekli f:[a,b] >R
fonksiyonunun maksimum (veya minimum)
degerini aldif1 bir nokta olsun. f, xg noktasinda
tiirevlenebilir ise, xo £’ (tiirev) fonksiyonunun
bir kokiidiir, yani f'(xo) = 0 dur.

Kamit : f fonksiyonunun xo noktasinda
tiirevlenebilir olmasi

tim f(x) - f(x )
X=Xo

(+)

X=X 0

limitinin olmas1 demektir. xg noktasina sagdan
yani xo dan biiyiik degerler boyunca veya xg dan
kiiciik degerler boyunca yani soldan
yaklagilabilir. (+) daki limitin var olmas1 sag ve
sol limitlerin egitliZi ile tanimlanr.

Genellikten kaybetmeden xo noktasinda
maksimumun alindifim kabul edebiliriz. xg
noktasina soldan yaklagirken x-x9<0 ve
f(x) < f(xg) olacagindan

i 10 = fxo)

20 olacaktir. (Nigin?)
XTXO x_xo gn

Xp noktasina, xg dan biiyiik degerler boyunca
yaklagirken alinan limit.

£(x) —
fim 0~ fXo) 0
xix, X—Xo

olacaktir. f fonksiyonunun xo noktasinda
tiirevlenebilir olmasi

fim 0 = fxg) _ . £x) ~f(xg)
x™, X—X0 xlx, X—Xp

f(x) - f(xo)

X—Xp

= lim

XX 0

= f'(xo)

oldufundan, f(xg)<0 ve f'(xg)20, yani
'(x0)=0 olmalidir.
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1652-1719 yillan arasinda yagiyan Fransiz
matematikgi Michel Rolle ¢agdaglan Newton ve
Leibniz'in yaratip geligtirdikleri Diferansiyel ve
Integral Hesap kuraminin kargitlanindan biri
olarak iin yapmstir. Polinomlann k¢gklerini
aragtinrken kanitladih agagidaki teoremin bu
kuramin temel yap: taglarindan biri olmasi
kaderin bir cilvesi herhalde.

Rolle Teoremi : [a,b] iizerinde siirekli, (a,b)
iizerinde tiirevlenebilir olan f = f(x) fonksiyonu
f(a) = f(b) = 0 kogulunu saglasm. (a,b)
araliginda f'(xg) = 0 esitligini saflayan xo noktast
vardir.

Kant: f sabit O fonksiyonu ise teorem agiktir.
Aksi halde f(x) fonksiyonunun maksimum
degerini aldif1 noktay1 x;, minimum degerini
aldifh noktayi x; ile gosterelim. f(a) = f(b) =0
oldufundan x; veya x; den biri (a,b) i¢inde
olmalidir.

Teoremlerin hipotezleri olan varsayimlan
diisinmemizde yarar vardir. Omegin, Sekil 2'de
grafigi verilen fonksiyonun neden Rolle
Teoremine bir geligki olmadifin ve [-1,1]
araliginda f(x) = IxI — 1 olarak tammlanan
fonksiyonu diigiinerek teoremdeki
tiirevlenebilirlik varsayimdan
vazgecilemiyecegini gormeliyiz.

Rolle Teoreminin agagidaki sonucu aym anda ipi

gogiisleyen iki atletin hizlarimn yans siiresince
en az bir kez esit olmast gerektigini s§yliiyor!

Sonug: f; ve fp, [a,b] aralifinda siirekli, (a,b)
aralifinda tiirevlenebilir fonksiyonlar ve

f1(a) = f2(a), f1(b) = f2(b) olsun. (a,b)
aralifinda f'(xg) = f'5(xg) denklemini saglayan
bir xg say1si vardir.

Kamit: Siirekli ve tiirevlenebilir fonksiyonlarn
farklan da aym 6zellikleri tagir! (a,b) arahifindaki
her x igin f(x) = f1(x) — fa(x) ile tanmimlanan
fonksiyon Rolle Teoreminin kogullarim saglar ve
istenileni verir.

y A Ay

f(b)

[}
I fa)
I
1

Y =

a Xy b a Xq b
Sekil 3 Sekil 4

Rolle Teoremi xg € (a,b) i¢in egriye (xo, f(X0))
noktasinda gizilen tegetin x—eksenine paralel
oldugunu s6yliiyordu. ($ekil 3). Fransiz
matematikgisi Joseph Louis Lagrange
(1736-1813) tarafindan karutlanan Ortalama
Deger Teoremi benzer kogullarda bir xp € (a,b)
icin (xg, f(xo) noktasinda gizilen tegetin ($ekil
4), (a, f(a)) ve (b, f(b)) noktalanm birlegtiren

. dogruya paralel olacafim sdyliiyor.

Ortalama Deger Teoremi (ODT): f = f(x)

' fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli, (a,b)

araliginda tiirevlenebilir olsun. (a,b) deki bir xg
sayisi igin

Fx =)= 10

saglamur.

Kamt: [a,b] arahindaki her x i¢in

g() = f(a) + (x-a) lw l

ile tammlanan g ve f fonksiyonlan Sonugta ki
hipotezleri saglar. Dolays ile (a,b) i¢indeki bir
X igin

£xg) = g (xg) = p =)

elde edilir.

f(x)=1IxI  fonksiyonunun [-1,1] aralifinda,
h(x) = tanx fonksiyonunun [0,x] aralifinda,
g(x) =x—[x] fonksiyonunun [0,1] arahifinda
ODT nin hipotezlerini saglamadifim gbmeliyiz.
Verilen fonksiyonlar i¢in belirtilen araliklarda
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ODT dogru mu?

Uygulamalar : 1) 4x3 — 27x2 + 52x — 24
polinomunun (0,2) aralifinda en az bir koki
oldugunu hig iglem yapmadan bulabiliriz. Ciinkii
bu polinom f(x) = x4-9x3 + 26x2 — 24x
polinomunun tiirevidir ve f(0) = f(2) = 0 vardur.
Polinomlar tiirevlenebilir olduklarindan istenilen
Rolle Teoreminden elde edilir.

2) f(x) =Vx fonksiyonunu [100,101] araligznda
diiglinerek V101 sayisin1 yaklagik olarak
bulabiliriz. ODT den 100 < m < 101 olan birm
sayis1 igin

101-100 T Y

W=10+ﬂla

elde ederiz. 10< Ym < Y101 bize
20<2Ym<2VIOT = V404 =21 ve
-2-!— T an verir. Dolayisi ile

. 1 1
Y101 i, 10+ﬁ ve 10 +50

arasinda bir say1 oldugunu soyliyebiliriz.

3) Eger f intiirevi f fonksiyonunun [a,b]
arahiginda aldig minimum deger m, maksimum
deger M ise ODT den (b-a)m<f(b)-f(a)<(b-a)M
elde edilir. Bu esitsizligi f(x) = sinx fonksiyonu
icin kullanarak her a,b igin Isinb — sinal < Ib —al
elde edebiliriz.

ODT giderek artan otoyollarimiz iizerinde hiz
denetimi yapmak iginde kullanilabilir, f= f(t)
t birim zamaninda alinan yolu gstersin f = f(t)

nin tiirevlenebilir oldufunu varsayarsak, f'(t)
bize t anindaki iz verecektir.

4) Son model BMW i ile saat 12.01 de Ankara-
Istanbul otoyoluna giren Bay HIZLI saat 12.46
da 120 km 6tedeki Gerede ¢ikig tumikesine
girer. Bilete bakan memur, Bay Hizli'nin gagkin
bakiglan arasinda Trafik polisini ¢aginr. Polis,
Hizli'min kars1 gikiglarina ragmen, ODT
gereffince

f3/4) - () _120-0_ 144 - )
3 3
r:y 4

denkleminden Hizli'min saat 12.01 ile 12.46
arasinda 160 km/saat hiz yaptigim s6yliyerek
gerekli cezayi keser.

Yazimizi yanitlarim bekledigimiz sorular ile
bitirelim.

1. f bir polinom olsun a ve b sayilan f in ikiger
kez kokii oldugu sayilar ise, f' niin [a,b]
aralifinda en az ti¢ kokii oldugunu gosterebilir
misiniz?

2. fve g [a,b] aralifinda tamml, tiirevlenebilir
fonksiyonlar olsunlar. [a,b] deki her x igin
f'(x) = g'(x) ise, bir ¢ sayis1 igin g(x) = f(x) + ¢
oldugunu gosterebilir misiniz?

3. a < b kosulunu saglayan a ve b sayilan
arasindam? = % (b2 + ab + a2) esitliZini

saflayan m sayistin varhigim gosterebilir
misiniz?

4. (0,1) arahif1 iginde tan x = 1 — x denklemini
saglayan bir noktanin varligini kamitlayimz.
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MATEMATIKLE DINLENELIM

UNLG KADIN MATEMATIKGILER

HULYA SENKON

i Ik profesyonel kadin matematikei Sonja

Wassiljewna Kowalewsky (1850-1891)
olmakla birlikte, ondan nce matematik
diinyasinda dikkati gekmis olan alt: bayan daha
vardir ki, bunlar, yagadiklan ¢aglarda ancak ¢ok
az sayida erkek matematikginin bagarabildii
igleri basarmuslardir. Bu yaz1 dizisinde dnce sz
konusu alt1 kadin matematikgiyi, daha sonra da
Sonja W.Kowalewsky'yi ve 20. yiizyil
matematigine damgasini vurmus en {inlii kadin
matematik¢i olan Emmy Noether'i tamtmaya
caligacafiz.

Hypatia (370-415)

Matematik ile ugragug bilinen ilk kadm, 370
yilinda Iskenderiye'de dogmus olan iinlii
Hypatia'dir. Babasi Theon, seckin bir matematik
yayimcist idi ve Hypatia'min Yunan felsefesi ve
matematik 6grenimi gormesini sagladi. Hypatia
babasina, Ptolemy'nin "Syntaxis" inin
yorumunu ve Oklid'in "Elements" inin g&zden
gegirilmis metnini yazarken 6nemli Slgiide
yardimci oldu. Eldeki kaynaklara gore,
Apollonius'un "Conic Sections", Ptolemy'nin
"Syntaxis" ve Diophantus'un "Arithmetica” sina
iliskin yorumlar yazdi, ancak bunlar giiniimiize
kadar korunamad. Iskenderiye Miizesi'nde
Plotinus ve Iamblichus'un Neoplatonik
doktrinleri tizerine konferanslar verdi ve 400
yilinda, hiristiyanlarin giddetle karg1 giktig,
Iskenderiye'deki Neoplatonik okulun bagina
getirildi. Halkin en seckin bdliimii,
konferanslarim izledi ve doktrinlerini benimsedi.
Ayni zamanda giizellii ile de iinlii olan ve pek
cok kimsenin hayranlik duyduBu Hypatia,

kendisini felsefeye ve matematie
adamisti.Kirene'li piskopos filozof Synesius,
kendisine sayg1 ve hayranhgim ifade eden sayisiz
mektup yazdi. Bu mektuplanndan birinde bir
“astrolabe" (yildizlann yiiksekliklerini dlgmeye
yarayan eski bir astronomi aleti) ve bir
hidroskopun nasil inga edilecegini sordu ve
bunun iizerine Hypatia bir tiir planisfer (diizlem
kiire) icad etti. 415 yilinda azgin bir softa grubu,
Hypatia'ya kar1 bir suikast diizenledi. Bir
aksam eve geldigi sirada iizerine hiicum eden
saldirganlar, kendisini yakalayarak kiliseye
gotiirdiiler ve 6ldiirdiikten sonra viicudunu
pargalayarak Cinaron adh meydana gotiiriip
yakular.

Gabrielle-Emilie Le Tonnelier de
Breteuil, Marquise du Chatelet
(1706-1749)

Marquise du Chatelet, 17 Aralik 1706'da
Gabrielle-Emilie Le Tonnelier de Breteuil olarak
diinyaya geldi. Babasi, Fransa'nin en zengin ve
giiclii kigilerinden biriydi. Kizinin zekasim gok
erken farkederek onun gesitli yabanc diller
Ggrenmesini ve en ¢ok ilgisini geken matematik
konusunda iyi bir 68renim gérmesini sagladi.
Emilie 19 yasinda iken Marquis du Chatelet ile
evlendi. Marki, rejime siki sikiya baglh, ordudan
bagka higbir geyle ilgilenmeyen ve zamanmin
biiyiik bir kismi eginden ayn gegiren bir
subaydi. Emilie uzunca bir siire Paris yiiksek
sosyetesine mensup kisilerle giiniinii giin etti,
fakat 3. gocugunu diinyaya getirdikten sonra, 27
yaginda ciddi bir gekilde matematikle uragmaya

bagladi. O siralarda hayran olduBu tek kigi,
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Decartes'a kargt Newton'un fizigini hararetle
savunan matematik¢i Maupertuis (1698-1759)
idi. Emilie 1733 yilinda, 0 zaman 39 yaginda
olan iinlii gair Voltaire ile kargilagh ve kendisiyle
birlikte yagamaya bagladi. Marki, eginin
boylesine seckin bir arkadag bulmug olmasindan
otiirii ok memnundu. Bazi aksamlar Emilie'nin
ziyaretine gidiyor, o ¢ocuklanyla yemek yerken,
Emilie ile Voltaire felsefi tartigmalanm
siirdiiriiyorlardi. Emilie giizel olmaktan ok
alimly, zarif olmaktan ¢ok zengin ve rilkiig
giyimliydi, fakat Voltaire onun zekasini,
Newton'unki ile kargilagtinnyordu. Voltaire'in
linlii "Memoires™1, yagaminin déniim noktasi
olarak nitelendirdigi, Emilie'ye rastlamasi olayr
ile baglamaktadir. Paris sosyetesinin
¢iiginliklanndan, ve yazilanndan &tiirii Voltaire'i
siirekli izleyen polisten kagmak igin Emilie ile
Voltaire, 1734 te Voltaire'in Cirey'deki
malikanesine tagindilar ve bundan sonraki
yasamlannin biiyiik bir béliimiinii orada
gegirdiler. Evleri, Avrupa'nin en 6nemli ve
ziyaret edenlerde hayranlik uyandiran bir
entellektiiel merkezi haline geldi. Yogun bir
bigimde ¢aligiyor ve yazlar yaziyorlardi. Emilie,
Incil'in uzun siire siiphe ile karsilanan ve
yayinlanamayan bir yorumunu yazdi, bu arada
felsefe ve bilim lizerine gesitli denemeler
yaymnladi. Voltaire onu ategli bir Newton
savunucusu yapmist1, fakat Emilie 1740 yilinda
yazdif1 "The Institutions of Physics" adli
kitabiyla herkesi sagirttr. Emilie'nin, oflunu
egitmek amaciyla yazdi bu kitap, Leibniz'in
fiziginin olafaniistii giizel ve akic1 bir sergilenisi
olarak ¢ok begenildi ve tam ii¢ kez basildi.
Voltaire,fizigin son derece dikkatli ve ayrintili bir
- tarihi ve felsefi anlatimim yapmasina kargin
esini, Newton'un fikirlerine karg1 Leibniz'in
fikirlerini savunarak zamanim ziyan etmekle
sucluyordu. Emilie, Avrupa'mn ileri gelen
birgok matematikgisi ile birlikte bir tartigmaya
katild1 ve bu tartigma, Leibniz'in kinetik enerji
kavraminin agiklifa kavugmasina dnemli dlgiide

MATEMATIKLE DINLENELIM

katkida bulundu. Fakat Emilie 1745 yilinda
tekrar Newton fizigine dondil ve biitiin enerjisini
Newton'un "Principia Mathematica" sim
Latinceden Fransizcaya gevirmeye hasretti.
Genis gapta degerli yorumlan ve ekleri de igeren
bu geviriyi yaparken kendisine fizikgi Clairaut
yardimci oldu. 1748 yilinda Emilie, kendisinden
¢ok geng birisiyle iligki kurdu ve onunla birlikte
yasamaya bagladi. 42 yaginda 4. gocugunu
beklerken, 6liimii halinde Newton'un gevirisinin
bastlabilmesi i¢in her tiiflii diizenlemeyi
yapmusti. 2 Eyliil 1749 da kizim diinyaya
getirdikten bir hafta sonra aniden 61dii. Eseri
1759 yilinda Voltaire'in 6vgii dolu bir 6nsoziiyle
yayinlandi. Principia Mathematica'mn tek
Fransizca gevirisi olan bu kitap, giiniimiize kadar
pek cok kez basild.

Maria Gaetana Agnesi (1718-1799)

Maria Gaetana Agnesi, 16 Mayis 1718 de
Milano'da diinyaya geldi. Bologna
Universitesinde matematik profesorii olan
babas1, Maria'nin egitim ve 6gretimini titiz bir
sekilde planladi. Maria heniiz 9 yaginda iken
Latince, Yunanca ve Ibranice ile birgok modern
dili gayet iyi bir sekilde konuguyordu. 13 ve 19
yaslan arasinda 6zel egitim gérerek Fermat,
Descartes, Newton, Leibniz, Euler ve
Bemoulli'nin matematigini 63rendi. Babasimin
diizenledigi salonlarda birgok bilimsel ve felsefi
konuda tartismalara ve seminerlere katiliyor,
kozmopolit dinleyici kitlesi kargisinda daima
Latince konuguyor, fakat yabanci dinleyicilerin
yonelttikleri sorulan, onlann kendi dillerinde
yamtliyordu. 20 yaginda iken, bu seminerlere
dayanan ve kadinlann yiiksek grenim gérmeleri
gerektiZini savunan "Philosophical Propositions”
adli Latince bir kitab1 yaymladi. Cok mahcup ve
¢ekingen bir tabiata sahip olan Maria babasin,
kendisini mucizevi bir entellektiiel olarak
sergilemekten vazgegmesi konusunda ikna etti,
fakat manastira kapanma istegini ona bir tiirlii
kabul ettiremedi. Bunu izleyen 10 y1l boyunca,
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1748 de 1000 i askin sayfadan olugan iki dev cilt
halinde yaynlanan "Analytical Institutions for
the use of Italian Youth" adl eserini yazmakla
meggul oldu. Italyanca yazilmis olan bu eser, o
tarihlerde yalmzca Avrupa'nin ileri gelen
matematikgileri tarafindan dgretilen diferansiyel
ve integral hesap konusunda ilk ders kitabi olup,
1. cildinde cebir, denklemler teorisi ve geometri,
2. cildinde ise diferansiyel ve integral hesap,
sonsuz seriler ve diferansiyel denklemler
bulunuyordu. Agnesi'nin kendi orijinal
caligmalan ile birgok matematikginin fikirlerini
acik ve sistemli bir bi¢imde birlegtirdi3i bu eser
hakkinda Fransa Bilimler Akademisi'nden bir
heyet, 1749 yilinda su raporu verdi: "Bu kitap,
dikkatli diizenlemesi, agik ve kesin olma
Ozellikleri ile karakterize edilebilen bir eserdir.
Herhangi bir dilde, okuyucunun analizdeki temel
kavramlara bu derece ¢abuk ve derinlemesine
niifuz edebilecegi bagka higbir kitap yoktur.
Dolayisiyla eser, kendi tiiriinde en’genis
kapsamli ve en iyi yazilmus kitaptr". Bu rapor
iizerine kitabin 2. cildi Fransizcaya g¢evrilerek
1750 yilinda yayimlandi. Aym akademinin bir
iiyesi, Agnesi'ye sunlan yaziyordu:
"Matematikte sizin kitabimizdan daha agik, daha
metodlu ve daha anlagilabilir bir esere
rastlamadim. Ozellikle, geometricilerin
caligmalaninda daginuk bir gekilde goriilen ve
tamamen farklhi yontemlerle erigilen degisik
sonuglan diizgiin yontemler altinda toplama
tarziniza hayran oldum". Biitiin bunlara rafmen
Fransiz Akademisi Agnesi'yi liyelige kabul
etmedi, fakat Bologna Bilimler Akademisi,

MATEMATIKLE DINLENELIM

kendisini tiye segti. Agnesi'nin kitab yillarca,
girig mahiyetinde standart bir "calculus" kitabi
olarak kaldi. 1801 yilinda Cambridge
Universitesi Matematik Profestrlerinden John
Colson, kitabin Ingilizce gevirisini yayinladi.
Editdriin agiklamasina gore Colson, kitab1 o
derece miikemmel buldu ki, ftalyan gengligi gibi
ingiliz gengliginin de bu kitaptan
yararlanabilmesini saflamak amaciyla, ileri
yasina ragmen [talyancay1 6grendi ve kitab
Ingilizceye gevirdi. 1749 yilinda Papa,
Agnesi'ye kitabindan dolay: bir tebrik mesaj, bir
altin madalya ve degerli taglarla siislii bir tag
gonderdi. Agnesi, 2 Eyliil 1750 de Bologna
Universitesi'nde Matematik ve Felsefe Kiirsiisii
Bagkanlifina getirildi. 1752 yilinda babasini
kaybettikten sonra bilimsel ¢aligmalarina son
verdi. 1762 yilinda Torino Universitesi,
kendisinin geng¢ matematik¢i Lagrange'in
varyasyonlar hesabu ile ilgili baz1 caligmalanna
iligkin goriiglerini sordu. Fakat Agnesi, arik
boyle seylerle ilgilenmedigi cevabim verdi.
Biitiin zamamm, ¢evresindeki fakir ve yaralilarin
bakimina hasrediyordu. Bir hastalar ve acizler
enstitiisiiniin kayitlarinda Agnesi'den "9 Ocak
1799 tarihinde 81 yasinda idlene dek, hasta ve
yarali kadinlan teselliye kogan bir melekti!.."
seklinde soz edilmektedir. Agnesi, bu enstitiiniin
eski sakinlerinden 14 ii ile aym mezarlikta
yatmaktadir. Adina kiz 6grenciler igin burs veren
bir fon kurulmus olup, ftalya'nin ii¢ biiyiik
kentinde birer sokak ve Milano'da bir okul,
kendisinin adim tagimaktadir.
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BAZI COKGEN FORMULLERININ KOLAY
KOMBINATORIK KANITLARI

ULUG CAPAR

onveks, n kenarh bir gokgenin biitiin
kdsegenlerinin ¢izildigini diigiinelim. Bu
yazida su iki problemin yamt: aranacakuir :

A) Cokgen icinde en fazla kag kapal1 alt bilge
ortaya ¢ikar?

B) Cokgenin kosegenleri en fazla kag dogru
pargasina boliiniirler?

Cokgen i¢inde herhangi bir noktadan en fazla iki

kdsegen gectigi varsayimi yapilirsa bu sorular

§0yle de sorulabilir : Biitiin ksegenlerinin

cizilmesi ile

A') Cokgen iginde kag kapah alt bdlge meydana
gelir?

B') Kdsegenler toplam olarak kag dogru
pargasina béliiniirler.

Yukardaki sorulann cevabi olan formiiller 6nce
getrefil bir sayma iglemi sonucu n e gore indir-
geme bagintilaninin bulunmasi, daha sonra da bu
indirgeme bagintilar lizerinde bir hayli cebrik
islem yapilmasi ile elde edilebilir. Bu bize n e
gore 4 tincii dereceden polinomlar verir. Oysa
aym formiiller kombinatorik olarak agafida
aciklanan bigimde ¢ok kolay olarak
¢ikanlabilmektedir.

A') nin yamt :

Kosegenleri herhangi bir bigimde numara-
layalim, (Toplam késegen sayisi (g )—n dir,
(Nigin ?)). Bu kdgegenlerin teker teker ¢izildiZini
varsayalim ve bu sirada ortaya ¢ikan alt bolgeleri
izleyelim. Baglangigta tek bir blgemiz vardir.
(Cokgen kenarlan ile sinirlanan kapah bolge). 1

no.lu kdsegenin gizilip kars: k0seye ulagmasi ile
iki alt bolge yaratilmig olur, dolayisi ile bélge
say1s1 bir artar. Daha sonra kgegen ¢izim
iglemine devam ederek j'inci ksegene kadar
geldifimizi diigiinelim. (Sekle bakiniz). j inci
kosegenin ¢izimi sirasinda daha 6nce ¢izilmig bu-
lunan kogegenlerle her kesismemizde alt bblge
sayisim bir artirmug oluruz. Omegin j inci
kosegenin daha 6nce ¢izilmis bulunan BC
kdsegeni ile Q; noktasinda kesigmesinden sonra
ADC bolgesi, ADQ; ve AQ;C olarak iki alt
bdlgeye boliiniir, diger biitiin alt bdlgeler ise aym
kalir. Dolayst ile toplam alt bdlge sayist bir
artar. j inci kgegenin daha 6nce ¢izilmig olan
kbsegenlerle Q;, Q3, ... gibi difer kesigme
noktalarinda da alt bélge sayisi birer artmaBa
devam eder. Sonuncu kesigme noktast, (diyelim
ki Q;)'ten baglayip kars1 kdseye ulagim sirasinda
da alt bolge sayisi bir artar. (SRT bolgesi, SRQs
ve QsRT olarak iki alt bélgeye béliiniir).
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Biitiin kdgegenler gizildikten sonra gu sonuca
vanlir :

i) Bu ¢izim sirasinda biitiin kdgegen kesigme
noktalan elde edilir, aynica varsayimimizin sonu-
cu olarak da her bir kdsegen kesigme noktasi bir
ve yanhz bir kere gbzéniine alimir. (Kosegen
kesisme noktalan say1si ([; ) tiir. (Nigin ?)).

ii) Her bir kogegen kesigme noktasi ortaya
¢iktikga alt bolge sayist bir artar. Her bir
kogegenin kar1 kbseye ulagmasi ile de alt bélge
sayis1 yine bir artirilmg olur.

Karg1 kbseye ulagma iglemi kbgegen sayis1 kadar
yinelenir.

Boylece baglangicta tek bir bolge ile yola koyul-

- dufumuzdan :

Alt Bolge Sayis1 = 1 + Kisegen Kesisme Nok-
tas1 Sayis1 + Kdgegen Sayist

bagntisi elde edilir. Diger bir deyisle A") sorusu-
nun yaniti

)

B') Benzer bir akl yiirtitme ile :

Kosegenler Uzerindeki Dogru Pargasi Sayisi=

2 x Kbgegen Kesigme Noktas1 Sayis1 + Kdsegen
Sayisi,

bagintis1 veya B') sorusunun yamti olarak

A

formiilii bulunur.

Bu defa gizime sifir dogru pargast ile
baglanmakta, Q;, Qp, ... Q3 gibi kesisme nokta-
larinda ise dogru pargast sayist iki artmaktadir.
(Omegin Q; kesisiminde DC dogru pargasi yeri-
ne AQi, DQ; ve Q;C gibi ii¢ dogru pargasi or-
taya ¢ikmaktadir). Bunun gibi kars1 kogeye
ulagim da yeni bir dogru pargasi yaratmaktadur,
(Q3R gibi).

Okuyucu ikiden fazla kgegeni aym noktadan
gecmeyen konveks gokgenler gizerek asafidaki
sayisal degerleri kontrol edebilir :

n 4| 5|e6| 7| 8, 9

Alt Bolge 4111125 50| 91| 154

Dogru Parcasi 4115|39 | 84 |160 | 279

Bu degerlerin bazilan kristallografi ve mineraloji-
de kullaniimaktadr.
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OLiMmPiYAT HABERLERI

ALBERT ERKIiP

#

2000 yih Olimpiyatina talip olan Istanbul 1993
yazinda bir bagka olimpiyata ev sahipligi
yapacak. 13-24 Temmuz tarihlerinde yaklagik 75
lilkeden 450 6grenci ile 200 matematikgi ve
egitimci 34. Uluslararast Matematik Olimpiyat:
icin Istanbul'da bulusacaklar.

34. Olimpiyatin organizasyonunu TUBITAK
yiirtitiyor. ODTU ilgili bakanhklar, bagta
Istanbul Biiyiiksehir olmak iizere belediyeler bu
organizasyona destek verecekler. Tiirk
Matematik Demegi 6zellikle bilimsel konularda
yardimci olacak. Kamu ve ¢zel kesimden ¢ok
sayida kurulugun da Olimpiyat desteklemesi
bekleniyor.

Matematik Olimpiyatlan yalnizca bir yang
olmakla kalmiyor, degisik iilkelerden
6grencilerin ve uzmanlarn bir araya geldigi,
bagta egitim olmak tizere pek ¢cok konunun
tartigildig bir platform olusturuyor. Ote yandan
sosyal ve kiiltiirel etkinlikleriyle program bir
solen niteliginde. Ogrencilerimizin,
6gretmenlerimizin, egitimcilerimizin,
matematikgilerimizin ve tiim kamuoyunun boyle
bir olay1 yakindan izlemeleri ilging olacak.

34. Olimpiyat i¢in bir yandan ev sahiplifi
hazirliklan siirerken, bir yandan da takim hazirlik
¢alismalanmiz devam ediyor. Aralik ayinda bir
ara se¢gme sinavi yapildi. Bu sinavin sorularini
agafida verecegiz. Sinav sonucu belirlenen bir
grup 6grenci Subat ayinda iki haftalik bir hazirhik
kampi yapacaklar. Takim bu grup iginden son
segme sinavi ile belirlenecek.

1993 yihinda bir diger gelisme de Tiirkiye

Olimpiyatlan. Bundan byle TUBITAK
matematik, fizik, kimya, biyoloji ve informatik
(bilgisayar) dallarinda her y1l Tiirkiye
Olimpiyatlan diizenleyecek. ki asgamali olacak
bu yangmalann ilk agamasina tiim liseler birer
takimla katilacak. Bu agama sonunda hem
bolgesel dereceler verilecek hem de ikinci
asamaya katilmaya hak kazananlar belirlenecek.
ikinci asama tam bir Olimpiyat niteligi tagiyor.
1993'te ilk asama Mayzs, ikincisi ise Aralik
ayinda yapilacak.

Olimpiyatlar gerek TUBITAK gerekse de
yangmaya katilan 6renciler ve onlara yardimci
olanlar agisindan zahmetli, masrafh olaylar. Bu
etkinliklerin amac1 yalmzca iilkenin en iyilerini
belirleyip uluslararasi yanigmalarda en iyi sekilde
temsil edilmemizi saglamak diye gériilmemeli.
Bu siireg i¢inde ¢ok sayida okul ve 6grencinin
katihim gergeklesiyor. Giiniimiizde lise
egitiminin tek amaci ve tek 6l¢iitii liniversite girig
sinavlannda bagan olarak goriiliiyor. Bu goriig
hem efitimi anlamsizlaghrmakta hem de
Ogrenciyi, 6gretmeni yanhs yonlendirmekte.
Olimpiyat yanigmalan ve benzer etkinlikler farkl
bir ilgi alam sunarak okul-miifredat-dershane
tekdiizeligini degistirebiliyor. Ogrencilerin
degisik alanlara merak duymalanm, yeteneklerini
kesfetmelerini ve gelistimelerini, okullarin da
programlarim gézden gegirerek 6grencilerine bu
tiir olanaklar yaratmalarim sagliyor. Bu ise
ogrencilerin iyi yetisgmelerinde gok 6nemli bir
etken.
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34. ULUSLARARASI MATEMATIK
OLIMPiYADI HAZIRLIK EKIiBI
SECME SINAVI

(19 Aralik 1992, 09.00)

1. Beg ¢iftin katldif bir partide, katilanlarn bir
boliimii birbirleriyle el sikigirlar. Hig kimse
dogal olarak ne kendi kendisiyle ne de esiyle el
sikigir. Partiye katilanlardan biri, kendi digindaki
(esi de dahil olmak iizere) dokuz kisiye kag
kigiyle el sikismig olduklanm sorar. Aldi
yanitlara bakinca, bu dokuz kisi iginde esit
sayida kigiyle el stkigmig herhangi iki kiginin
bulunmadifm goriir. Digerlerine kag kisiyle
sikigtiklanim soran kisinin eginin kag kisiyle el
stkigmig oldugunu bulunuz,

2. a, b, ¢, d pozitif reel sayilan i¢in

12 1 1 1 1+1

<
a+b+c+d ~ a+b + a+c T a+d T b+c  b+d *

1 3t AL
crd=F\atp’cTa

a' b'c
egitsizliginin dogru olduffunu gosteriniz.

3.x2 +y2 +22 =361

%+%+%ﬁ

x-y+z=11 .

denklemlerinin tiim (x, y, z) reel ¢ziimlerini
bulunuz.

4. Bir ABC ii¢geninin B agisimnin i agiortayina
CE dikmesi, C agisimn i¢agiortayina da BD
dikmesi indiriliyor. DE dogrusu, [AB] kenanm
P noktasinda ve [AC] kenarim Q noktasinda
kestigine gtire

IAPI = IAQI

oldufunu ispatlayimz.

5. Bir ABC iiggeninin [BC] kenarnna paralel
olan d dogrusu, AB ve AC dogrulanm sira ile D
ve E noktalarinda kesiyor. BE dogrusu ile CD
dogrusunun kesim noktasi P olduguna gére, P
noktasinin geometrik yerini bulunuz.

6. Hig bir n pozitif tamsay1 igin
n*+3n2+1

sayisinin bir tam kare olmadifim gosteriniz.
Not: Sinav siiresi 3 saattir.

FONKSiYONEL DENKLEMLER:
Gecgen sayidaki problemlerin yamtlar.

1.f:R — R fonksiyonu (2') bagintisim
saglasin. 2. den, her r e Q i¢in f(r) = r olduunu
biliyoruz. Bir x € IR alalim, x e sirasiyla alttan
ve iistten yaklagan (ry) ve (Sp) rasyonel say1
dizileri bulabiliriz. Yani r, spe @, i <x<s,
ve lim r,= lim sp=x. fartan bir fonksiyon
n—eo n—oo
oldugundan, f(r,) < f(x) < f(sp) buluruz. Ancak
In, Sp € Q@ , o halde f(ry)=r, , f(sp)=sn . Yani her
n igin ry < f(x) < sy oldugunu gosterdik n'yi
sonsuza gotiiriirsek, x < f(x) < x, yani f(x) »= x
cikar.

2.a<bolsun (2') bagintisindax=a,y=b-a.
alalim. f(b) = f(a) + f(b-a) elde ettik. b—a >0
oldufundan, verilen kosula gére f(b—a) >0
yani f(b) > f(a) olacaktir; f artandur.
3. 4(e) deki dmegi gelistirecegiz. Bunun igin her
r pozitif rasyonel sayisinin birm € Z vet, s tek
tamsayilan ile r=2m Ls seklinde
yazilabilecegini gozlemleyelim. (Bu gosterim
tektir, yani 2m L =2m' % ise m=m', t=t'
ve s=s' olacakur.). $imdi f(r) = fem L )=2m
olarak tammlayalim. Bu fonksiyonun verilen
bagintiy1 sagladi kolayca gosterilebilir.
4.Bir te Riginx+y=t x-y=1olacak
sekilde x, y alalim. (yani X = % @+ 1),

= _;— (t— 1)). Bagintida yerine koyarsak:
£(t) — tf(1) = (2 — Dt yani £(t) = 3 + (F(1)-1)t
ve f(1) — 1 = ¢ dersek, f(t) = t3 + ct buluruz.
Tersine her c sabit degeri icin f(t) = £ + ct
fonksiyonu verilen bagintiy: saglar.
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5. Bu aslinda bir dizi sorusu. n tamsayis1 igin
f(n) = a, dersek, bagnt1 :

ant2=an41 +2p , A =az=1

indirgeme denklemine doniisiir ki buradan (ap)
dizisinin Fibonacci dizisi oldufunu goriiriiz.
(Gilt 1, Say1 1'e bakiniz.)

6.Once f nin birebir oldugunu gosterelim :
f(yy) = f(yp) ise, her x igin 1 = £

— = ya[u
y1 = y2 buluruz.

N y2

Simdi y = 1 alahm. f(xf(1)) = f(x) bulduk, f
birebir o halde xf(1) = x, yani f(1) = 1.

x = 1 alirsak, f(1) = 1 den dolay1
(A)Hery e Q+ igin f(f(y)) = %
bagintisinu elde ettik.

Verilen bagintida y yerine f( %) koyalim.

foxf(ED))) = EOIK_)
f(y)

buluruz (A)'dan f(f(;—)) - %
y
1

f(l

f(y) = f(f(f(%)))
>

elde ederiz, bu ise :

(B) Herx, y € @+ igin f(xy) = f(x) f(y)
bagintisin verir.

O halde istenen kogulu saglayan f fonksiyonu,
(A) ve (B) kosullanini da saglayacaktir. Tersine
(A) ve (B) yi saglayan her f verilen kogulu da
saglar; bu yerine koyarak kolaylikla

gosterilebilir.

Problemimiz (A) ve (B) kogullarim1 saflayacak
bir f : @* — Q* bulmaya indirgendi. flk olarak
3. problemdekine benzer yollar, p1, p2, P3s...
sirastyla asal sayilan gstermek iizere (yani
P1=2,p2=3,p3=S5,...) herr e Q* rasyonel
sayisinin uygun mj, mp, ms,... tam sayilan ile

r=p;™ pp™2... pN™N

seklinde yazilabilecegini gozleyelim. f(p;) = pp,

f(p2) =; . fP3) = p4., f(pa) = 4

1
f 1) = f =
(p2x-1) = p2k ve f(pak) S|
olarak ve

f(p1™1 p2m2 ... pN™N) = [f(p)I™1 ... [f(pN)]™N

seklinde tammlanan fonksiyon bagintilanin
saglar.

7. (1990 Olimpiyati diye yazilmig, 1992 olacak!)
Verilen bagintiyr saglayan fonksiyonun birebir
oldugu 6. dakine benzer yolla kolayca goriiliir.
Verilen bagintida x yerine —x alirsak x2 = (—x)?
oldugundan f(—x) = —f(x) olmalidir.

f(x) = x fonksiyonunun istenen bagintiy1
sagladif hemen goriiliir. Bundan bagka ¢6ziim
olmadifim gosterelim : Birae R igin f(a) < a
ise, verilen baginiday=ave x= m)
alirsak:

f(a) = f(x2 + f(y)) = y + (F(x))2 = a + (f(x))2
buluruz. (f(x))2 20 oldugundan, bu f(a) > a
celigkisini verir.

Egerbir ac R i¢inf(a)>aise a=-a igin
f(-a) = —f(a) oldugundan, f(a) <a buluruz ki bu
aynt celigkiyi verir.
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SORULAR |

o s B e N P v s o e oyt

ALISTIRMA SORULARI

Ad6. p > 3 bir asal say1 ise p2 + 2 nin asal
olamayacagim gdsteriniz (H. Demir).

=In 3 oldugunu

e 2
A47. Y lﬂ(l +m

n=1
gosteriniz.

Ad48.n-1ven + 1, 10 dan biiyiik iki asal sayi
olsun. n3 — 4n say1sinin daima 120 ye
bolindiigiini gosteriniz. (G.E. Andrews)

A49. Bir kenanimin ortanoktasi ve diger iki
kenanna ait yiiksekliklerin ortanoktalan verilen
licgeni pergel ve cetvelle ¢iziniz. (H. Demir)

n-1
=n2

n n
A50. ¥ k
k=0 k

g n
¥ kz( ):n(n+ 12”2
k=0 k

Ozdegliklerini ispat ediniz.

YARISMA SORULARI

Y46. Odaklan F, F' olan bir elips ve bu elipsin
F den gegen bir AB kirigi verilsin. A ve B den
elipse cizilen normaller N noktasinda kesigsin. N
den FF’ ne cizilen paralelin [AB] dogru
pargasinin orta noktasindan gegtigini gésteriniz.

Y47. Bir liggende iteget cemberin merkezi I,
yiiksekliklerin kesigim noktast H ("ortosantr"),
gevrel gember merkezi de O olsun. Uggenin
kenar uzunluklan a,b.c, igtegiet cemberin yangapi
da rise IOH ii¢cgeninin alanimin

(a-b)(b—c) c-a)|
8r |

oldugunu gosteriniz. (W.J. Blundon)

Y48. Ikizkenar bir ABC ii¢geninin (B ve C
acilan egit!) A tepe noktasindan gegen degisken
bir dogru [AB] kenanm D noktasinda, ¢evrel
¢emberin A kogesi kargisindaki yayim da E
noktasinda kessin. [DE], [DB] dogrupargalanna
ve gevrel gembere igerden degen cemberin
yarigapr rq, [DE], [DC] dogru pargalarina ve
gevrel gembere icerden degen ¢emberin yarigapi
rpolsun. £=IADI ise £ + \,I'l_l‘g nin sabit,
yani degisken AD dogrusunun konumundan
bafimsiz oldugunu gésteriniz, (H. Demir)

Y49, ... T Tinat, Togo T T Cpet Caees

¢emberler dizisinde ardigik iki gember
birbirlerine digtan teget ve dizinin biitiin
gemberleri 6lgiisti 20 olan bir aginin kenarlanina

tegettir. I', in yangapina r,, vee p,, =rT‘(‘) yazarsak
Pm+n =Pm Pn
oldugunu gosteriniz. (H. Demir)
kin
m __1)

vso. y £

1;:'1 k ( k
Ozdegligini ispat ediniz.

—1+l+l+ +l
B Tt

Gdziimleri génderirken liitfen su noktalara dikkat ediniz :

Bu sayiuda yer alan problemlere ait ¢éziimlerin
1 Nisan 1993 tarihinden dnce elimizde olacak sekilde
gonderilmesi gerekmektedir

1. Her sorunun ¢éziimiini ayr: bir kagida, okunakli ve
anlagihr bir bigimde yazimiz.

2 Kégdin sag iist kbgesine adimz-soyadimz adresinizi,
ve dgrenci iseniz okulunuzu ve sinifinizi yazimiz.
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DEGERLENDIREN: ALPER HALBUTOGULLARI

A36. Elemanlan sifirdan farkh ay,...,an

aritmetik dizisi i¢in

_1_+L+ et 1 _nd
adidy axd3 P LS LM
esitlifini karutlayimz.

Céziim: Ruhi Tabur, Izmit

d art1 bir say1 olmak iizere a, = (n—1)d + a;
yazarak

)

SRS G I 0 ) S
apdny  Ape1p |2y 4] dlap, apy
bulunur. Buradan da

k=13dk+1 =18k 3ak+l

n-1 1 n-1 1 1 )

d < lac aka

1 a1 1)

L

11
Tdia 3,

elde edilir.
Diger cozenler :

Burhan Biner, Malatya; Cagatay Candan,
Ankara; Ahmet Ceyhan, Ankara; Erhan Giirel,
Ankara; Tamer Kahveci, Ankara; Hakan
Ozkahraman, Manisa; S. Gokgen Sen, Erzurum.

A37. Eksenleri birbirine dik olan iki parabol
dort noktada kesisiyorsa bu dort nokta
cemberdestir. (Hazirlayan: H. Demir)

Coziim: Erhan Giirel, Ankara

Stzkonusu paraboller xy—diizleminde, a, a'#0
olmak iizere

y=axZ+bx+c
x=ay2+by+c

veya sirastyla

2 b1 c
X +—-x——=y+—-=0
a a’ a

bl ’
yz—l,x +—’y+c—’=0

a a a

denklemleriyle gosterilebilir. Bu iki egrinin de
lizerinde bulunan bir (x,y) noktas: yukandaki

denklemlerin toplami olan

2 b’ '

X +y2+ Lt X+ > 1 y+£+——=0
a al & a

denklemini saglamalidir. Bu bir gember
denklemidir.

A38. Bir ¢cember diliminin siir yangaplan ile
yay1 licer e§ pargaya bdlen noktalar cemberdes
ise dilimin merkez agisim belirleyiniz.
(Hazirlayan: H. Demir)

Coziim: Merkezi O ve yangap 2 birim uzunluk
(kolaylik!) olan bir ¢cember lizerinde A, B
noktalan alalim. A ve B noktasinin
sinirlandirdif1 yay1 goren merkez ag1 60
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(kolaylik!), bu yayr A dan B ye dogru iig esit
pargaya bolen noktalar da F, G olsun. Aym
sekilde [OA] ve [OB] dogru pargalanm O dan
baglayarak ii¢ esit parcaya bolen noktalar
sirastyla K, L ve M, N olsun. S, [MN] nin orta
noktasi, P de [MN] ve [KL] nin ortadikmelerinin
kesim noktasi olsun. Eldeki dokunun OP
dogrusuna gore tamamen bakigik olmasi
itibanyla, F, G, K, L, M, N noktalan, eger
kalirlarsa, ancak P merkezli bir ¢gember iizerinde
kalabilirler. Diger bir deyisle, s6zkonusu alti
noktanin gemberdes olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart IMNI = IGPI dir. MSP dik tiggeninde
Pisagor teoreminden

IMPI2=%+tan2 30,
OGP iiggeninde kosiniis teoreminden de
IGPI2 = 4 sec230 — 4 sec 30 cos 0

bulunup, bu iki miktar tan2 30 = sec2 30 — 1
olduBu hatirda tutularak esitlenirse

-1-—1=4—4sec3ecos0

9
ve ufak bir hesapla da
cos30 9

cos® . W

bulunur. cos 8 = 4 cos> 8 — 3 cos 0 gozoniinde
bulundurularak

2 _9
4 cos G—S—W

bundan da

2= 2
cos ()—ﬁ

bulunur.

A39. o, B agtlan 0 < a < B < 7/2 egitsizliklerini
sagliyorsa

sino o

sinfp P

oldugunu kamtlaymniz. (N.A. Court)

Coziim: Bu soruyu birgok okuyucumuz "taraf
tarafa bblme" ile yanhg ¢zmiis.

O merkezli birim yanigapl bir gemberde 0<6=r/2
olacak sekilde 20 &l¢iilii bir merkez a1 tarafindan
goriilen ve A, B noktalan tarafindan
sinirlandinlan bir yay alalim. Yayn orta noktasi
C, C den ¢embere gizilen tegetin OA, OB
dogrulanm kestigi noktalar sirasiyla P, Q olsun.
Sirasiyla OAB iliggeninin, A ve B tarafindan
simrandinlan yay: géren dilimin ve OPQ
ticgeninin alanlan kargilagtirilarak 0 < 0 < /2

Icin
sinf<0<tan@

esitsizligi bulunur. Her taraf sin 0 ya béliinerek

0 1
<

sin® cos®

1<

veya
0cos0-sinB<0

elde edilir.

sin 0

$imdi (0,% araliginda. £(6) =

fonksiyonunu ele alalim;
0 0 - si
£6) = cos . sin © <0
0

olup, sdzkonusu aralikta f kesin eksilen bir
fonksiyon olup herhangi 0 < o < B < /2 igin

sinot sin
M B
o B

veya

sina o
>.__

sinp P

bulunur. = /2 hali i¢in de aym kesin esitsizlik
dogrudur.

29




A40. tan 1° tan 61° = tan 3° tan 31° esitligini
kanitlayimz.

Coziim : Hasan Kullap, Istanbul

X =tan 1° yazarak
3 +x
tan 61° = tan (60°+ 19 ==
¢ ik 1-xV3
i
tan31° = tan (30°+ 19 = Y3 _1+x13
,1__x_ Aﬁ_x
V3
ve bu suretle de
an61° _ 3-x*
5=
tan 31 1— 3x>
bulunur. DiZer taraftan da
2x
X+
R U A Gt i R e
tan 1° i :
xll_ e
2
1-x

Diger c¢ozenler:

Burhan Biner, Malatya; Ahmet Ceyhan,
Ankara; Hasan Cetinkaya, Ankara; Erhan Giirel,
Ankara; Tamer Kahveci, Ankara; Hakan
Ozkahraman, Manisa; S. Gokgen Sen,
Erzurum.

Y36. n dogal bir sayi ise tan 0 y1 tan O tiirlinden
yazinz.

Cozim: S. Gokgen Sen, Erzurum

cos nO + i sin nB = (cos O + i sin O)"

=y (z)cos"—k 0 (i sin )"

esitlifinde gergel ve sanal kisimlar
karsilagtinlarak (veya bagka gekilde!)

cosnd= Y

0<2m+1<1

B n—-2m m, 2
cos” " 0(-1)"sin“"0
2m

sinnd = .
0<s2m+1<ni2m+1

bulunur. Bu ifadelerin oram alinip, pay ve payda
da cos" ya béliinerek

5 (_l)m( i )tanz'"”e

0<2m+1<n 2m+1
tan nO =
. n 2
3 (-1)'"( )tan i)
0<2m<n 2m

bulunur. Bir 8rekle durumu belirgin hale
getimek gerekirse :

_ 5tan6 - 10 tan0 +tan 0

1-10tan’0 +5 tan’0

tan 50

Diger ¢ézenler: Emre Alkan, Istanbul; Hasan
Cetinkaya, Ankara; Tamer Kahveci, Ankara;
Hasan Kullap, fstanbul.

Y37. Bir ABC ii¢geninde [BC] ye A' ortasinda
degen bir gember AC yi By, B2, AB yi C;,C; de
keserse By, C, By, C; dogrulan BC yi A ye
gore simetrik noktalarda keser.

Coziim: Emre Alkan, fstanbul

B1Ca, B2C dogrulan BC dogrusunu sirasiyla
X, Y noktalannda kessin. ABC ii¢geni ve B1Cy,
B2C; dogrulanna gére Menelaus teoreminden

BC CA xB_ .
BiA CoB XC_.»
BL CA YB i
BA'CB Y

bulunur. Sirasiyla A, B, C noktalarimin eldeki
¢cembere gore kuvvetleri alinarak
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S T

A T = o G W —

AB1.AB; ='AC1.AC;

BC;.BCy=(BA")2 = (CA)2 = CB1.CB;

elde edilir. En bagtaki denklemleri, bu bagntilar
1s15inda taraf tarafa garparak

XB _YC
XC YB
elde edilir.

Diger cozenler: Cagatay Candan, Ankara;
Saim Ericek, Istanbul; E. Giirel, Ankara; Tamer
Kahveci, Ankara; S. Gtkgen Sen, Erzurum.

Y38. Ikiger ikiger kesisen ve
ajp x+apy+a;=0,

a1 x+apy+apn=0,

a3 x+apy+ayp=0

denklemleriyle belirli i¢ dogrunun olusturdugu’
ticgenin S alanim katsayilar tiirinden bulunuz.
(Hazirlayan: H. Demir)

Coziim: Hakan Ozkahraman, Manisa

Once matris ve determinantlar hakkinda birkag
b%\sit hususu isaret edelim : (aj)1<;,j<n Seklindeki
bir n X n matrisin determinantim la;l veya

det (ajj) seklinde gosterelim. Ajj de (aij1<ij<n
matrisinde i nci satrr j inci siitun silinerek elde
edilen matrisin determinantimin (—1)i ile
garpimi olan "(i,j) nci kofaktSrii" olsun.

det(A;;) = det(ajp™! oldugunu biliyoruz. $imdi
probleme gelelim : :

ajpx+apy+ap3=0
a1 x+apny+an=0
a3y x+appy+ayz=0

denklemleri sirasiyla k, 1, m dogrularimi temsil

_etsin. (x, y1), (X2, y2), (X3, y3) noktalan

sirasiylal ve m, m ve n, n ve k dogrularimin
kesigim noktalan ise, ufak bir hesapla

o A ke '
A 0 1A
xom 21 Az
2 Ay ' VTR,
by JAn
=Ry 0 V3T Ay
bulunur.
X1 11 2
A o
x3ys1| 13A23A33  A13A23A33
veya acik sekilde
ad11 352 a3
az1 axn 423
: 31 a3 as3
A=
a1 32201212 211{|311 212
431 a33(|a32 a31]|221 322
1 z 1
Y39. arctan§+... + arctan ——2——+
, n“+n+1
toplamim hesaplayimz.

Coziim: Ulkii Oztas, Ankara

tan Atan B
l1+tanAtan B

=tan (A-B)

oldugundan

&, " (n+1)—n
arctan (n + 1) amtan(n)-arctan(ml—)-

bulunur. Buradan da

n+1
arctan
k=1

1+k+k2

)= arctan(n+1)-arctan(1)

elde edilir. n = o igin
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Diger ¢ozenler: Emre Alkan, Istanbul.

Y40. Taban agilan B = 50°, C = 30° olan bir
ABC iiggeninin i¢inde D noktasi alinarak
olugturulan BDA li¢geninin taban agilan 10 ar
ise DBA agis1 kag derece olur?

Not: Bu problemde ikizkenar BDC iicgeni BDA
iicgeni olarak, BAD agis1 da BDA agis1 olarak
yanlig yaymnlanmigtir. Buna ramen bir ¢gok
okuyucumuz problemi kendi kendilerine
diizelterek ¢bzmeyi basarmig. Tesekkiir ederiz.

Cozum: Hasan Cetinkaya, Ankara

[BC] nin ortadikmesi AC yi E de kessin. EBC
ikizkenar bir iicgen olup I§ CBEIl = 30°,

K DCEIl = § DBEI = 20° dir. Ufak bir hesapla
K EBDI = 20° bulunur. Gene ufak bir hesapla

B BDE! = Q BAE! = 100°

elde edilir. Bdylece goriiliiyor ki D ve A
noktalan AE dogrusuna gore bakigik olup, BDA
ikizkenar liggeninde

K BADI = 70° dir.

Diger Cozenler: Atalay Akyiirek, Ankara;
Emre Alkan, fstanbul; Cagatay Candan, Ankara;
Dilek Cagirgan, istanbul; Barig Diindar, Ankara;
Ozgiir Ergen, Ankara; Saim Ericek, Istanbul;
Erhan Giirel, Ankara; Tamer Kahveci, Ankara;
Hasan Kullap, Istanbul; Osman Kiigiiker,
Corum; Ulkii Oztas, Istanbul; Burak Uzun,
Ankara.
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Sayin Okurlarimiz,

Matematik diinyasu, bu say: ile birlikte,
iki yhm tamamlamg oluyor. Bu iki cildi
kapsayan cilt kapaklar: hazirlanmgtr. Cilt
kapaklar1 igin posta ceki hesabina 20.000.-
TL. yatwdiklarinda, isteyen abonelerimize,
kapaklar hemen postalanacatir.

Ik iki cildin saylar: (on . say1) tanesi
10.000.- TL. karsihginda satiga ¢ikarilmigtir.
Bu saynlari edinmek isteyen okurlar, tutarim
posta geki hesabina yatirp agik adreslerini
bildirdikleri taktirde, istedikieri smynlar adres-
lerine postalanacaktir.

Matematik Diinyasi, 1993 yilh abone
ticreti 50.000.- TL. tane satig fiyat1 ise
15.000.- TL. olarak saptanmigtir. Abone ol-
mak isteyen okurlarin, banka aracthd ile
dodemeleri yapmalar: halinde, dekont ve ad-
reslerini Matematik Diinyas1 adresine
gondermelerini onemle rica ederiz.

Saygilartmzia

Flats: 10.000.-TL.

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosunda kabul etmektedir. Yayinlanacak yazilann
matematik ile ilgili olmasi diginda herhangi bir
kisitlamamuz yok. Fikir vermesi agisindan su konulan
sayabiliriz:

* Konu sunuslar,

* Matematiksel diisiincenin degisik alanlardaki
uygulamalarint vurgulayabilecek yazilar,

* Yillardir ¢oziim bekleyerek yeni ¢oziilmiis ya da
heniiz ¢oziilememis tinlii problemlerin tanitim,

* Matematige ilgi duyan grencilerin kendilerini
asmasina yardimci olabilecek problemler,

* Matematiksel kavramlar tarihi ve matematikgilerle
ilgili yazilar,

* Daha saglikli bir miifredat programini olugturmaya
yonelik inceleme, elegtiri ve alternatif oneriler,

* Matematik diinyasindan giincel haberler.

Gonderilen yazilar oldugu gibi yayinlanabilecegi gibi
biitiinliigii bozmayici bazi degisikliklerle de

yayinlanabilir. Simdilik olanaklanimiz yazarlara telif
tcreti 6demeye elverigli degildir. Bu nedenle anlayisla

‘karsilanacagimizi umuyoruz. Gonderilecek yazilarin

okunakl el yazisi veya. tercihan daktilo ile yazilmasi,
bes sayfay: gececek yazilarda bélme noktasi
belirtilmesi rica olunur. Yazilar:

Matematik Diinyas:
ODTU Matematik Boliimii
06531 Ankara

adresine gonderilecektir.
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