LA
- :”"\;

.. G
“%
g




MATEMATIK DUNYASI

. SAHIBI
TURK MATEMATIK DERNEGI

Adina
Baskan
TOSUN TERZIOGLU

EDITOR
SAFAK ALPAY

YAYIN KURULU
OKAY CELEBI, HUSEYIN DEMIR,
ALl DOGANAKSOY, ALBERT ERKIP
CEMAL KOC, CEM TEZER

YAZI iSLERI MUDURU
VAHDI BINGOL

pizai
ABDULLAH CAN

_ BASKI
ODTU BASIM ISLIGI

Matematik Dinyasi, Tiirk Matematik
Dernegi tarafindan, UNESCO'nun destegi
ile iki ayda bir yayinlkanmaktadir.
(Yilda 5 sayi)

MATEMATIK DUNYASI Gil: 1 Sayi: 2 yillik dergisinin
Milli Egitim Bakanhg Talim Terbiye Kurulu Baskanhginin
20 Haziran 1991 giin ve 660 YKD. Bsk. K.I.Sb. Md. 5386

sayili karan ile okullara tavsiyesi uygun bulunmustur.

ABONE KOSULLARI
Yurtigi yllik 50.000.-TL., Yuridisi yllik 100.000.-TL.,
Yillk abone iicrelinin Posta Ceki 522253 No.lu hesaba veya Iy Bankas
ODTU Ankara Subesi'ndeki 4229-0343587 numarali hesaba yotrilarak,
dekontun bir drneinin dergi abone adresine génderilmesi yeterlidir.

iLAN KOSULLARI

Arka kapak, tam sayfa renkli: 3.000.000.-TL.
Dergi igi, tam sayfa renkli: 2.000.000.-TL.
Dergi i¢ tam sayfa siyah-beyaz 1.000.000.-TL.
Dergi ici, yarim sayfa renkli: 1.000.000.-TL.
Dergi igi, yarim sayfa siyah-beyaz : 500.000.-TL.

ADRES
(Abone olmak igin)

Atatiirk Bulvar 95/1105
(G3kdelen Kizilay 06650 ANKARA
Tel: (4) 418 79 45, P.K.: 424 Kizilay

(icerikle ilgili)
ODTU Matematik Bslimi 06531 ANKARA

Tel: (4) 210 10 00 / 2978 - 2979

iCINDEKILER

Dortgenleri Tamyalim

Huseyin Demir 1
[ |

Malfatti Cemberleri

Cem Tezer 6

Graf Teorisi

Ali Doganaksoy 10

Cinlilerin Kalan Teoremi

Ismail $. Guloglu 17

Vieta Teoreminin Problem

- Coziimlerine Uygulanmasi

Cafer Veliev 20
T |
Sorular 26
[ e
Coziimler 27
A |
Dizin (Cilt 11) 32
S e mieaatt)



DORTGENLERI TANIYALIM (1)

HUSEYIN DEMIR

\

D ortgenler, liggenden sonra iglenen
cokgenlerdir. Bat dillerinde, icgenler
lizerine birgok kitap ve sayilan 10000 yakin
makale yazilmigtir. Dértgenler iizerinde de pek
¢ok arastirma yapilarak gok ilging ozelikler clde
edilmistir. Biz bunlardan bazilarnna deginmekle
yetinecegiz. Uzay dortgenlerini (aykin
dortgenleri) konumuzun diginda birakiyoruz.

SINIFLAMA

Herhangi ii¢ dogrusal olmayan A,B,C,D gibi
sirah dort nokta verildiginde [AB], [BC], [CD]
[DA] dogru parcalarinin birlegimine dértgen
deniliyor. A,B,C,D noktalanna kdseler, bu
dogru pargalarina kenarlar deniyor.

Koselerin alimgina gére dortgenler basit ve basit
olmayan dortgenler olarak iki smifi ayriliyor,

Basit dortgenler

Digbiikey I¢biikey

Basit olmayanlar

Kelebek dortgenlere, ¢apraz ya da yildil
dortgenler de denir. Sekilde goriildiigii iizere
basit dortgenler disbiikey ve igbiikey olmak
lizere ikiye aynhr. Digbiikey (igbiikey) bir
dortgende herhangi bir dogru dortgeni en ¢ok iki
(dért) noktada kaser. Her ikisinin de bir i ve dis
bolgesi vardir. Basit olmayan bir dortgende
komgu olmayan iki kenar kesisirler ve sekil
kelebek'e benzedigi igin kelebek adim alir,

Herhangi bir ABCD dértgeninde kenar
uzunluklanm

a=IABI, b=IBCl, c=ICDI, d=IDAI

olarak gOsteririz. Kargilikli kdscleri birlegtiren
dogru parcalanna da kdgegen denir. Bunlann
uzunluklanni da

e=IACl, f=IBDI

olarak gosteririz.

Acilara gelince pozitif 6lgiileri
A=9BAD, B=9CBA, C=4DCB,
D=9 ADC

olarak yazanz.

Digbiikey dortgenlerde baz simgeler

S =IABCDI (dortgenin alan)




Bir késegeni kenar kabul eden iicgenlerin alan,
gevrel yangap ve ig yarigaplanm Sa, Sg, Sc, Sp;
Ra, R, Rc, Rp ve ra, 1B I'c, Tp; ile
gosteriyoruz. Omegin Sa dedigimizde A
kosesinin kargisindaki kgegeni kenar kabul
eden ABD iiggeninin alam anlagilacaktir.

Bir kogesi K kgegen noktasi olan tiggenlerin
alanlan, ¢evrel yangaplan ve i¢ yangaplan igin
Sa» Sbs Sc» Sd ; Ras Rb, Re, Rg ve Iy, Ty, T, Ig
simgelerini kullanacagiz.

Basit dortgenlerin alan formiili
Kenarlan verilen bir dértgen gesitli bigimler
alabileceginden alaninin kenarlar tiirinden ifade

edilemeyecegi agik olup

ya da ¢'=B;D

_A+C
==

parametresini secelim. ¢ + ¢ =7 olup
cos2q = cos?¢’ dir.

Teorem : Kenar uzunluklan a,b,c,d, yan
gevresi u ve parametresi ¢ = Vi (A+C) olan
basit bir ABCD doértgeninin alaru i¢in

S2 = (u-a)(u-b)(u—c)(u—d) — abcd cosch )]

formiilii gegerlidir.
Ispat: 2S = S + Sc = ad sinA + besinC

=482 = a2d2 sin? A + b2 sin?C +
2abcd sin AsinC
= a2d2(1—cos2A) + b2c2(1—0s2C) +
2abcd sin A sin C
= a2d2+b2c2 — a2d2cos2A-b2c2cos?C+
2abed sin A sin C
olup,
* 1+ cos (A + B) = 2 cos2¢
= 1+ cos A cos C —sin A sin C =2 cos? ¢
kullanildifinda
482 = 2242 + b2c2 — (a2d2 cos2A + b2c2 cos2C)
+2abed (1 + cos A cos C — 2cos2)

= (ad+bc)2—(ad cosA — bc cosC)>-
4 abed cos? @

1652 =(2ad+2bc)2 —(2ad cosA — 2bc cos c)?
-16 abcd cos?o

elde edilir.

fkinci parantezde kosiniis teoremi
uygulandiginda (a2 + d2 - b2 - ¢2)2 bulunur ve
sag taraftaki iki kare farki garpanlara aynlip
kisaltmalar yapilirsa (1) elde edilir.

Simdi, aym tiir elemanlar (kenarlar, kosegenler,
acilar) arasina birtakim kogullar koyarak 6zel
bazi dortgenleri elde edecegiz.

A. YAMUKLAR

Kargilikh iki kenar paralel olan bir dortgene
yamuk denir.

Bu kenarlar [AB] ve [DC] ise bunlara taban ad1
verilir. Oteki iki kenara da yan kenarlar denir.

D c C C c D

A a B

A a

I¢biikey bir dortgen yamuk olamayacagindan
disbiikey ve kelebek yamuktan s6z edilebilir.

Digbiikey bir yamukta kargthikli oteki iki kenar
paralel olabilir ya da olmayabilir. Olmas: halinde
yamuk paralelkenar adim alir. Bunun da 6zel
halleri dikdortgen, eskenar dortgen ve karedir.

Taban acilan birbirine eg olan digbiikey yamuga
ikizkenar yamuk denir. Taban agilanndan biri dik
olana da dikyamuk adi verilir. Herhangi bir
ABCD dikyamugunda AB L BC 1 CDise [DA]
ya hipoteniis denilebilir.

Digbiikey bir yamugun alam
| atec?
S =IABCDI = [EABI + ECDI = = 3¢ j,
2 atc

oldufu gosterilebilir (Bkz. Alistirma 2).
B. DIKGEN DORTGENLER

Kogegenleri birbirine dik olan bir doérigene
dikgen dortgen deniz.



Ug simfta da dikgen doértgen var.

Teorem: Dikg ABCD < a2+c2 = b2+d2

Ispat: B ve D nin AC iizerindeki dik
izdiisiimleri B, D' ise a2 — b2 =|AB'I2-ICB’2,
d2-c2 = |AD'I2- ICD'” den dikg
ABCD < a2 +c2=b2+d2

C. KIRIS DORTGENLERI

Koseleri bir gember iizerinde bulunan bir
dortgene kirigler dortgeni diyoruz.

Sadece digbiikey ve kelebek dortgenler kirigler
dortgeni olabilir.

C
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O
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A+C=B+D (2) A=C,B=D (3)

Kirigler dortgeninde agilar igin (2) ve (3)
bafintilan sansayla digbiikcy ve kelebek
dortgenler igin gegerli olup gerek ve yeter
kosullardir.

Kirigler dortgeninde ilging bir teorem Batlamyus
(M.S. 130) teoremidir:

Teorem: (Batlamyus) Digbiikey bir kirigler
dortgeninde, karsihikli kenarlann uzunluklannin
¢arpimlarimin toplami késegen uzunluklannn
garpimina egittir.

ac+bd=ef C))

Ispat: ispatta, kenar uzunluklan a,b,c olan bir
ticgende

bc =2Rh, ®

bagintisindan yararlanacagiz. Bu amagla C den
DA ya paralel [CC’] kirigini ¢izip [DC] yi [AC']
ye tastyalim. AC'B tiggeninde (5) i kullanarak
ac= 2Rl )

yazahm.

N
e o

&

Bu sefer C den BA ya paralel [CC”] kirigini gizip
[BC] yi IAC" ye tagiyalim ve ADC” ii¢genine (5)
i uygulayalim. Su esitlik elde edilir;
bd = 2Rh” 5"
BC’ //DC” oldugu BCD ve C'AC” yaylannmn
eslifinden kolayca goriiliir. (5”) ve (5”) niin taraf
tarafa toplanmasiyla

ac+bd =2R (h' +h”)=2Rh

¢ikar. Burada h uzunlugu, paralel olan BC’ , DC”
dogrularinin uzakhiidur.

Ote yandan e = IACI = IDC’l olup DC'B iiggenine
(5) uygulandiginda

ef=2Rh

bulunur ki ac + bd = ef esitli§i ispatlanmig olur.




Batlamyus'tan ¢ok sonraki matematikgiler su
genel teoremi elde etmiglerdir :

Teorem: Basit bir ABCD dortgeninde
ac+bd =ef ©

esitsizligi gecerli olup esitlik ancak d6rtgenin
kirigler dortgeni olmasi halinde saglanur.

Bu teoremin evirtimle yapilan ispati dergimizde
yer almigtir [Cilt II, Say1 2, s. 8].

Batlamyus teoreminin en basit uygulamasi olarak
su teoremi elde edebilirsiniz:

Teorem: Eskenar bir ABC li¢geninin gevrel
cemberinin A kargisindaki yay lizerinde alinan
bir P noktasinin A dan uzaklifi, B ve C den
olan uzakliklarinin toplamina egittir.

Simdi bir kirigler dortgeninde kdsegen
uzunluklanmn e/f oram ile ilgili teoremi verclim :

Teorem: Bir kirigler dortgeninde

e ad +bc
f ab+cd

esitligi gecerlidir. (Burada sa§ taraftaki oranda
pay ve payda, ilgili késegenin uglarindan gegen
kenarlarin uzunluklarinin ¢arpiminin toplamini
ifade etmektedir.)

(7

Ispat: [BD] kosegeninii cizmekle olugan
iicgenlerin alanlan

4RSp = daf , 4RSc=bcf
olarak bilinmekte olup
4RS =4R (Sp + Sc) =(ad + bc) £

Benzer olarak

*  Acaba (4)'iin bir genellemesi olan (6)da oldugu gibi
burada da (7) nin bir genellemesi soz konusu olabilir
mi? Bu konu iizerinde Cem Tezer ¢aligmaktadir.

4

4RS =4R (Sg + Sp) = (ad + bc) e

olup her iki csitlik taraf tarafa boliinerek (7) elde
edilir.

Sonuglar: Yukanda clde edilen formiilleri
kullanarak

.2 (ad + be)(ac + bd)
ab+ cd ®)

2= (ac + bd)(ab + cd)
ad + bc

esitliklerini buluruz.

Uygulama: Batlamyus teoremini kullanarak
ticgenler iin bilinen (Camnot teoremini
ispatlayabiliriz.

Teorem: (Camot) Bir ABC ii¢geninde gevrel
merkezin kenarlardan olan yonli uzakliklan
toplamu, gevrel ve i¢ yarigaplann toplammna
esittir:

Xat Yo+ Xe=R+T ©)

(Not: Omegin A agist genigse gevrel O merkezi
tiggenin diginda ve A agisi i¢inde olup yauzakhif
negatil alimr.)

Ispat: Uggenin kenarlannin orta noktalan A, B,
C ise AC’'OB’ kiriglcr dortgenine Batlamyus
tcoremini uygulayalim.:

R
=>cx,thx.,=aR

elde edilir. Benzer olarak
aYc + CXa=bR

bxa + axp =CcR

gegerli olup tigtiniin taraf tarafa toplanmasiyla



a(Xb + Xc) + b (Xc + Xa) + € (Ya + xp) = 2uR bulunur. Boylece iddia ispatlanmig olur.

cikar. Ote yandan Sonug: Basit dortgenlerden kenar uzunluklarn

a(a+ b + X) + b (a + X+ Xo) + verilen en biiylik alanhsi kirigler dortgenidir:
€ (Xa+ Xb+ Xe) = 2uR+1) $2 = (u-a)(u-b) (u - c)(u - d) - abed cos2p
2u (Xa+1b+XC)=2u R+1) olup

¢ikar ki (9) elde edilmis olur, max S => min cos2 ¢ = cos2 p=0=

Simdi kirigler ¢okgeni i¢in Japon teoremini

yazalim. ¢=A;C=%=>A+C=n.
Teorem : (Japon) Bir kirigler A1Ap L A,
g:olsgenir_lde A kin'siflden gegen kosegenlerin O halde ABCD kirigler dértgeninin alan formiilii
f:,;‘ff;ff 'iﬂg:;“g:'g:;@j;g}ﬁm '¢ yangaplan S = {(u=@(u —b)u - O(u —d) (Brahmagupta)
(10)
olur.
ALISTIRMALAR
1. Digbiikey bir ABCD dértgeninde
SaSc = SpS4 (11)

Teoremi dortgenler icin ispatlayacagiz. Bu genel  pin gecerli oldugunu gosteriniz.
teorem tiimevarimla ispatlanabilir.
2. Taban uzunluklan a,c yiiksekligi h olan

kelebek bir yamugun alanimin (kanatlann alanlan
toplaminin)

Ispat: (n = 4) A dan gecen kdsegeni
¢izdigimizde ABC, ACD iiggenleri olusur.
Bunlara Camot esitligi uygulandiginda

2
1 a2+c

e L (12)
2 a+c

oldugunu gosteriniz.

3. Digbiikey bir yamukta

VS =/S5,+ 5, | (13)

A oldugunu gosteriniz.
Xa+Xb—Xe=R+r1B

4. Kenar uzunluklan 4,3,5,2 ve parametresi

_ ¢ = 60 olan digbiikey dortgenin alamm
Xe*Xd+Xe=R+m hesaplayimz.
S. Ardigik kenar uzunluklan V2,v7,5, x olan
Xa+ Xb+Xe+ Xa =2R +Rp+Rp bir dortgen x in hangi deger icin dikgendir?
a b -

6. Dikgen bir ABCD dortgeninde
L+Mhh+Ic+rg=c+f-u
esitligi gecerlidir. (Alasia)

Buradan rc + rp = (X)) — 2R
cikar. Oteki kosegeni ¢izmekle benzer olarak
(ra +10) = (Xx2) - 2R

Devamui say: 2'de




MALFATTIi CEMBERLERI

CEM TEZER

K onumuzu tegkil eden ¢emberleri bugiin
adiyla anmakta oldugumuz Gianfrancesco
Malfatti (1737-1807) Ferrara Universite'sinde
(Kuzey ltalya) fizik profesrii olarak galigirken
1803 yilinda yazdif1 ([6]) bir makalede §u ilging
problemi ortaya atmis:

"Herhangi bir maddeden, mesela, mermerden
yapilnug bir licgen dik prizmadan en az malzeme
ziyan olacak §ekilde ii¢ dairesel dik silindir nasil
gkanlir?”

Tabii ki bu li¢ boyutlu sunug ashinda gereksiz.
Prizma yerine, onun eksenine dik bir diizlem
lizerine dik izdiigiimii olan ii¢gen, silindir yerine
de gene aym gekilde elde edilmig bir cember
alinabilir. O zaman problem, verilen bir iiggen
igine alanlan toplami en biiyiik olacak sekilde
birbirinin "lizerine ¢tkmayan" {i¢ cemberin nasil
yerlestirilecei problemidir.

Bu eski ve elde edilmesi gii¢ makaleyi ben de
gbrmedigim i¢in, Malfatti'nin bu problem
tizerindeki ¢aligmalan hakkinda fazla bir sey
sdyleyemeyecegim. Kaynag gorenlerin,
okuyanlann (mesela [3], [S], [1], [2] gibi)
yalancist oldugumu belirterek bu hususta
bildigim birkag seyi nakledeyim: Malfatti,
s6zkonusu problemi yukarda igaret ettifimiz gibi
bir diizlem geometri problemi haline getirdikten
sonra, ¢oziimiin agikar olarak , (Sekil 1 de Y, Yo,
Yc ile gosterilen) herbiri diger ikisine digtan, genc
herbiri tiggenin ilgili iki kenanna icten teget
¢emberlerden ibaret oldugunu belirtiyor.
Malfatti, bu gemberlerin, iicgenin i¢inde nasil bir
konuma sahip olduklarim1 anlamak maksadiyla
bazi hesaplar da yaparak, sonugta igte bugiin
Malfatti gemberleri olarak andifimiz, bu yazida
bir yiizyili gegen maceralarindan birkag safhay:
nakledecegfimiz gemberleri matematik diinyasina
kazandinyor.

Az evvel syledigim gibi Malfatti'nin hesaplarim

bilmiyorum. Buna karsilik ¢agdag kaynaklarda
az taninmus bir matematikgi ([2] , [5]) olan
Schellbach'a izafe edilen bazi ilging hesaplan
okuyucuya aktarmak istiyorum. Bu hesaplarin
dikkate deger tarafi, kiigiik bir gézlemle Malfatti
cemberlerinin pergel ve cetvelle cizilebilir
oldugunu ispat edebilmeleridir.

Her zamanki gibi bir ABC tiggenine bagl olarak,
a=IBCl,b=ICAl,c=IABlve2s=a+b+c
yazalim. ABC nin igtegfict gember yancapi r
olsun. Malfatti dokusuna ait birkag gosterimi de
Sekil 1 yardimiyla sunalim: Ya, Yo Ye
cemberlerinin yangaplan sirastyla p,, Pb.. Pc,
BC, CA, AB ye teget olduklan noktalar da A; ve
Ay, By ve By, C; ve Cz olsun. Ayrnica (bu
hesaplarda degil ama sonradan kullamlmak
lizere) Yb Ve Yo, Ye V€ Yar Ya V€ Yb Nin birbirlerine
sirastyla P, Q, R noktalarinda degdiklerini farz
edelim. Nihayet

|IAB2l = IACql = u, IBCyl = IBAyl =V
ICA9l = ICByl=w
yazalim. Malfatti gemberlerinin liggen i¢indeki

konumunu bilmek igin u, v, w miktarlarin a,b,c
cinsinden hesaplamak tabii ki yeterlidir.

Sekil 1.

OdenO¢ Ay ye indirilen dikmenin ayagina K
dersek, O:OuK dik iiggeninde Pisagor
teoreminden,




IA1A,12

10,012 - 10K 12
(Pb+ P2 = (Pc — Pb)?

= 4pp P

yani

A1 Al=24pyp,

bulunur. Diger taraftan

Pp:v=r:s-b

PciwW=r:s—

oldugundan

c

|A1A2|=2 ' pbpc

_ Yvw
Ys-b)(s-c)

ve (ABC nin alanimi A ile gosterirsek)

stT=A=AYs(s—a)s—b)(s—c)

den

AA, =2 4/ == v

bulunur. IAB1l + |1AjAgl + I1A5Cl=2a

oldufundan

[s—a
v+w+2 —— =4

benzer sekilde de
wH+u+2 %zb
u+v+2 %a=c

(1

@)

3

elde edilir. Buraya kadar herkesin yapabilccegi

bir hesab yiirtittiik. Simdi zarif nokta :

sin§=f\/§

: a
S

. v .
smn=4 < sinfP =

: w . c
sin { = s siny=4/ 5

seklinde o, B, v, &, 1, { agi-miktarlarini ithal
edersek (1), (2), (3) denklemleri

sin?n+sin2{+2sinm sin{ coso. = sinZot @)
sin2{+sinZE+2sin{ sink cosP = sin2p 5)
sin2E+sin2n+2sing sinn cosy = sinZy ©)

seklini alir. Uggende kosiniis teoremi hatirlamirsa
bu denklemlerin saglanmasi i¢in yeter gart olarak

n+=a @)
C+E=P )
E+n=vy ®

alinabilir. Demek ki 26 = o + 3 + y olmak tizere
(7, (8), (9) denklemlerinden

E=c-a
M= i
{=0-y
yazarsak,
u=ssin?

v = s sin?n
w = s sin2 {

¢ikar. Bilinen a, b, ¢ uzunluklarindan s, o, B, v,
bunlardan da &, n, & ve en nihayet u, v, w
miktarlan agik bir sckilde pergel ve cetvelle elde
cdilebilir. Demek ki Malfatti gemberleri pergel ve
cetvelle gizilebilmektedir.

Bu bilgi 6nemli olmakla birlikte geometriseveri
tatmin etmeyecektir. Malfatti'nin makalesinin
hemen ardindan, matematikgiler hesaba degil,
dogrudan geometriyc bagh bir ¢izimi heyecanla
arami§. Herkesi tatmin eden tcorem J. Steiner'e
ait:

Teorem: ([7], 1826) ABC iiggeninin i¢teget
¢emberinin merkezi [, CIA, AIB liggenlerinin
igteget cemberleri Ty, ¢ olsun. Iy, I'e nin Al
dofrusu olmayan i¢ ortak tegeti ayn: zamanda 1y,

7




Ye Malfatti gemberlerinin de ortak tegetidir. ($ekil
2a, b).

Bu teoremin geometri merakhisinda yaratud, esit
miktarlarda, saskinlik, hayranlik, vecd ve isyan
hislerinin kangim ruh hali, Steiner'in bir gok
bagka eserinden de edinilebilir. Bu tecoremi daha
da dikkate deger hale getiren husus, Steiner'in
onu (herhalde ¢agdas: geometricileri gileden
c¢ikartmak icin) ispatim1 vermeden yayinlamig
olmas:. Yillarca birgok matematikgi bu teoremi
ispat etmeye galigmig. J.L. Coolidge'e [1] gore
ilk ispat Hart adinda az taninmug bir Ingiliz
geometrici tarafindan verilmis. Bu ispat,
matematik diinyasinda, Hart'in Steiner'in
zamamnda bilinmeyen bir teknik (yani evirtim)
kullandi} gerekgesiyle pek "hiisn-i kabul"
gbrmemis. J.L. Coolidge bu durumdan, bugiin
pek yakigik veremedigimiz bir "gayret-i milliyet”
ile (herhalde biraz daha Birinci Diinya
Savagr'ndan hemen onceki yillarin gerginliBi
iginde) "Eger Hart, Steiner'in milletinden
olsaydi, igler bagka tiirli olurdu!" diye yakinir.
Her neyse... Okuyucu Steiner'in meghul
ispatimin matematikgilere ne kadar dert olduunu
iyice anlamigtir herhalde. Ben Hart'in Coolidge
tarafindan nakledilen ispatini, yaziy1 yetigtirmek
telagindan pek okuyamadim. Yillarca evvel eski
ve simdi tam hatirlayamadiffim bir geometri
kitabinda okuyup, anlayamayip, sonra kendimce
birkag ilave ile elde ettigim, evirtime dayali bir
ispat1 sunmak istiyorum. Steiner'in boyle
diisiindiigii yolunda bir iddiam da hi¢ yok!

Ispat: (Sekil 2a, 2b, 2c)
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Sekil 2c.

Once By, By, P, R noktalannin gemberdes
olduklarim hatirlatalim. (Mesela, Problem 1,
[8]). Bu noktalarin iizerinde kaldi1 cember @
olsun, B, noktasi merkez olmak lizere bir evirtim
gozoniine alalim. Herhangi bir geometrik sey X
in bu evirtim altindaki goriintiistini X* ile
gosterelim; A agisinin igagortayini kile, b, Yc
nin ortak tegetini m ile gosterelim. Ispatimizin
agirlik noktast k ile @ arasindaki aginin, ACile ®
arasindaki actya esit oldugunu gostermek (Sekil
2a). Bunu yapabilirsek, AC ile ® arasindaki ag1
m ile o arasindaki agiya esit oldugundan (biitin
bu miinakasay1 bir de C agisinin agiortay igin
tekrarlayarak!) CI, Al =k, m ve AC dogrularinin
o ¢emberinin merkezine esuzaklikh olduklanni,
bu suretle de @ ve I', nin esmerkezli olduklarin
ve en nihayet hem k, hem de m nin ', ye teget
olduklanm gérecegiz (Sekil 2b). Aym
miinakasay1 bir de ABI i¢in tekrarlayarak m nin
Ty ye de teget oldugu goriilebilir; ispat biter.

Boylece yapmamiz gereken tek sey olarak k ile @
arasindaki a¢inin o ile AC arasindaki agiya
esitliini gostermek kaliyor. Evrik sekle gegelim
(Sekil 2c): AB dogrusunun evrigi olan (AB)*
¢emberinin yargapi ry, sirasiyla yp*, yo*
¢emberlerinin yang¢aplan da ry, r3 olsun. Kiigiik
bir hesapla

ICLAl=2/T 15
Q RI=2ry15
R Cil=2411,

bulunur. @* in C* dan v,* a ¢izilen dikmeyi
kestigi nokta K olsun. K C;*R* ve Bq*Q*R*
dik ti¢genlerinin benzerliginden




IKC* : IR*¥Cy* = [By* Q¥ : IQ*RH

olup, buradan

* % * *

+ BiQ IR C|

IKC,l = ‘Q* hd
QR

bulunur. Demek ki

=2AT T,

IKC1* = IC*Al

dir. O zaman Cy* merkezli IC*KI yangapl
¢ember A dan gegmelidir. Bu gember y,* a dik
olacafindan ancak k*, yani A agisinin igagiortay1
k doBrusunun evrigi olabilir. K dan k* a ¢izilen
teget v,* a, dolayistyla ABy* a paralel
oldugundan, w* lak* arasindaki agtya egittir.
Sonug olarak ® ile k arasindaki a¢1 da AB; = AC
ile o arasindaki agiya esit olmalidir.

Yazimizi, Malfatti gemberlerinin meydana
getirdiBi harikulade dokuyla daha yeni tamgmig
okuyucumuzu biraz iizerek bitirelim. Ne yazik ki
Malfatti cemberleri, asil Malfatti probleminin
¢Oziimii degildir. Hatirhyalim: Malfatti problemi
bir tiggenin igine birbirinin lizerine gikmadan
yerlesip, miimkiin olan en genis alan kaplayan ti¢
¢ember istiyor. G. Malfatti bu igin "agikar
olarak" Malfatti cemberleri tarafindan yapildifim
sOyleyip birakmug. Bir ispat yok! Boyle bir
ispatin olmadiginin ilk farkina varanlar H.Lob ve
H.W. Richmond [5]. Nedense bu ige uzun ve
aynntili makalclerinin en son ciimlesinde, o da
pek miitereddit bir ifadeyle, temas ediyorlar.
Halbuki durum gercekten sagirtic: Malfatti
cemberlerinin asil Malfatti problemine higbir
zaman ¢oziim tegkil etmedigi 1967 de M.
Goldberg tarafindan gosterilmigtir. Okuyucu igin
en giizel 6rnek tepesi "sonsuzda” yani taban
agilan 90 ar derece olan bir ikizkenar liggende
Malfatti cemberlerinin toplam alamyla (Sekil 3a)
Sekil 3b dcki gemberlerin toplam alanim
kargilagtirmak olacaktir.

CO0)

2

Sekil 3a

Sekil 3b
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GRAF TEORISIi

ALl DOGANAKSOY

II 8 inci Yiiz yilin ortalannda Konigsberg

schri Pregel nehrinin iki yakasi ve
nehirdeki iki ada tizerine kurulmustu. Bu
adalardan biiyiik olam gehrin iki yakasina ikiger
kopri; digeri de birer k&prii ile baglanmigti.
Aynca iki ada arasinda da bir k6prii
bulunmaktaydi.

B
o
o —
A

Sehir sakinlerinin cevaplandirmaya galigtif bir
soru vardi: Her hangi bir noktadan harekete
baglayip, yedi kopriiniin hepsinden bir ve yalmz
bir kez gegip, sehrin biitiin béliimlerini
dolagtiktan sonra baslangi¢ noktasina vanlabilir
mi? Bu problemin ¢oziimii olmadi Leonhard
Euler (1707-1783) tarafindan gosterildi. Euler,
problemi iizerinde daha rahatga oynayabilecek bir
sekille temsil ederek ise bagladi. Sehrin dort
boliimii birer nokta ve kopriiler de bu noktalari

baglayan egri parcalan ile gosterilirse probleme
ait gekil goyle olur:

A

Elbette bu sekli, problemin 6zelliklerini
bozmadan

c
D
Ag )
O
c B A D+ B

seklinde de gizebilirdik. Sehirleri temsil eden
noktalara diigiim kopriilere tekabiil eden egri
pargalanina da kirig adim verelim. Konigsberg
kopriileri problemi bu ¢izdigimiz sekiller dilinde
su hali aldi: Her hangi bir diigiim noktasindan
harekete baglayip, biitiin kiriglerden bir ve yalinz
bir defa gegerek, biitiin diigiimleri ziyaret ettikten
sonra baslangi¢ diigiimiine varabilir miyiz?
Boyle bir gezintinin imkansizlifim gostermeden
dnce bir iki tamm daha yapalim. Her kirigin iki
ucunda birer diiiim bulunmaktadir. Bu
diigiimlere o kirigin uglar: denebilir. Aralannda
(en az) bir kirig bulunan iki diigiime komgsu
diigiimler ve ortak bir ucu bulunan iki kirge de
komgu kirigler diyelim. Bir diiglimii ug kabul
eden kiriglerin sayisi, ugragngimiz problemde ve
bir ¢ok tartigmada 6nemli rol oynamaktadir. Bu
sebeple bu sayiya da bir isim vermek yerinde
olur. Buna (yerel) derece diyecegiz. Bu
taumlardan sonra probleme dénmeden 6nce bir
gozlemde bulunalim. Sadece Konigsberg
kopriileri problemi igin ¢izdigimiz gekilde degil,
diigiimler ve kiriglerden olugan benzer herhangi
bir sekilde bir diigiimden baglayip biitiin kirigleri
bir ve yalniz bir defa kullanarak ve biitiin
diigiimleri ziyaret edip baglangi¢ noktasina
varmak istedigimizi diigiinelim. Derecesi tck olan
bir diigiim baglangi¢ diifimii olamaz zira, buna
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bagh kiriglerden birisi harckete baglarken gikig
kirigi olarak kullamlacakuir, geriye bu diigiime
bagl ¢ift sayida kullamlmamug kirig kalacaktir.
Bu diigiimii ikinci kez ziyaret ettigimizde, buna
varmak i¢in bir kiri§ daha kullanilmig
olacagindan geriye tek sayida (yani en az 1) Kirig
kalacaktir; demek ki bu diigim harcketin bitccegi
nokta olamaz.

Ote yandan derecesi tek olan bir diigiim ara
diiglim de olamaz (neden?). O halde, problemin
bir ¢dziimii olabilmesi i¢in biitiin diigiimlerde
derecenin ¢ift olmasi gerekir. Oysa, Konigsberg
kopriileri i¢in ¢izdigimiz geklin biitlin diigiimleri
tek dereceli. Yani problemin ¢oziimii yoktur.

Simdi bir nehrin kenaninda lahanasi, kuzusu ve
kurdu ile diigtinen adamn problemine bir
bakalim. Adam kars1 kiyiya ge¢mek istiyor ama
kuzu ile lahanayt, kurt ile de kuzuyu bagbasa
birakmiyor. Karstya gegerken kullanabilecegi
kayik ise o kadar kiigtik ki, adam her seferinde
yanina ancak bir tek gcy alabiliyor. Kargimiza
¢ikabilecek biitiin halleri su sckilde

gosterebiliriz:

I AR AR AT

SR (AL AK AR

9_15;5 10% 11%‘li 12%
L K R

Baxg MYamr PSax  Yakr

Bu semalarda baglangig konumuz 1; varmak
istedigimiz konum 16. Adam, lahana ve kuzuyu
bas harfleri ile; kurdu da R harfi ile temsil

ediyoruz. Kuzunun lahanay: veya kurdun
kuzuyu yiyebilecegi istecnmeyen konumlar ise 5,
6, 8,9, 11 ve 12. Bir konumdan hangi
konumlara gegebileceimizi gosteren bir tablo
hazirlayalim.

1—59,10,11 5—1 9—1,2 139236
2—9,13,14 6—13,16 10—>13 149247
3—10,13,15 791416 11—14 15348
4—11,14,15 8—15,16 12—>16 16—»6,7,8,12

Bu tabloyu diigiimler ve kirigler kullanarak 6yle
gosterebiliniz:

T adim verdiBimiz bu sckilde, diitimler
problemin konumlann kirigler de konumlarin
hangileri arasinda gegis oldufunu
gostermektedir. Siyah diifiimler istenmeyen
konumlara tekabiil etmcktedir. Bunlan ve
bunlara bagl kirigleri silersek yeni bir T sekli
elde edilir:

10
3
2 4
13 15
14
g
16

T; seklinden de problemin ¢oziimii okunabilir:
birbirine esdeger (es uzunlukta, en kisa) iki
¢Oziim yolu vardir:
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1510351392514 -57->16

1510532152545 14->57->16

Cok bilinen bir bagka problem de 'ig ev - ig
kuyu' adiyla tamnan problemdir. Yapilmasi
istenen, tig evi su alabilecckleri kuyulara birer
patikayla baglamaktadir. Ancak kuyular zaman
zaman kuruduBundan her evden her kuyuya bir
patika bulunmasi gerckmektedir. Ote yandan, bu
evlerde oturanlar arasinda sebebi bilinmeyen bir
¢ekigsme vardir ve hig kimse kendi yolunun
kismen de olsa diger evlerde oturanlar tarafindan
kullailmasini istememektedir.

Dikkat edilirse, problemin sunulugunda evlerin
ve kuyulann konumu hakkinda hig bir gey
sOylenmemektedir. Bunlan istedifimiz sekilde
konumlandirabilecegimizi diigiinebiliriz.

Bir patika eksigi ile iig ev ii¢ kuyu problemi

Bu problemle ugragirken her defasinda ev ve
kuyu resimleri ¢izmemize gerek yoktur. Kuyulan
beyaz (i¢i bog); evleri de siyah noktalarla
gosterip, patikalan basit egri pargalan olarak
cizersek yukandaki sekil su daha basit gelir:

Yine diigiimler ve kiriglerden olugan bir gekil
elde ettik. Son ¢izdigimiz sekil, probleme bir
¢oziim getirmemektedir. Bu sekille ugragmak
yerine problemi en bagindan cle alalim.

Patikalann kesismesine aldirmadan, li¢ kuyuyu
evlere baglayarak problemi goyle temsil cdelim:

P

fleride anlagilacak bazi scbeplerden bu sekle

K3 3 adin veriyoruz. Problemimizin son ifadesi
su; K3 3 seklini diizlemde, diigiimlerin
konumlann ve kiriglerin seklini degistirerck, her
hangi iki kirig kesigmeyccek tarzda gizebilir
miyiz? Evlere A, B, C kuyulara dal1,2,3
isimlerini vererek tekrar gizelim K33 U.

A B C
1 2 3

Diiggiim ve kirigleri nasil ve nerede gizersck
cizelim, (1,4), (4,2), (2,B), (B,3), (3.C) ve
(C,1) kirisleri ard arda gelecck ve 'kapalt’ bir
egri tammlayacaktir. Bu kapal efriyi soyle
gizelim:

B
K3 3 nasil gizilirse gizilsin, bu kirigler dizisi
daima bir kapali ¢gri tammlayacaktir. Bu
scbeple, bu son elde edilen gckil problemin en
genel haline denktir. Simdi ¢izilmesi gercken li¢
kirisimiz daha var: (A,3), (8,1) ve (C,2).
Yukandaki kapal egri diizlemi iki kisima ayirdu:
i¢ bolge ve dig bolge. (Zaten ispatin ézii de bu
noktada toplaniyor. Kendisini kesmeyen ve
kapali her siirekli egrinin diizlemi iki kistma
ayirmasi noktasinda. Boyle egrilere ait bundan
bagka ozellikler de kullanacagiz. Dogrulugunu
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kabul edecegimiz bu dzelliklerin ispatina
girismeyecegiz.) Yeni gizilecek her kirig bu
kapal egrinin iki noktasin birlestirecektir. Bu
kirig eger daha dnce ¢izilmis kirigleri
kesmeyecekse (ug noktalan harig) ya tamamen ig
bdlgede ya da tamamen dig bolgede yerlesmis
olacakur. (A,3) ve (B,1) kiriglerini ele alalim.
Bunlann ikisi birden i¢eriye veya ikisi birden
disanya, birbirlerini kesmeden, gizilmez.
Gencllik bozulmadan (A,3) iin igeride, (B,1) in
de disanda olduBunu diisiinebiliriz:

1 1

B B

K3 3 diizlemde (C,2) kirigi ihmal edilerek
¢izildiginde yukandaki iki sekilden birine
(topolojik olarak) denk olacaktir. Sira geldi (C,2)
kirisinin yerlegtirilmesine. Her iki sekilde de
(B,1), (1,A), (A,3), (3,B) kirislerinin kapali bir
egr tammladifins; birlestirilmesi gereken 2 ve C
diigiimelerinin birinin bu egrinin ig bolgesinde
digerinin de dig bolgesinde kaldigim gériiyoruz.
Yani (C,2) kiriginin daha 6nce ¢izilmig bulunan
kiriglerden birini kesmeden ¢izmek miimkiin
degildir. Boylece 'ii¢ ev - li¢ kuyu' problemini
istenen tarzda yollar ¢izilemeyecegini gostercrck
¢bzmiis olduk.

Buraya kadar ii¢ problem ele eldik: 'Konigsberg
Kopriileri', 'Adam, Lahana, Kuzu, Kurt' ve 'Ug
Ev-Ug Kuyu' problemleri. Birbirinden ¢ok farkl:
yapidaki bu problemlere ¢oziim ararken
kullandigimiz ortak scy diifiim ve kiriglerden
olusan bir takim gekiller oldu. Boyle sckillere
graf ad1 verilir. Bu yazimizda graflan tammlayip
temel 6zelliklerini vermeye calisacagiz. Cok
cesitli sahalara uygulanma imkan olan graflan
inceleyen matematik kuramina Graf Teorisi adi

U

verilmektedir. Bu teoriye ve uygulamalarina
zaman zaman sayfalanmizda yer verip, hangi
alanlarda nast kullanildiklarini ve bunlann
kullanimiyla nasil ilging sonuclara
ulagilabilccegini géstereceiz.

Simdiye kadar sdylediklerimizi géz 6niine
alarak, bir grafin ne oldugunu ifade edelim.
Diigim ad: verilen noktalar ve bunlan birbirine
baglayan kirig adin1 verdigimiz cgri paralarindan
olusan bir gekle graf diyoruz. Diigiim yerine
kdse veya tepe; kiris yerine de yay veya dal da
denmektedir. Kullamg amacimiza uygun olarak
biitiin diigiimlerden olusan V ile biitiin
kiriglerden olusan E kiimelerinin ayn ayn sonlu
veya sonsuz olmasina izin verilebilir. Biz, en
azindan bu yazimizda, her iki kiimenin de sonlu
olmalan sartin1 koyacagiz. Yani graf dedigimiz
zaman daima diigiimleri ve kirigleri sonlu sayida
olan bir graf anlayaca@iz. Bir grafta V kiimesinin
bog olmasi ¢ok anlamsizdir. Bu sebeple, V nin
her zaman en az bir elemam oldufunu kabul
edecegiz. Ote yandan E kiimesi bos olabilir.
Tammlanimiza gore, bir G grafimn, birlikte
disiiniilen V ve E kiimelerinden meydana
geldiBini soyleyebiliriz. Yani, Vve E
verildifinde G grafint G(V ,E) seklinde
yazabiliriz. Burada V, grafin diigiimlerini; E de
bu digimlerin nasil baglanacagim gosterir. K3 3
omeginde oldugu gibi, diizlemde gizilirken
kiriglerin kesismesinden kaginamadigimiz haller
olabilir. Bu durumda diigiimleri diger kesigim
noktalarindan ayirdedecek sekilde ¢izmek
gerekir. Bir grafin iki diigtimii arasinda hig kirig
olmayabilecegi gibi, bir kirig veya daha fazla
sayida kirig de olabilir. Iki diiiim arasinda en az
bir kirig varsa bunlara komgu diigiimler; ortak bir
diiglimleri bulunan kiriglere de komsu kirigler
denecegini daha &nce soylemigtik. Peki, bir
dugiim kendisiyle komsu mudur? Eger diigiimi
kendisine baglayan bir kirig varsa elbette bu
diiftim kendisiyle komgu olur. Ama genel
olarak, her diigiim kendisine dogal olarak
komsudur diyemeyiz. Bir diitimii kendisine
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baglayan bir kirise, scklinden dolay, ilmek
denir.

a diigiimii kendisiyle komsudur
e kirisi bir ilmektir ve
a disinda hig bir diigiim kendisiyle komsu
degildir.

Bazi hallerde ilmeklerin bulunmasi veya iki
diigiimiin birden ¢ok kirisle baglanmig olmasi
sorun ¢ikarabilir. Bu haller i¢in, sorun
¢ikarmayan yani ilmegi ve iki diiiimii arasinda
en ¢ok bir kirig bulunan graflarla sinirh kalmak
gerekir. Boyle gruplara basit graflar denir. Bazi
kitaplarda graf tamm1 dogrudan dogruya basit
graf olarak verilir ve o zaman da iki dugimui
arasinda birden ¢ok kirig bulunan graflara 6zcl
bir isim verilir: multigraf.

Bir diigiimdeki kiriglerin sayisina (yerel) dercce
diyoruz. Eger v, bir G grafimn bir digimi isec,
v deki derece L(v) ile gosterilebilir. Lmax ve
Lmin ile G grafimn derecelerinin i¢inde en
biiyiigii ve en kiigiigii gosterilir. Bir G grafinda
diigiimleri saymak kolaydir, ancak kirigleri tck
tek saymaya kalkigirsak igimiz ¢ok kolay

olmayabilir. Omegin asafidaki grafta diigiimler 7

tanedir ama kirigleri saymaya kalkismak pck
akillica gériinmiiyor.

Fakat sunu biliyoruz ki her kirigin iki ucu vardir

__ocros N

ve bu uglann her biri bir diigiime baglanmstir.
Her diigiimdeki kiriglerin sayisin1 toplarsak,
biitiin kirisleri ikiger kez saymig oluyoruz. Yani,
biitiin diigiimlerdeki derecelerin toplami, Kirig
sayisimin iki katina esittir. Bunu soyle yazabiliriz:
Bir G grafinda n diiiim ve e kenar bulunsun.
Diigiimler kiimesi

n
V={Ve..,vp} ise 2e= Y L(vy olur.

i=1

Bunu yukandaki grafa uygularsak

L(vy) = 10, L(v2) =6, L(v3) = 5, L(vg) =35,
L(vs) =3, L(vg) =6 ve L(v7) =7

oldugundan2e=10+6+5+5+3+6+7=
42 = e = 21 elde edilir. Biitiin lokal dereceleri
aym olan graflara diizgiin (regiiler) graflar denir.
Lokal dereceler hep r ise graftan, rli diizgin
graf olarak bahsedilir. [Vl = n olan birr—1i

diizgiin grafta [El=e = —;— nr olacag agikca

goriiliir. Asagida 6 sar noktal 3-1ii diizgin
graflara iki 6rnek verilmigtir:

K3 3 de diizgiin grafur. Tek sayida diifiimii olan
bir graf r-li diizgiin ise r-nin ¢ift olmasi
gerektigini goriiyoruz. Yani, s6z gelimi, 7
noktal bir 3-lii diizgiin graf yoktur. Daha genel
olarak n diigiimlii bir r-li diizgiin graf igin r ve n
nin en az biri ¢ift olmalidir.

Bir grafta dcrecelerin toplaminin, kirig

sayistmin iki kati oldugunu gosterdik. Yani
L(v1)+L(v2)+...+L(v,) toplam1 her zaman ¢ift bir
sayidir. Tek sayida tek sayimin toplami yine tck
say1 oldugundan, yukandaki toplamda yer alan
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tek sayilann ¢ift sayida olmasi gerektigi anlasilir.
Yani, bir grafta derecesi tek olan olan
diigiimlerin sayisi ¢ift olmak zorundadir. Bunu
teorem olarak yazabiliniz :

TEOREM 1. Her grafta, derecesi tck olan
diigiimlerin sayist gifttir.

Su ana kadar, diinya tizerinde yagamis olan
biitlin insanlan diigiinelim. Her insan 6mrii
boyunca diger insanlarla zaman zaman el
sikismaktadir. Elbette hig kimse kag kere ¢l
sikigmig oldugunu bilemez. Hatta ift sayida
veya tek sayida el stkigmig oldugunu dahi
bilemez. Ancak, yukaridaki teoremimizi
kullanarak, su ana kadar yagamg olan insanlarin
icinde tek sayida el sikigmug olanlarin sayisinin
¢ift oldugu sonucuna variriz.

Bir grafta yalmz bagina kalmig diigiimler
bulunabilir. Yani, ne kendisine ne de bagka
diigtimlcre komsu olan diigiimler bulunabilir.
Diger diiglimlere kiismiis boyle diigiimlere izole
diigiimler denir. Asafidaki grafta a diigiimii bir
izole diigiimdiir.

a
O
O\@O

Biitiin diigiimleri izole olan bir grafa da bog graf
ad1 verilir. Dikkat edilirse bir grafin bos olmasi
kirigler kiimesi E'nin bog olmasi manasini
tagimaktadir. n diigiimlii bog graf Oy, ile
gosterilir.

Bir grafin diiiim kiimesinin bog olmasina izin
vermiyoruz. Buna izin verseydik, V= @
oldugunda E = @ olmas1 da kagimlmaz olacaktu.
O zaman da boyle bir grafa (bos olmasindan da

Bir yanda hig kirigi olmayan graflar varken,
diger yanda da biitiin diigiimleri birbirinc bagl
graflar vardir. Herhangi iki diigiimii komsu olan
basit graflara tam graf dcnilmektedir. Yani bir
tam graf, iki diifiimii arasinda en fazla bir kirig
olmasi ve hig ilmck bulunmamasi sartlan ile
miimkiin olan en ¢ok sayida kirigle donatilmig
grafur. Diigiim sayisi n olan bir tam graf K, ile
gosterilir.

LA K

ki ks

Gteye), bombog graf diyccektik.

K, grafi tabii olarak (n—1)-li diizgiin graftir ve
% (n—1) kirige sahiptir.

Baz graflarda diiglim kiimesi bog olmayan Gyle
alt kiimelere pargalanabilir ki, her bir pargaya
diigen diigiimler kendi aralannda komsu
olmazlar. Omegin asaghdaki G grafim ele
alalim.
v, Vo p&
V4

Vs

Goriiliiyor ki, (v1, v2, v3} {v1,v5,v2} ve

{v1,vg} kiimelerinde yer alan diiZiimler kendi
aralannda komgu degildir. Bir grafin diitim
kiimesi bu sekilde pargalanabiliyorsa ve bu
parcalanmalar icinen az t kiime gerekiyorsa
grafa t-parcali denir. Omegin, yukandaki G grafi
icin bir bagka pargalanma {vy, v3} {v2, vs}

{v4, vg} {Vv4, ve} dir ama bu halde parcalamay1
4 kiime ile yaptik. G kiimesi bu sekilde
parcalandifinda en az 3 altkiime kullanmak
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gerekir, yani G, 3-pargalidir. fki pargal ve
miimkiin olan en fazla sayida kirisi olan bir basit
grafa 2-pargal tam graf denir, ve bdyle bir graf
Kp,q ile gosterilir. Burada p ve q diigim
kiimesinin pargalandi kiimelerin diigiim sayilan
dir. O halde Kp,q 6yle bir graftir ki, bir tarafta p
tane; diger tarafta da q tane digim
bulunmaktadir. {ki diitim egecr ayni taraftaysa
aralaninda kirig yoktur, eger ayn taraftalarsa
aralaninda tam bir tane kirig vardir. Tanimlardan
anlagildih iizere K3 3 bir 2 - pargali tam graftir.

NM
mm

kys k3.4
Bazi 2-parcal tam graflar

K} q grafinda diigiim sayisi p + q olacaktir. Kirig
sayisinin pq oldugu da hemen gosterilebilir.
(Kirig Dizileri)

Bir G grafinda kirislerden meydana gelen
stralanmug bir diziyi goz 6niine alalim. Omegin
asapidaki G grafi igin e €3 €7 ¢¢ €3 bdyle bir
siralanmug dizidir. Eger ardigik kenarlarin bir
ortak ucu varsa bdyle bir diziye “gezinti" denir.
Omegin e; e3 es g €4 €3 bir gezintidir. Bu
gezintide e3 kirisi iki kere kullarilmaktadir.
Boyle bir halin olmadi1, yani bir kirigin en fazla
bir kere kullamldi gezintilere dolagim diyoruz.
Yukandaki grafta e3 ez €] e4 €6 €5 bir
dolagimdir, Bu sefer her 1 kirig bir kez kullanuld:
fakat baz1 diigiimler iki defa ziyaret edildi. Buna
da izin verilmezse; yani her diigiim en fazla bir
kez ziyaret edilirse dolagima yol diyoruz. Bir
gezinti veya dolagim bagladi®1 noktada biterse
kapali olarak nitelendirilir. Bir yolda her diitim
bir kereden fazla kullamlamiyordu. Hareketin

baglangig noktasinda bitirilebilmesi amaciyla bir
istisna yapilirsa ortaya bir kapal yol veya devre
¢ikar. Kapali dolagima Euler dolagimi da
denmektedir. Bir grafta biitiin kiriglerin ve
diigiimlerin kullanildi bir Euler dolagimi varsa
yani grafin kendisi bir Euler dolagim ise, grafa
bir Euler grafi deniz.

€ 2

€3

€s
€4

€g €7

Her hangi iki diiglimii arasinda bir yol bulunan
graflara baglantih graflar denir. Baglantil
olmayan graflara bir 6mek, izole diigiimleri olan
bir graftir. Asagidaki graf da baglantisiz bir
grafur. Baglantisiz bir grafta, baglantih olan
maksimal pargalara grafin bilesenleri denir.
Bilegenlerin sayisini da c ile gosteriyoruz.
Boylece, baglantih bir grafta c = 1 olur.

H o

Konigsberg kopriileri problemine geri
doniiyoruz. Buraya kadar gelistirdiimiz
terminolojiyle problemi soyle ifade edebiliriz.
Asagida verilen graf Euler grafi midir?

Problemi tartigirken vardifimiz sonug, bir grafin
Euler grafi olabilmesi i¢in biitiin diigiimlerinin
¢ift dereceli olmas: gerektigi idi. Bu gart ayni
zamanda yeter garttir.
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TEOREM: Baglantil bir grafin Euler grafi
olabilmesi igin gerek ve yeter sart biitiin
diigiimlerdeki derecclerin gift olmasidir.

TEOREM: Baglanuh bir grafta sadece iki
dugiim tek dereceli; digerleri gift dereceli ise, tek
dereceli diigimlerin birinden baglayp digerinde
bitecek gekilde bir dolagim vardir.

Bu teoremler yardimu ile diizlemde verilen bir
seklin, kalem kagittan kaldinlmadan ve cizilen
¢izgilerin lizerinden gitmeden cizilip,
¢izilmeyecegi tayin edilebilir, Asafida verilen
sekilleri ele alalim.

48 @ &

Bu sekillerden hangilerini kalemi kagittan
kaldirmadan ve ¢izdigimiz cizgilerden tekrar
gegmeden gizebiliriz? Once bu sekilleri, diifim

OLIMPIiYAT

ve kirigler daha belirgin olacak sekilde tekrar

giziyoruz.
G G G3 Gy

Gi—de tek dereceli iki diigiim vardir. Bunlarin
birisinden baglayip digerinde duracak sekilde,
bu sekil gizilebilir Go— ve G3 de biitiin diigiimler
¢ift dereceli oldugundan, her iki sekilde her
hangi bir noktadan baslayip, yine orda duracak
sekilde cizilebilir. G4 de ise tek dereceli dort
diigiim oldugundan bu sekil ¢gizilemez.

Devamu sayi 2'de

CINLILERIN KALAN TEOREMI

ismaiL §. GULOGLU

E ski Cin bilgelerinden Yih-Ling (Olimi
717)'den bize kadar gelebilen

problemlerden birinin bugiinkii matematik

dilimiz ve gosterim tarzimizla ifadesi sudur:

x=1 (mod 2)
X=2 (mod 5)
X=5 (mod 6)
X=5 (mod 12)

kongriians denklemlerinden olugan sistemin
ortak ¢oziimleri kiimesini bulunuz!

Yukandaki problemde x tamsayist x=5 (mod 12)
sartm saglarsax =5 (mod 6) vex=1 (mod

2) denklemleri de saglanmisg olacag: i¢in soru

x=2 (mod 5)
X=5 (mod 12)

denklemlerinden olusan sistemi ¢ozmege denktir.

Bu yazimizin konusu olan meshur Cinlilerin
Kalan Teoremi bu sistemin en az bir ¢6ziimii
oldugunu ifade eder.

Cinlilerin Kalan Teoremi: Mi; M2, ... ; Mg
ikiger ikiser aralarinda asal pozitif tamsayilar ve
aj, ay, ..., ax herhangi tamsayilar ise

x=aj (mod mj)
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x=a; (mod my)

x=ag (mod my)

kongriians denklemlerinden olusan sistemin bir
ortak ¢oziimii vardir.

Ayrica x tamsayist bir ¢oziim ise y tamsayisinin
da bir ¢oziim olmas igin gerek ve yeter sart
M=mj.my....migin

x=y (mod M)

olmasidir; ozel olarak verilen sistemin
0 < x <M kogullarina uyan tam bir tane ¢oziimii
vardir.

Bu teoremi anlamanizi saglayacak ve ispatint
yapmanizi kolaylastiracak bir kag ipucu verclim:

(i) my, my, ... , my sayilarimin en kiigiik ortak
kat: M oldugu i¢in teoremin, ¢oziimiin tekliZi
hakkindaki ikinci kisminin dogrulugu kolayca
goriilebilir.

(ii) aj, a;+my, a;+2my, ..., a3 + (mz — Hmy
sayilan my modiiliine gore farkh kongriians
simiflanndadirfar (Nigin?). Su halde

a; +imj =ap (mod mp) olacak gekilde bir icin
0, 1,..,my vardir. x; =aj +1imy dersck,
X1, X] + mymy, X1 +2mj my, ..., X1 +
(m3-1)m;m; sayilan m3 modiiliine gore farkli
kongriians siniflanndadirlar (Nigin?) Su halde
X = X1 + j mymg = a3 (mod m3) olacak sckilde j
tamsayist vardir ve

X7 =23 (mod m3)
X2=X1 =2 (mod m»y)
X2 =X =23] (mod m)

denklemleri saflanir. Artik ispat1 tamamlamayi
okuyucuya birakabiliriz.

Diger bir ispat fikri gu gézleme dayamr:
Herhangi bir (ap, a, ..., a) i¢in ¢éziimiin
varlig1 problemi (1,0, ...,0), (0, 1,0, ..., 0),
.., (0,0, ... 0, 1) 6zel durumlarinda ¢dziimiin
varhifina indirgenebilir, yani her i=1, ..., igin

x;=1,(mod m) ve x;=0(mod m;), j#i
olacak gekilde bir x; tamsayisi bulunabilirse,
X = a1X] + axx2 +... + dk Xk

sayisi verilen sistemin bir ¢oziimii olur.

Diger taraftan m; ve M; = —Ir\ni =mqm2 ... Mj_]

1
m;,1 ... M tamsayilan aralannda asal olduklan
icin um; +vM;=1 olacak sckilde u ve v
tamsayilar vardir. x;=v . M; dersek x;=1

(mod m;) ve x;=0 (mod m;), j # i elde edilir.

Cinlilerin Kalan Teorcmi bazi ozelliklere sahip
uygun tamsayilarn ve tamsayl dizilerinin
varligini gostermek igin akillica kullamlabilir.
Zaman zaman olimpiyat sorulan arasinda da
bdyle uygulamalara rastlaniyor.

Ornek 1: Her biri uygun bir tam saymin
karesine boliinebilen 1000 tane ardigik tamsay1

var midir?

Bir tamsayinin karesine béliinebilme, bir asal
saymin karcsine boliinebilmeye denk oldugu i¢in
problem p?| (N+i), i = 1, ..., 1000 olacak
sekilde p; asal sayilan ve N tamsayisimn
bulunup bulunamayacagim sormaktadr.

Sonsuz tane asal say1 oldugu i¢in 1000 tane
farkl1 asal say1 bulabiliriz. Bunlan

P1. P2, --- » P1000 ilc gosterelim ve

mi=p% i=1,.., 1000 diyelim. Asikir olarak
m; sayilan ikiger ikiger aralannda asaldirlar ve
dolaysi ile Cinlilerin Kalan Teoremine gore

x=-1
x=-2

(mod m1)
(mod mjy)

x=-1000 (mod mjqpo)

denklemleri saglanacak sckilde birx =N
tamsayisi vardir. N+1, N+2, ... , N+1000
ardigik tamsayilannin her biri bir tam sayiun
karesinc boliiniir.

30. Uluslararas1 Matematik Olimpiyatlan'nda
(1989) su soru sorulmustur:
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Ornek 2: Her pozitif n tam sayisi i¢in hig biri sistemini saglayan en kiigiik pozitif tamsayiyi
uygun bir asal sayinin kuvveti olmayan n tane bulunuz. Bu 6mekten harcketle Cinlilerin Kalan
ardigik tamsayimun bulundugunu kanitlayin, Teoreminin daha genel olarak nasil ifade ve ispat

d'l ‘l L) d.- ,e .e . .
Ve dnerilen ¢6zim su idi: N = [(n+1)!)2 + 1 cdilcbilecegini diisiiniiniiz

diyelim. Elbette herj e (1,2, ..., n} icin 14j Ahstirma 2. m ve n pozitif tamsayilar, d ve e
say1st N+j nin bir bdlenidir. Uygun bir jicinN+j  sirasiyla bunlann en biiyiik ortak béleni ve en
bir p asal sayisinin kuvveti olsa I+4j=p’ve kiigiik ortak kat1 olsun. a ve b tamsayilar olmak
N+j=p* olacak sekilde r ve s pozitif tamsayilan  iizere

bulunur. r < s dir. N+j = (14j) + (n+1)!)2 ve

P+ D!? oldugunda pr+li(14j) elde ederiz X~ 2 (Mod m) ve x=b (mod n)

ki bu miimkiin degildir. Su halde N+1, N+2, ... denklemlerinin bir ortak ¢0ziimiiniin bulunmas:
» N+n ardigik tamsayilan istenen kosulu igin gerek ve yeter sart

saglayan bir dizi olustururlar,
a=b (mod d)
Cinlilerin Kalan Teoremi'nden istifade ile soyle e
bir goziim de verebiliriz: olmasidir. Eger bir ¢6ziim varsa, 0 < x <e
l N kosulunu saglayan tam bir tane ¢6ziim vardir.
Bir tamsayimin bir asal saynin kuvveti olmamasi

demek cn az iki farkli asal béleni bulunmasi Ispatlayin
demektir. 2n tane farkl asal say1 alalim. Bunlan Problem 1. Her n pozitif tam sayist icin ardigik
P1, P2, P3, ..., p2n ilc gosterelim ve Oyle n tane tamsaynin bulunabilecegini gosterin

ki bunlann her biri i¢in onu béliip digerlerini
bdlmeyen bir tamsay: bulunsun.

mi=p2i-1p2i. i=12,...,n

diyelim. m; sayilan ikiser ikiser aralarinda

asaldirlar. Cinlilerin Kalan Teoremi'nden REablem 2 2 V?’ d posz.tamsayllar olsun,
Ardigik terimleri arasindaki fark 2d ve uzunlugu
N=-1 (mod m;y) nolan ve tck sayilardan olusan Oyle bir
N=-2 (mod m»y) aj, a, ..., ay aritmetik dizisi var midir ki, her
J€ {1,2,...,n}i¢cinbu dizinin j-inci terimi
N=-n (mod my) a;,'yi bolen, diger terimleri bdlmeyen j tane asal

. say1 bulunsun.
olacak sekilde bir N (pozitif) tam sayisinin . SR

bulundugunu biliyoruz. N+1, N+2, ... , N+n Iste size zor bir problem:

istenen 6zelliklere sahip bir dizi olur.
4 Problem 3. Uygun n pozitif tamsayisl icin

Bu yaziy1, konuyu ne kadar kavradigimzi 2"+1 sayisimin asal oldugunu biliyoruz
anlamaniza ve uygulamadaki becerinizi tamimanz (n=1,2,4). Acaba k pozitif bir tamsay1
ve geligtirmenize vesile olacak alistirma ve olmak tizere (k . 2%+ 1)ne N dizisinin terimleri
problemlerle tamamlayalim. arasinda muhakkak en az bir asal say1 bulunur

mu? Bagka bir deyigle (k . 2"+1)¢ N dizisinin
hi¢ bir terimi asal say1 olmayacak sckilde birk
2x=3 (mod 5) tamsayisi var midir?

3x=4 (mod 7)
5x=2 (mod 11)

Algtirma 1.

Iyi caligmalar!
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ViETA TEOREMININ PROBLEM
COzUMLERINE UYGULANMASI

CAFER VELIEV

V ieta teoremi bir ¢okterimlinin (polinomun)

kokleri ile katsayilan arasindaki bagintilan
ifade eder. Once ¢okterimlilerin bazi 6zelikleri
tizerinde kisaca duralim.

Gergel ya da (karmagik) x degiskeninin
P(x)=ap* + ap_ X + . +apx+a

seklinde olan bir fonksiyonuna, x degiskeninin
cokterimlisi (daha dogrusu ¢okterimli fonksiyon)
denir. Burada

ne Nveay, ay, ..., an € CTdir. ap, ay , ...
P(x) ¢okterimlisinin katsayilar: olarak
isimlendirilir. a, # 0 oldugunda bagkatsay: adini
alir ve n sayisina P(x) cokterimlisinin derecesi
denir.

yan

P(x) =0 denkleminin ¢oziimiine P(x)
cokterimlisinin kokii denir.

Teorem: P(x) ve Q(x) herhangi iki cokterimli ve
Q(x) # 0 olsun. Bu halde oyle bir tek S(x) ve
R(x) cokterimlileri vardur ki

P(x) = S(x) Q(x) + R(x) egitligi dogrudur ve
burada R(x) in derecesi Q(x) in derecesinden
kiigiiktiir. Eger burada P(x) ve Q(x)

" cokterimlilerin katsayilar: gergel ise S(x) ve R(x)
in katsayilari da gerceldir. Eger P(x) ve Q(x) in
katsayilari rasyonel sayilar ise S(x) ve R(x) in
katsayilari da rasyonel sayilardir. Eger P(x) ve
Q(x) in katsay:lar: tamsay:larsa ve buna ek olarak
QO(x) in bag katsayist I ya da -1 ise, S(x) ve

R(x) in katsayilar: da tam sayilardir.

Q(x)=x—a olsun. Bu halde

P(x)=(x-2a)S(x)+r, r=P(a)

dir, yani P(x) gokterimlisi x — a ikiterimlisinc
boliindiigiinde kalan P(a) dir. Buradan §oyle bir
sonug ortaya ¢ikar : P(x) ¢okterimlisinin x — a iki
terimlisine boliinebilmesi i¢in gerck ve yetcr
kosul a sayisinin P(x) in kokii olmasidr.

Eger P(x) ¢okterimlisi (x — a)¥ cokterimlisine
béliiniirse, ancak (x — k)k*1 gokterimlisine
béliinemezse a sayisina P(x) ¢okterimlisinin k
katl1 kokii denir. Cokterimlinin koklerinin
tiimiinii yazarken, bir kok kag katli ise o kadar
tekrarlayarak ifade edilir.

Cokterimliler cebrinin esas teoremi agagidaki
gibidir:

n 2 1 dereceli her ¢okterimlinin en az bir
karmagik kokii vardir.

Bu teoremden de goyle bir sonug gikar.

n 21 dereceli her ¢okterimlinin n karmagik
kokii vardir. P(x), n inci dereceden bir ¢ok
terimli, xJ, X2, ..., Xn onun kokleri ise
P(x) = ap(x-x,)(x—x3) ... (X — xp) kurali
gecerlidir.

Vieta teoremi ve onun tersi agafidaki gibi ifade
edilebilir.

Diyelim ki P(x) = apx™ +an_1 x™1 + ... + a1x+ag

cokterimlisinin kokleri xq, X2 , ..., X
saytlandir. O halde
ah-1
x~l+X2+...+xn=— a s
n
_ -2
xle+XIX3 +...+Xn_1xn—— a »
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a3
a

XIXZX:;"‘ X1X2Xy +..+ xn_zxn_]xn= —
n

ndp
X1X 2, ooy Xp=(-1) ™
n

yazilabilir ve tersine Xy , X3, ..., X, sayilan igin
yukandaki esitlikler dogru ise, bu halde

X1, X2, ... , Xn sayilan P(x) ¢okterimlisinin
kokleridir,

Ikinci derece iicterimlisi igin Vieta
teoremi ve tersi asagidaki gibi ifade olunur.
Eger x ve x saydart x2 + px + q ligterimlisinin
kikleriise x) + x3 = —p, x; X = q dur ve
tersine x| ve xz sayiarriginx; + xp = -p ,

X] X2 = q olursa, x; ve x; sayilari ¥ + px + q
ugterimlisinin kokleridir. Bu teorem okullarda
matematik derslerinde ispat edilir.

n = 3 hali: Efer x4, x5, x3 sayilan
P(x) = X3 + px2 + qx + r cokterimlisinin kokleri
ise,

X] +X2+x3=—p
Xyx2+x1X3+x2x3=¢q
X]Xp2X3=-r
esitlikleri ve bu ifadenin tersi dogrudur.
Ispat: x; , x5, x3 P(x) in kokleri isc
P(x) = (x —x1) (x - x2) (x - x3)

olur. Bu yaziligtaki parantezleri ¢arparak
asafidaki sonug elde edilir.

P(x) = x3 —(x] + X5 + x3)x2
+ (X1X2 + X1X3 + X2X3)X — X]1X2X3.

P(x) in bu ifadesini P(x)=x3 + px2+ qx +r
ifadesi ile kargilagtinrsak istenilen csitlikler
bulunur.

Tersine, x1,x2,x3 sayilar i¢in Vieta tcoreminin
ifadesinde verilen esitlikler dogru ise

PX)=x3+px2+qx+r
=x3 - (X] + X2 + x3) x2 +
+ (X1X2 + X1X3 + X2X3)X — X]1X2X3
= (X = X)X = X2)(x — X3)

yazabiliriz ve P(x;) = P(x2) = P(x3) =0 dir,
yani xi, X2, x3 sayilan P(x) in kokleridir.

Simdi Vieta tcoreminin, bazi aligtirmalann
¢Oziimiine uygulanmasina bakalim,

Bu ahgtuirmalann bir kismi olimpiyat
problemleridir.

Problem 1. Koklerinden biri (3 + \/5_)/2 sayisi
olan tam katsayili ikinci derece denklemini
kurunuz.

Coziim : ikinci derece denkleminin ikinci kokii
olan x2 sayisi dyle olmahdir ki, hem

X2+ (3 + \'5)/2 hem dec X2 (3 + \E)/Z sayilan
tamsayilar olsun. Béyle bir say1 (3 + V5)/2
sayisinin "eglenigi” olan (3 - B sayisidir.
Kokleri xq = (3 + V5)/2 ve x2 = (3 - V5)/2 olan
ikinci derece denklemi goyle olur:

p=-(x1+x)=-3, q=x1x2=1;
x2_3x+1=0.

Problem 2. u = (3 + V5)12  icin
W =218 + 303 — 1042 - 7u + 4 ifadesini
hesaplayiniz.

Coziim : (3 + \JE)/z nin beginci kuvvetini
hesaplamak zor oldugu igin bu sayinin sagladig
x2 - 3x + 1= 0 denkleminden yani u2 = 3u— 1
den yararlanacagiz. Bu yolla u3, u ve uSiu ya
gore dogrusal olarak ifade edebiliriz.

w=uZ u=Bu-Du=3ul-u
=u@Bu-1)-u=8u-3,

u =wdu=Bu-3)u=8u2-3u
=8Bu-1)-3u=21u-8,

w=utu=Qlu-8u=21u2-8u
=21(3u—-1) - 8u=55u-21.
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uS—2u4 +3u2-10u2-Tu+4 =55u-21
—2Q1u-8)+3Bu-3)-10Cu-1)-Tu+4=0

9
3+ 75\ (3-»/3)
——| +|77 | saysmn

Problem 3.( 3

tamsay: oldugunu ve 3 e boliindiigiinii
ispatlayiniz.

3+Y5 ’ B=3—{§

dzum: o= olsun.
¢ 2 2

Bilindigi gibi o ve P sayilan x2-3x+1=0
denkleminin kokleridir. Yani 02 =30 -1,
B2 = 3B - 1 dir. $imdi a, = a™ + f",
n=0,1,2,... dizisine bakalim.

ap=2

a1 = 3

ay =02+ B2=Ba— +3BB- 1) =3(a+P)-ag

3ap4] — an = 3(amt1+p+) — (om+pn)
=a"(3o— 1)+ B3R-1)

=on. o2+ fn. p2
=qnt2 4 Bn+2

yani
ap+2 = 3an+1 —an

dir. ag = 2, a; = 3 tamsayilar olduBundan,

an+1 = 3an4+] — ap indirgeme bagintisina gore,
biitiin a, ler tamsayilardir. Diger taraftan a, =3
diir ve 3 e boliinebilir. Buna gore a3z=3az—aj
de 3 e boliinebilir ve tiime vanm yontemini
uygulayarak, az,-1 3 ¢ boliindigiinden

asn 4+ 1 = 3an — axy-1 de 3 ¢ bolindr. Yanin
tek say1 ise a, 3 € boliincbilir. O halde agda3 ¢
boliinebilir.

Problem 4. a, = [(2 + V3)r—(2 - V3)nji2 V3
veriliyor. an, n 20 degerlerinin tamsayi
oldugunu ispatlayiniz. a, sayisinin 3 e
boliindiigi biitiin n leri bulunuz.

Coziim : u=2+V3,v=2—v3 olsun;
ap=(@U"=v")/2V3. u,vsayilan x2-4x+1=0

denkleminin kokleridir, yani u2=4u -1,

v2 = 4v — 1 dir. Bu denklemlcrden yararlanarak,
ticiincii dmekte oldugu gibi, ap42=4an+1-an
bagintis ispatlanabilir. Burada ilk birkag terimini
clde edclim.

ag=0,a;=1,a,=4,a3=15,a4 = 56,
as =209, ag = 780,...

ap sayllannin 3 ¢ boliinmesiyle ortaya ¢ikan
kalanlar sunlardir :

0=0,n=1,rn=1,n=0n=2r5=2
rg = 0,...

Yani
an42 = ap4] — ap (mod 3) icin kalan

Inel—Tn efer Tpy1 2 0 ise
rn+2=[ ;
In+1-Tn+3 €fer Tny1—rn < 0Oise
dir. Bu kuraldan
rek=10=0, Tek+1=T1 =1, Teke2 =12 =1
rek3=13=0, Teksa =T4 =2, ek +5=15=2

ve tek=nRk=Tro=r3 =0 clde edilir. Boylece
3 e boliinen n lerigin a, de 3 e boluntir.

Problem 5. 3 — 6x2 + ax + a ¢okterimlisinin
Xy, X2, X3 kokii

(x1=3P + (x2-3P +(x3-3P =0
denklemini sagliyorsa, a sayisini bulunuz.

Cozimii : x =y + 3 konumundan sonra
cokterimli agafidaki sekli alir:

Pi(y) =P(y+3)=(y+3P-6(y+3)%+aly +3)+a
=y +3y2+(a-9)y+ (4a-27).

Vieta teoremine gore, y1 = X1 —3,y2=X2-3,
y3 = x3 — 3 ve P1(y1) = P1(y2) =P1(y3) =0
olmak lizere

yi+y2+y3=-3, yiy2+y1y3+y2y3=a-9,
y1yay3 =27-4a
dir.
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v +3y2+(@-9y+@a-27)=0
denkleminden
yi3+y2 +y3¥=-3(n2+y2k +y3d) +
(O —a)(y1 +y2+y3) + 3(27 - 4a)
yazabiliriz.
Y12+ y12+y32 = (y1 + y2 + y3)2
= 2(y1y2 + Y1y3 + y2y3)
ve
Y2y +y3? = (- 3P +x2- 3P+ (x3 - 3P3=0
oldugunu kullanarak
-3(27-2a) + (9-a)(-3) + 3(274a) = 0
ve a =-9 buluruz.

Problem 6. a, b, ¢ tamsayilar ve a>0 olduguna
gore ax? + bx + c tigterimlisinin (0,1) araliginda
iki farkli kokii varsa a > 5 oldugunu ispatlayiniz.
a =5 oldugunda yukaridaki kogula uyan bir ¢ift
b, ¢ sayist bulunuz.

Coziim : Kabule gore katsayilan tamsay1 olan
P(x)=ax2+bx +c ligtcrimlisinin a katsayisi
pozitiftir, ve kokleri farkli olup (0,1)
aralifindadr :

O<xj<xp<1, b2—4ac>0.

Vieta teoremine gore

|
Plc

TR

yani

O<c<a, b<O0dr Digertaraftana> 0 ve
X1, X2 € (0,1) oldugundan P(1) =a+b+c>0
ve dolayisiyla

a+c>-b>0, @+cy>b2, (a—c)2>b2—-4dac>0

bulunur. a, b, ¢ nin tamsayilar oldugunu
hatirlarsak b2 —4ac > 1 ve (a—c)2> 2 buradan
da a-c22 eclde edilir. a <4 oldugunu

varsayarsak a, c ¢iftinin alabileccgi degerler.

)a=4,c=2; 2)a=4,c=1,3)a=3,c=1

olabilir. (a— c)2 > b2 - dac > 0; esitsizliginden
sunlar bulunur:

D4>b2-32>0, 36>b2>32;
2)9>b2-16>0, 25>b2>16;
3)4>b2-12>0, 16>b2> 12.

Yukandaki ¢ esitsizligin, tamsayilar kiimesinde
¢Oziimii yoktur.

Demek ki a 2 5 olmalidir. a = 5 oldufunda
1)c=3, 4>b2-60>0, 64>b2>60;
2)c=2, 9>b2-40>0, 49>b2>40;
3)c=1, 16>b2-20>0, 36>b?2>20.

Ugiincii esitsizlikten b = — 5 ¢6ziimii bulunur.
5x2-5x + 1 =0 tigterimlisinin kokleri olan
(5-5)/10 ve (5+ V5)/10 sayilan (0,1)
aralifina aittir.

Problem 7. xj, x3, X3 sayilari

x1+x2+x3:a , i+i+l_=l
Il x2 X3 a

denklemlerini saglasin. xj, x,, x3 sayilarindan
en az birinin a ya egit oldugunu ispat ediniz.

Coziimii : Ikinci denklemden
X1X2 + X1X3 + X2X3 = XX9X3 /2

buluruz. §imdi kékleri xy, x5, x3 olan
tcterimliyi kuralim :

pP=-(x1 +x2+x3)=-a,
q=X1X2+ X1X3 + X2X3 = X1X2X3/a =—La

P(x)=x3+px2+qx+r=x3—ax2—iax+r

=(x—a)(x2—:—ri)
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Buradan P(a) = 0, yani ¢okterimlinin
k&klerinden birinin a olduBu elde edilir.

2. Céziim yolu : x3 # a oldugunu
varsayalim. xj + X2 + X3 = a olduundan

X1 +x2#0 dir.x;+x2+X3=a denkleminden
X3 sayismi x; ve X2 cinsinden ifade edip

denklemi ile birlikte gézoniine alalim.

a[x1Xx2 + x3(x1+X2)] = X1X2X3 ;

a[x) X — (a— (x1 + X)) (X1 +xp)] = X1Xg(a{x1+x2)
aZ-a(x1+x2) + X1x2=0, (x; —a)(xp—a) =0
Yani x1, x; sayilanndan en az biri a ya esitlir.

Problem 8. x3 + y3 + 23 — 3xyz  ifadesini

carpanlara ayiriniz.

Cozumii : Kokleri x, y, z olan

P(t) = 3 + pt2 + qt + r cokterimlisine bakalim.
t=x,t=y,t=zigint3 +pt2 +qt+r=0
olduguna gore

B+y3+2+p2+y2+29)+qx+y+2)+3r=0,
W+y3+23 +3r=—p(x2+y2+22)—qx+Yy+7)
dir. p, q, r yi x, ¥, z cinsinden ifade edersck

x3+y3+z3—3xyz=(x+y+z)(x2+y2+7,2)
—(Xy+xz+yz) (X +y+2)
= (x +y+2) (x2+y2+ 22— Xy - X2~ y7)

bulunur.

Not: Dikkat ediniz ki

x2+y2+22—xy—xz—yz=[(x -y + (y-7)?
+Z-x72220

dir. Eger x,y,z20 olursa

x3 + y3 + 23— 3xyz 2 0 olur. x=3Va, z=3b,

z=3c konumunu yaparsak, bilinen

a+b+c23Vabec
esitsizligini clde edcriz.

Problem 9.x 20,y 20,220 ve
x+y+z=1oldugunda

3~

0<xy+xz+yz—2xyz <
esitsizliklerini ispat ediniz.

Coziimii : Soldaki esitsizlik kolaylikla ispat
olunabilir :

Xy + Xz + yz — 2Xyz =Xy (1-2)
+xz(1-y)+yz=20

Kokleri x, y, z olan ¢okterimli

P(t) =t3 + pt? + qt + r = (t-x)(t-y)(t-2)

dir. Burada Q= Xy + Xz +yz ,r=—Xyz V€
dolaysiyla

Xy +yz+2zXx—2xyz=q+2r

dir. fkinci esitsizligi ispat etmek igin q +2r < -7%
oldugunu gostermek yeterlidir.

1

1
e < —
2,z_2 olursa

I)XS%—, y<

3 {/ abc <a+b + c esitsizligini de kullanarak

e

g+&r ., 1 L 7 <l
2 “63+8 327 At a5
yazabiliriz.

2) X, ¥, z sayilarindan biri 1 den biiyiik olsun.
(x=20,y20,z20vex +y+z=1oldugundan
X, Y, z say1lanndan ikisi aynm anda % den
biiyiik olamaz). Bu halde

-l

J<o

ve
q+2r 1 1 1.7
5 Sgr AYAETTHEH
bulunur.
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Problem 10.
x+y+z=1
2+y2+22=3
Py +D=1
denklem sistemini ¢oziiniiz.
Coziimii : Kokleri, x, y, z olan gokterimliyi
diglinelim. p=—-(Xx+y+z)=-1,
q =Xy + yz+zx = [(x+y+z)2 —
(x2+y2+22))2=-1
PO)=t3 -2 —t+r;r=—xyz
Heniiz sabit terim belli degil. x, y, z sayilan
P(t) = 0 denkleminin ¢6ziimleri oldugundan, bu
sayllar i¢in 1> = t2 + t—r denklemi dogrudur. O
halde
P =28=22+t-)=0(+1)- n2
=2 +t-0(t+1)-m
=B+2+ (-1 (t+1)-n2
=2+t-r+2+(1-Dt-r—n2
=GB-Dt2+2-nNt-2r
sonucunu t=x,t=y,t=z icin kullanarak
X3+ ¥ + 25 = (3-1)(x2+y24+22) + (2-1)(x+y+2)-6r
yada
1=G3-103+@2-r1-6r; r=1.
buluruz. Béylece
PO=B-C—t+1=(-1)2@t+1)

olur. P(1) = P(-~1) = 0 dir ve 1, P(t) nin iki kath
bir kokiidiir. Demek ki sistemin ¢6ziim kiimesi
{(1,1-1), (1,-1,1),(-1,1,1)} olacaktir.
Problem 11. (x-yP + (y—-zf + (z—xp
ifadesini ¢arpanlarina ayiriniz.

Coziimil : x—y=u,y-z=v,Z-X=Ww
konumunu yaparsak u + v+ w =0 olur.
Kokleri u, v, w olan ¢okterimliyi kuralim:

PO =3+qt+r1, q=uv+Vvw+wu, r=—uvw.
t=u,t=v,t=wigin 13 =— (gt + r) oldugundan
=128 = — (qt + 2 = — qt3 — n2 = q(qt+1)-n12

veE

B=-r2+q%+qr

u+v3+wI = —r(u24v24w2)+q2(u+v+w)+3gr
=—r(u?+v2+w2) + 3qr
= uvw(uZ+vZ4+w2)-3(uv+vw+wu)uvw

2 2 2
=uvw{u2 +V2_'_W2_3(u+v+w) —éu +v +w6]

yazilabilir. Boylece

5 2 2 2
=7uvw(u +v 4+w)

olur. Yani

(x=y)P+(y-z)3+(z—x)°
=% (x=y)(y-2)(zX) [(x=y)2+(y-2)?+(z-x)?]

=5(-y)y-D)(z-X)(x2+y+22-xy-—X2-yz)
bulunur.
Problem 12. x, y, z pozitif sayilari xyz > 1,

x+y+z<ia Lyl ecirsizliklerini
X'y z

sagliyor. Bu sayilardan birinin I den kiigiik
oldugunu ispat ediniz.

Coziimii : Kokleri x, y, z olan ¢okterimli
PO=@-x)t-y)(t-2)=0C+p2+qt+r
olsun. Varsayimimiza gére

X,¥,2>0, -r=xyz>1,

_ Xy+yz+zx _ g
P=X+y+zZ < e

» q>pr

dir. Demek ki
PD)=1+p+q+r>1+p+pr+r=(1 +p(1+1)
olur. —r > 1 oldugundan 1 + r < 0 dir. Diger
taraftan -p=x+y+z>33xyz>3>1 den
1+p<0veP(l)=(1+p)1 + 1) > 0 yani
(1-x)(1-y)(1-2)>0dir. Bu esitsizlikten x,
¥ Z nin pozitif sayilar olmasin ve xyz > 1
kosulunu saglamasim kullanarak bu sayilardan
birinin 1 den kiigiik, ikisinin ise 1 den biiyiik
oldugunu goriiriiz.

Dilimiz tiirkgesine Okay CELEBI tarafindan
cevrilmigtir,
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SORULAR
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ALISTIRMA SORULARI
AS51. U ve V noktalarinda kesigen o ve [3

¢emberleri verilmig olsun. U noktasindan gegen
degigken birk dogrusu & ve B gemberlcrini
sirasiyla E ve F noktalannda kessin. (EF] dogru
pargasinun orta noktasinin geometrik yerini
bulunuz...

AS2. a, b, ¢c>0o0lmak lizere

ax+by+cxy =a+b+c
by+cz+ayz =a+b+c
cz+ax+bzx =a+b+c

denklem sisteminin X, y, z = 0 olacak gckilde
bir tek ¢oziimii oldufunu gosteriniz, bu ¢ziimii
bulunuz.

AS3. Bir ABCD kirigler dortgeninde [AD] ve
[BC] kiriglerinin ortadikmeleri AC ve BD
kOsegenlerini sirasiyla E ve F noktalannda
keserse EF nin AB yc paralel oldugunu
gosteriniz. (H. Demir)

A54. 1, x, x2 sayilan bir liggenin kenar
uzunluklann temsil edcbilecek sekildeki biitiin x
gergel sayilarini bulunuz. (H. Demir)

ASS. Her biri diger ikisine dik li¢ birim yan
caph gemberin iigiiniin dc i¢inde kalan noktalarin
teskil ettigi bolgenin alamm bulunuz.

(H. Demir)

. aBCik

. SHE=(HE}2

 tek ¢oziimii vardir! .

Bu sayida yer alan problemlere ait ¢éziimlerin
1 Mayis 1993 tarihinden énce elimizde olacak gekilde
gonderilmesi gerekmektedir

YARISMA SORULARI

Y51. Odaklan F, F olan bir elips iizerinde FP
ve FP' paralel olacak sckilde alinan dcgisken P
ve P' noktalanndan elipsc gizilen tegetlerin
kesigme noktalannin geometrik yerini bulunuz.
(H.Demir)

Y52. Bir ABCD tegctler dortgeninde [AC] ve
[BD] kosegen dogru pargalannin orta
noktalannin ve igteget cemberin merkezinin
dogrudag olduklarim gosteriniz. (H.Demir)

Y53. 2332192171 in 1000 ile 5000
arasinda bir ¢arpani oldugunu gosterip, bu
carpami  bulunuz.

Y54. Yan gaplanry, rp, 13 olany;, Y2, 13
gemberleri ,

rny={0,A1}

BN = {0, A}

N NY2= {0, A3}

olacak ve O noktast AjA2A3 iiggeninin iginde
kalacak sekilde kesistikleri takdirde

1 1 1 _1 1 1
b+
r1+r2+r3—d] +d2+d3

oldugunu ve esitlifin ancak AjA2A3 licgeninin
eskenar ve

rn=n=rn

olmasi halinde miimkiin oldugunu gosteriniz.
(C. Tezer)

Y5S. Bir ABC liggeninde agirlik merkezi G
olsun. GA, GB, GC dogrulan tliggenin cevrel

¢emberini sirasiyla Ave X, Bve Y,Cve Z
noktalarnnda keserse

IGAl |GBI+IGCI_
IGXT " IGYI " 1GZI

3

oldugunu gosteriniz.

Céziimleri gonderirken liitfen su noktalara dikkat ediniz :

1. ller sorunun ¢éziimiinii ayri bir kagida, okunakli ve
anlagilir bir bigimde yaziniz.

2 Kdgidin sag iist kogesine adimz-soyadimzi adresinizi,
ve sgrenci iseniz okulunuzu ve sinifimizi yazimz.
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DEGERLENDIREN: CEM TEZER

“

Adl. Bir ABC dik tiggeninde [BC)
hipoteniisii, Dy, D2, D3, D4 noktalanyla eg bes
pargaya bolinmiigtiir. [AD;] =d; (i=1,2,3,4)
olmak tiizere,

d2 + d? + d32 + dy2

toplamin a = IBCl tiiriinden hesaplayiniz,
(Hazirlayan : Bahri Unal)

Coziim : AD;D3 ve AD;Dy iiggenlerinde
kenarortay teoreminden sirasiyla

2 2
1 (a a 2. 12
5 (g) +2(§) —d2+ d3

13a2 a2 2 . A
: (.5_) +2 7) =d?4d2

bu denklemleri toplayarak da

df+ d§+ d§+ di: gaz

bulunur.

A42. Kenar uzunluklan IABI = bV2, b = [BC|
olan dik bir dértgende [CD)] iizerine digtan bir
yangember ¢izilmigtir. Yay tizerindeki bir P
olmak iizere PA, PB dogrulan CD yive F
de keserse

ICE2 + IDFI2 = ICD?
oldugunu gésteriniz.
(P. Fermat)
Coziim: PA, PB dogrulan CD yi sirasiyla E,F

noktalaninda kesmekte. Yangemberin merkezini
O, P den CD ye indirilen dikmenin ayagimi Q ile

gosterelim. Gosterimde bir kolaylik olmak iizere

x = IQFI, y = IFCl yazalim. < COP agisinin da

Oliisiinii o jle gosterclim. Diger bir kolaylik
olarak b= V2 yani IABI = ICDI = 2 alahm.,
Boylece

X X _y __x+y _ l-ooso

P Ginoe Y2 sint +V2 sinot + Y2
buradan da
e (1 —cosa) Y2

sina + V2
bulunur. Buradan da

1 —cosa) Y2
IDFI=2—y=2—(—&
sinot + Y2

benzer sekilde

(1 —cosa) V2

sinot + Y2
bulunur. Bu suretle

ICEl =2 -

v2 4(1-cosa) V2

ICEl *HDFI’=8-8— .
sint +¥2  sinot+ V2

buradan da

1+cos2u=2—sin2a=(ﬁ+sinoc)('(7—sina)

gozoniinde tutularak
ICER2 + IDFI2 = 4 = ICDR2
bulunur.
' 2 3 9 9 9
esitliini kamtlayiniz,
(Ramanujan)

Coziim (!):  Okuyucu bu satirlarda bir
¢Oziimden ziyade, bir yanligliklar komedyasi
bulacak. Bir kere hemen igaret edelim ki biiyiik
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matematik¢i S. Ramanujan'a (1887 -1920) ait
olup, aslinda

Veil3-si5 =45 -5+ 45
'\/4'\/;‘5 3 Y9 Vo*tVo

seklinde olan denklemi biz

6/ 3/[3 31 _3f4 3[2 31
W/4\/;‘5V§‘V9‘V9+V§

olarak yayinlamigiz. Sadik ve cilekes
okuyuculannmiz yanhg veya eksik basiimig
problemlerle ugragmaya alistk oldugundan bu
beyan o kadar sagirtici olmayabilir. Sonra, bir
¢oziim bulup yayinlamak zamam gelince (zaten
gecikmis sayilan yetigtirme telag: icindeydik !)
perisan problem dosyamizda bu denkleme ait
esas metinden bagka bir kayut, bir ¢bziim v. b.
olmadigim gérdiim. Kendim bir ispat vermeye
caligirken 6nce basim hatasin buldum ; arkadan
da "dogru" sunun da yanlig olabilecegini
diisiinmeye bagladim.

S. Ramanujan bu denklemi bir problem olarak
Journal of Indian Mathematical Society'de (cilt
11, sayfa 199) yayinlamig. Ortadogu Teknik
Universitesi kiitiiphanesinde bu dergini 26.
cildinden 6ncekileri bulunmadi igin, bu bilgiyi
ve denklemi ben Ramanujan'in yayinlanmig
biitiin eserlerinin toplandif1 "Collected Works
of Srinivasa Ramanujan" (G. H. Hardy, P. V.
Seshu Aiyar ve B. M. Wilson'in editorligi
altinda, Chelsea Publishing Company, New

York 1962, ilk basim 1927) adl kitapta buldum.

Ramanujan'in problem seklinde yaynladigi
30-40 kadar denklem biiyiik ilgi gormiig,
taninmig, taninmamig birgok matematik¢i ¢6zim
gondermig. Hayretle gordiim ki ¢oziildiigtine
dair bir kayit olmayan ¢ok az sayida problem
arasinda bizimki dc var !

Denklemin dogru olmadif s6yle goriilebilir:

Denklemin sag ve sol taraflanm sirasiyla Xs, ve
Xso scklinde gosterelim. Kolaylik olarak

2,3 yerine sirasiyyla a ve b yazalim.
Arti miktarlar iizerinde galisacagimiz igin kuvvet
ve (art1) kok alma iglemlerini serbestge
kullanacafz.

Hemen
al_a+1 as+1 b
Xsa= 2 ) Ta+l
b b“@+1)
buradan da

—

1
3. — 3
X ,=X,)3=
= > (a3+ 3a2+ 3a+1

3 1
= 3
(3+3 4+3%)

1 1—_ a-1\1

1+a+az)3_(a13—1)3
1
—a-13(V2-1)7

bulunur. Ramanujan’ 1n egitliginin dogru olmasi
icin gerek ve yeter sart

18 18
Xsa = Xso

dir. Simdi

2
=64 7-240 3
=1+100 2—80;\/:

diir. Diger tarafdan

x®=d2-1)°
=4—6.2;V:+15.2%—20.2+15.%/:—6V;+1
5.3 2 43 Vs
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Demek ki Ramanujan' in denklemi dogru
olsaydi

1+100 ¥ 2 -80 V:=-35+24;V;+3 Vo

olmast veya

83V4-76V2-36=0

olmaly, yani 3vZ, 83y2 — 76y2 _ 36 =
denkleminin bir kékii olmalidir ki, bunun
imkansiz oldugunu biliyoruz,

Teorinin tatmin etmedigi okurlan da rahatlatalim :
Ali Doganaksoy bilgisayarla
sa~ 0.638.., Xso ~ 0.549 degerlerini buldu.

A44.Bir ABC iiggeninin kenarlan iizerine
distan BCXX’, CAYY’ ABZZ’ kareleri
cizilirse alanlar igin

IXYZ =1X'Y'Z

esitlifini gosteriniz.
(Hazirlayan : H. Demir)

Coziim: Bir UVW tiggeninin alamini [UVWI ile
gosterelim. (Aslinda yonlii alan kullanmak
gerekiyor. Biz liggenin hig bir agisinin 45° den
kiiciik olmadi$1 en basit hali aliyoruz.) Her
zaman ki gibi a = IBCl, b= ICAl, c¢= |ABI
yazarsak

IXYZl = IABCHIBCXHICAY+ABZI+IXYCI
+HYZAI+IZXBI

_IABCI+ (a + b’ +c)

| a(b\/_ ) sin (_- 0
+ 7b(c ¥Z) sin (_4_-A)
+%c(aﬁ) sin (5T"_B)

ve benzer sekilde de

IX"Y'Z = IABCHBCX' HICAY’HABZ I+IX"Y'Cl
+Y'Z'AI+1Z'X’BI

= |ABCl + %(a2 +02+ D

+%(a‘{7)b sin (if_._C)
+%(b 12) csin (%—A)

+%(c‘17) a sin (—5‘-:1— B)

bulunur ki, bundan da
IXYZl = 1X'Y'Z
olduu asikardr.

A45, Bir ABC iiggeninde [BC] kenanmin
orta noktasi Dy a gore simetrik iki nokta D ve
D’ olsun. Bu noktalardan gegen d ve d’
dogrulan CA ve AB kenarlan E,F,E',F dec
kessin. EF* ve E'F dogrulannin, BC yi Dg a
gore simetrik iki noktada kestiklerini gésteriniz.
Coziim: EF’ N (BC)} =(Y} ve E'FN(BC}={Z}
olsun. ABC ii¢cgeninde EF, E'F’ dogrularina
nazaran Menelaus teoreminden sirastyla

EC FA DB

I-?.AFBDC1

EC FA DB

FA FB DC
gene ABC liggeninde EF, E'F dogrulanna

nazaran Menclaus tcoreminden sirasiyla

EC FA YB

=1
EAF'B YC

EC FA 7B _
EIA FB K:

Bulunur. Bu denklemlerden,

oldugu da hatirlanarak kolayca

YO &
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elde edilir.

Y41. [AB] ¢aph bir gemberin AB ye K
noktasinda dik bir [CD] Kirisi giziliyor ve [BD]
yayinda bir P noktasi alimyor. PK
dogrusunun gemberi kestigi difer nokta E ve
PANCD=F ise [EKI<IAFl oldufunu
gosteriniz.

(P.Erd0s)

Coziim: Cemberin yangapini R ile, < PAB
aqisimin Slgiisiini de o ile gosterelim. Sunusu
kolaylagtirmak maksaduyla,

x =KEl

y =IFAl

u = [PKI

v=[PH

q=IAKI

yazalim. Kolaylikla

y + v =2R cosa

__q
COos O

yazilabilir. Aynca K nin gembere gore
kuvvetinden

xu=q(2R-q)

ve AKP iiggeninde kosiniis teoreminden
u2=(y +v)2 + g% -2q(y + v) cos o
bunu ilk denklemle birlegtirerek de

u2 = 4R2 cos? o + q2 — 4Rq cos? o
veya

u2= (2R - q)2 cos2 o + ¢2 sinZa.

elde ederiz. Boylece

22 @ ¢ (R-q’
yoRET T 2 2 7. 2
oos‘®e (2R—q)"cos“o.+ q“sino
ve nihayet
2
2 2 4 tan” o
y =% =§ 20

5 2 s 9
(2R - @) “cos 0L+q281n o

bulunur. Esitligin ancak ve yalmz q=0 yani
K = A halinde miimkiin oldugunu belirtelim.

Y42. Asagidaki denklemi saglayan m ve 1l
pozitif tam sayilanni bulunuz :

N+2'+..+n'=m2

Coziim: Denkleminn=1,m=1 ve n=3m=3
scklinde iki basit ¢oziimii oldugunu igaret ettikten
sonra bagka bir ¢oziim olmadi kolayca
goriilebilir : n = 2,4 hallerinde 1! + 2!+ 34..4n!
in tamkare olmadigini biliyoruz. Digier taraftan da
n =5 igin, 1!+2!43!+...+n! sayisinin onlu
yazilimda son hanesi daima 1 142143144145!=33
in onlu yazihmda son hanesi olan 3 olmalidrr.
Halbuki hicbir tamkare tamsaymun onlu
yazilimda son hanesi 3 olamaz.

Y43. Bir ABCD paralclkenarinda [AB]
tabanina paralel bir dogru [AD] ve [BC]
kenarlanm E ve F noktalannda kesiyor. G,
[AF] iizerinde segilmig herhangi bir nokta olmak
iizere, CGNAB=P ve DGNEF=Q isec
PQ // BC oldugunu gosteriniz.

Coziim: FAB iicgeni ve PC dogrusuna
Menclaus teoremi uygulanarak

PA CB GF _

PB CF GA

gene EAF tiggeni ve QD dogrusuna Menelaus
teoremi uygulanarak

DE OB B g

QF GA DE

bulunur. Bu iki denklemden

CB _ DA
CF DE
kullanilarak
PA _DE
PB DF

buradan da PQ nun AD ye paralcllifi clde edilir.

Y44, Asagidaki 5 x 7 lik 1zgara lizerinde sadece
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saga ve agagiya hareket edebilen bir nokta A dan
yola gikip B ye varacaktir. Her kavgakta saga

veya agad esit olasilikla ydnelen bu noktarun P
den gegme olasilif1 nedir.

P+q
q

) ile verilir. Bu durumda, A dan B ye
. 12
giden yollarin sayisi . =792, P ye giden

9
yollann sayis1 da (5) = 126 olur. Ancak, A dan

Coziim : p x q boyutlanndaki bir 1zgarada sol
ust kogeden, sag alt koscye, yalnizca saga ve
asag yonelerek giden yollarn say1si tabii ki

A

B

B ye giden bir yolun P dcn gegme olasilif
126

705~ 0.159 degildir. Zira bu yollanin se¢imi esit

afirlikh degildir. Omegin, 6nce iist kenan sonra
da sag kenan takip eden yolun secilme olasilif

1
32’

yolun segilme olasilig1 ﬁ dir. Bu goz 6niine

alinarak hesap yapilirsa A dan B ye giden

Once sol kenarn sonra da alt kenan takip eden

yollarin P den gegme olasilift —%— olarak

bulunur.

Y45. i ag1 ortaylan [AD], [BE), [CF] olan bir
ABC ii¢geninde <EDF =90° isc A agis1 kag
derecedir.

Coziim : IBCl = a, ICAl = b, IABI = ¢ yazahm.
<BAC agisinin Slgiisiinii de o ile gosterelim.
A noktasini baglangi¢ noktast alarak vektor

gosterimiyle,

ﬁ.z_:c_b_c
w0 a+cC b+cB b+cC

c(b-a) b

“@+ob+9 " brcC

ayn sekilde de

St_r_n. bc-a) _c
H=F- D bt o BIEC

bulunur. Boylece, B.B = ¢2, C.C=b2, B.C =
be cos o da kullanilarak, kiigiik bir hesapla
2 2
DE. DF = zb - .
(b+c)@a+b)a+0

A

A= (22 +2bc)cos o — (b2 +c2— 2a2)
buradan da
b2 + ¢2 — a2 = 2bc cos o

hatirlanarak

_ 1
Cos O = 7

yani
a=120°

cikar.
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Sayin Okurlarimiz,

Matematik Diinyasi, bir 6nceki sayi ile iki
yilint tamamladi. Bu iki cildi kapsayan cilt
kapaklan hazirlanmistir. Cilt kapaklar igin
posta ¢eki hesabina 20.000.-TL.
yatirdiklarinda, isteyen abonelerimize,
kapaklar dnimiizdeki sayi ile birlikte,
postalanacaktir.

ilk iki cildin sayilari (on sayi) tanesi
10.000.-TL. karsiliginda satisa
cikanlmistir. Bu sayilan edinmek isteyen
okurlar, tutarini posta ¢eki hesabina
yatirip agik adreslerini bildirdikleri
taktirde, istedikleri sayilar adreslerine
postalanacaktir.

Matematik Diinyasi, 1993 yili abone
ticreti 50.000.-TL. tane satis fiyat1 ise
15.000.-TL. olarak saptanmistir. Abone
olmak isteyen okurlarin, banka aracilig
ile 6demeleri yapmalar halinde dekont
ve adreslerini Matematik Diinyasi
adresine géndermelerini 8nemle rica
ederiz.

Saygilanmizla

4 D

\ y,

Fiat1 15.000.-TL.

YAZARLARA

Dergimiz matematige Ilg! duyan herkesi yazar
kadrosunda kabul etmektedir. Yayinlanacak
yazilann matematik ile ilgili olmasi disinda
herhangl bir kisitlamamiz yok. Fikir vermesi
agisindan su konulan sayabiliriz:

Konu sunuslan,

Matematiksel dUslncenin degisik
alanlardaki uygulamalarnini vurgulayabilecek
yazilar,

Yillardir ¢6ztim bekleyerek yeni ¢6zulmils
ya da henlz ¢éztilememis Unld
problemlerin tanmitimi,

Matematige ilgl duyan 8grencilerin
kendilerini agsmasina yardimci olabilecek
problemier,

Matematiksel kavramlar tarihi ve
matematikcilerle ilgili yazilar,

Daha saghkli bir mufredat programimni
olusturmaya ydnelik inceleme, elestiri ve
alternatif énerller,

-

Matematik dinyasindan glincel haberler.

Génderilen yazilar aynen Yaymnlanabilecegi
gibl butinligit bozmayacak bazi
degisikliklerle de yayinlanabilir. Simdilik
olanaklanmz yazarlara telif licreti 5demeye
elverisil degildir. Bu nedenle anlayisla
karsilanacagirmizi umuyoruz. Génderilecek
yazilann okunakli el yazisi ya da tercihan
daktilo ile yazilmasi, bes sayfayr gececek
yazilarda bdlme noktasi belirtiimesi rica
olunur. Yazilar :

Matematik Diinyas:
ODTU Matematik B3liimil
06531 Ankara

adresine gbnderilecektir.
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