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MATEMATIK DUNYASI’'NDAN

Yazi Kurulu

m

Bu say1 ile dordinci yayin yihna
baghyoruz. Ilk ug cildin gerceklesmesinde emegi
gecen herkese ve ozellikle Yazi Kurulu’ndan
aynlan ODTU ogretim iiyeleri Okay Celebi,
Cemal Kog ve Cem Tezer'e deferli katkilan
igin tesekkur ederiz. Cemal Kog bu akademik
yih Dogu Akdeniz Universitesi’nde gegiriyor
ve Matematik Dunyasinin yavru vatan tem-
sileisi.  Yaz Isleri eski midirimiz Vahdi
Bingol ve ODTU Basim Isligi’nin caliganlarn
ile Abdullah Can’a da tesekkiir ederiz. Mate-
matik Diinyasi'min gerceklesmesi ve yasamasi
icin maddi ve manevi desteklerini esirge-
meyen Hitit Kitabevi sorumlusu Sayin Va-
hap Erdogdu ve A & C Kitabevi sorumlusu
Saym Cemal Alpdogan’a tesekkiirii bir gorev
saylyoruz. Matematik Diinyasma katkida bu-
lunan herkese ve &zellikle ODTU Matematik
Bolumii 6gretim elemanlarma tegekkiir et-
mek isteriz. Kammzca, Matematik Diinyasi,
ODTU Matematik Bolimi ogretim eleman-
larinin katkilar1 olmadan gergeklesemezdi. Yeni
donemde siz okurlarimizin daha fazla katkida
bulunacagini umuyor ve bekliyoruz. Matematik
Dunyas’'min yazim iglerini ger¢eklegtiren Saymn
Zehra Oner Tuglu’ya ne kadar tegekkur etsek
azdir. Yazi Kurulu’ndan aynlan arkadaglanmizin
yerine ODTU’den Mahmut Kuzucuoglu, Turgay
Kaptanoglu ve Bilkent’ten Mefharet Alpseymen
Kocatepe gorev yapacaklar. ODTU’den mezun
olan Kuzucuoglu, Manchester Universitesi’nde
sonlu gruplar teorisinde doktora yapti. Bogazigi
Universitesi mezunu olan Kaptanoglu ise Wis-
consin (Madison) Universitesi’nde ¢ok,degiskenli
fonksiyonlar teorisinde doktora yapti. "Kocatepe
ise Fen Lisesi ve ODTU- Matematik Boliimii’niin
ilk mezunlarindandir. Michigan (Ann Arbor)
Universitesinde Niikleer Fréchet uzaylarinin
yap1 teorisi uzerinde doktora yapan Kocatepe,
Bilkent’ten énce ODTU’de cahisiyordu.

Begeni ve ilgi ile izlenen problemler ve
cozumler kogesini yuruten Cem Tezer’in gorevini
Albert Erkip, Ali Doganaksoy ve Mefharet
Kocatepe Alpseymen paylagacaklar. Ancak

[1]

Erkip, Subat ayindan itibaren Dogu Akdeniz
Universitesi’nin  konugu olacagindan bu zor
gorevi Doganaksoy ve Kocatepe yiiriitecekler.
Gegtigimiz donemde sorular ve ¢éztimler kogesine
katkida bulunan okurlarmiza tegekkur ederiz.
Yeni yayin doneminde de okurlarimizdan soru-
lar bekledigimizi yinelerken, sorularin mutlaka
¢oziimleri ile beraber gonderilmesi gerektigini
hatirlatmak isteriz. Dergimizin ulagmak istedigi
kitle, orta Ogrenim ve universite ogrencileri
oldugundan gonderilecek yaz1 ve/veya soru-
lain bu kitlenin bilgileri ile ¢oziilebilir ol-
masina dikkat edilmelidir.  Amacimz, okul
ve dershane mifredatinda ele alinan konular
isleyerek matematigi tamitmak ve sevdirmek.
Bu baglamda oOgrenci kardeglerimize sorular
kendilerinin ¢ozmeleri geregini ve mumkun
oldugunca  Ogretmenlerinden  yardim iste-
memelerini amimsatmak isteriz.

Tirk Matematik Dernegi’nin sahibi oldugu
Matematik Dinyasi kdr amaci gutmeyen bir
dergidir.  Artinilan ederi sadece artan gider-
lerin karsilanmasi igin yapilan bir zorunluluk-
tur.  Gegtigimiz donemde bize yazan okur-
larimiza ilgileri igin tegekkir ederiz.  Gecik-
meli bile olsa, timini yamtlayacagimiza veya
yayinlayacagimmza soz veriyoruz.  Dergimizin
sizlere ulagmasindaki gecikmeler tumi ile ile
PTT’nin P’sinden kaynaklanmaktadir. Ancak
dergimizin basim ve dagitim iglerini yiiriten
A & C Kitabevi yoneticileri sizlere dagitim ve
abonelik konusunda kargilagsacaginmiz sorunlarda
yardime1 olacaklardir. Aranmasi gerekli telefon
numarasi Ankara (312) 418 79 45. Derginin igerigi
ile ilgili istek ve sikayetlerinizi *de ODTU’niin
(312) 210 12 82 numarah telefonundan yaz
kurulu uyelerine bildirebilirsiniz.  Matematik
Diinyasi'min daha genig bir kitleye ulagmasi igin
siz okurlarimizin katkilarim bekledigimizi bilme-
nizi 1steriz.

Dergimizin Istanbul’da daha yaygin bir
kitleye ulagmasi icin degerli katki ve yardimlan
igin okurumuz Sayin Alpaslan Ertug’a ozellikle
tesekkur ederiz.



OKLID ALGORITMASIT

Cemal Kog *

1. Oklid Algoritmas:

Daha onceki bir yazimizda (bkz. Cilt 2,
Say1 1, 5.17) tamsayilar ve polinomlar igin bolme
algoritmasim vermigtik. Bu yazimizda bdlmenin
yinelenmesi ile elde edilen Oklid algoritmasim
verecegiz. Oklid algoritmasinin uygulamasi
olarak en biiyiik ortak bdlenin varhgmi ve asal
carpanlara ayirmanin tekligini gorecegiz. Yazimsz
boyunca soyleyeceklerimiz hem tamsayilar hem
de polinomlar icin gegerli olacaktir. Bu ifadeler
yerine gore sayilar, yerine gore polinomlar igin
kullamilacagindan yazi iginde sik sik “sayis1 (poli-
nomu)” yazihm yer alacaktir; bu ifadenin tam
sayllar igin yazildifimi ancak tamsayi sozciigi
yerine polinom sozcligi konuldugunda da gegerli
oldugunu belirtmektedir. a,b,c,d,r;,r,,... gibi
harflerle hem tamsayillar hem de polinomlan
gosterecegiz. Simdi Oklid Algoritmasim verelim:

a ve b iki tamsay1 (polinomu) ve b # 0
olsun. a y1 b ye bolmekle elde edilen kalan r; ve
r1 # 0 ise b yi r1 e bolmekle elde edilen 7, ve
3 # 0 ise 7y 1 79 ye bolmekle elde edilen kalan
r3 ve r3 # 0 olsun. Bdylece bir

a,b,Tl,T'z,... (1)

dizisi elde edilir. Bu dizi sayilar dizisi
1se salt degerce (polinomlar dizisi ise derece
olarak) kiigiileceginden sifira ulagmahdir yani bir
yerde kalanlardan biri kendinden sonrakine tam
bolunmelidir.

a = q@b+nr
b = @ri+r
rn = qar2+rT3
Tn—1 = ({n41Tn + Tn41
Tn = Qni2Tnsl (2)

esitlikleri elde edilir. Burada sifirdan farkh son
kalan olan r,11 kalaninim elde ediligi igin yapilan

bu ardisik bolme iglemleri topluluguna Oklid al-
gorilmast denir.

*ODTU Matematik Boliimii ogretim tyesi

Simdi herkesin aklna gelecek soru “rn4a
in 6nemi ne?” olacaktir. Bir kez 7,4, kalanlar
dizisinin biitiin terimlerini dolaysiyla da a ile b
yi béler. (Neden?) Yani rny1,0 ile b nin ortak
bolenidir. Ikincisi, a ile b nin her ortak boleni
Tny1’i boler giinkii (2) esitliklerine bakarsak

dla,d|b = d|b,d|ry = d|ry, d|r2 =
= d|rn_1,d|r,. = dl‘l‘n+1

oldugunu goriiriiz. Demek ki rny1,a ile b n.in
oyle bir ortak boleni ki her ortak bolen ile
boliinebiliyor. Boyle ortak bolenlere en buyuk or-
tak bolen denir.

2. OBEB, OKEK

Bigimsel bir tanim verecek olursak,
Tanim:
sun. Eger

a,b,c g tamsayr (polinom) ol-

(1) cla, c|b ve
(2) d]a, d|b = d|c ise

c’ye a ile b’nin en buyik ortak bélen: denir.
Benzer bigimde

(1) ale, blc ve
(2) ald, b|d = c|d ise

c'ye a ile b’nin en kucuk ortak katr denir.

Oklid algoritmasi bize a ile b nin Tny1 gID1
bir en biiyiik ortak boleninin varhgin gosteriyor.
Peki, bu en biiyiik ortak bélen en azindan bir an-
lamda tek mi? ¢; ve ¢3, a ile b nin en buyuk
ortak bolenleri ise ¢; bélen, ¢, en biiyiik ortak
bolen alinarak c;|cy ®c, bolen, ¢; en buyuk or-
tak bolen alinarak cs|c; oldugu goriiliir yani ¢z =
cicy, e = czc'2 ve dolayisiyla ¢z = (cach)c; cikar.
Demek ki c¢he) = 1 olur, yani tamsayilarda ¢; =
Fc1, polinomlarda ¢; = ¢ (sifirdan farkh bir
sabit) olmaktadir. a ve b gibi iki tamsayinin poz-
itif en biiyiik ortak bolenine (iki polinomun yaln
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(bagkatsayisi 1 olan) en biiyiik ortak bolenine)
ortak bolenlerin en biyiju (OBEB) denir ve
(a,d) ile gosterilir. Goriilldiga gibi yukardaki ad-
landirmada her ne kadar “en biiyiik” nitelemesi
varsa da tanumn biyiklik siralamasi ile il-
gisi yoktur. Yaptifimz tartigmadan OBEB’in
varligine ve tekligini sdyleyebiliyoruz.

Yukandaki (2) esitliklerinde herbir kalani
kendinden once gelen tiiriinden yazar arka arkaya
yerine koymalar yaparsak,

Tndl = Thoy — In4+17n
™ = Th_o+qnTn_1
T-1 = Ta-3+qn-1Tn-2 =
Fatl = Taoi ¥ gaiima

Tn-1+ Qn+1(rn—2 + Qnrn—l)

Sonugta da
Tny1 = a1a+bia
olacak bigimde a; ve b ogeleri buluruz.

Gerekirse 7,411 tersinir bir oge ile carparak hem
OBEB’in varhini hem de

(a,b) =a"a+b*b (3)

_va.leabileceéini gormus oluyoruz.
Ornekler. 1) 67367 ile 51813 sayilanimn
OBEBini ve

(67367,51813) =-a"67367 + b*51813

esitligini saglayan iki a*,b* sayis1 bulunuz. Ko-
layhk olsun diye iglemleri su gizelge yardimyla
yapalim:

Bolum 1 3 3 51

B-B * | 67367 | 51813 | 15554 [ 5151 | 101
51813 | 46662 | 15453 | 5151

Kalan | 15554 5151 101 0

* Bolunen-Bolen

Boylece son sifirdan farklh kalan olarak 101 bulu-
ruz. Demek ki OBEB 101 dir. Ayrica

101 = 19554 —3-5151
5151 = 51813 -3 - 15554
15554 = 67367 — 51813

egitliklerinden
101 = 15554 — 3(51813 — 3 - 15554)
= 10-15554—-3.51813
= 10 (67367 — 51813) — 3 - 51813
= 10 67367 - 13-51813

bulunur. Demek ki a* = 10, b* = —13 alinabilir.

2) 22° 4322 -3z —2 ve —23 - 222 4 2 42
polinomlarinin ortak bélenlerinin en biiyiigini
bulup bunu

a*(2z° + 3z% - 32 — 2) + b* (-2 — 222 + z+2)

bi¢giminde yazimz.

-2 z+1
2z° +3z° -3z -2|-2° -2z + x4+ 2| 22—z + 2
273 + 422 — 2z — 4 —z3 - 222 4 42
—z? —z+2 0
Demek ki son kalan —-z2 — z + 2'dir.

Yalinlagtirmak igin bunu —1 ile garparsak
OBEB = 1% + z — 2 elde ederiz. Aynca

22—z 42 = 223 4+322—3z-2
+(-2)(—z® - 222 +z 4 2)
den a® =1 ve b* = —2 alinabilecegi goriilir.

Alhstirma. Herhangi li¢ a,b,c tamsayis
(polinomu) verildiginde b # 0 ise ((a,b),c) =
(a,(b,c)) olacagim ve bu ortak degerin a,b,c nin
bir ortak boleni oldugunu ve a,b,c¢ nin her or-
tak boleninin kat1 oldugunu gosteriniz. (Bundan
dolay1 bu 6geye a,b, ¢ nin OBEBi denir ve (a, b, )
ile gosterilir. Ay sonug daha fazla sayidaki tam-
sayl ya da polinom i¢in yinelenebilir.)

Yukarida elde ettigimiz (3) bagmtisi
sayillar kurammin en temel bagmntilarindan
biridir. ~ Ozellikle bu bagintiya dayanan ve

simdi kanitlayacagumiz su 6nerme her yerde kul-
lanilmaktadir:

a ile b sayllanmmn (polinomlarinin) arala-
ninda asal olmasi igin gerek ve yeter kosul

aa” + bb" =1 (4)

olacak bigimde a* ve b* sayilarimin (polinom-
larinin) bulunmasidir.

a ile b aralaninda asal demek (a,b) =
1 demek oldugu igin Gnermenin bir yoni (3)
bagintisinin dogrudan sonucudur. Obir yoninu
gormek igin ise a*a + b*b = 1 oldugunu
varsayahm. Eger a ile b nin bir ¢ ortak bolem
bulunsaydi

cla, clb=c|l

olurdu ve dolayisiyla ¢ = F1 cikardi. Bu ise
(a,b) =1 yani a ile b aralarinda asal demektir.



Ornek 1. Ardigik sayilar aralarinda
asaldir:
(n+1)—n=1
Omek 2. 2%+ 32—z +z 4+ 1 ve

% + 3x* — 1 polinomlarinin OBEB’i nedir?
Bunu bulmak igin

P +3t -1 (2 +3z -z +z+ 1) =2 -1 -2

esitliginden yararlanalim. Bu iki polinomun her

ortak boleni z2 — £ — 2 nin de bolenidir. Yani
yalin ortak bolen adaylan

z, 41, z-2 z2—z2-2
dir. £ =~—1vez =2 igin z°+3z*—1 in degeri 0

olmadigindan z + 1 ile z — 2 ortak bolen olamaz
6yleyse_‘verilen polinomlar aralarinda asaldir.
Ornek 3. Eger P(z) ve Q(z) a-
ralarinda asal polinomlarsa, = in her m
tamdegeri i¢in P(m) ve Q(m) sayilan aralarinda

asaldir. Cunki, P(z) ile Q(z) aralarinda asal
oldugundan

P*(z)P(z) + Q" (z)Q(z) = 1

olacak bi¢imde P*(z) ve Q*(z) polinomlan bu-
lunabilir oysa bu bize

P*(m)P(m) + Q" (m)Q(m) = 1

esitligini verir bu ise P(m) ile @(m) nin ar-
alarinda asal oldugunu gosterir.

Alstirma. (UMO 1959) Hicbir n dogal
saylsl 1gin ﬂ—:j}g— kesrinin kisaltilamayacagim
gosteriniz.

3. Asal Carpanlara Ayirma

Simdi de (4) bagmntisindan yararlanarak
her say1 ve polinomun esas itibariyle tek turlu
olarak asallarin garpimyla olugturulabilecegini
gorelim. Ammsayacak olursak (bkz. Matematik
Diinyasi, Cilt 3, Say1 3, s.1) asal sayilar tam iki
tane pozitif tam boleni bulunan pozitif sayilar

ve asal polinomlarsa tam iki tane yaln (monik),

béleai bulunan yalin polinomlardu.

Simdi gostermek istedigimiz ve ilkokul
siralarinda bile kullandigimiz sonucu ifade ede-
lim:

Her a pozitif tamsayisi (yahn polinomu)

a=pi'py’ P
bigiminde
ayrilabilir.

tek turlu olarak asal garpanlara
Bu c¢arpanlamanin varligim gormek

4]
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igin asal garpanlara ayrilamayan sayilarini (poli-
nomlarin) varhgim digiinelim. Bgnlarm en
kiigligu (en kugik derecelilerinden biri) k olsun.
k= 1 ya da k = p (asal) olamaz (neden?),
Syleyse k min gergek bolenleri vardir:
lc:qr;l<q<k,l<r<k(0<
der(q) < der(k) 0 < der(r) < de"r(k)) k nin
segilis bigimi nedeniyle bundan kiigiitk olan ¢ ve
r asal arpanlara aynlabilir:

q=pt B, T=P P

bu ise
€m+fm

31+fl ___pm

k=qr=p;
olmas: demektir. Sonug k mn segilisi ile gelistigi
icin segilen bigimde bir k say1si dolayisiyla da asal
carpanlara ayrilamayan pozitif tamsay1 buluna-
maz. .

Carpanlamanin tekligine gelince, p; ve g;

ler asal olmak uzere

a=p - pr=al el
esitliginden m = t,p1 = ¢,---,Pm = Im
sonucuna ulasmamuz gerekiyor. ~ Bunun i¢in
ijse yukarda belirttigimiz (4) bagntisina gerek
duyuyoruz. Séyle ki, p asal p|rs,ptr ise (p,7) =
1 demektir ve dolayisiyla

l=p'p+r'r=>s=p'ps+r'rs =>pls

¢gikar.  Demekki bir asal bir carpimm bolerse
carpanlardan en az birini boler, bu ise
pit - -pim = g ---q{‘ esitliginden arka arkaya
uygulamalarla p; lerle ¢; lerin siralama diginda
aym olacaklar1 sonucunu verecektir. Ayrintilan
dusunmeyi okura birakiyoruz.

Asal carpanlara ayrilma ozelligi tam
sayillarin ana ozelligidir. Bu ozellik bilindik-
ten sonra ele alinamayacak problem yoktur de-
nilebilir.  Asal ¢arpanlara ayirmanm yarar-
larindan biri bélenleri belirlemektir. Gergekten

R 5
=Py Pm

nin pozitif (yalin) b8lenlerinin
a = ptll e p:;;"-

(0<t; <s1,...,0 <t < 5m)

bigiminde belirlenebilecegini ve bu bélenlerin

(fz + 1)---(sm + 1) tane oldugunu hemen
soyleyebiliriz. Bundan yararlanilarak

e=pitp b=pl o, (0< s, 0L t)
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ile belirli a ve b igin en biiyiik ortak bolen ve en
kugik ortak kati sirasiyla

(a,6) = py' - Py ki = kuc(si,ti)
[a,0) = p4 - phps bi = buy(si,ti)

bigiminde belirtebiliriz. Boylece ‘en kiigiik or-
tak katin varhgim da gormiig oluyoruz. Buradan
hemen

ab = [a, b](a,b)

esitligini de yazabiliriz.

Bir algtirma ve bir problem ¢ozimii ile
yazimiza son veriyoruz. Aligtirmada verilen dost
say1 ciftleri MS826 ve 301 yillar arasinda yagamisg
bulunan Harranh Tabit Bin Kurra tarafindan
elde edilmig. Cok sonralar1 Fermat ve Descartes
tarafindan yeniden bulunmug ve 1747°de de Euler
tarafindan incelenmislerdir.

Ahgtirma. m ve n gibi iki dogal sayidan
birinin 6z bolenleri toplam diger sayiya esit olu-
yorsa bu say: ciftine dost sayilar denir.

1) 284 ve 220 sayillarimin dost sayilar
oldugunu gosteriniz.

p=3-2»1-1,¢q=3-2"-1
ve 7 = 9.2""! — 1 asal sayllarsa M = 2"pq
ve N = 2"r sayilarimin dost sayilar olacagim
gosteriniz. n < 4 igin buradan elde edilebilecek
dost sayilan belirtiniz.

Problem. (1991 Amerikan Matematik
Olimpiyad:) Bir. ABC tggeninde A aqs1 B
agisiin iki kati, C agis1 genig a1 ve a,b,c ke-
nar uzunluklan tamsayilardir. Mimkin olan en
kuguk cevreyi belirleyip kanitini yapmz.

Cozum. Cevresi en kugik olan ABC
uggenini gozonune alalm. A daki i¢ agiortaymn
BC yi kestigi nokta N olsun. Acqortay
bagintisindan

|NB|_|NCI_|NB|+]NC|_ a
C b b+ T b+e

~

elde edilecegi i¢in |[NC| = ﬁz’c gikar.

benzer

BAC

Oysa ANC ve tiggenleri

olacagindan

b+¢c

INC| b a b
P2l -~ yam =

b a a
Sonugta da a? = b(b+c) elde edilir. Burada b ile
b+c aralarinda asal olmahdir. Degilse b ile ¢ nin
1 den farkh bir d ortak boleni bulunurdu, bu or-
tak bolen a y1 da bolerdi. Kenarlan %, %,% olan
iiggense hem ABC ye benzer hem de daha kiiguk
gevreli olurdu. Bu ise ABC' nin segiligine uymaz.
Boylece aralarinda asal b ve b+ c sayilarinin tam
kare olduklarim ¢ikariyoruz:

b=m?, b+c=n? a=mn; (mnezZt)

ABC 'nin tggen olma kosulu ¢ < a + b
egitsizligini; C agsmin genis ag1 olmasi kogulu da
¢ > a? + b? egitsizligini veriyor. Bu esitsizlikleri
m ve n tirinden yazdigimizda

Vi<l <
m

elde ediyoruz. Bu esitsizlikler m = 1,2 ya da 3
oldugunda higbir n igin saglanmazlar. Buna gore
m >4 ve n? > 3m? > 48 yani n > 7 olmahdir;

dolayisiyla da
atb+ec=mn+n2>474+7 =17

olmalhdir. Oysa m = 4, n.= 7 alinarak elde edilen
a = 28,b = 16, ¢ = 33 kenar uzunluklarina sahip
uggen gevresi 77 olan ve problemin kogullarim
saglayan bir u¢gendir. Oyleyse bu tli¢gen istenen
uggendir.

KAYNAKCA

[1] B.L. van der Waerden: A History of Algebra,
Springer-Verlag, Berlin, 1985.



KATASTROF VE KAOS TEORILERI HAKKINDA

Alp Eden *
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Kaos Teorisi Diizene Kargi nm?

1980°1i yillar gerek matematik biliminde
gerekse matematigi yogun olarak kullanan fizik,
kimya ve biyoloji gibi bilim dallarinda buyuk
bir patlamaya sahne oldu. Bir yandan doganin
yeni geometrisi oldugu iddiasnle fraktal ge-
ometri diger yandan da Newton’un paradig-
masini yiktigin iddia eden yeni bir mekanik an-
layist ile kaos teorisi elele verip yeni bir bili-
min dogusunu mijdelediler.! Bilgisayarlarinin
yardim ile yuzlerce bilim kadimi/adamu ekran-
larinin - bagsinda hayranhkla bazi karmasalan
gozlemlediler. Bu karmagikhiklar degisik adlarla
biliniyor gliniimiizde, ama onlar1 gorenlerin genel-
likle gikarimlar: ayn1: “tamam, bu sistem kaotik” .
Diizene meraklan ile bilinen matematikgilerin bu
arap sagina benzer gekillerden boylesine keyif al-
malarim anlamak benim gibi bir matematikgi igin
gii¢! Yine de bu yazida, son kertede insani bir
ugrag alam olan matematik biliminin ve matem-
atikcilerin kaos teorisine nasil sanldiklarini, bi-
raz imitlerini, biraz hayal kinikliklarimi ve so-
nunda artik doyum noktasma ulagmakta olan
bu teorinin kisa bir tarihini anlatmak istiyo-
rum, c¢lnkii tarihini yazmanin zamam geliyor
artik. Kaos teorisi ile ilgili genel bir tamitim
yazisi umanlar1 hemen uyarayim, okuyacaklarn
ne bir tamtim ne de bir savunu yazisi, olsa
olsa matematik diinyasinda artik kabul gormug
bu bilgi edinim alammmn kisith bir anatomisi.
Kaos teorisinin yakin tarihgesi ile 1970’1 yillarda
parlak fakat kisa sireli bir yagam olan Katas-
trof teorisinin tarihgesi arasinda gsasirtici benzer-
likler var. Bir yandan bu benzerlikleri ortaya
koymaya cahgirken diger yandan da baz fark-
larina deginecegim. Kads ve Katastrof’un diginda

* Bogauigi Universitesi Matematik B8liimii &gretim {yesi

yazinin iigiincu gizli kahramam da bilgisayarlar.

Kaos Nedir?

Giindelik kullanimdaki kaos ile gunumizde
matematikgi ve fizikgilerin bu  kelimeye
yiikledikleri anlam arasinda onemli bir fark var.
Bazi kozmoloji teorilerinde evrenin baslangic
sayilan diizensizlige kaos adi verilmis, sozliklerde
ilk anlarm da bu kaos’un. Diizen iste bu ilk
diizensizligin, karmaganin icinden ortaya gikiyor.
Termodinamigin ikinci yasas1 da aym tur bir
diizensizlikten soz ediyor. Rudolf Clausius’un
1854’te ortaya attif1 ikincl yasaya gore tim dogal
siiregler entropi uretir. Entropi dizensizligin
ve karmaganmn bir olgiisiidiir.?  Boltzmann’in
1873’te one siirdiigi istatistiksel yorum bile ter-
modinamigin ikinci yasasmn genig kabulunu
saglamadi. Her ne kadar 20. yuzyilda istatis-
tiksel mekanikte biyiik ilerlemeler olmugsa da,
gerek 1960’larda Ilya Prigogine’nin denge du-
rumu disindaki sistemlerin istatistiksel mekanigi
{izerine calgmalan, gerekse David Ruelle’in
1970’i yillarda termodinamigin matematiksel
teorisine yaptig katkilar bu 6nemli teorinin henuz
tam bir berrakliga kavugmadigim gosteriyor.?

Kaos kelimesinin uzayda diizensizlik an-
lamm uzaydaki pargaciklarin keyfi bir bigumde
dagilmasim agklamaya yonelik. Bu anlamda,
duzen pargaciklarin bir yerde obeklesmig ol-
masina deniyor. Dinamik sistemler teorisi
i1se pargaciklarm tumine bakmak yerine birkag
par¢acigin zaman iginde dolamimuim incelemeye
cahgiyor.  Amaglardan biri de uzun zaman
sonra parcaciklarin yerlesecegi denge konumu-
nun tespiti.  20.  yuzyihn baginda Fransiz
matematikgisi Henri Poincaré iig cisim problem-

@

! James Gleick’in popiiler kitabimin adi Chaos; Making a New Science. 1991'de yayinlanan Chance and Chaos adh
kitabinda David Ruelle, Kaos™u sadece yeni bir paradigma olarak niteliyor.

2David Layzer, Cosmogenesis: The Growth of Order in the Universe adl kitabmda diizen ve keyfilik (randomness
anlarunda) hakkinda ilging gozlemlerde bulunuyor. Ozellikle 40. sayfada agikladifi oyuncak evren'in 0 ve 1'lerden
olusan gift-tarafli sonsuz bir dizi olmas1 matematikgileri heyecanlandirabilir.

3 llya Prigogine, Non-equilibrium Statistical Mechanics (1962), David Ruelle, Thermodynamic Formalism, (1978)-
Prigogine’nin ilging fikirlerini popiiler kitaplarda da bulmak miimkiin, drnegin From Being to Becoming: fime and
Complezity in the Physical Sciences (1980). Ruelle'in istatistiksel mekanige yaklagimu biraz farkl, bu farki Chance and

Chaos adli kitabimin 18-20 bolumlerinde acgikliyor.
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min ¢ozimlerini incelemeye koyuluyor. New-
ton mekanigine uygun olarak hareket eden iig
cisim diigiinelim, bu ii¢ cismin belirli bir za-
man sonunda hangi konumda bulunacagim so-
ran probleme ug cisim problemi deniyor. Prob-
lemin matematiksel yonii, dogrusal olmayan bir
adi diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimiinii
igeriyor. Analitik bir ¢ozim elde etmenin
gucliginin yam sira Poincaré’nin denedigi
asimtotik analiz de, iyi sonuglar vermemis.
Poincaré’nin gozlemi analizinin ilk kogullarinin
(ik deger problemini belirlemek i¢in) degerlerine
hassas bir bigimde bagh olmasi?! Bir bagka
deyigle boylesi sistemlerde ilk kosullardaki ufak
bir sapma, sistemin uzun zaman i¢indeki davranig
bi¢imini biyiik él¢iide etkiliyor. David Ruelle bu
ozellige, kaos’un fonksiyonel tamim diyor. Eger
bir sistemin ilk kogullarindaki ufak bir degisim
uzun zaman sonrasi kogullarda iistel bir ayrima
yol agiyorsa o sistem kaotiktir. Goruldugi gibi
kaos’un bu ikinci anlami daha ¢ok sistemin zaman
icinde davramginin énceden tahmin edilememesi
ile ilgili, yani uzay icinde diizensizlik yerini za-
man iginde diizensizlige birakms. Kolay ifade
edilebilir olmas: diginda bu tanim matematikgileri
tatmin etmekten ¢ok uzak, yerine Snerilen daha
matematiksel tanimlar ise genig bir kabul gormedi
heniiz ® Kaos’un resmi ve genel kabul gormiig bir
taniminin olmamasinin temel bir nedeni kaotik
oldugu kabul edilen Lorenz sistemi ve Henon
sistemi gibi dinamik sistemlerin matematiksel
tanimlara uyduklarimin ispat edilememesi. Uzun
suren bir gaba sonunda, zor sorulari ¢ozmesi ile
unhi Isve¢li matematik¢i Lars Carleson, Henon
sisteminin gogu kosul altinda kaotik oldugunu is-
pat etti.® Eminim bu haber bir¢ok matematikgi

urkiitici. Ekranlarinin baginda saatte ii¢ teorem
“ispatlayan” matematikgiler i¢in yoksa rahathk
donemi bitti mi? Daha agk sormak gerekirse,
Carleson’un ispatiyla birlikte kaos teorisinde
gegerli matematiksel agiklamalar sadece matem-
atiksel ispatlara mi indirgendi? Tam degil.

Bilgisayarlar ve Matematiksel ispat

Bilgisayarlarin matematiksel ispatlarda
kullanilmasi ¢ok yeni degil. Ornegin, 1977 yilinda
M. Appel, W. Haken ve J. Koch dért-renk prob-
lemini bilgisayar yardimi ile ¢6zmiigler ve verilen
herhangi cografi bir haritadaki ilkeleri doért ayn
renge boyayarak komsu tlkelerin degisik renklere
sahip olabilecegini ispat etmigler.” Hem tiim olasi
haritalarin dokumunde, hem de degisik durum-
larin boyanmasinda bilgisayara bagvurulmasi,
tum ispatlarin temel prensiplerden (aksiyomlar-
dan) timevarimla yapildigina inanan matem-
atikgileri ozellikle rahatsiz etti. Her ne kadar
matematiksel ispata ¢ok yonli bakan felsefeciler
olsa da, onlar azinlikta kaliyor® Yine de son
yillarda matematik dunyasinda gozle gorulir bir
tolerans belirmig duruinda bilgisayarlarin kul-
lammina kars1. “Ispath” neticeler yayinlamas: ile
unli Amerikan matematikgiler derneginin yayin
organ Bulletin’in, Ocak 1992 sayisinda, editorler
ozru andirir bir giris yazisinda soyle diyorlar:®

“Onbes yi1l once, Katastrof teorisinin
olaganisti uygulamimlan ile ilgili atesli bir
tartisjma vardy, giinimizde ise benzer bir
tartigma, . bazilanimin  fazlasiyla satiga  ve
popilerlige yénelik gordukleri “fraktaller” ve
“kaos” tlizerine var. Bagka canh bir tartigma
konusu da matematik ile teorik fizik arasinda
yukselip algalan agk hikayesinin yeniden giindeme

i¢in ferahlatic1 oldugu kadar, digerleri icin de gelmesi ile ortaya qikti.  Matematigin, fizik-

* Boyle bir gozlem 1898 yilinda Fransiz matematik¢i Jacques Hadamard tarafindan bagka bir denklem sistemi igin
yapilmug. Konunun kisa tarihgesini Ruelle’in son kitabinda bulmak miimkiin.

5R. Devaney, artik iiniversite girig diizeyinde okutulan kitabinda, An Introduction to Chaotic Dynamical Systems
(1986) ciddi bir matematiksel tamm veriyor ancak bu tammn fazla kati oldugunu diisiinen matematikgiler var. Bir
sistemin kaotikligini ispat etmek igin genellikle en uygun tamim segiliyor, tiim tammlar birbirine egdeger olmadigi durum-
larda da. Yazimda kaos'un agiklayici y6niiyle ilgileniyorum, yoksa kaginulmasi gereken bir durum olarak degil. Dolayis:
ile, 6zellikle mekanik problemlerde, degisik parametre kogullarinda sistemin kaotik olmasim engelleme problemleri il-
ging olsa“da kanun digs, Lars Carleson'un 1966’da yayinlanan ve log(log. n)-neticesi olarak bilinen makalesi, Fourier
serilerinin noktasal yakinsamas; ile ilgiliydi. Daha heniiz yayimlanmarmus olan son neticesi ise basgka bir matematikgi
ile ortak galisma ve 70-80 sayfa oldugu sdyleniyor. Henon sisteminin parametreleri iizerinde tammlanmig bir 6lgiim
(measure) “gogu kosul altinda” ifadesinin matematiksel igerigini ortaya koyuyor.

6 Bkz. Dipnot 5.

"Bak Illinois Journal of Mathematics (1977) 429-90 ve 490-567, iilkelerin baglantih olmasi ve sinirlannin sagladi
ozellikler ayrica agtklama gerektiriyor.

8 Imre Lakatos’un, Proofs and Refutations adh kitabinda varmaya calstifr modelde belitler (axioms) onceden
varsayilmaz ve incelenen konunun baglaminda ispat ile birlikte olugurulur.

9 AMS Bulletin, Ocak 1992, Morris W. Hirsch, Richard S. Palais, “Editors’ Remarks” 1-2. Editorlerin girig yazisi,
Bulletin’da yaymmlanan iki yaz ile ilgili. Niimerik analiz ile kompleksite teorisini birlestirip en az masrafla niimerik
problemlerin yaklagik ¢éziimlerini bilgisayar yardim ile gzmeyi amaglayan IBCT (bilgi bazli kompleksite teorisi) ile
ilgili iki yazs da.

ki
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sel diinya ile ilgili yeni sezgiler elde etmek i¢in
bir alet olarak kullamldigi durumlarda degisik
matematiksel ispat standartlan kullanmay:
ogrendik. Fakat formal olmayan ya da yari-formal
olan fiziksel metotlar ile bizim matematiksel
diinyamuzla ilgili yeni sezgiler oneren makaleleri
degerlendirirken nasil standartlar uygulamahyz,
ozellikle o sezgiler bugiinki temelli (rigorous)
matematigin elinin uzanamayacag bir yerde ise?

Ozellikle, boylesi sorular sadece mantiksal
prensiplerle cevaplandinlamayacagl igin,
inaniyoruz ki matematikgiler igin onlarla
ylzlegsmek onemlidir. Rasyonel tartismanin
farkhhklan timiiyle ortadan kaldirmadigy du-
rumlarda bile sorunlara agiklik getirebilir”.

Gerek girig yazisinin dramatikligi, gerekse
de senelerdir okudugum Bulletin’da boyle bir girig
yazisina ilk defa rasthyor olmam, yazinin 6nemini
yeterli derecede agiklammyor. 1992 yihnin baginda
yaymlanan bu yazi, belki de yeni bir gagm
baglangicim haberliyor matematikgiler i¢in. Nasil
bir cag mi? Bilgisayar ¢agi. Ekim 1992 sayisinda
Bulletin yeni bir ‘ilk’ ile kargimza gikiyor: bu
kez bilgisayarin kisith ve simirh olarak kullanildig
bir ispat ile. S.P. Hastings ve W.C. Troy Lorenz
sisteminin kaotik olduguna iligkin ilk yari-resmi
neticeyi ilan ediyor. Kendi ispatlarmin matema-
tiksel resmiligi konusunda kaygilarini goyle dile
getiriyorlar:1?

“ _.Aynca, kaotik bir yériinge olup ol-
madif sorusunu, prensipte, agik bir paramet-
re degerleri kiimesi igin kapal aralik aritmetigi
gibi temelli nimerik analiz teknikleri ile in-
celenebilecek bir soruya indirgedik. Bagka
bir deyisle, ikinci teoremimizin varsayimlarinin
temelli gergeklenmesi icin gerekli hesaplama
siiresi sonlu, boyle bir kogulun pratik olup
olmadigy ise gu anda cevaplandinlmamg bir
soru olarak kahyor. Bilgisayar yardim ile
yapilan ispatlar genellikle anlayigmmzda bir

bir iddias1 var.'?

EDEN

bogluk birakirlar, ama birinci ve ikinci teo-
remlerimizle bu boglugun eskiye nazaran daha
ufaldigina inamyoruz”.

ve Hastings’in “ekran

Saninm, Troy
bilgisayardan bek-

matematikgileri’nden farklan,_ .
lediklerini gayet somut bir bigimde varsayimlar

halinde ifade etmeleri ve bu varsayimlarin
dogrulugu diginda ispatlarinda kull?.nrnan}al.an.“
Varsayimlannin tiimiyle matematlks_el bir ispat
heniiz yapilmamug olmasina ragmen, lfnkansm da
degil boylesi bir ispat. Bilgisayarlar"ln IS}-)at. yapip
yapamayacag, hem beni hem de bdylesi bir girig
yazisim agiyor. Roger Penrose’un benzeri bir

sorunsal iizerine 600 sayfahk bir kitap yazdig
a, benim ozrum de daha kabul

gozoniine alinirs .
1

edilebilir boyutlara iner.
Katastrof Teorisi ve Kaos Teorisi

1970°li yillarin sonu bir teorinin kay-
boluguna ve yeni bir teorinin dogusunu
miijdeliyordu. Kaybolan teorinin adi Katastrof
teorisi. 1972 yilinda Rene Thom sonradan cep
kitabi alma serefine erigmig o nadir matematik
kitaplarindan biriyle teorinin ana hatlarin1 or-
taya koydu.!® Enerji kaybeden mekanik sistem-
lerde, sistem parametrelerinde yapilan ufak bir
degigim, sistemin genel davramsgini dramatik bir
bigimde degistirebiliyor. Boylesi ani degigimlerin
kataloglanmasim ve tiim olasi bigimlerinin ls-
tesini katastrof teorisi bize sunuyor, ya da oyle
Daha sonra bir¢cok mate-
matik¢i tarafindan da benimsenen teori New-
ton’dan sonra matematikte yaganan ilk dev-
rim diye lanse edilmeye basglandi.  Sureklilik
kavramuni, sigramalar ve nitelik degigimlerinin de
anlatilabilecegi bigimde genigleten bu teori kalbin
atigina, optik teorisine, dilbilimine, psikolojiye,
ekonomiye, hidrodinamige, jeolojiye, elementer
pargacik teorisine, beynin ¢ahgma bigiminden
hapisanelerdeki isyanlarin modellenmesine kadar

10 AMS Bulletin, Ekim 1992. “A Shooting Approach to the Lorenz Equation”, s.298-303.

11 Bjlgisayarlar ozellikle dallanma teorisi gibi analitik goziimlerin gok zor oldugu konularda temel bir rol oynuyorlar.
Dallanma noktalannin (bifurcation points) yaklasik konumlan bilgisayarlar yardimu ile elde ediliyor. Dallanma teorisinin
kaos teorisi igin onemi goz oniine alimrsa bilgisayarlarin kisith kullamumimin kaginuilmazhig iyice ortaya gilayor. Benim
ekran matematikgileri diye biraz da alaya aldifim, matematiksel analizden kaginarak ekranlanimn arkasina gizlenen iste
bu insanlar. Yoksa, Troy ve Hastings'in makalesinin Bulletin’da yayimlanmasi da bilgisayarla elde edilelcek bilgilerin

kagmilmazhgmun bir idraki matematik diinyas: iginde.

12 jngiliz fizikgi Roger Penrose, popiller kitabina (The Emperor’s New Mind) bir soru ile baghyor: “bilgisayarin zihni
olabilir mi?" ve bilincin sadece bir hesaplamayla ortaya gikamayacagini iddia ediyor. Burada, ama bilgisayarlar ispat
yapiyorlar diye diigiinenleri ispat edilenlerin “yeni” neticeler olmadigimi hatirlatayim.

13 René Thom, Stabilite Structurelle et Morphogenese, (1972).

14 K atastrof teorisinin degisik bilimlere ani bir etkisi oldu. Ivar Ekeland’in &diil kazanmg popiiler kitabinda (Mathe-
matics and the Unezpected, Univ. of Chicago Press, 1988) geometrinin matematige geri doniigiine bir baslankg teskil
ettigini sdyliiyor. Ayn kitapta hem katastrof teorisinin bir elestirisi ve savunusunu da bulmak miimkiin. Katastrof
teorisinin ne yapamadig1 konusunda oldukga net agiklamalar yapmus, yine de Kepler ile Thom'u ]ul,,a_,‘]amas;cma g

onemi gosteriyor.
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her tirli teoriye uygundu. Birkag sene iginde,
on ¢alhigmalar olarak sunulan modellerin arkasi
gelmeyince, igerdigi matematik tekillik teorisinin
icinde eritilerek asil ismi amilmaz oldu. Tekillik
teorisinin 6nemli isimlerinden V.I. Arnold yine
bir cep kitapciginda ilging bir bigimde katas-
trof teorisini ozetler.!® 1980’lere gelindiginde
artik Katastrof teorisi adi altinda yayimnlanan
bazi kitaplar bir de savunu bolimii igeriyordu,
uygulamalarinin ilk baglarda savunuldugu kadar
gugli olmadigini anlayan teoriciler “uygulama”
kavramina agiklik getirmeye cahsiyorlar, bilimsel
¢ahgmalarin niteligi ile ilgili yorumlarda bulunuy-
orlardy, igte P.T. Saunders’ten bir pasaj:'®

“Bilimde bilginin ve agiklamanin
niteligi  hakkinda kapsamli  bir
tartigma agik¢a bu kitabin sinirlan
disinda, fakat unutmamaliyiz ki bu
konuda temel agikha kavusmamus,
belki de kavugamayacak, problem-
ler var. Bu problemlerden katas-
trof teorisi iginde gahgan bizler daha
farkinda olabiliriz ¢iinkii teori o kadar
yeni ki heniliz teoriyi iyl kullana-
bilmek igin tekniklerimizi gelistirme
asamasindayiz, fakat aymi zorluklar
her bilimde gormek miimkiin eger
yeteri derecede yakindan bakarsak;
hatta Lakatos’un (1976) dugundurucu
kitabinda, “Ispatlar ve Curutmeler”
ileri  sirdigi gibi matematikte
bile. Katastrof teorisini higbir
teorinin  gergeklestiremeyeceklerini
gergeklegtirmedigi icin elegtirmek in-
safsizhik”.

Yukaridaki ahntida iki ilging nokta var, bi-
rincisi katastrof teorisini matematiksel bir teori

olarak gormemek, ikincisi de Lakatos’un tezini
biraz keyfi olarak yorumlamak.'” 1984 yihnda,
Ingilizcesi yayinlanan cep kitapciginda Arnold
Katastrof teorisinin muammasini §0yle aralamaya

cahsiyor:!3

“Tekillik teorisinin giizel neticeleri
katastrof teorisinin muammasina
dayanmyor, sansimiza. Fakat, tekil-
lik teorisinde, biitiin matematikte
de oldugu gibi, anlagilmamys gizem-
ler var: matematiksel nesneler ve
teoriler, ilk bakigta birbirlerinden
bagimsiz goziikseler de, sonunda bir-
birleri ile sikica iligkili gikiyorlar”.

Gerek Saunders gerekse Arnold ilging ne-
ticeler iiretmig bu teoriyi tumiiyle terketmek Is-
temiyorlar. Oysa ki 1980’Li yillarin baginda,
Katastrof teorisinin iddiahhgmi, parlak soylem
bigimini odiing alan bagka bir teori kapida bek-
liordu: Kaos teorisi.!® Bulletin’dan yaptiim
ilk alintida Kaos teorisi ile Katastrof teorisi
arasindaki pazarlama tekniklerinin benzerligine
dolayh bir atif var. Benzer bir elestiriye sadece
katastrof teorisi baglamunda Arnold’un kitabinin
girisinde de rastlamak mimkun. Yuzeysel
bir benzerlik olsa da daha 1970’li yillarin so-
nunda hem katastrof teorisinin sozculigunu hem
de elestirmenligini yapan bazi isimlere 1980’h
yillarda bu sefer kaos teorisinin gemsiyesi altinda
rasthyoruz.?®

1971 yihinda, David Ruelle ve Floris
Takens “Calkantinin Dogasi Uzerine” adli bir
makale yaymnladilar ve o zamana kadar Calkant
teorisinin temel direklerinden olan bir ana-
lize karsi qktilar.?! 1940’ yillarda Rus
fizik¢isi L.D. Landau’nun fiziksel prensiplerle

15y 1. Arnold, Catastrophe Theory (1984) Springer-Verlag, yazumda gerek kaos teorisinin taninun gerckse katastrof
teorisinin tamimum bulamayanlar artik rahatsiz olmus olabilirler. Arnold"un kitapcig da bu konuda agik degil. Tekillik
teorisinin tamrn kolay olmasina ragmen, aym seyi katastrof teorisi igin soylemek olasi degil.

16 PT. Saunders, An Introduction to Catasirophe Theory (1980).
17 K atastrof teorisini bir meta-teori olarak gormek Ivar Ekeland'm da paylagtif bir tavir. Diger yandan, Lakatos'un

Ispatlar ve Curitmeler kitabimn alinan metindeki yorumundan sanki fnatematikte agiklamalar ile ilgili ciddi sorunlar

oldugu anl
onemli sorular sordugunu ve bir teori geligirken tekrar t
aumsatalim.

18y 1. Arnold, Catastrophe Theory, s.76.

19 A rnold’a gore (ae. s.26) Katastrof teorisinin onemli

analizini matematik diinyasina kazandirmasi. Garip gekenlerden de altinc béliimde
ns'in makalesini de anmay: ihmal ediyor. Sanirun béyle bir yorum biraz da Arnold’un Katastrof teorisinin etki alaum

€

genisletmeye gabalamasindan kaynaklaniyor. Garip ¢ekenler,
20 Ornegin Guckenheimer, 1978 yihnda Mathematical Intelligencer

teorinin bir dzetini sunarken, 1980’li yillarda kaos teorisinin en ategli

Floris Takens igin de geerli, David Ruelle ile yaptig) gahsmaya sonradan deginecegiz.

21 David Ruelle, 1971'de Communications in Mathematical Physics dergisinde yaymmladigi m

agibyor. Bu giizel kitabi okumayanlar igin Lakatos'un kitabiun matematikte aksiyomlarin yeni konusunda
ekrar aksiyomlann gozden gegirilip degigtirilebildigine degindigini

bir katkisi cekenler (attractor) kavrammuni ve onlarin dallanma

bahsediyor Arnold; Ruelle ve Tak-

kaos teorisi icinde de bir muamma olarak belirmis oysa.
'da gikan makalesinde, “Catastrovhe Controversy”,
savunuculan arasina katiiyor. Benzer bir durum

akale ile ilgili baz bil-



ve Alman matematikgisi Eberhard  Hopfun
matematiksel olarak ortaya attiklarn calkantinn
baglangic teorisine gore sivilarin akiginda be-
liren ¢alkantilan anlamak igin yeteri kadar
buyuk bir k igin k-yari-periyodik bir hareket
bulmak yeterliydi.?? Ruelle ve Takens’in
onerdikleri alternatif teoriye gore ise boyle bir
k sayisi bulmak imkansizdi. Yerine, sivilarin
akiginin  sonlu ve disipatif bir dinamik sis-
temin analizi ile agklanabilecegini savundu-
lar. Ozellikle, boylesi dinamik sistemlerde
goruldugunii iddia ettikleri tuhaf ¢ekenlerin sonlu
boyuta sahip olmalan, problemlerinin analizinin
sonlu bir uzayda (yani bir Oklit uzayinda)
tammlanmig bir adi diferansiyel denklemler sis-
teminin analizine indirgenebilecegini iddialarini
destekler nitelikteydi.?3 Baslangigta tuhaf
¢ekenler biiyik bir ilgiyle karglanmadi. Bir
yandan formal bir tamiminin olmamasi, diger
vandan anlagilmamg bazi cekenlere, ornegin
Lorenz denklemlerinin yarattifi kelebege ben-
zetilen Lorenz cekenine, bir agikhk getirmiyor
olmasi bu kavrama sicak bakilmasm engelledi.
Oysa yine 1970’ yillarda, Mandelbrot birgok
garip resim biriktiriyor ve bu garip figiirler
hakkinda konugmalar veriyordu. Degisik ge-
ometrik simetri 6zellikleri bulunan bu kimelere
Mandelbrot fraktal adimi vermisti, kinlmighg
ve sureksizligi vurgulamak amacayla.?* 1974
yihnda bir yandan Mandelbrot gelismis ¢alkantih
akislarin agiklanmasinda fraktal kimelerin nasil
bir rol oynadigim agiklayadursun, Fransiz fizikci,
matematik¢i Uriel Frisch dinamik sistemler
teorisi ile galkantilar hakkinda nasil agklamalara
gidilebilecegini 6ngoriyordu. Gerek tuhaf
cekenler, gerekse de fraktal kimelerin galkant
teorisine katkilann olduk¢a simirh.  Amerikal
matematikgi Steven A. Orszag, Uriel Frisch

EDEN

ile “Physics ‘Today”de  ortakga yaymladiklar
makalede kaos teorisi ile galkantilarin  birbir-
leriyle iligkili olmalarina ragmen farkh olduk-
larin dikkatle vurguluyorlar.?® Fraktal teorisinin
etkileri ise soz konusu sunug yazisinda etkisini
siirdiirmeye devam ediyor. Burada bir paran-
tez agip kisaca galkantilarla ilgili genel bir bilgi

sunalim.
Calkant1 Teorisi Neyle Tigili?

Kaos teorisinin temel uygulamm alan-
larindan biri olarak sozii gegen, matematik-
sel fizigin heniiz ¢oziilmemig sorunlarindan
biri olan galkantilarin niteliginin ve dogasimn
agiklanmasi sorunu 1940’ yillarda Kolmogorov
ve Obukhov’un onerdigi teoriden sonra buyik
bir atihm yasamadi. Bu onemli soruna ne tur
bir agiklamanin ¢oziim teskil edecegl de agik
degil.?® Tatmin edici bir teoriye ula§_11;?.mayan
bu konu, giindelik hayatta bile degistk bigimlerde
kargimiza gikiyor. Ornegin kahvemize kattigimiz
stitin karigmasina neden olan bu calkant:, uy-
gun durumlarda havaya birakilan kirli gazlarin
da dagilmasina yardimei oluyor. Ugaklar bu tur
calkantilara sik giriyor, gemilerin ve denizaltilarin
da akintilar dolayis: ile benzer ¢alkantilarin etki-
sinde kaldiklan biliniyor. Eger daha buyuk ¢apta
diigiiniirsek, az esintili havalarda bile dunyamuz;
saran atmosferin i¢indeki hava akimlar ¢alkantil.
Calkantilarin dogasinin anlagilmasimin gerek me-
teorolojiye gerekse ucak sanayine ne kadar
buyuk bir katkisi olacagim gormek mumkiun.
Kisacasi agiklamaya ¢ahgtigim ¢alkantilarin gozle
gorilebilir doga olaylari oldugu ne kadar agiksa,
kaos teorisinin neyle ilgilendigi de o kadar belir-
siz. Belirli kogullarda galkantilarin kaotik bir sis-
tem ile modellenebilecegi, arzulanan fakat hala
ulagilmamig olan bir ézlem.?”

gileri ve makalenin kaderini Chance and Chaos adl katabinda anlatiyor. Aym kitapta, ne kaosun ne de calkant: (tur-
bulence)’nin tatmin edici bir tanimimn olmamnas) diiglindiirtiicii. Sadece “calkantinm baslangic1” (onset of turbulence)

adiyla bilinen kismuna deginilmis.

22 Tipik bir k-yan-periodik fonksiyona en basit 6rnek fxy, 22, ..

— . 2mx . 2 . 2w
STk) = (smTll) . (sm%z)---(smTi’L).

Ornegin, k = 1 igin, standard periyodik fonksiyonlan elde ederken, k = 2 igin simit yiizeyi (torus) iizerinde tanimlanmis
fonksiyonlar elde ediyoruz. Landau’nun teorisiiiin giizel bir agklamasimi Landau ve Lifshitz’in Fluid Mechanics adli
kitabinda bulmak miumkiin’(sf. 103, the onset of turbulence).

23 Bu konuda yazilmug makale sayisi oldukga fazla. Genel bir girig yazisi olarak J.P. Eckanann ve D. Ruelle’in Reviews
of Modern Physics, v.57, no.3, Teminuz 1985'te yayunlamnig “Ergodic Theory, of Chaos and Strange Attractors” yazisi
yeterli. Ruelle’in genel yonimii anlamak igin de Bulletin’de Teimnuz 1981 'de yayunlanmug “Differentiable Dynamical
Systems and the Problem of Turbulence” makalesine bakilabilir.

24 Bu giizel figiirlere, felsefi agiklamalara ve yorumlara Doganin Fraktal Geometrisi kitabinda rastlamak miimkiin. Son

yillarda, birbirinden giizel resimlerle fraktal kiimeleri anlatan bir siirg kitap basild.

Ornegin M. Barnsley'in Fractals

Everywhere kitabi hem matematigini anlatmaya galisiyor, hem de giizel sekillerin nasil elde edilebilecegini.
25 U. Frisch ve S.A. Orzsag “Turbulence: Challanges for Theory and Experiment”, Physics Today.

26 Bkz. Dipnot 25.

?7Yine Physics Today’m Haziran 1988 sayisinda Anil Khurana'nin Sikago deneyini aqkl

ayan yazisindan, kaos ile

yumusak calkantr arasina bir de gegiy bélgesi koyarak, bu iki akig bicimini dikkatle ayrilmig.
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Kaos Teorisi Tikendi mi?

Kaos teorisinin galkantilari agiklamak igin
kullanilmaya ¢aligihnasi, bir model olarak kaotik
dinamik sistemlerden yararlanma arzusunu da
gosteriyor. Yoksa dinamik sistemlerde, zellikle
de dogrusal olmayanlarinda, sik rastlanan bu ol-
gunun kagimlmaya gahgilan bir yani da var. Basit
mekanik sistemlerin kontroliinde dallanma teorisi
yardimi ile kaotik rejimlere meydan birakmayan
parametre degerlerine ulasarak, istenmeyen neti-
celer engellenebiliyor. Benim yazimda vurgula-
maya caligtigim husus ise, Ruelle’in de kitabinda
genis yer ayirdigl, birgok matematikginin biiyiik
umitler bagladig bir problemin, ¢6ziim senaryosu
ile ilgili. Problem galkant:1 problemi ve ¢ézim
senaryosu da kismen Ruelle-Takens senaryosu
adiyla bilinen senaryo. 1992 yih biterken
heniiz bu konuda tatmin edici bir gelisme ol-
madigina inamyorum. Elbetteki kaos teorisi elini
sadece galkanti problemine atmamig, ama diger
¢abalari boylesine cesur degil. Arnold’un da
kitabinda agikladigxy gibi agiklanmamig muam-
malar ille de bir teoriyi zayflatmaz, garip
cekenler kavraminin garip tarihgesi de bu olguya
bir ornek. Ortaya atilmasindan en az yirmi
vl sonra, esrar perdesi belki de biraz aralan-
nug, ama perdenin arkasinda umit edilen bulu-
namamig. Ayni kavrama daha 6nceden katastrof
teorisinin semsiyesi altinda bakmaya c¢alismak
benzer bir umidini gosteriyor matematikgilerin.

22-5=556-2=110

222 - 55 = 595 - 22 = 12210

2222 - 555 = 5555 - 222 = 1233210

22222 - 5555 = 55555 - 2222 = 123443210
222222 - 55555 = 555555 - 22222 = 12345543210

Tt RO sk SRSTALTE

Uzun yllardir bu kadar ilgi gormemis rmate-
matik bilimi gerek katastroflar, garip olan ve
olmayan gekenler, rengarenk fraktaller, en ba-
sit sistemlerde gorilen kaotiklerle tekrar sesini
duyurdu. Bu kadarcik ilgiyi ¢ok gormemek lazim.
Katastrof teorisinin tamtim bagarisi, uygula-
malarindaki bagarisindan ¢ok daha fazla. Fransiz
filozofu Lyotord bile postmodern diinyada bili-
mi incelerken René Thom’a ve B. Mandelbrot’a
gonderme yapiyor.?® Tabii ki almtiladigi “uygu-
lama”larin kabul gormemis oldugunu bilmeden.?®
Hergeye ragmen, onbeg yili agan omrunu nasil
agiklamal kaos teorisinin?  Yazimda biraz
deginmeye cahstigim gibi bilgisayarlarin bilim
adamlarinin/kadinlarinin  hayatlarina  guindelik
bir bigimde ~girmeleri yeni. Eskiden ufak
deneylerle eglenen bazi fizikgiler/matematikgiler
artik bilgisayarlarinin baginda fraktal kumeler
iiretip, kaotik sistemlerle oynuyorlar. Bir yandan
yeni bir “dinya” sunan ekran, diger yandan da
o diinyanin analizi igin gerekli araclar1 sunuyor,
igte kaos teorisi de bu araglardan biri gimdilik.
Arizona Eyalet Universitesi’'nde ogrencilere kaos
teorisini tamitmak i¢in verilen bir konugmanin
baghgr: “Kaos cidden var mi, yoksa bir bilgisa-
yarin hayal trinu mu?” idi. Konugmay: din-
ledigim halde heniz karar verebilmig degilim.
Yine de yeni bir diuizen arayigimin elgisi olarak
kaos hem matematikgilerin hem de bilgisayarlarin
“zihni”ni bir siire daha meggul edecek galiba.30

EGLISNCELLK

2222222 - 555555 = 5555555 - 222222 = 1234566543210

22222222 - 555555 = 55555555 - 2222222 = 123456776543210

222222222 - 55555555 = 555555555 - 22222222 = 12345678876543210
2222222222 - 555555555 = 5555555555 - 222222222 = 1234567899876543210
Orhan Giraz, Eskigehir Fatih Fen Lisesi 2. simf ogrencisi

e

B N e A

28 |-F. Lyotard, Postmodern Durum (1990), Ara Yaymncihk, s.74-77.
291. Ekeland, deneysel bilimlerde katastrof teorisinin elestiriyle kargilagmarmug bir uygulamasimn olmadignu vurguluyor

(s.102).

3% Yazinu tamamladiktan sonra Matematik Diinyasimin Ocak 1992 sayisinda bir yazi gziime iligti: A. Sangalli'nin
“Bilgisayarlar Ispat Pesinde”. Konumuzla ilgisi oldugundan burada amumsatayim dedim.

[14]




LIMITLER, LIMITLER

Yusuf Ava & Nurettin Ergun *

Akill insan zehir sunsa al ig
Nobran bal gerbeti uzatsa sakin ha!
Omer Hayyam

Gergel sayr dizilerine iligkin limit bil-
gisi ¢ok onemlidir. Kendi bagina gok onemli
olmanin Otesinde, gergel degiskenli ve gergel
degerli fonksiyonlarin sirekliliklerini agiklama,
kavrama ve kanitlamada belki daha da 6nemlidir.
Biz bu yazida, hepsi de kendi baglarina yete-
rince ilging olan dort unli limit probleminin
oziimleri ile ilgilenecegiz. Supremum ve infimum
kavramlarini ve bir gergel sayiya yakinsamanmn
ne demek oldugunu az ¢ok bilen herkesin,
kamitlamalara katilma ¢abasi gosterdiginde, an-
latilanlar1 kavrayacagimi umuyoruz.  Yalmzca
gergel say1 dizileri ile ilgilenecegiz.

Bos olmayan bir A C R alt kumesinin
bir ust stnirt, V a € A igin a < o esitsizligini
gergekleyen o gercel sayisidir; en kuguk ust sinire
yanl supremumu ise A 'min bu nitelemeye uyan
ozel ust simiridir, yani kendisinden kesin kugiik
kalan hi¢ bir gergel saymmin A min bir ust smin
olamadig ust sinindir; bagka bir yazigla, A nmn
a ust sinirina ancak ve yalniz

Ve>0 igin Jac € A, a — e < @

kosulu gergeklendiginde A kiimesinin supremumu
denir ve a = sup A yada a = ekiis A yazilr. Alt
simir ve en buyuk alt sier yani infimum kavram-
lar1 benzer bicimde tanmlanir.

Ana Teorem. i) Ustten sinirh ve bog ol-
mayan herhangi bir A C R alt kiimesinin tek bir
supremumu vardir. h

ii) Alttan simirh ve bog olmayan herhang
bir A C R alt kiimesinin tek bir infimumu vardr.

Problem 1. Bir {a,}3%, gergel say
dizisinin, yakinsak bir alt dizisinin yakinsadig
gercel sayiya {a,}52; dizisinin bir yifilma nok-
tast denir. Hatirlatma: Indisleri yani numaralarn,
kesinlikle artan n; < ny < --- < Ny < Ny <

- dogal sayilar olan terimlerin olusturdugu

*Istanbul Universitesi Maternatik Bsliunii Sgretim iiyeleri

2]

{an, ), dizisine, {an)%, dizisinin bir alt
dizist denir.
[o2]
{a2n—l};:“i-:lr {a3ﬂ+2}$;°:l! {azﬂ}ﬂ=1

dizisinin alt dizi ornekleridir.
Ornegin ilkinde n, = 2m — 1 dir. a,,, teriminin
esas dizideki numarasinin n, buna karsihk alt
dizideki numarasinin m olduguna dikkat edilme-
lidir. Sonlu tane yigilma noktasi olan bir kag
diziyi animsayahm:

dizileri {an}5Z;

an — ("'-1)“)
14(-)* 1
nE g T
{ (_1)(-’2'-] 3 %, n tek ;
Cn =9 L ift .
. B n g

{an}e2, dizisinin y1gilma noktalan yalnizea z =
-1 ve z = ldir. {b,}5%, dizisinin yalmzca
z =0 ve z = | yifalma noktalanna yakinsayan
alt dizileri vardir. {c,}3%, dizisinin yigilma nok-
talart ise —1,0 ve 1I'dir. Simdi suna dikkat ede-
lim:

1 1
1+ -,14 ¢
1’ +2’

+

1
2
1
—+1,—+
m 1'm

| =

1
I:
1
5, E P
rasyonel sayilan “sayilabilir tanedir”, yani dogal
sayilarla indislenebilirler (numaralanabilirler).
Boyle bir numaralama ile bir {z,}3%, dizisi
tammlanmig olur. Bu dizinin tim yigilma nok-
talarinin -
11 1

,2,:’...,5’...
oldugunu okuyucu gorebilmelidir. Demek ki son-
suz tane yigilma noktasi olan gercel say1 dizileri
tammlanabilir. Dahasi, biitiin pozitif rasyonel
sayilari, ki sayilabilir tanedirler, numaralayarak
tamimlanan {r,}72, dizisinin tiim yigilma nokta-
lan kiimesi ise [0, 00) arahigidir, neden? Herhangi

1 0



AVCI & ERGUN

bir {z,)5L, gergel sayr dizisinin tum yigilma
noktalar kiimesinin infimumu lim z, ya da
liminf, r, isareti ile gosterilir. Sozii edilen in-
fimum yoksa lim r, = —oco yazihr. limz, ya da
limsup,, r, igareti ile de sozii edilen dizinin tim
yifilma noktalarimin supremumu gosterilir.  Su
bilgileri ekleyelim:-i) Bir {a,}5%, dizisi yakinsak
ise tim alt dizileri de aymi limite yakinsar; i)
lim =z, ister bir gergel say1 ister —co olsun,
daima {z,}5, dizisinin bir y1filma noktasidr,
vani {r,}5%, dizisinin uygun bir alt dizisi lim z,
degerine yakinsar; iii) Benzer gergekler limz,,
isin gegerlidir. Bu ilk bolimde su problemle
ugragacagiz: Sonlu tane yijilma noktas: olan oyle
smarl: bir {a,}3, gercel sayr dizisi bulalim ki,
bu dizinin aritmetik ortalamalar dizisinin sonsuz
tane yigilma noktast olsun. {a,}3%, dizisinin
aritmetik ortalamalar dizisi, terimleri o, =
Gitaat +as olan {0,}2, dizisidir. Once gerekli
temel bilgileri gorelim:

1.1. lim a, = sup, inf{a,,an41,...} Ve
inf, sup{a,,an41,...} esitlikleri her-

lima, =

Bunlari, yaziy1 uzatmamak icin gostermiyoruz.
O halde su ¢ok onemli sonuca ulagihir: {a,}3%,
dizisi sinirh ise, yani her bir n € N i¢in a < @, <
b gergekleniyorsa, a < lim a, < lima, < b ko-
layca elde edileceginden, {a,}5%, dizisinin [a,b]
arahfindaki en az bir gergel sayiya yakinsayan
yakinsak bir alt dizisi vardir, neden?

1.2. Herhangi bir {a,}5%, gercel say1
dizisi ve bu dizinin herhangi bir {a,, }3_, alt

Elbette, giinki {a,,,}3_, alt dizisinin yakinsak
herhangi bir alt dizisi, {a,}5%, dizisinin yakinsak
bir alt dizisidir, neden? Dolayisi ile {an,, }o=1
dizisinin herhangi bir yifilma noktasi olan £ i¢in
lim a, < ¢ gegerlidir. Istenen esitsizlik hemen
elde edilir.

1.3. {bo}32, bir gergel sayiya
yakinsiyorsa, herhangi bir {a,};2; dizisi igin
lim (ap + b,) = lim a, + lim, .o b, gegerlidir.
Gercekten ¢, = lim a, bir gergel say1 ise,
& = liMp_coan, gercekleyen {an }o_; alt
dizisini belirleyen n; < ny < -+ 1y < --- NU-
maralar1 yardim ile 6nce €, = limu_bp =
My, —oo bn,, ve sonugta £; + €3 = lim(a,,, +
b., ) gercekleneceginden, tamm geregi hemen,
lim (@, + b,) < ¢ + ¢2 bulunur. lim (a, 4 b,) <
£+ €, gerceklesemeyecegi kolayca gorulur, ¢unku
aksi halde,

lim (an,, + by, ) = lim (a, + bn)

m— 00

gercekleyen yakinsak bir {an,, +bn, }m=; dizisi

var olurdu ve sonugta

lim ay, = lim ((an,, +bn,.) — bn..)
= lim (a, +bn) — lim bN,,.
= lim (an +ba) = b2
< £ < lim an,,
m— 00
celigkisi dogardi. lim a, = —00 halini ockuyucuya
birakiyoruz.

1.4. Herhangi bir {a,}3%, dizisi ve her-
hangi 0 < ¢ verildiginde, Vn > N i¢in im a, —
¢ < a, gerceklenir. Elbette, yine lim an = —00
halini apagik oldugundan irdelemeden gegiyoruz.
Simdi lim a, = € bir gergel say1 iken, sozi edilen
nitelikte bir N dogal sayisi tanimlanamasayda,
oncelikle 6yle bir 1 < n; dogal sayis1 var olurdu
ki an, < £—e gegerli olurdu. O halde yine oyle
bir 2n, < np vardir ki a,, < €—¢ olurdu, vb.
Tiimevarim ve bu dusiinceler yardimu ile 6yle bir
{an, }2-; alt dizisi tanimlanabilirdi ki her bir
m €N i¢in a,, < {— ¢ ve sonugta

i f {8 s Bt s Brinmigias + - o SL—E
gegerli olurdu. Sonugta

= supinf{an,,,@n.yr) Gnmpar - -}
m

lim a,

< f-—e<t<lmay,

celigkisi dogard.
1.5. Herhangi bir {a,}5%, dizisi igin
daima

mmo, < lima,

—

lima, <limo, <
gegerlidir.  Biz yalmzca lim a, < lim o,
esitsizligini gosterelim. lim a, = —oo hali
apac¢iktir. Simdi € = lim a,, bir gergel say1 olsun.
0 < € yeterince kuiguk olsun. 1.4. nedeniyle, uy-
gun bir N sabit dogal sayis: sayesinde, V. n > N
igin £—¢ < a, gegerli oldugundan, sonugta n > N
igin

ay+az+---+an

n
4 OV +ayy2+---+an
n

S %_i_(n—NT?(E—c)

= Aie-o0-2)

On =




gegerli olur ve dolayisi ile 1.3. yardim ile, ko-
layca

lim 0, > lim (§+(e—f)(n_ﬁ))=e_f

n

bulunur; burada A = a;+az+-- +an yazilmugtir.
Okuyucu, ¢ok zorlanmadan

Vn> N, an < By ise li_mans.liﬂﬂn

oldugunu gosterebilir ve bunu yapmahdir. O
halde her bir pozitif ¢ i¢in £ —¢ < lim o, olmak-
tadir. Bu ise, £ < lim ¢, demektir; aksi halde
kagimlmaz olarak lim o, 4 ¢ < £—¢, gercekleyen
bir pozitif € var olurdu, neden?

1.6. Simdi problemimizi ¢ozelim. Su diziyi
tammlayalim. a; = 1,a3 = —1 ve her m dogal
say1sl 1gin

*) ={

i 2%xngim ol

=1, 2m 4 2™l p < QML
Demek ki, a3 = 1,a4 = —1,a5 = a5 = l,a7 =
ags = —1,... olmaktadir. Bu dizinin tastamam

iki yigilma noktasi oldugu halde, aritmetik orta-
lamalar dizisi {on}5%, sunlan gercekler. Once
her n € N igin o3 = 0 olur, ¢inki dikkat
edilirse burada pay, yani a; 4+ ay + - - -ay=, Once
a3+ a4+ ---+ az~ dir ve dolayisi ile

n-1

Z ((@2x 1 + -+ + ageyge—r)
=1

-~

+(a2k+2k_1+1 +--~+02k+1))
n-1

= Z(Qk—l _ 2’&'—1),
k=1

yani sifirdir. §imdi k sabit dogal sayisim alahm.
Her n € N i¢in

(a1 +az+---+azn)

O'2n+2n—k = on +2n—k
(@2n41 + azng2+ -+ agnyan-x)

on +2n—k

gt !

TRl 2%) 2k 4]

olur, ¢linki pay ifadesinde yer alan ilk parantez
sifirdir. Ikinci parantez iginde toplam 2"~* tane
+1 vardir, ¢unki bu ikinci parantezdeki tim te-
rimlerin numaralan apagiktir ki > 2" ve istelik
< 2" 42"~ gergeklerler. Demek ki (*) dizisinin
aritmetik ortalamalar dizisinin,

AVCI & ERGUN
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degerlerini alan (ve dolaysi .ilt'a bu degerlerF
yakinsayan) birer sabit alt dizisi vardir. Peki,
{7a), dizisinin baska yigilma noktasi var
midir?

Problem 2. Simdi de su diziyi
aragtiralm: Oyle sinarh bir {an}oz, ge‘rgel sayt
dizisi tanimlayahm ki kendisi ve aritmetik ortala-
malar dizist arasinda

lim a, < lim o, < lim o, < lim ap,
esitsizliklert gegerli olsun. Istenen nitelikte't?ir_
ornegin, yukarida tammlanan {a? Yo, dizisi
oldugunu okuyucu kolayca gorecektir.

Problem 3. [0,1) arahgmndaki tum z
gergel sayilannin tam kisimlan [z] = 0 gergekler.
Bu sayilarin herhangi birisinin = = 0,.’[:11!21,:3---
seklinde, bir ve bir tek tirli belirlenmig bir 2-
tabanl agithmi vardir. Burada z,z3,... tam-
sayllar1, ya 0 ya 1 tamsayilaridir; bunlarn be-
lirli bir adimdan sonra hep 1 gitmelerini genelligi
bozmaksizin yasaklayabiliriz. Vietoris 1921’de gu
ilging ornegi onerdi:

— I +zZy+---+z
f(0,z1z5z3...) =lim e 2 -

n

seklinde tanimlanan f : [0,1) — [0,1) fonksiy-
ont, 0 < ¢ < 8§ < 1 sayilar: ne olursa olsun
f([e,8]) = [0, 1] gergekler; kisacas1 bu fonksiyon,
tamm arahgindaki herhangi bir alt arahkta,
inanilmaz ve grafigi gizilemez bir bigimde stireksiz
sahmmlar yapmaktadir. Kamtlamay: yine adim
adim yapahm.

3.1. Herhangi bir 0 < rp = L <1 ras-
yonel sayisina karsihk zo = 0,000...011...1 €
[0,1) seklinde tammlanan z, gercel sayisi
f(z0) = ro gergekler; burada virgiilden son-
raki ilk ng — mg tane basamagin tumiu 0, son
mg tane basamagin timi ise 1’dir ve z saylsl,
no uzunlugundaki bu kahb siirekli tekrarlamak-

tadir. Dikkat edilirse basamaklarin aritmetik or-
talamalar dizisinin .

xl+$2+“-+ﬁi $1+.'L‘2+---+1:2n0
' ng , 2n, T

terimlerinden olugan alt dizisi ro rasyonel

sayisina yakmsar, giinki bu alt dizinin tiim te-
rimleri zaten 72 = 7o dir. $imdi, dogal sayilarn
herhangi bir ny < n, < ... < ng < --- artigi ile

belilrlfenen {on, }§2, alt dizisine bakalhm. Her bir
me 160, Ning < ng < (N + 1)ng gercekleyen ve
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tek tirli belirlenebilen bir N dogal sayist vardir
ve elbette

ry+xo4---
nj
T+ Iy 4+ TN 41)n,
- Ny -ng

N 1
_ (Net mg _ 1+L
Nk-n() Nk

+z,,

(T" k =

nedeniyle, aritmetik ortalamalar dizisinin tiim
diger yakinsak alt dizilerinin limitleri < 1y ve
hatta = ry gergekler, neden? Bu nedenle f(zo) =
ry olur.

3.2. Herhangi bir 0 < ¢ < 1 irrasyonel
sayisina monoton artarak yakinsayan bir rp =
2 pozitif rasyonel sayilar dizisi vardir. Once
0 < r1 < q gergekleyen ry rasyonel sayisini, sonra
max{ry, (¢ — 2)} < rp < ¢ gercekleyen r, rasy-
onel sayisini, sonra max{rs, (g — %)} <rz<gq
gercekleven 73 sayisim, v.b., belirleriz. Istenen
{re}§2, dizisi timevanimla tammlamr. Bu
dizinin paydalarinda yer alan n; dogal sayilan
sonsuz tanedir. Sonlu tane olsalardi, sonsuz
tane 1, ,Tk,,... rasyonel sayisimn paydasinda
aym bir N dogal sayisi kullamlms olurdu ki
bu olanaksizdir, neden? Demek ki genelligi boz-
maksizin, yukaridaki dizinin paydalarinin n; <
ny < -+ < N < Nggpy < --- gergekledigini
varsayabiliriz, neden? O halde

Mg = npTe < Npp 1Tk < Npp1Th41 = Mi 41

nedeniyle paylar da kesin bir monoton artig
gosterirler. Simdi my; — m; < np — n; olacak
sekilde bir £ dogal sayis1 bulahm. Tum k indis-
leri igin ng — ny < mp — my olsayd,

mn m;

g nk

egitsizliklert bize 1 < ¢ celigkisini verirdi, ne-
den? Bundan sonra mi; — m; < np — ng
.gergekleyen k& dogal sayilaninin en kugugune &
‘ve sonra my — my, < ng —ng, gercekleyen k
dogal saylarinm en ku(;ugune k3 diyelim v.b..
Timevarimla oyle yeni bir Ry = T~ pozitif rasy-
onel say1 dizisi tammlayabiliriz kl kesin mono-
ton artarak ¢ irrasyonel sayisina yakinsar; hem
paylar, hem de paydalar kesin artarlar ve ustelik
M — My_y < Ny — Ni_ esitsizlikleri her bir &
indisi i¢in gegerlidir. Simdi

z, = 0,000..011..1000..011..1 ...
g — e —

seklinde tamimlanan z, gercel sayisini goz oniine
alahm. 1lk N, tane basamagin ilk N; — M, tanesi
0, son M tanesi | dir, hemen ardindan gelen
Na—N; tane basamagin ilk (N2— Ny )—(M;— M)
tanesi 0 ve son M,— M, tanesi 1'dir, ard sira ge-
len N3—N; tane basamaginilk (N3— Ny)—(M;—
M,) tanesi 0 ve son M3 — M, tanesi 1 dir v.b..
Okuyucu artik f(z,) = ¢ gergeklendigini, tipki
3.1.’deki gibi gosterebilir.

3.3. (0,1) arahgindaki 2-a¢iliml herhangi
bir z = 0,x1x2x3--- sayis1 ve herhangi bir
sabit N dogal sayisi verilsin. aj,az,...,ay tam
sayilar geligi gizel 0 ve 1'ler olmak uzere

) = f(=)

gecerli olur, g¢unku her bir n > N igin, yeni
tanimlanan gergel saymnin basamak ortalamalan

*ANT]XL3 -

f(oaalaz 5 ®

ayt+az+---+av+r+z2+ -+ InN
n
:£+x1+:2+---+zn
n n
_-‘Cn—N+1+rn—N+2+---+zn
n
gergekler; burada A = a; + a2 + - + ay

yazilmgtir ve

OSIn—N+l +Zn-Ny2+ -+ Tn SN

gerceklendiginden (neden?),

A _ Tp_N41+ In_N+2 + -4z,

n n

dizisi sifira yakinsar. Sonugta {8, }5%, yakinsak
bir dizi olmak iizere, 1.3.’un benzeri olan

lim(a, + Bn) =lim a, + lim B,
n—oco

bilgisi kullanilarak istenen iddia elde edilir.

3.4. (0, 1) arahgmda, 2-tabanh agilimlan
=0,z17223--- ve y=0,y1y293
olan her hangi iki gercel saymmn z < y
gergekleyebilmesi igin gerek ve yeter kosul, ilk
farkhh basamaklar _Qlan Ty £ Ym 1IN Ty < Yy

gergeklenmesidir. Ornegin
Il = .Ul: ‘I.E = y2 -IIm—l = !;’m—l
ve
I = 0 <l= YUm

[15]



ise,
oo
B, 0 xn
s= Y=ttty
n=1 k<m k>m
yk 1 1
< E§F+(2m+1 2m+2+ )
k<m
_ ve 1 Y | Ym
- 21’+2m ok + gm
k<m k<m
o ¥
< Zg_n:y
n=1
elde edilir. Hem gerek, hem yeter kosul
gosterilmig oldu, neden? Burada 2’in
Tm+1,Tm42,--- basamaklarimn timinin 1
olmadigini  sSyleyen bilginin  kullamldigina

dikkat ediyor muyuz? Bu sonug¢ bir bakima,
gostergebilim sozcugunun, sozlukte gostergesiz
sozcugunden 6nce gelmesine benzemektedir; ilk
farkeden harf de (basamakta) alfabetik siralama
gozonune ahndiginda b < s olmaktadir.

3.5. Simdi yeterince kiigik pozitif € < §
sayllan verilsin. & < '-5;—‘ gergekleyen bir m
dogal sayis: belirlensin.

0 1 k

5;:5;;’--';2_”11"‘12—'“'

2m—1 2m
'gm
kesirli sayilarindan ardigik iki tanesi

k k+1
— < —— <
€< Qm = 2m <
gercekler, ciinki dikkat edilirse,

k—l( k

gm =S om

gergeklenecek bigimde tek bir k < 2™ vardir (ne-
den?) ve iistelik § < X! olamaz, neden? O

halde , ([;;’ kszlD o

gosterebilirsek, f([e,d]) = [0,1) sonucu kolayca
elde edilir. Bu sonuncuyu gostermek ise ¢ok

kolaydir. %k tam sayisinn, ao,ay,.. tam
sayilar1 0 ya da 1 olmak tuzere,

k:a02°+alil+-~-+am2m

+y Am

bigiminde tek tiirlii yazilabildigini bildigimizden,
2% kesirli sayisinin 2-tabanh agilimu

k ;
2—; = O, Amam-18m -2 " * -(10000 B i
olur. Benzer bigimde
k+1
;} =0, bybm—y o000 --
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ve ustelik
0,amam—1 ceeqg00--- < Olbmbm—l .o bg00---

geserlidir. Simdi 3.1.de tammmlanan zo gergel

sayisinin aghmi zop = 0, Zo1Z02%03 - - - olmak
uzere,
k * 1
5; < I =0,ﬂmam_1"'ﬂo Zo1Z02Z03
k+1
2m

ve iistelik 3.3. nedeniyle f(z*) = ro olacaf
apagiktir. Aynen, f(z;) =g ve

E. k+1
am <% < m

gergekleyen z; gergel saysi da 3.2.deki z,

yardimuyla tammlamr. Bitti!
Problem 4. Su iddia kuskusuz gok

sagirticidir: Herhangi bir pozitif terimli {an}82,
dizist igin
n
m(al +an+l) >e
an
gergeklenir. Dikkat: {a,}3%, dizisi bir gergel
saylya yakinsarsa bu iist limit +oo ’dur. Ornegin
lima, = a > 0 ise, uygun bir N; € N sayesinde,
n> N; 1gin
a) + Gn41 )n

an

(1+e)"<(A—¢e)" <(

gergeklenir, gunku a; > 0 ve

. a;+a a+a

n—oc a,

=A>1
nedeniyle uygun bir 0 < ¢ sayesinde 1+e< A—e¢
olur. Eger lime, =0 ise, n > N3 igin bu kez

ay a; +a
2 — ¢ ———2Hl
a, a,

olur. Simdi okuyucu, genel halde bu problem yer-

ine, onun egdegeri olan
h n n
) n
- lim
n—oo (n + 1)

lim (_al +any1 )
Ay

:I_ n(a1+an+1) n
’“‘( (m+Dan ) 2

esitsizligini gostermeye ¢aligmalidir. Bu prob-
lemin guzel bir ¢oziimi i¢in, Tirk Matema-
tik Dernegi yaymlarindan No:29, Matemalikte
Enduksiyon ve Benzetme, G. Polya, Cilt 1, 1966,
(Ceviren: Orhan Igen) s.131’e bagvurulabilir.
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| Yazar Tarih Basamak
Sayisi

Ptolemy M.O. 150 4
Viete 1579 10
Romanus 1593 16
Van Ceulen 1610 33
Snell 1621 35
Sharp 1699 72
Machin 1706 101
Vega 1794 137
Desa 1844 201
Rutherford 1853 441
Shanks 1873 707t
Aberdeen Prov. Grd. 1949 2.036
Watson Sci. Lab. 1954 3,093
(ienuys ve Felton 1959 10.000
| Shanks ve Wrench 1961 100.000
"Gilloud ve Fillatoire 1966 250.000
Gilloud ve Dichampt = 1967 500.000
Gilloud ve Bouyer 1976  1.000.000
Miyochi ve Nakayama 1981  2.000.038
Tamura ve Kanada 1982 4.194.293%

UC BIiR DORT BIR VE GERISI

Safak Alpay *

/

“Pi” sayis1 herhangi bir dairenin gevresinin
capma oram olarak tamimlamr.  Eski Cinli
matematikgiler tarafindan 3, Ahmes papiriisinde
ise 3.1605 olarak kabul edilen ‘pi’ sayist i¢in kul-
lanilan yaygin imge Yunan abc’sinde p harfine
karsihk gelen = dir. Ilk kez 18. yy baglarinda
Ingilizler tarafindan kullanilan bu imge 1737°de
Euler'in de kullanmasi ile gelenek haline gelen
bir gosterim olmustur. ¢,q¢1,42,..-,qn,-.- tam
sayilar olmak uzere
g+ %Jr1%+---+1%+---=q,q1qz---qn---
bicimindeki toplama ondalik agihm dendigini
biliyoruz [1). Her gergel saymnm tek bir ondahk
acihmla temsil edildigini ve her ondalik agilimin
da bir gercel say1 oldugunu yine [1)’den biliyoruz.

t Bu agiimda sadece ilk 527 basamak dogrudur.
! Gierekli bilgisayar zamam 2 saat 53 dakika idi.

*ODTU Matematik Bolimii 6gretim tyesi

Bir ondalik agilimin rakamlan belli uzunlukta
rakam bloklari bigiminde tekrarlamirsa bu agihma
periyodlu agihm denir. Kesirli sayilarin ondahk
agiimlarimn periyodlu oldugunu ve periyodlu on-
dahk agihmlarin kesirli sayilar olduklan [1]’de
kanmitlanmigt. Daha sonra da gorecegimiz gib1 =
sayisi kesirli bir say1 degildir. 1770’de kanitlanan
bu gergege kadar m sayisinin agithmimin merak
edilmesi dogaldir.

7 'nin aglimu hakkinda elde edilecek bilgi
kesirli olup olmadigina karar verecekti. ™
nin aqihm tarihi yukandaki cizelgede kisaca
gortluyor.

7 sayismn agilim ile ilgili ¢oéziilememig
savlar vardir. Bunlardan biri 7 sayisinin
agiliminda gorunen sayillarin tamamen rast-
gele oldugudur. Bagka bir deyigle bu agihmda
0,1,2,...,9 sayilariin elde edilme olasihg 1/10;
00,01,...,99 ikililerinin elde edilmesi olasihg
1/100; 000,001, ...,999 iiclilerinin gozukmesi
olasthn 1/1000 olarak ileri surulmustur.
Yukarida siralanan hesaplamalar tunli matem-
atik¢i John von Neumann tarafindan yapilan
7 sayisi aghmindaki sayr dagihmimin dizgun
rastgele oldugu savimi giiglendirmigtir. ~Henuz
kanitlanamayan bu savlar 7 hakkindaki sorular-
dan bazilandir.

_ Yukandaki hesaplamalar bize Arsimet’in
M.O. ' 240 yihnda buldugu = ’nin alt ve ust
simirlarinl veren yontem kadar heyecan vermiyor.
Arsimed birim c¢aph dairede, daire igine gizilen
diizgiin kirigler g¢okgeni ile daire digina gizilen
diizgiin tegetler gokgenini diigiiniiyor [2]. Duzgiin
cokgenlerin alanlari kolayca hesaplandigindan,
12, 24, 48 ve 96 kenarh diizgiin kirig ve tegetler
dértgenlerinin alanlarini bularak 7 igin 223/71 <
T < 22/7 esitsizligini bagka bir degigle 7 icin
yaklagik deger olarak 314’u veriyor.

[-1,1] arahgmndaki her z i¢in



sonsuz toplm tan~!z ’e egittir. 1671 yilinda
Iskogyali matematik¢i James Gregory nin farkina
vardigl bu gergek ile birgok hesap yapilabilir.
Ornegin £ =1 igin

T

4 1+1 l+
4 3

5 7

1699 yilinda Sharp tan~!z 'nin

- /1
13—-\/;

elde ederiz.
vukanidaki seri agihmim i¢cin kul-
lanarak =« sayisimin ilk 71 basamag hesapla-
may1 basariyor. 1719 yilinda De Laguy tan™'z

serisini % noktasinda kullanarak = ’nin on-

dahk agihminda bilinen basamak sayisim 112’ye
gikariyor. 1706'da Machin ise yine tan™! z ’in seri

acihimini ve
% = 4tan~! (%) -~ tan™! (2;’—9)

esitligini kullanarak = 'nin ondahk agthminda ilk

100 basamag: bulabiliyor.
Bilgisayarlarda hesaplar ve dogrulamalar

1 1 1
7= 24tan"! = 4+ 8tan~! — -1 _2
T an 3 + 8tan 57 + 4 tan 339

veya

1
7 =48tan"! — + 32tan! i —20tan™! —l—

18 57 239
gibi esitlikler yardimi ile yapihyor. érnegin
Miyash1 ve Nakayama tarafindan 7 'nin

agilimindaki 2 milyon kiisuruncu basamag veren
hesaplamada

7= 32tan”! % — 4tan™! % — 16tan™! %
gibi yine bir tan~! formiilii ile yapihyor. Tamura
ve Kanada'mn yontemi tan—! formulleri kul-
lanan klasik yaklagimdan farkli. Bu yazarlar
19. yiizyilda Legendre ve Gauss tarafindan bu-
lunan hesaplama yontemlerini geligtiren yenileme
(iteratif) yontemleri kullaniyorlar. Matematigin

Sayisal Analiz dahmin ugrastifi problemler
hakkinda bir fikir vermek amact ile gimdi bu
yontemi verelim: ag = 1, by = ﬁ alalim ve
her n igin

1
an = §(an—] +bn—1)) bﬂ = (an“lb"_l)IIZ

ve
¢n = a2 — b2

ALPAY

tamimlayalim. Eger

2
4an+l

(1 - E;:l 2j+1c12')

olarak tammlanirsa, lim,_ . 7, = T oluyor ve
7y ile m arasindaki fark (hata); A = lim, .o an
olmak lizere

Tn =

ﬂ.22n +4

A?

|7 — | < exp(—72"*1)
ile veriliyor.

Simdi 7 sayisinin kesirli bir say1 olmadigini
gorelim. Bu gergek igin genellikle Legendre’e
kredi verilmesine karsin 1770 yilmda Lambert
tarafindan kamitlanmgtir. Daha once tam sayi
degerli, tam say1 degigkenli fonksiyonlar ile ilgili
basit bir sonucu gorelim.

Yardimc1 Teorem. Z tam sayilar ol-
mak tizere f : Z — Z fonksiyonu nlln;lo f(n) =10
kosulunu saglarsa, f bir yerden sonra sifir sabit
degerini alacaktir.

Kamit. n — oo iken f(n) — 0 ver-
ildiginden, n > Ny igin |f(n) — 0] < % esitsizligi
saglayacak Ny tam sayismi (limit tanimindan)
bulabilirsiniz. f(n) € Z oldugundan n > Ng
icin f(n) = 0 olmahdir. 0O

Teorem. = sayisi kesirli bir gergel say1
degildir.

Kamt. Her n pozitif tamsay1 ve o € R
icin 1,

1
L :j (1 — )" cos(az) dz
-1

ile tanimlansin. integralleri alarak 2 < n igin
oIy =(n— DIy —4n(n— D)o (5)

egitliginin saglandigin goruruz.

P ve @ oa’nin dereceleri 2n + 1 den
kiigiik, tamsay1 katsayih polinomlari olmak uzere,
n uzerinden tumevarimla

a®*1 ], = n!(®Psin(a) + Q cos(a)) (6)

esitligini elde ederiz.!
Olmayana ergi metodunu kullanahm. Yani
m kesirli bir say1 olsun. Boylece 7 = §,6 # 0

olacak a,b tamsayilar1 bulabiliriz. (2) denkle-
minde a sayisi 7/2 alimirsa, J, = %l-ln ile

! n! carpam (1) numarali denklemdeki n(n — 1) den gelmektedir.
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tanimlanan J, bir tamsayidir. I, nin degeri ye- 0 < Jj, ile geligir. Bu geliski 7 sayisimin kesirli bir

rine konarak say1 olmasi varsayimu ile elde edildiginden teorem
_bnl kanitlanmgtir. @]

In = o / (1-z?% 005(2 )dx (7 Katsayillan tamsayr olan bir polinomun
kokii olan sayillara cebirsel sayillar demir.

clde edilir.  Integral igindeki fonksiyon z'in  Saysinin onemli bir ozelligi de cebirsel bir
(=1,1)  arahgindaki degerleri igin pozitif SaY! olmamasidir. 1794’de Legendre tarafindan

oldugundan, her n i¢in 0 < J,, bulunur. Dolayis:  kanitlanan 72 nin de kesirli bir say1 olmadif,
ile, her n igin, J, # 0 buluruz. Neden? (3)de Hermite’in 1882 = ’nin cebirsel bir say1 olmadigim

her iki tarafin mutlak degeri alinir ve kanitladig teoremleri i¢in [3]’ii Gnereriz.

C=/ cos —:c) dx
-1 K KAYNAKCA

olarak tammlanirsa _ _
[1] Taner, T: Gergel Say1 Nedir?, Matematik
|b] >+ Ib |2n+l Diinyast, 1, Say 2, 2-5 (1991).

' cos ( ) dr <C ] i ) )
w -1 2 : [2] Demir, H.: Dértgenleri Tamyahm I, Matematik
Diinyass, 3, Say1 1, 1-5 (1993). _

[3] Stewart, L.: Galois Theory, Chapman and Hall,

London 1973.
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bulunur. Buradan n — oo iken J, — 0 elde
edilir. Yardimer Teorem bir Ny tamsayisindan
sonra J, = 0 verir ki bu yukaridaki, her n igin,

bayin Safak Alpay,
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ILGIN DUZLEM GEOMETRI (III)

*

Huseyin Demir

ﬂ

IIL Ilgin Diizlemde Analitik Geometri

Ilgin bir teoremin geometrik bir ispatim
veremedigimizde ya da bir problemin ¢ozumunu
geometrik olarak bulamadigimizda yahut istek
tizerine dogrudan analitik geometriye bagvururuz.

ligin bir Ozy koordinat sistemi, Oklid
dizlemindeki bir Opzoyo koordinat sisteminden
ilgin donugumle elde edilir (Sekil 29).

Yo
P o(x0. Y0) /Y
P(x.y)
b B o0,1)
L /BO.D
0 Adl0) =5 /0 T A1) ==
Sekil 29
Eksenler tuzerinde birim uzunluklari veren

A(1,0), B(0,1) noktalar: keyfi olarak segilebilir.
Dogru Denklemi

Pi(z1,11), P2(z2,y2) gibi farkh iki nok-
tadan gecen dogrunun egimi ve denklemi, Oklit
diizleminde oldugu gibi tammlamr ve elde edilir.

Sekil 30

Egimi goyle tammlariz:

ordinatlar farki
m( Pl Pz)

apsisler farki

* ODTU Matematik Boliimi emekli 6gretim iiyesi

i — Y2
I, — Iy

=>m =

Buna gore P; P, nin denklemi
y—y =m(y—y1) (8)

olur.
Bu da dogrularin genel denklemi olarak

az+by+c=0 (9)

esitligini verir.
Pi(z1,91), P2(z2,y2) den gegen dogrunun
denkleminin determinant bigimi sudur:

z y 1
s n 1|=0 (10)
zz y2 1

Gergekten, z = z;, vy = y; (i = 1,2) alindiginda
esitlik saglanir ve determinantin, birinci satira
gore agildiginda, (3) bigiminde oldugu gorulur.

Sonug. d ve d', egimleri m,m’ olan farkh
iki dogru ise d//d' < m = m’ gecerlidir.

ilgi.n diizlemde diklik kavram yer al-
madigindan mm' = —1 esitligi diklik diye bir sey
ifade etmez.

(4)’te Pi(a,0), P2(0,b) alindiginda PP
nin denklemi olarak

(11)

QI8

Yy _
+b—1

elde edilir.

— X

/
0 @O

Sekil 31

|



DEMIR

Uggenlerin Alanlar

Iki hale ayiracagiz:

a) K6§elerin_in koordinatlar1 verilen
uggenin alam. Ilgin koordinat sisteminde

0(0,0) A(a,0) C(a,b) B(0,b) paralelkenarinin
alamm (Sekil 32)

|OACB| = ab (12)

olarak tammhyoruz. Bu, Oklit koordinat sis-
temide dikdortgenin alanini verir.

y
B C
/ /
/0 a A X
Sekil 32
Bir Pi(z1,y1) Pa(z2, v2), Ps(z3,y3)

uggeninin alammi elde etmek iizere agafidaki
sekillerde 6zel korunumlu koyu gizilmig iiggenlerin
alanlar yanlarina yazilmstir:

y

B
b
> X
/0 a A
Sekil 33, alan = fab
y
i Pl("l-)’l)

> X

Sekil 34, alan = %Ilyl

Sekil 35, alan = 1(az — a,)

/° | i
Sekil 36,
alan |P,OA| - |P,OA| = %(Ily2 — T2y1)

Genel halde (Sekil 37)

X
Sekil 37
|P1P2P3| = |P1 PgO! + |P10P3| — leOP,jl
1
= (zr1y2 —zay1) + 5(3713/3 — z3Y1)
1
_5(3323/3 - J-'syl)
olup
1 1y Y 1
| PP, P3| = 7| *2 ¥ 1 (13)
r3 y3 1

elde edilir.
Sonug. Determinant sifir oldugunda
Py, Py, P3 noktalan dogrudagtir.



b) Kenarlarina denklemleri verilen
uggenin alam. Derginizde, ikiger ikiger kesigen
ve denklemleri

anr+apyt+as = 0
anr+apy+as = 0
a1z +axmytaz = 0

olan d;,ds,ds gibi t¢ dogrunun olugturdugu
dydad3 tam uggeninin |dy d2d3| alaninin hesaplan-
mas1 sorulmug (Matematik Diinyas:, Cilt 2, Say
3, 5.23, Y38) ve cevabin
2
an az a3
a1 azz ass
a3 asz ass
14
A13A23A33 (14

oldugu ispatlanmgtir (Matematik Diinyasi, Cilt
2, Sa.yl 5, S31) Burada Als,Azg,Aga, ko-
faktorlerdir.

Sonug. (7)’de verilen determinant sifir
oldugunda d,,d>,d; dogrular1 noktadastir.

Simdi bu iki sonucun bazi uygulamalarin
verelim.

|dydads| =

Teorem. (Newton dogrusu). Bir
tam dortgende kogegenlerin orta noktalan
dogrudastir.

Bir ABC uggeni ile bir DEF keseninden
olugan bir dortgeni koordinat sistemine Sekil
38’deki gibi yerlestirerek

B(0,0), C(2¢,0), D(2d,0), A(0,2a), F(0,2f)

koyalim.

/ B C
Sekil 38
E nin koordinatlarnmi ‘bulmak iizere (5)1
kullanarak AC, DF nin

z y

% 5:1 = azxr+cy = 2ac
x y )
— 4+ == dy = 2d
5q + 2f 1 = fz+dy f
bulup denklemlerini ortak ¢ozelim.
a—f d—c

E | 2cd 2

(C ad —cf' afad—cf)

DEMIR

bulunur ve (6)’dan hesaplar sonucu

d a 1
c f 1 1=0
a— d—

Cdac-ij af ad—:f 1

elde edilir.

Merakli okurlara su iki teoremin analitik
ispatlarin1 vermelerini oneriyoruz.

Teorem. (Pappus). p,p’ gibi iki dogru
iizerinde A,B,C ve A’,B’,C’' noktalann bu
siralamalarla alindiinda BC' N B'C,CA" N

C'A,AB’' N A’B noktalan dogrudagtir (Sekil 39).
o

Sekil 39

Teorem. DEF  dogrusu bir
ABC ggeninin bir keseni (Sekil 40) ve
AEA'F,BFB'D,CDC'E birer paralelkenar ise
A’, B, C' dogrudastur.

Sekil 40

Sundi dogrularin noktadaghgina iligkin iki
ornek verelim.

Teorem. Bir uggende kenarortaylar nok-
tadastir.

Uggen ABC olsun ve BC dogrusu z ek-
seni, BA dogrusu ise y ekseni secilsin.
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Sekil 41

A(0,2a), B(c,a), C(2,0) koyup A’ (¢,0),
B'(c,a), C'(0,a) elde edilir.

Kenarortaylarin denklemleri olarak sunlar
buluruz:

T
AA’Z— % 1 = 2az 4+ cy —2ac =0
a
BB’A%_E = a—cy=0
CE’ : 2_c % 1 = az+2cy—2ac=0

Bunlara da (7) uygulamirsa determinantin
sifir oldugu gorulir:

2a ¢  —%2ac
a -—c 0 = 0.
a 2¢ -2ac
Teorem. Bir ABCDE beggeninde

A kogesinden gecen AB,AC dogrularma, A

nn karsi [CD] kenarmmm C,D uglarindan
cizilen paralel dogrular bir A’ noktasinda
kesigsinler (A'C//AB,A'D//AE). Benzer
cizimlerle B’ C’, D' E’ noktalar1 bulunursa

AA',BB',CC',DD', EE' dogrulan noktadastir.

Sekil 42

Konikler.
Konikler ikinci dereceden egrller olup genel
denklemleri

Az’ + 9Bry + Cy?* + 2Dz + 2Ey+ F = 0 (15)

bigimindedir.

Ik i¢ katsayidan en az biri sifirdan
farkhidir ve konigin tiru dig koinvariant denilen

(16)

sayisinin igaretiyle belirlidir. A ’nin negatif sifir
ya da pozitif olmasi halinde konik elips, parabol
ya da hiperboldir.

Konumuzu bir problemle kapatiyoruz.

Problem. Bir uggenin gevrel elipslerinin
merkezlerinin geometrik yerini bulunuz.

Bu geometrik yeri tahmin etmek olduk¢a
(Gozume ancak analitik olarak

A=B?- AC

zordur.

ulagabiliriz.
Uggenin késeleri  A(0, 1), B(0,0),C(1,0)

olarak alindiginda (Sekil 43), elips (0, 0), (1, 0),

Sekil 43

(0, 1) noktalarindan gectiginden
F=0 A42D=0, C+2E =0
elde edilir ve (8) denklemi
f(z,y) = Az’ +2Bzy+ Cy* — Az —Cy =0 (8"

denklemine dontgtir.

Elipsin O(zy,yo) merkezi
2 2Ax+2By— A =0
fy = 2Bz4+2Cy-C =0

denklem sistemini saglar. Sistem ¢oziildiginde

QAIO
QAyO

BC - AC
BA - AC

elde edilir. A

yazildiginda

AC  yerine (9)dan B? —

BC - B?
BA - B?

(21‘0 - l)A
(2y0 — 1)A




bulunur.

Bunlarda B? yi sola gegirerek elde edilen
esitlikler taraf tarafa carpildiginda ve AC = B2—
A kullanildiinda kisaltmalardan sonra

(210 — 1)(2_!}0 - l)/.\ + (22?0 + 2y0 - 1)32 = 0

= (21:0 - 1)('2y0 — 1)(21‘0 + 2y — l)
+(2z0 + 2yo — 1)3(B*/A) =0

= (220 — 1)(2yo — 1)(2z0 + 2y0 — 1) =
—(220 + 2yo — 1)(B*/A) > 0

EISENSTEIN KRITERI

Mefharet Alpseymen Kocatepe *

elde edilir. Bu esitsizlik ise ABC nin A'B'C’
orta tam iiggeni ile ilgili tarah bolgeyi verir.

Sekil 44

d

Bir polinomu ¢arpanlarina ayirmak
veya carpanlara ayrnlamayacagim gostermek
cogunlukla zordur ve zaman alr. Bir polino-

mun ne zaman garpanlara ayrilabilecegini veya
ne zaman ayrillamayacagini soyleyen kriterlerin
sayisi ¢cok azdir. Bunlardan bir tanesi de unlu
Eisenstein kriteridir.

Isterseniz once kisaca Eisenstein’dan
sozedelim. Ferdinand Gotthold Max Eisenstein
1823-1852 yillan arasinda yasamustir.  Sayilar
teorisi, cebir ve eliptik fonksiyonlar uzerinde
onemli galigmalar yapmustir.  Simdi sozinu
edecegimiz kriteri 1850 yi1inda bulmustur.

Simdi de notasyonu ve terminolojiyi be-
lirleyelim.  Z[z] ile katsayilar Z kiimesinde
olan (yani tamsayilar olan) tim polinomlar
gosterelim.  Aym gekilde Q[z] ile katsayilan
rasyonel sayilar olan tim polinomlan gosterelim.
Eger f(z) € Z|[z] polinomu herbirinin derecesi en
az 1 olan ve katsayilarr tamsay: olan iki polino-
mun carpimi seklinde yazilabiliyorsa f(z) poli-
nomu Z[z] iginde indirgenebilir, aksi halde in-
dirgenemez denir. Ayni tamm Q[z] icin de ver-
ilebilir. Ayrica Z[z] € Q[z] oldugundan Z[z]
in bir elemamimin Q[z] iginde indirgenebilir veya
indirgenemez olmasindan da soz edilebilir.

Teorem (Eisenstein kriteri). p verilen

* Bilkent Universitesi Matematik Bolimi Sgretim tiyesi

bir asal say1,
f(z) = apz™ + an_1z" '+ +ajz+ag € Z[I"]
olsun. Eger a, # 0 (modp),

Gn_1 = -~ = ao = 0 (modp), ao # 0 (modp?)
ise, f(z) polinomu Z[z] icinde indirgenemez.
Not. Bu kriter ashnda f(z) in Q[z] iginde in-
dirgenemeyecegini soyler. Bunu kanitlamak da
zor degildir.

Kamt. Iddianin  dogru olmadigim
varsayahm. O zaman b;, ¢; € Z olmak tzere

f(:c) = (bpz™+-- ‘+b1I+b0)(Ck$k+‘ . -—I—clx+c0)

seklinde yazilabilir (m > 1, £ > 1 ve n =
m + k.) Katsayilara bakarak ag = boco olur.
0 (modp) ve p asal oldugu igin by =
0 (modp) veya ¢ = 0 (modp) olmak zorun-
dadir. ag # 0 (fhodp?) oldugu icin de bun-
larin her ikisi birden dogru olamaz. Genelligi
bozmadan ¢g = 0 (modp) ve by # 0 (modp)
oldugunu varsayahm. a, = bncy # 0 (modp)
oldugu igin ¢; # 0 (modp) olmak zorundadir ve
¢; # 0 (modp) ozelligini saglayan j indislerinin
en kigiigiinden soz edebiliriz. Bu en kuguk indisi

ag =
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r ile gosterelim. co.= 0 (modp) oldugundan,
1<r ve

\\ .
Cr—1 = -+ = co = 0 (modp)

olur. Bu durumda
a, = bocr +b16r—y + -+ + bocyp = boc, (modp).

bo # 0 (modp) ve ¢, # 0 (modp) oldugu igin
ar # 0 (modp) olmak zorundadir. Hipoteze gére
bu kosulu saglayan tek katsay1 a, oldugundan,
r = n bulunur. Buradan da

n=m+k>k>r=n

celigkisi gikar.

Ornekler. 1. f(z) = z3 + 22?2 + 4z + 2.
Burada a3 = 1, a3 = 2, a; = 4,a0 = 2 dir.
p = 2 asal sayisina gore

az # 0 (modp), a3 = a; = ag = 0 (modp),

ag # 0 (modp?)

oldugundan Eisenstein kriterini uygulayarak f(z)
polinomunun Z[z] iginde indirgenemeyecegini
buluruz.

2. f(z) = z3+2z2+2z+4. Bu polinomun
katsayilar1 1,2,2,4 tir. 2,2,4 i bolen tek asal sayr
p=2 dir. Ancak 4 = 0 (modp?) oldugundan bu
polinoma Eisenstein kriterini uygulayabilmemiz
miimkiin degildir. Ama tabii ki bu durum
bu polinomun Z[z] iginde indirgenebilecegi an-
Jamina gelmez. Ancak deneyerek

flz) = 22+22°+2z+4
= z(z+2)+2(z+2)
= (2®+2)(z+2)

bulundugundan f(z) polinomu Z(z] icinde in-
dirgenebilir.

3. f(z) = z7 — 47. Burada katsaylar
1,0,0,0,0,0,0,—47 oldugundan *p = 47 asal
sayisi ile kriterimizi uygulayabilir ve polinomun
Z[z] iginde indirgenemez oldugunu goriruz.

4. f(z) = z* + 15. Burada da kriterimizi
p=23 veya p = 5 asal sayisi ile uygulayabiliriz.

5. p bir asal say1 olmak uzere

flz)=zP"+2P 24+ +1

olsun. Polinomun bu sekline Eisenstein kri-
terinin uygulanamayacag agikga gorulur. Ancak

-1

Ip
z—1

oldugunu gozleyerek ve z =y + 1

f(z) =

tamimlayarak

(y+1)P -1
y

e

j=0

flz) =

ET g(y)

g(y)’nin ilki hari¢ biitin katsaylan p asal
sayis1 ile boliinebilir. Bunun nedenini gérmek
icin bu katsayllarin herbirinin paymda p
garpam oldugunu ve paydasindaki sayilarm da
p den kiigiik tamsaylarin g¢arpimi oldugunu ve
dolayisiyla p ile sadelesemeyecegini gozlemek
yeterlidir. g(y) polinomunun Eisenstem
kriterinin diger kosullarm1 sagladiy acikga
goriildiigiinden, g(y) polinomu Z[y] iginde in-
dirgenemez. Buradan da f(z) in indirgenemedigi
cikar.  Aksi olsaydi, yani f(z) = fi(z) fa(z)
seklinde yazilabilseydi,

9(v) = f(z+1) = filz+ 1) f2(z +1) = f(y) f2(y)

olacagindan ¢(y) indirgenebilecekti.

Bu kriterin bir de genellegtirilmig bir gekh
vardir. §imdi d ondan soz edelim.

Teorem (Genellestirilmig Eisenstein
kriteri). f(z) = a,z" + - -+ ayz + ag € Z[z]
olsun. Bir p asal sayis1 ve £ < n igin,

an £0,a, #0, ag_1 = --- = ap = 0 (modp)

ag # 0(modp?)

ise Z[z] iginde, f(z) indirgenemez veya f(r)
in derecesi en az £ olan ve indirgenemeyen bir
carpani vardir. '

Kamt. f(z) indirgenebilirse, m > 1, k >
1 ve b;, ¢; € Z olmak tizere

f&) = (bne™ 4 +biz+b)

-

I

g91(x)
(cxz* + -+ a1z + co)

o

fi(z)
= gqi(z)fi(z)




olsun. Onceden oldugu gibi genelligi bozmadan,
bo # 0 (modp) ve co =0 (modp) olsun.

c1bo + coby = a; =0 (modp)

ve

bp Z 0 (modp), co =0 (modp)

oldugundan ¢; = 0 (modp) bulunur. Bu sekilde

sirayla as,...,as_ 1 yazarak,

CoEClE-'-EQ_lEO(mOdP)

£ 0 (mod)

bulunur. Ayrnica bpcy = a,
oldugundan,

ck # 0 (modp).

Boylece k& < £ — 1 olamayacag hemen goriilir.
Demek ki k > £ olmak zorunda.

k = £ olursa kriterin ilk sekli f;(z)’e uygu-
lanabilir ve f;(z) in indirgenemez oldugu goriiliir
(derece fy(z) = £).

k> ¢ ise

ag =cebg +cp b+ = cebo (modp)

ve a; # 0(modp) oldugu i¢in ¢; # 0(modp) bu-
lunur. Bu durumda fi(z) = cxz*¥ +-- -+ c1z+¢o
olup k£ > £ igin,

a0, ct #0, cgmy =--

co Z 0 (modp?)
saglandigindan, simdiye kadar f(z) igin
yaptiklannmuizi  f;(z) i¢in yapabiliriz. fi(z)
indirgenemez ise teorem kamtlanmsg olur, in-
dirgenebilirse fo(z) sekil olarak fi(z) ve f(z) e
benzemek uzere

fi(2) = g2(2) fo(=)

- = ¢o = 0 (modp),

ALPSEYMEN KOCATEPE

olarak yazabiliriz ve bu siireci devam ettiririz.
Ancak

¢ < derecefi(z) < derecefi_1(z)
< -+ < derecef(z)

oldugundan, bu siire¢ bir yerde bitmek zorun-
dadir. j’nci adimda biterse

flz) = a(z)fi(z)= 91(3)92($)f2(1)
= - =gi(z)ga(z) - - 9; (=) f;(2)

seklinde yazilir. Burada fj(r) indirgenemez ve
derecesi de en az £ dir.

Ornek. 1993 Uluslararas1 Matem-
atik Olimpiyat, birinci sorusunu hatirlayahm.
Bu yazimizdaki terminolojiyle ifade edersek
bu soruda n > 1 iken f(z) = z" +
52"~! 4+ 3 polinomunun Z[z] iginde indirgene-
meyecegini gostermemiz isteniyordu. Eisenstein
kriterinin ilk sekli bu soruya uygulanamaz, fakat
genellestirilmis sekli uygulanabilir. p = 3 asal
sayis1 ve £ = n — 1 saysi i¢in teoremin hipotezi
saglamir. Teoreme gore f(z) indirgenemez veya
derecesi en az n — 1 olan indirgenemeyen bir
g(z) carpam vardir. g¢(z) in derecesi n ise
g(z) = f(z) olmak zorundadir. g(z) in dere-
cesi n — 1 ise f(z) in aym zamanda derecesi 1
olan bir ¢arpani, yani rasyonel bir koku vardir.

Bu rasyonel kok il = F3 olmak zorundadir.

Fakat f(3) # 0 vi: f(=3) # 0 oldugu kolayca
gorildiigiinden, f(z) in derecesi n — 1 olan ve
indirgenemeyen carpani yoktur. Bu durumda
geriye bir tek segenek kalmaktadir. O da f(z)
in indirgenemez oldugudur.
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Girig Smavi

1. Gergel z ve y igin f(z)—f(y) < (z—y)?
esitsizligini saglayan tim f fonksiyonlarim bu-
lunuz.

2. 2?21 32, ... 2nz+2n+1
cokterimlisinin gercel koki olmadigim gosteriniz.

3. 22" 4 227" 41 sayisinin  asal
carpanlarinin sayisinin n ’den kiigik olmadigim
gosteriniz. (Asal carpanlar farkli olmayabilir.)

4. Duzgun bir tetrahedronun igine ve
digina ¢izilen kiurelerin hacimlerinin oranimi bu-
lunuz.

5. Bir ABC tuggeninin tum agilarmin dar
ag1 olmasi igin gerekli ve yeterh kogulun, AB, AC
ve BC kenarlar: izerinde AA’, BB' ve CC'’nin
esit uzunlukta oldugu A’, B’ ve C’' noktalarinin
varhg oldugunu kamtlayimz.

6. ap,az,------ ,a100 dizisi 1,2,,100
sayillarimin bir permiitasyonu olsun. 1 - a; +

* ODTU Matematik Boliimii gretim iiyesi

2 -a; + --- + 100 - ajpp toplamunmin mini-
mum degerinin 100,99, ...,1 permitasyonu igin
alindigini gosteriniz.

7. Sekilde,, AB verilen dairenin yargapi,
d, ve d2, A ve B noktalarinda cizilen tegetler
ise tarali alanin minimum olacag £ dogrusunu
bulunuz.

8. Ly ve Lo, gevresi L olan dairenin igine
ve digina ¢izilen diizgiin n-genlerin gevresi olsun.
S dairenin, S;, 5> ¢okgenlerin alanlan ise

a) L2 < LyLy ve

b) 515, < 5*
oldugunu gosteriniz.

9. Bir uggenin kenar uzunluklari oraninimn
alabilecegi sayilar neler olabilir?

10. Her alt dizisinin periyodik olmayan bir
aritmetik altdizisi olan, 0 ve 1’lerden olugmus bir
dizi var mudir?



PROBLEMLER

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A4.1. A ags, U yangevresi ve [BC)
kenarimin  dogrultusu verilen ABC {iggenini
pergel ve cetvelle ciziniz. (Hiuseyin Demir)

n—1 n-1
n
A4.2. E (k) S Pt E=n"-n (n>2)
k=1 p=1

oldugunu gosteriniz. (Dinger Akay)

A4.3. Bir ABCD dortgeninde kogegen-
lerin orta noktalan XY, vv ABNCD = F
ise, alan(FXY) = jalan(ABCD) oldugunu gos-
teriniz. (Ayhan Aziz)

A4.4. Bir ig¢gende igagilarin kotan-
Jantlar1 aritmetik dizi olugtururlarsa, kenar
uzunluklarimin  karelerinin de aritmetik dizi
olusturduklarim gosteriniz. (Hasan Kullap)

IV 10v/5 — 12 oldugunu gosteriniz. (Huseyin
Demir)

Y4.2. Elemanlan 0 veya 1 olan, her
satirinda ve her siitununda en az bir 0 ve en az bir
1 bulunan kag tane farkh n x n (n > 2) matris
bulunabilir?

Y4.3. Dig ro,r, 7. yangaplan verilen
bir iiggenin pergel ve cetvelle gizilebilecegini
gosteriniz. (Hiseyin Demar)

Y4.4. Kosegenlerinin kesigme noktasi K
olan bir ABCD dortgeninde, CAB, DAB ve
KAB tggenlerinin i¢ teget gemberleri AB’ye
sirasiyla Ty, Tp ve T noktalarinda degsinler.
ri ve ro, KBC ve KDA iiggenlerinin ig teget
gemberlerinin yarigaplan ise,

r <rp<= rFTII < |TT2|

A4.5. f(::) = (z—1)2+9 +
Vi(z —8)2+16 fonksiyonunun minimum  oldugunu gosteriniz. (Huseyin Demir)
degerini  bulunuz. (Moskova Bagimsiz Y4.5.
Universitest, 1991 Girig Sinawvr)
d 1 1 ... 1 1
. 1 dp 1 --- 1 1
YARISMA PROBLEMLERI 1 1 ds - 1 1
Y4.1. [AA] ve [BB’], O merkezli -
birim ¢emberin birbirine dik iki ¢apidir. B’ 1 1 1 diqg 1
noktasindan gegen degigken bir dogru, [0A]'n 1 1 1 d,
Uda ve AB yaym P’de keserse, OUP
lggeninin alanmmn alabilecegi en buyik degerin  determinantim hesaplayimsz.
EGLENCELIK
6 5 8 5| [ 68 55 K 5 65| _| 35 55
4 3 4 5| |44 35 4 6 4 8| | 44 68
Hakan Avc
3 3 6 6 | 36 36 o
3 3 6 6| | 36 36

o 3

3 4
5 6 5 8

I

(Bu ozellige sahip bagka 2 x 2 matris ¢ifti yok!!)

|-[2 2]

Huseyin Demir




COZUMLER

Degerlendiren: Cem TEZER *

_

A66. Bir elips iizerinde ahinan degisken bir
X noktasindan elipsin biiyiik ve kiigiik eksenler-
ine gizilen paralellerin elipsi X haricinde kestik-
leri noktalar1 birlestiren kirigle, X ten elipse
¢izilen normalin kesigtigi noktanin geometrik yeri
nedir?
Cozim. Sozkonusu elipsi a > b > 0 ol-
mak izere
22y
2tp=1
denklemi ile gosterelim. X in koordinatlan
(z0,%0) olsun. Biiyiik ve kiigiik eksenlere ¢izilen
paraleller elipsi Y (—z,y,), Z(xg,—yo) nokta-
larinda keserler. Y Z dogrusunun denklemi

Y= _y_ox
Lo

X den elipse cizilen normalin denklemi de
2
_ 2" Y
Yy—%= b—zg(x“l‘o)

oiup, kuguk bir hesapla bu dogrularin

a2_b2 -‘12—62
a? +b21‘0,—a2+b2y0

noktasinda kesigtigi gorulebilir. Demek ki ge-
ometrik yer, elimizdeki elipsle merkezdes ve
biitiin boyutlan (a? — b?)(a% + b%)~! oraninda
kugultulmug bir elipstir.

(Cozenler: Almas Rimov, Ruhi Tabur,
Atasagun Baysal, Ercan $Sahin, Hasan Kullap,
Alaattin Aktas.)

A67. Bir ABCD tegetler dortgeninde,
ABC, BCD, CDA, DAB iggenlerinin 1gteget
¢emberlerinin AB ve BC, BC ve CD, CD ve
DA, DA ve AB kenarlarina degme noktalan
sirasiyla A, ve By, By ve C, Cy ve Dy, D;
ve A; olsun.

|41 42| = |B1Bz| = |C1C2| = |D1 D2

oldugunu gosteriniz. (Huseyin DEMIR)

*ODTU Matematik Béliimii gretim lyesi

Cozim. a = |[AB|, b = |BC|, ¢ =|CD|,
d=|DA|, e=|AC|, f=|BD|, g=(a+c¢c)/2=
(b+d)/2 (Neden ?) h = (e + f)/2 yazahm.
at+d—f

2
at+b—e
2

|AA,;| =

- |A2B| =
olup,
|A142] = |AB|—|AA,| - |A;B|
at+d—f a+b—e
2 2

a—

h—g
dir. Boylece
|A1Az| = |B1Bz2| = |C1Ca| = |[D1 D3| =h —g

dir.

(Cozenler: Ali Tombak, Metin Bekil, Al-
mas Rimov, Ruhi Tabur, Atasagun Baysal, Mu-
rat Hikmet Beybaga, Alaattin Aktas, Bayram
Yenikaya, Turgay Uckun.)

A68. Bir ABC iiggeninde a = |BC|, b=
|CA|, ¢ =|AB| olsun. Igteget cember merkezinin
A, B, C koselerine uzakhklarim sirasiyla z, y, z
ile, gevrel cember merkezinin BC, CA, AB ke-
narlarina uzaklklarini sirasiyla k, I, ve m ile,
igteget ¢ember yarnigapim da r ile gésterelim.
25s=a+b+c ise,

a b ¢ zTYzs
Y odipl) =
(k tot m) -
oldugunu gosteriniz. (Hasan KULLAP)

Cozum. Once, verilen gosterimlerin
haricinde uggenin cevrel gember yarigapr igin R,
ucgenin alani i¢in de A yazarak,

z sin (;) = ysin (g) = zsin (%)

r =

= RcosA
Il = RcosB
m = RcosC



tan 4 + tan B + tan C = tan Atan Btan C

ve
abe

A=sr=—
ST ‘IR

oldugunu hatirlayalim.

A %bc sin A
T = ST Iatieg
4R?sin Asin BsinC
2R(sin A + sin B + sin C)
2Rsin Asin BsinC

sinA+sinB +sinC

_ 2Rsin Asin Bsin C Neden ?
= G (Af2) con (B D) cos (077) L e 1)

= 4Rsin (%) sin (g) sin (%)

dir. Boylece

é = sin (;) sin (g) sin (%)

ve

Tyzr 3
AR =r
bundan da
ryzrA 4
abe "
ve nihayet

zyzs = aber

bulunur. Bundan da

zyzs _  abe = 8tan Atan Btan C
klmr klm
= 8(tan A +tan B +tanC)
a b c
= 4(E + ‘l‘ + _1’;)

elde edilir.

(Gozenler: Ali Tombak, Metin Bekil, Al-
mas Rimov, Atasagun Baysal, Ercan §ahin, Fatih
Uzunoglu, Bayram Yenikaya.)

AG69. Kosegenleri i-(';inde kesigen bir
ABC'D disbiikey dortgeninin bir kirigler dortgeni

olmasi i¢in

0 |AB|  |AC| |AD|
| —1BAL 0 |BC| |BD| ;
Y| -icAl -lcB| 0 |CD
~|DA| —|DB| —|DC| 0

olmasinin gerek ve yeter oldugunu gosteriniz.

(Hiseyin DEMIR)

Coziim. a = |AB|, b= |BC|, ¢ = |CD],
d = |DA|, e = |AC], f = |BD| ve

0 a e d

_ —a 0 b f
B et —e —b 0 ¢
—d —f —c 0

yazarsak, sozkonusu matriste ikinci, lglincu,
dérdiincii siitunlar sirasiyla ¢, —f, b ile garpilip

dordiinci situnda toplanarak,

0 a e ac+bd—ef
—a 0 b 0

bA = det e —b 0 0
—d —f -c 0

bu sefer de ikinci, igiincii, dordincii satirlar
sirasiyla ¢, —f, b ile carpilp dordincu satirda

toplanarak,

b2A = det
0 _ a e ac+bd—ef
—a 0 b 0
—e -b 0 0

—(ac+bd—ef) -0 -0 0
= b%(ac+ bd — ef)?
ve boylece

A = (ac + bd — ef)?

elde edilir ki bu bagmt1 ve Batlamyus teore-
minden ABCD nin bir kirigler dortgeni olmas
icin gerek ve yeter sartin A = 0 oldugu gorulur.

(Cozenler: Al Tombak, Metin Bekil, Al-
mas Rimov, Ruhi Tabur, Atasagun Baysal, Murat
Hikmet Beybaga.)

A70. 1lki ikincisinin tamamen iginde
kalan ve esmerkezli olmayan «, B c¢emberleri
verildiginde, a ya digtan, § ya igten teget
ve birbirine egit olmayan herhangi iki ¢emberin
dighomoteti merkezinin a ve # nin kuvvet ekseni
uzerinde kaldigini gosteriniz.

Cozum. o ya distan, 8 ya icten teget
C ve C' ¢emberlerinin merkezlerini birlestiren
dogru, a, B cembeserinin kuvvet eksenini bir
M noktasinda kessin. (Kesmezse ?7) M nok-
tasinin o ve  ya gore esit olan kuvvetini evirtim
kuvveti olarak, M noktasimi da evirtin merkezi
olarak almak suretiyle elde edilen evirtim, « ve 8
cemberlerinin her birini sabit birakirken, C' ve C’
cemberlerini aralarinda degistirir. Demek ki M|
C ve C' ¢emberlerinin dig (neden 7) homoteti
merkezidir.



(Cozenler:* Ali Tombak, Metin Bekil,
Atasagun Baysal.)

Y66. Bir ABCD tegetler dortgeninde,
igteget cemberin AB, BC, CD, DA kenarlarina
degdigi noktalar sirasiyla P, Q, R, S ise,

|AB||CD| _ |BC||DA]
QSI? —  |PRP?

oldugunu ispat ediniz. (Hiseyin DEMIR)

Cozlim. a =|AB|, b= |BC|, ¢ = |CD|,
d=|DA|, p=1QS|, ¢= |PR| yazahm. AD, BC
dogrulan L noktasinda, AB, CD dogrulan da M
noktasinda kesigsin. (Kesismezse ?) ZALB =
2X, LBMC = 2p olsun. ABC iiggenini ABCD’
paralelkenarina tamamlayip, DD'C ve DD'A
ucgenlerinde kosinis teoreminden,

a’+c?—2accos 2 = |IDD'|? = b2 +d?— 2bd cos 2)
bundan da

(a+c)*—2ac(14cos2u) = (b+d)?—2bd(14cos 2))

ve
a+c=b+d

kullamlarak,

accos® u = bd cos? \

(*)

elde edilir. igteget cember merkezi I, igteget
cember yarigap1 da r ile gosterilerek,

cos A = cos (£IQS) = 2£
N
ve benzer sekilde

cos 1 = g
9

bulunur ki, bunlari (*)’la birlestirmek suretiyle,

ac_f)Li

‘.

P

elde edilir.
(Cozenler: Almas Rimov, Ruhi Tabur,
Fatih Uzunoglu, Alaattin

Atasagun Baysal,

r\ktaﬁ.)

Y67. Bir ABC uggeninde BC, CA, AB
kenarlar tizerinde sirasiyla D, E, F noktalan
almsin. AILDF bir paralelkenar ve

|DB|:|DC| = |AB|* : |AC|?

ise BCEF nin bir kirigler dortgeni oldugunu
gosteriniz. (Huseyin DEMIR)

Cozim. a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB]|,
e = |DE|, f =|DF| koyahm : FBD ve EDC
uggenlerinin benzerliginden,

¢ |DB| _|BF| c¢—e |FD| f
b2~ |DC| |DE|~ e ~ |EC| b-f
olup,

c? c—e

b2 e
den

_ b%c

fT g

A

b2 b—f
den de b2

c
f_b2+c2

elde edilir. O halde
|AE‘”AC| = IAF”AB' = fb —ec=0

olup, B, C, E, F noktalarn ¢emberdestir.

(Cozenler: Almas R imov, Ruhi Tabur,
Atasagun Baysal, Cengiz Yilmaz, Hasan Kul-
lap, Yasar Kandur, Burhan Biner, Murat Hikmet
Beybaga, Bayram Yenikaya, Alaattin Aktas, Tur-
gay Ugkun.)

Y68.
=2 1 1 " —
Lok = e = o s I — %
§[+2+3+ 4 ]n! e;

oldugunu gosteriniz. (Necdet BATIR)

Cozim. Gozoniine alinan seriler, r in
biitin degerleri igin yakinsak, boylece de mutlak
yakinsak oldugundan, yakinsakhk miitalaalarina
bir daha temas etmeyecegiz.

1

n

(_l)n_l "

n-n!

H—i(l+l+l+ +1 z"
B = 2" 3 n/ n!
yazalim. Y50 den dolay:

3 o0 T (_l)k—l n "

. Z[Z k k)| nt
n=1%%=1
B 00 i (_Hk—l 1 .
AV TR



olup Ag=0ve k=1,2,3,--- igin

(==
A=
=0,1,2, - igin de
1
Bk = p
koyularak

(Neden 7)

H= Z(Z AkB,._k):c"
n=0 “k=0

bulunur. Demek ki H yi temsil eden seri

o0 [o o] = |
D=3 S
!
n=0 n=1 B
serisi ile €” 1 temsil eden Y oo, B,z" dizilerinin
¢arpimu olmahdir.

(Cozenler:
Baysal.)

Almas Rimov, Atasagun

Y69. Verilen herhangi bir n arti tamsayisi
icin, hig biri asal olmayan, iglerindeki her ¢ift ar-
alarinda asal olan ve bir aritmetik dizi teskil eden
n tamsayl bulundugunu gosteriniz.

Cozum. Herhangi bir N > 2 tamsayis
ve 2 < k < N geklinde herhangi diger bir k
tamsayis1 igin, N! 4+ k nin hi¢ bir zaman asal
olmadigim hatirlayalm. n tamsayis: verildikte,
p > n olacak sekilde bir p asal sayis1 ve N >
p 4+ (n — 1)n! olacak sgekilde de bir N tam-
sayis1 alahm. Bu suretle uzunlugu n olan ve el-
emanlarinin hig birisi asal olmayan bir N!+ p,
Nl4+p+n!, N'4p+2nl,--- N'4p+(n-1)n! ar-
itmetik dizisi elde ederiz. Bu diziye ait her ciftin
aralarinda asal oldugunu iddia ediyoruz : Eger
i # j igin N'4+p+in! ve N!'+p+ jn! sayilarinin
ikisini de bolen bir ¢ asal sayis1 olsaydi, ¢ bu
sayilarn farkini da, yani (i — j)n! 1 de bolmeli,
boylece ¢ < n olmahdir. (Neden 7) O zaman
g, N! i, dolaysiyla p yi de bolebilmelidir ki. bu
imkansizdir.

(Cozenler:
Rimov.)

Atasagun Baysal, Almas

Y70. Bir ABC eskenar liggeninin
cevrel ¢emberinin A kosesi kargisindaki yayl
lizerinde herhangi bir P noktas: alindiginda,
PAB, PAC iiggenlerinin igteget ¢emberlerinin
yaricaplarimn  toplamindan PBC  tggeninin
igteget cemberinin yarigapr gikartilarak elde
edilen miktann P noktasimn konumundan
bagimsiz oldugunu gosteriniz. (Hiseyin DEMIR)

Céziim. PBC, PCA, PAB iiggenlerinin
icteget gemberlerinin yarigaplarim sirasiyla 71,
ry, r3 le gosterelim. a = |BC| = |CA| = |AB,
Ry = |PA|, Rz = |PB|, Rs = |PC| yazalim.

Batlamyus teoreminden,

|PA||BC| = |PBIICA| +|PC||ABI,

yani
Rla = Rza + R3a

veya

R1:R2+R3

bulunur. Diger taraftan,

r = &—-'-2&——(1-tan60°: 5 V3
. R34+ Ry —a O_R3+R1—a;1_
T2 = -—-——Q—tan30 = D) -\/3'
_ Ri+ Ry —a O_R1+R2——a 1
olup,
I 2R1 + Ry + R3 —2a 1
1 2=r3 = =
2 V3
R, —
_ ]2 a\/§
_ 3R1-—20_1_ Ri—a 3
2 3 2 V3
a

V3
tur.

(Cozenler: Ali Tombak, Metin Bekil, Al-
mas Rimov, Ruhi Tabur, Atasagun Baysal, Yasar
Kandur, Fatih Uzuneglu, Bayram Yenikaya, Tur-
gay Uckun.)



Cozidmleri gonderirken liitfen su noktalara dikkat ediniz :

1. Her sorunun ¢éziimiinii ayri bir kagida, okunakli ve anlagilir bir bigimde yazinz.

2 Kagidin sag iist kégesine adimizi, soyadimizi, adresinizi, Ggrenci iseniz okulunuzu ve sinifinizi
yaziniz,

3. Céziimleri, Orta Dogu Teknik Universitesi, Matematik Bolimii, 06531 ANKARA adresine,
1 Mayis 1994 tarihine kadar ulagacak sekilde gonderiniz.

|
|
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Derglmlz matematige ligl duyan herkesl yazar
kadrosunda kabul etmektedIr. Yayinlanacak
yazlann matematik lle ligill olmasi diginda
herhangl bir kisitlamamuz yok. FIklr vermesl
agsindan su konulan sayabllirlz:

* Konu sunuslan,

* Matematiksel distincenin deglsik
alanlardak! uygulamalanni vurgulayabllecek
yazilar,

* Yillardir ¢¢zum bekleyerek yen! ¢&zlimus

ya da hentiz ¢ézilememls dnli
problemlerin tanitimi,

* Matematige llgl duyan égrencllerin

Sayin Okurlarimiz, kendllerini asmasina yardimci olabilecek
problemler,

Matematik Diinyasi, bu say! ile Gglnci A,
Matematiksel kavramlar tarihl ve

yilini tamamiyor. Ik iki cildi kapsayan
cilt kapaklan hazirlanmugtir. Cilt kapaklar A matematikeilerle Iigill yazile

icin posta ¢eki hesabina 40.000.-TL.
yatirdiklarinda, isteyen abonelerimize,
kapaklar 6numizdeki sayi ile birlikte,
postalanacaktir.

ilk iki cildin sayilari (on sayi) tanesi
25.000.-TL. karsiiginda satisa

* Daha saglikl! bir mifredat programini
olusturmaya yénelik Inceleme, elestiri ve
alternatif dnerller,

* Matematik dunyasindan gtincel haberler.

Gonderllen yazilar aynen yayinlanabileceg!
gibl bitdnllgl bozmayacak bazi
degisikliklerle de yayinlanabilir. Simdilik

cikariimigtir. Bu sayilarn edl.nmek isteyen . olanaklanmz yazarlara telif cret! Sdemeye
okurlar, tutarini posta ceki hesabina . elverisli degildir. Bu nedenle anlayisla
yatinp agik adreslerini bildirdikleri o Karsilanacagimizi umuyoruz. Génderilecek
taktirde, istedikleri sayilar adreslerine yazilann okunakli el yazisi ya da tercihan
postalanacaktir. daktllo lle yazilmasi, bes sayfayr gegecek

. yazilarda b&lme noktasi belirtilmesi rica
Matematik Diinyasi, 1994 yili abone olunur. Yazilar :

{icreti 75.000.-TL. tane satig fiyati ise
20.000.-TL. olarak saptanmigtir. Abone

olmak isteyen okurlarin, banka aracihgi Matematik Ddnyast
ile 6demeleri yapmalan halinde dekont ODTU Matematik Bslimi
ve adreslerini Matematik Diinyas: 06531 Ankara

adresine géndermelerini nemle rica

ederiz.
Saygilanmizla adresine génderilecektir.
Y,
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Popiiler Bilim Kitaplari Dizisi

atematik yalnizca bir ara¢
midir? "Gercek Matematik"
B 11' nedir? Yaraticihik donemini

geride biraktigini ve artik

Matematikcinin
- Savunmast

g. h. hardy

matematik "yapmak" yerine
onun hakkinda yazmaktan
baska caresi olmadigint
alcakgoniilliiliik ve htziinle
ifade eden Ingiliz
matematik¢i Hardy, bu
kitabiyla belki de
yaraticilhiginin en sicak
uriinlerinden birini

Sunuyor...

by 30.000 TL
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