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BIR TANE RASGELE CIZGE VAR!

Ali Nesin *

Bir ¢izge (graf), sezgisel olarak, noktalar-
dan ve noktalar ikiger ikiser birlegtiren (dogru ya
da egri) cizgilerden olugur. Herhangi iki nokta
birlesmek zorunda degildir. (")rnegin,

7 noktal bir ¢izgedir. Noktalara 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
adlarini verdik. Birlestirdigimiz noktalar sunlar:

{1,2},{1,3},{1,4},{1,6},
{3,5},{5,6},{5,7},{6,7}.

Bu iki 6gelik kiimelere bagint: adi da verilir. Nok-
talar1 nasil bir gizgiyle birlestirdigimiz onemli de-
gil. Hatta cizgiler kesigebilir bile (kesigtikleri yere
¢izgenin bir noktasim1 koymayiz o zaman). Nok-
talarin yerleri de onemli degil - Okur neyin 6nemli
oldugunu merak edebilir! Onemli olan hangi nok-
tayla hangi nokta arasinda ¢izgi (yada bagint1)
oldugu. Bagka bir sey onemli degil. Ornegin,
yukaridaki gizgeyle, asagidaki gizgeler aym cizge-
lerdir:

* Bilkent Universitesi Matematik Bélimii Ofretim liyesi
1 N, ‘nokta’nun N’si, B ise ‘baginti'mn B'si.

Bu yazida ilging oldugu kadar da
sagirtic1 bir teorem kanitlayacagiz. Size sonsuz
tane nokta verdim:

1,2,3,4,5;. .

noktalarimi. Bu noktalardan bir ¢izge yapma-
mzi istiyorum. Her iki nokta igin yazi-tura ata-
caksiniz. Yazi gelirse noktalar: birlegtireceksiniz,
tura gelirse birlegtirmeyeceksiniz. Her iki nokta
i¢in yazi-tura atmay: bitirdiginizde (!) nokta-
larin adlarim silin. Hangi noktamin 1 noktasi,
hangi noktanmin 2 noktasi oldugu belli olmasin.
Elinizde adsiz noktalar ve bir takim gizgiler kala-
cak. Ben de ayni geyi yapacagim. Sizin ¢izgenize
bakmadan. ..Bdylece adsiz iki rasgele ¢izge elde
edecegiz. Sizin rasgele cizgeniz ve benimkisi.
Simdi gizgelerimizi kargilagtiralim. Iki ¢izgenin de
ayni olduklarini gérecegiz. Tipatip birbirine ben-
ziyorlar! Sanki biri obiiriiniin burnundan diigmiis.
Inanilir gibi degil ama dogru! Ne sihirdir ne
keramet, matematiktir matematik! Dahasi var.
Diyelim, ben noktalar1 birlegtirmek i¢in yazi-
tura atmadim da zar attim. 6 geldiginde nok-
talar1 birlegtirdim, gelmediginde birlegtirmedim.
Sizse yazi—tura attimz. Noktalarin adlarini sildi-
gimizde gene aym cizgeleri elde ederiz!

‘Cizge’ kavraminin matematiksel tammyla
baglayalm. N bir kiime olsun. B, N ’nin iki
ogelik altkiimelerinden clugan bir kiime olsun!.
Eger her z € N i¢in, (z,z) ¢ B ise, (N, B) iftine
bir ¢izge denir®. Yukaridaki 6rnekte,

N=1{1,2,3,4,5,6,7}

ve

B={{1,2},{1,3},{1,4}. {1,6},
{3,5},{5,6},{5,7},{6,7}}

2 M 3 o b § e e
) (z, CL‘) ogeslmr_l B’'de olmamasi, z'le r arasmda baginti olmamasi demektir. Bu kogulu kabul etmemizin ciddi hig
b'u' nedt.fm_y.ok. ‘Cizge'nin tamminda bu kogulu kogmayan kitaplar vardir. Bizim bu kosulu kabul etmemizin tek nedeni
gizgelerimizin daha basit olmalarim saglamak. Matematiksel bir gerekcemiz yok.
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olarak alinmigtir. Rasgele ¢izgeleri tanimlamadan
once az noktal ¢izgeleri bulalim.

Eger N = {1} ise, yani N 'de bir nokta
varsa, BB bogkiime olmak zorunda. Dolayisiyla
N = {1} lizerine bir tek ¢izge kurulabilir. Iste o
cizge:

Simdi de iki noktal ¢izgelere bakalim.
N = {1, 2} olsun. Bu durumda B ya bogkiimedir
vada {{1,2}} kiimesidir. Demek ki iki noktal: iki
glzge var:

1—2

Simdi amacimiz ti¢ noktah gizgeleri bul-
mak. Ama bu ¢izgelerden ¢ok oldugundan, ara-
da unuttugumuz olmasin diye once n noktah kag
tane cizge oldugunu bulalim. n noktal, 2(3)
tane gizge oldugunu iddia ediyorum, ve hemen
kamthyorum: N kiimesinin n tane ogesi var-
sa, (3) tane iki ogelik altkiimesi vardir. B iki
ogelik altkimelerden olugtugundan, B igin 2(3)
secenegimiz var. Demek ki n noktal 2() tane
cizge vardir. Eger n = 3 olarak alirsak, bundan

3 noktah 8 tane cizge oldugu cikar. Bu 8 ¢izgeyi
teker teker bulahm. N = {1,2,3} olsun. Iste 8

gizge:

I 3 3 3 3
L ALA
3 3
1-\2 1L2

3 3
1—2 1/\2

Ug nokta arasindaki bagintilar yazi—
tura atarak karar verecek olursak, yukaridaki
gizgelerden birini elde etme olasihig 1/8’dir.

Yukaridaki gizgelerden noktalarin adlarim,

yani sayilan silersek, ¢izge sayimiz azalir.

érnegin, bir bagintisi olan i¢ cizgenin nokta-
larinin adlan silindiginde bir gizge olurlar. Bunun
gibi, iki bagintisi olan ¢ ¢izgeden de bir adsiz
gizge elde ederiz. Boylece noktalarin adini yaz-

madigimizda dort ¢izgemiz kalir:

/A

Eger ¢izgeyi yazi-tura atarak bulmugsak,
yani her bagintimin olasihg 1/2 ise, bu adsiz
gizgelerin olasihklan sirasiyla 1/8, 3/8, 3/8 ve
1/8dir.

Iki ¢izgenin noktalarinin adlarim sildigi-
mizde aym gizgeyi elde etmek ne demektir?
Bunun matematiksel taniminm bilmek bu yaz i¢in
gerekli degildir, bu yaz igin sezgiler yeterlidir.
Bir 6rnek daha verelim ki kugkuya yer kalmasin.
Asagidaki iki cizgeye bakalim.

3| |4 3

IXQ 1 2

Bu iki ¢izge birbirlerine ¢ok benzerler.
Tek ayrimlan noktalarinin adlandir.  Soldaki
cizgede 3 ve 4 noktalarinin yerlerini degistirirsek
(bagintilariyla birlikte) sagdaki ¢izgeyi bulu-
ruz. Yani noktalarin adlari olmasayd iki ¢izge
arasinda bir ayrim olmayacakti.

Soldaki ¢izgenin bagintilar sunlar:

B={{1,2},{2,4},{4,3},{3,1}}.

Sagdaki ¢izgenin bagintilariysa,

B' = {{1,2},{2,3},{3,4}, {4, 1}}.
Simdi, f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 4,

f(4) = 3 gondermesini (fonksiyonunu) ele alalim.
Bu gonderme, B bagmtilarim1 B’ bagintilarina
gonderiyor. Iste iki ¢izgenin noktalar silindiginde
ayni ¢izge bulunmasi bu demektir3.

Dort noktahh ve adsiz cizgeleri bulalim.
Bunlan baginti sayisina gore bulabiliriz: 6nce hig
bagintisi olmayanlar, sonra bir bagintis1 olanlar,
sonra iki bagintis1 olanlar. ..

® Bunu matematiksel olarak ifade edelim: (N, B) ve (N',B') iki cizge olsunlar. Eger f(B) = B’ esitligini saglayan
ve birebir ve drten olan bir f : N — N’ gondermesi varsa, (N, B) ve (N, B') cizgelerine esyapisal gizgeler denir. iki
esyapisal gizgenin birbirinden tek ayrimi noktalarimin adlaridir. Bu gizgelerden birindeki noktalarin adlar uygun bir
bigimde degistirildiginde (z noktasina f(z) denildiginde 5rnegin), 5biir cizge bulunur.



NESIN

1/64 6/64 12/64 3/64 4/64
/l 12/64
1/64 6/64 12/64  3/64 4/64 -

Cizgelere iligtirilen 1/64, 6/64, 3/64 gibi
sayilar, bagintilara karar vermek igin yazi-tura
atildiginda, ¢izgenin elde edilme olasihgidir.
Yukarida yaptigimz hesaplardan, 4 noktah ¢izge

saylisinin 2(3) = 26 = 64 oldugunu biliyoruz. Bir
bagintih ¢izge sayisi kagtir? Dort noktadan ikisi-
ni secip aralarina bir bagint: koymamz gerekiyor.
Demek ki (;) = 6 tane bir bagmtih cizge
var. Dolayisiyla bir bagintih gizge elde etme
olasihgimz 6/64%.

Simdi sonsuz rasgele gizgelere gelelim. N
kiimesi

1,2,3,4,...

gibi pozitif dogal sayilardan olugan kiime ol-
sun. Bunlar noktalarimz. Iki nokta arasinda
bagint1 olup olmadigina karar vermek igin yazi-
tura atacagiz. Boylece bir B bagmntilar kiimesi
elde edecegiz. Bu gizgeye R adim verelim (R,
‘rasgele’nin R’si).

R izgesi hakkinda ne soyleyebiiiriz?
Rasgele cizge oldugundan hig birsey bilmemiz
olasi degil diye disiinebilir okur. Tlk bakista
dyle bile goriinse, ikinci bakista R cizgesi lzer-
ine ¢ok sey bildigimiz anlagihr. Basit bir drnekle
baglayayim.

Rasgele cizgenin herhangi iki nokta
arasindaki “uzakhgin” en fazla iki oldugunu
kamitlayayim; yani bir noktadan bir bagka nok-
taya gidebilmek igin liguncii bir noktadan ge-
gilerek gidilebilecegini kamtlayayim. R rasgele
cizgesinde rasgele iki nokta alahm; diyelim 1 ve
2 noktalarini. Savim gu: Syle bir dglincii nokta
vardir ki, bu iigiincii nokta hem 1 noktasiyla, hem
de 2 noktasiyla bagintilidir. Savim kanitlayayim.
3 noktasim ele alahm. Eger sansh bir giiniim-
deysem, 3 noktasi diledigim gibi bir noktadr,

4 Yukandaki 11 gizge rasgele konulmamugtir. Alt alta gelen gizgeler birbirleriyle ilintilidir.

yani hem 1 noktasiyla, hem de 2 noktasiyla
bagintiidir. Bunun béyle olma olasihg 1/4.
Demek ki 1/4 olasihikla 3 noktas: varhgim id-
dia ettigim noktalardan biri clacak. Ote yan-
dan 3/4 olasihkla 3 noktas: istedigim gibi bir
nokta olmayacak. Simdi 3 ve 4 noktasin ele
alahm. Bu iki noktadan higbirinin diledigim
gibi bir nokta olmama olasihg (3/4)*. Eger
n tane nokta alirsak, bu n noktadan higbirinin
diledigim gibi bir nokta olmama olasiligl (3/4)";
en az bir tanesinin diledigim gibi bir nokta olma
olasihgiysa 1—(3/4)" . Ama n biiyidikee (3/4)"
azaliyor, sifira yaklagiyor. Dolayisiyla 1 — (3/4)"
sayisi bire yaklagiyor. Demek ki, 3,4,5,6,...
noktalarindan higbirinin benim istedigim gibi bir
nokta olmama olasihig
. {3
Jim () =0

ve en az birinin benim istedigim gibi bir nokta
olma olasihig

(- () =1

Demek ki 1 olasilikla diledigim gibi bir nokta
vardir.

Rasgele gizgeler Uzerine bir bagka sonug
daha gikaralim. R, rasgele cizgeniz olsun. Nok-
talarin adlarim silin. Sonra rasgele bir sonlu
gizge alin, Ornegin yazimin en basinda Srnek
olarak sundugumuz 7 noktali ¢izgeyi. Onun
da adlarm silin. Bu adsiz ve sonlu gizgeye S
adim verelim. S sonlu izgesi, rasgele gizgenizin
bir altgizgesidir, yani R cizgesinin icinde bula-
bilirsiniz S izgesini. Neden? Su nedenden: Ras-
gele cizgenizin noktalarim yediger yediger ayirin.

Ust kattan herhangi

bir gizgeyi alahm. Bu gizgenin bagintilarim silelim ve baginti olmayan yerlere bagmti koyalim. Bdylece alt kattaki

cizgeyi elde ederiz. En sagdaki gizge igin ayni geyi yapac
gizgenin olasiliklan aymidir. Yazi-tura atildiginda aymdir. Eger zal
degigebilir. Ornegin, zar attigimzda 6 gelirse baginti koymaya, gelmezse ba

cizgenin bagint: sayisi gogaldikga olasiigy azalir.

ak olursak gene aym gizge elde edilir. Alt alta gelen iki

r atarak bagintilara karar verecek olursak olasiliklar
Zint1 koymamaya karar verecek olursak,



Ornegin soyle (noktalarin adlarim silmistik; aga-
gidaki sayilar noktalarin adlar degil; yalmzca bir-
birinden degigik noktalar oldugunu vurgulamak
i¢in kullaniyoruz bu sayilan):

Ri=1{1,2,...,7)
Ra2={8,9,...,14}

Rn={Tn+1,7n+2,...,Tn+ T}

R, altcizgesine bakalim. Bu gizgenin-S cizgesi
T

olma olasihigl en az 1/2(2), olmama olasihiiysa

en ¢ok 1 — 1/2(2). Bu olasiiga a adim verelim.

T
0<a51—(—;-)(’)<1
esitsizliklerine dikkatinizi gekerim. R, ¢izgesinin
S cizgesi olmama olasihign a. R; ve R,
cizgelerinden higbirinin S ¢izgesi olmama olasih-
giysa a®. Genel olarak, Ry, ..., R, cizgelerinden
higbirinin S ¢izgesi olmama olasihg o” ; en az bi-
rinin S olma olasihgiysa 1 —a”. a, 1’den kiigiik
oldugundan, a” sayilan gittikce kiigilir, sifira
yaklagir. Dolayisiyla 1 —a™ bire yaklagir. Sonsuz
tane R, cizgesi oldugundan, bunlardan birinin
S olma olasilig1 1’dir. Dolayisiyla, R cizgesinde
S’e tipatip benzeyen bir altgizge (1 olasihkla, yani
yizde yiiz) vardir.

Son olarak yazinin basinda iddia ettigim
savi kamitlayayim. Sizin elinizde rasgele bir ¢izge
var. Bu ¢izgeye R = (N, B) diyelim, noktalarimz
da

a,az,as,...

olsun. Benim ¢izgeye R’ = (N, B') diyelim. Nok-
talarim
ay, as,as, . ..

olsun. Bu iki ¢izgenin noktalarimin adlarini de-
gistirecegim. a ve a’ noktalarim b ve b ya-
pacagim, ve bu igi Oyle yapacagim ki, nokta-
larin adlarim sildigimizde iki ¢izgenin birbirinin
aymsi oldugu apaqik belli olacak. Bagntilara do-
kunmayacagim. Yalnizca eski adlan silip yeni ad-
lar koyacagim yerine, sonradan bu yeni adlar da
silecegim.

Adma “gelgit yontemi” denilen kullanaca-
gim yontem matematikte az bilinir.

Birinci Adum. R cizgesinden baglayalim
ise. a@; noktasina b; diyelim bundan boyle.
R’ cizgesinds b;’e benzeyen bir nokta bulabilir
miyiz? Elbette! Herhangi bir nokta b;’e benzer.

NESIN

Ornegin @} noktasi. Bundan béyle a} noktasmna
b adim verelim. Cizgelerimizin noktalarn gimdi-
lik goyle:

R: b a3 a3 aq4 as
!
R': b ay a da}f aj

Ikinci Adim. Simdi R’ ¢izgesine
gecelim. a) noktasina b, adim verelim. Ve
{b1,55} altgizgenine bakalim. b} ve b5 arasinda
bagint: olabilir ya da olmayabilir. R ¢izgesinde
oyle bir a,, noktasi bulmak istiyorum ki {b;,a,}
gizgesiyle {b},b5} cizgesi — noktalarinin adlan di-
sinda — birbirinin ayni olsun.

Diyelim 4] ve b, arasinda bir bagint: var.
O zaman, R ¢izgesinde Oyle bir a, nok-
tasi1 segmeliyim ki, a, noktasiyla b; nok-
tasi arasinda bagnt1 olsun. Boyle bir a, nok-
tas1 bulabilir miyim? 1 olasilikla bulabilecegimi
iddia ediyorum. Ciinki R ¢izgesinin hi¢ bir nok-
tasimin b; noktasina bagintili olmama olasilig si-
firdir. Bu soyle anlagihr. m herhangi bir
dogal say1 olsun. as,as,...,amn+2 noktalarindan
higbirinin b; noktasiyla bagintisi olmamasinin o-
lasihg 1/2™. Dolayisiyla bu noktalardan en az
birinin diledigim gibi bir nokta olma olasihg 1 —
1/2™. Sonsuz tane noktamiz oldugundan, nok-
talardan birinin diledigim gibi bir nokta olma

olasilig
i (1= 5) =1

Dolayisiyla 1 olasihgiyla oyle bir noktam var. Bu
nokta a; olmayabilir, a3 olmayabilir, belki a4 de
olmayabilir, ama bir tanesi b;’e bagintili olacak.
R cizgesinde boyle bir nokta segelim. Diyelim a4
noktasi b; noktasina bagintili. a4 noktasina bun-
dan boyle b, diyelim. Simdi {b,, b2} altgizgesiyle,
{},5} altgizgesi - noktalarimin adlan diginda -
birbirinin ayni.

Eger b} ile by arasinda bagint: yoksa, R
gizgesinde b, ile bagintisi olmayan bir nokta
secilir ve bu noktaya by adi verilir.

a4 noktasina b, adim verdigimizi varsa-
yarak cizgelerimizin noktalarm yeni adlanyla
siralayalim:

R: b b ay a3 as ag ay
R': b by, af ay af af af

Ugiincii Adim. R cizgesine geri done-
lim. a; noktasi adi degistirilmeyen ilk nokta.
Bu noktayr b3 yapalim. {b;,bs,b3} altgizgesine
bakalim. Diyelim, b5 ile b, bagintil, ama b3 ile

4]



b2 bagintil degil. R’ cizgesinde oyle bir a/, nok-
tast butacagiz ki aj, noktasi b} ile bagintih olacak
ama b5 ile bagintih olmayacak. Eger oyle bir a’,
bulabilirsek, {by,b2,b3} altgizgesiyle {01,5,a,}
altgizgesi, noktalarimin adlari diginda, aym ¢iz-
ge olacaklar. Boyle bir a,, noktasi bulabilir
miyiz? Evet! Biri olmazsa, bir bagkas: olmak
zorunda. Qinki aj,a,...,a}, 3 noktalarindan
higbirinin diledigimiz gibi bir nokta olmama ola-
sihg: (3/4)™, ve m sonsuza gittiginde bu olasihk
sifira gidiyor. Demek ki diledigimiz gibi bir a),
noktasi bulma olasihgimiz 1. Diyelim ag nok-
tasi igimizi goriiyor. af noktasinin adi bundan

béyle b3 olsun. Cizgelerimizin noktalar simdi
soyle:

R : bl bz b3 a3z as dag ag
,, 1 / ! ’ ! / /
R': b b, b af o) af d

Doérdiincii Adim. Bu kez R’ gizgesinden
ige baglayacagiz. Adim degistirmedigimiz ilk
nokta a3.  Bu noktaya b, adim verelim.
Simdi R ¢izgesinde dyle bir a, noktasi bulalim
ki, {b],b%, b5, b4} altizgesiyle {by,b2,b3,0a,}
alt¢izgesi — noktalarin adlarimi dikkate almazsak
- aym gizge olsunlar. Oyle bir @, noktas: 1
olasilikla bulunabilir. Nasil bulunur? Yukaridaki

gibi. Highir a, noktasinin istedigimiz gibi bir
nokta olmamasi olasiligi sifirdir. Demek ki birinin
diledigimiz gibi bir nokta olma olasihig birdir.

Boylece surdururuz.  fek sayih adim-
larda R cizgesinden, cift sayili adimiarda R’
gizgesinden baglariz. Bu ydntemle ne benim
sizgemden ne de sizin gizgenizden nokta unu-
tulmaz. Sonsuza dek siirdiirdiigiimiizde nokta-
larimuz b ve b harfleriyle yazilmig olur, ve her n
igin

{b1,..., 6.}

altcizgesiyle
{b1,.... 80}

altgizgesi, adlan diginda, birbirinin aynisidir.
Dolayisiyla,

.{blyb29 b3a . }

cizgesiyle
{05 b Bl o}

¢izgesi arasinda - noktalarinin adlan diginda - hig
ama hig bir ayrim yoktur.

Ne kamtladik? Sizin rasgele cizgemzle
benim rasgele gizgem birbirinin esidir. Bir (1)
olasilikla!

ULUSAL MATEMATIK OLIMPiYADI

Albert Erkip *

«

TUBITAK 1993te Biyoloji, Enformatik
(Bilgisayar), Fizik, Kimya ve Matematik dal-
larinda Ulusal Bilim Olimpiyatlan programini
baglatti. Programa gore bu dallarda her yil
iki agamal olarak Ulusal Olimpiyat yarigmalar
yapilacak.  Tim liselerin dalna gore 5-6
ogrenci ile katilabildigi I. Asama sinavi sonunda
en basarih Ggrenciler 1I. Asamaya katilmaya
hak kazanacaklar, II. Asama sinavi Uluslararasi
Olimpiyatlar niteliginde bir yanigma olacak. Pro-
gramin amaci lise ogrencilerini temel bilimlere
voneltmek, ilgi ve becerilerini geligtirmelerine
olanak saglamak oldugu kadar, Uluslararas:
Olimpiyatlar igin de bir basamak olugturmak.

[. Ulusal Matematik Olimpiyadimin ilk
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agama smavi 9 Mayis 1993 Pazar giinii bir ¢ok
merkezde yapildi. Goktan segmeli olan bu sinavin
sorularinin bir bolimiinii Matematik Diinyasi’nin
Haziran 1993 sayisinda vermistik. Bu smnav
sonucu en basarili olan 38 6grenci 17 ve 18 Arahk
1993 giinleri II. Asama sinavina girdiler. II.
Asama Uluslararasi Olimpiyat niteliginde olacak
demistik; gergekten de 16-20 Aralik gunleri 300’e
yakin ogrenci 5 dalda yarigmak iizere Ankara’ya
geldiler; smavlann yamisira sosyal ve kiiltiirel
etkinliklerle dolu bir kag giin bir arada kaldilar;
20 Aralik giinii madalya ve odiillerini de kazanip
evlerine dondiller. Umudumuz gelecek yillarda
da tekrarlanacak bu giinlerin bir bilim sélenine
doniigmesi.



I Ulusal Matematik Olimpiyadi scnucunda
alfabetik sirayla Muhammed Altun ve Murat At-
lamaz altin; Riza Ertugrul, Zafer Simgek, Bayram
Yenikaya ve Bilal Yurdakul gimis; Halil Bayrak,
Murat Kaval, Z. Fatih Oktay, Bang Pekerten,
Utku Tulimen ve Nazim Utku da bronz madalya
kazandilar.

Ulusal  Olimpiyatlarn, Uluslararas
Olimpiyat ig¢in bir basamak olusturacagini
soylemistik. Daha onceki yazilarda da
degindigimiz  gibi  Uluslararasi Matematik

Olimpiyatina ¢egitli segmeler ve kamplardan
olugan, iki yila kadar uzayabilen bir programla
hazirlaniyoruz. Olimpiyat komitelerinde alinan
karar uyarinca artik Ulusal Olimpiyatlar bu
kamplar igin bir segme sinawvi niteligi tagiyacak.
Ancak daha onceki hazirhk ¢aligmalarina katihip,
cesitli nedenlerle 1993’te I. Asama sinavina gire-
meyen, dolayisiyla da II. Agsamaya katilma hakki
olmayan baz1 6grencilerimiz vardi. Bu durumdaki
13 ogrenci, 17-18 Aralik sinavlarina madalya
degerlendirmesi diginda  kalmak  koguluyla
caginldilar. Boylece Ulusal Olimpiyata paralel
olarak, 38 + 13 = 51 ogrenci ayni sinavi “segme”
niteliginde aldiklar; en bagarih 24 Ogrenci 24
Ocak - 4 Subat 1994’te Side’de yapilan hazirhk
kampina caginldilar. 1994 Olimpiyat takiminuz
bu grup i¢inden Nisan-Mayis aylarinda yapilacak
son se¢gme sinavl ile belirlenecek.

Asagida 17-18 Aralik simavim sorularna
yer veriyoruz. Gerek 1. Asamanin, gerekse de
bu sinavin yanitlari, puan dagilimlar, vb. bil-
giler TUBITAKin 1. Ulusal Bilim Olimpiyatlar
ile ilgili yayinlayacag: bir kitapta bulunacak; o
nedenle yanitlari vermeyecegiz. Sinav sorularim
cesitli liniversitelerden matematikgiler onerdi.

Sinav sonuglarina kisaca goz atahm. Her
soru 7 puan degerinde olup, 51 Ggrencinin puan
ortalamalar, 1. soru i¢in 3.80, 2. soru i¢in 5.18, 3.
soru icin 0.43, 4. soru igin 0.44, 5. soru igin 3.74
ve 6. soru igin 0.94’ti. Gorildugi gibi ozellikle
3 ve 4. sorular oldukga zordu; 3. soruyu ancak 2
kisi tam yaparken 4 soruyu tam yapan gikmad.
Ashnda bu sonuglar Uluslararasi Olimpiyatlar-
daki sonuglarimiza benziyor; geometri problem-
lerinde ozellikle bagarihiyiz, ancak 3. ve 4. prob-
lem tipi “varlik gosterme” tiirii sorulan iyi ya-
pamiyoruz. Ilerideki Olimpiyatlara hazirlanan
ogrencilerimiz bu tir problemlere agirhk verir-
lerse genel bagarimiz da ytkselecektir.

ERKIP

I. ULUSAL MATEMATIK OLIMPiYADI
Birinci Giin, 17 Arahk 1993

Siire: 4.5 saat

1. On tabanina gore yaziligi 1994 ile biten ve bir
n > 1 tamsayisi igin 1994 - 1993" seklinde olan
bir tamsayimn varligin gosteriniz.

2. Bir ABC (mB = 90°) ii¢geninin I merke-
zli i¢ teget gemberi, [BC], [CA] ve [AB] ke-
narlarina siras1 ile D, E ve F noktalarinda
degiyor. [CIIN[EF] = {L} ve [DLIN[AB] = {N}
olduguna gore |AI| = |N D| oldugunu gosteriniz.
3. n pozitif bir tamsay1 ve A = {1,...,n} ol-
sun. f : A —- Aveo : A — A gibiiki
permiitasyon igin, eger (f o o)(1),...,(f o o)(k)
artan ve (f o o)(k),...,(f o o)(n) azalan bir
dizi olacak gekilde bir k¥ € A var ise, f, o’ya
gore “tek tepeli”dir diyecegiz. S, ile ¢’ya gore
tek tepeli permiitasyonlarin kiimesini gosterelim.
n > 4 ise, S, N Sy = ¢ olacak gekilde ¢ ve 7
permiitasyonlarinin var oldugunu gosteriniz.

ikinci Giin, 18 Aralik 1993

Sture: 4.5 saat

4. Her n > 1 igin 0 < @p41—an < /@, kogulunu
saglayan bir (a,) pozitif tamsayilar dizisi ver-
iliyor. 0 < z < y < 1 kosulunu saglayan her
hangi «,y reel sayilan igin

ak
< —<y

am
olacak gsekilde ap ve a, terimleri bulundugunu
gosteriniz.
5. Digbiikey bir dortgeni alanca iki esit
bolgeye ayiran ve dortgenin bir kogesinden gegen
dogrunun pergel ve cetvelle nasil gizilebilecegini
belirleyiniz.
6. Asagidaki kogullar saglayan n,,ns,.
a pozitif tamsayilar veriliyor.

.., N} Ve

i) Her i # j igin (ni,nj) =1.
ii) Her 4 igin a™ =1 (mod n;).
ii) Her 7 igin n; fa—1.

Bu durumda ¢® = 1 (mod z) denkliginin
gerceklestigi en az 2%¥t! — 2 tane z > 1 tam-
sayisinin bulundugunu gosteriniz.



DINAMIK SISTEMLER, GARIP CEKERLER VE KAOS

H. Turgay Kaptanoglu *

A. Dinamik Sistem Nedir?

Hesap makineniz var mm? Varsa hemen
simdi a¢in ve sizinle kolay bir deney yapahm.
Akhniza gelen ilk sayiy1 yazin ve iizerinde sin,
cos, 2, €® yazmh diigmelerden birine iist iiste
basin. Bir aynk dinamik sistem elde ettiniz.
Sectiginiz diigme e ise ve yazdigimz sayiy1 z ile
gosterirsek, elde edeceginiz sayilar

olacaktir. (Bilindigi gibi e dogal logaritmanin
tabam olan yaklagk 2.718281828459045-- -
sayisidir.) Yapilan, e tabanh iistel fonksiyon
u(z) = €*’i yinelemektir; diger bir deyigle
u’nun kendisiyle bilegkesini tekrar tekrar al-
maktir. Yeteri kadar tekrarlandiginda, hangi
z ile baglanirsa baslansin, bu deney hesap maki-
nesinin kapasitesinin agilmasi ile son bulacaktir;
yani e® fonksiyonunun yinelemeleri sonsuza
gider. Elde ettiginiz sayilan

z, u(z), u(u(z)), u(u(u(z))), ...

diye de yazabilirsiniz. Bu diziye z’in u altindaki
yorungesi ad1 verilir. Hesap makineniz dort
iglemden fazlasim yapamiyorsa, sectiginiz zi
hep ayni sayiyla tekrar tekrar carpmay: deneye-
bilirsiniz; sonug degigmeyecektir.

e® yerine sin diigmesini kullamrsaniz,
hangi sayiyla baglarsamiz baglayin, elde edilen
degerlerin hizla sifira dogru gittigini goreceksiniz.
cos kullanirsamz, degerler radyan Oolgiisiyle
0.73909 ---’a, derece olgisiyle 0.99985---’e
yakinsayacaktir. Bu Jrnekler belki size, hangi
fonksiyonu ve hangi baglangi¢ sayisini ele alirsak
alalim, yinelemelerinin her defasinda diizenli bir
gekilde bir sayiya (veya sonsuza) yakinsadig
fikrini verebilir. Neyse ki durum hep boyle
degildir. (Aksi halde bu yaziy1 yazmaya gerek
kalmazdi.) e* veya sin’den ¢ok daha basit
fonksiyonlar, Grnegin bir ikinci derece polinom
olan

Fy(z) = pa(1-2),
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¢ok daha ilging davramg gosterir yineleme
altinda. Bunu gormek igin g = 4 koyup 0 ile 1
arasinda rastgele z’ler segerek fonksiyonu tekrar
tekrar uygulayin. (Programh bir hesap makinesi
veya bir bilgisayar iginizi gabuklagtiracaktir.) Pek
¢ok z’in yoriingesinin anlagilir hig bir kurala bagh
kalmadan [0,1] araliginda rastgele dolandigim
goreceksiniz. Simdi 4 yerine 3.835 koyarak F,’yu
yineleyin. Bu sefer, 0 ile 1 arasindaki pek
¢ok z’in yoriingesinin, ama hepsinin degil, bir-
biri ardindan tekrarlanan ii¢ sayilik bir ¢evrime,
0.15207 ---, 0.49451---, 0.95863---’a ulagtigim

goreceksiniz.

e® ile F,’nun davramglan arasindaki

farkin nedenini gérmenin en kolay yolu grafik-
lerini goz Oniine getirmektir. e* tekdiize ar-
tandir ve her baglangi¢ degerinin yoriingesi eninde
sonunda sonsuza kagar. Fakat F,’nun [0,1]
araliginda Once artan ve sonra azalan olmasi,
bu arahktaki noktalarin yoriingelerin sinirsiz
biiytimesini onler. Tabii grafigi bu tip olan tek
fonksiyon F, degildir, ama F,’nun gergekten il-
ging oldugu agagida goriilecektir. Gene de baz
ozellikler i¢in onemli olan fonksiyonun ne oldugu
degil, bu araliktaki maksimum degeridir.

Dergimizin bu-sayisindaki problemlerden
biri (Y84) = ve g(z) reel sayilar olmak iizere,
9(9(z)) = —z denkligini saglayan bir g fonksiy-
onu olup olmadiini soruyor. Burada igi
zorlagtiran g(z)’in reel say1 olmas: sartidir. Bu
gsart olmadan, sanal i = /=1 sayisim kullanan
g(z) = iz isi goriir. Benzer sekilde, h(h(z)) = L
denklemini saglayan reel degerli bir h fonksiyonu
bulunabilir mi? Her iki fonksiyonun dort kere
yinelenmesi, her z i¢in bize tekrar z’i verir. Bir
bagka deyisle, g ve h her noktada periyodu 4 olan
bir ¢evrim meydana getirir.

B. Neden
Bilmeli?

Biyologlar da Matematik

Simdi F,’nun biyolojideki bir uygula-
masina bakarak dinamik sistemlerin bagka bilim



dallarinda da ortaya ciktigim gorelim.  Bir
bolgedeki bir yaban hayvam turunun niufusunu
incelemek istiyoruz. Bu pek ¢ok etmene baghdir:
yiyecek miktari, iklimin sertligi, bu tiiru avlayan
diger tiirlerin varligi, .... Bu etmenler altinda
ele aldigimiz tiiriin nifusu azalabilir, hatta tir o
bdlgede yok olabilir; kontrolsiiz gekilde artabilir;
veya inig-gikiglar gosterebilir. Bizim amacimiz,
bir baglangi¢ nufusu verildiginde uzun vadede ola-
caklan tahmin edebilmek.

Simdi bu istegimizi matematiksel bir
model haline getirelim. Np baglangigtaki hay-
van sayisl, N, ise n nesil sonraki say1 olsun. En
basit gekilde, ne kadar ¢ok hayvan varsa, tiiriin o
derece hizh ¢ogalacagim kabul edebiliriz. Yani

Ny = pNy
Ny = pNy =p2No

Nn = puNa_1 = p" Ny

diyebiliriz. Burada p, tiiriin yavrulama oram ile
baglantili pozitif bir sabittir. Eger u > 1 ise ne-
siller gegtikce N, surekli artacaktir ve 0 < p < 1
ise sifira inecektir.

Ny, ’ler arasindaki bagintiy bir fonksiyonla
da gosterebiliriz. z = Ny ve f(z) = px dersek,

f(z) = Ny, f(f(z)) = N2, f(f(f(z))) =Ns, ...

olacaktir. Yani tiirlin uzun vadedeki niifusu,
f fonksiyonunun yinelenmesinin asimtotik
davramsiyla iligkilidir.

Bu modelin basitligi bazi sakincalar1 da be-
raberinde getirir; 6rnegin hayvan tiri i¢in uzun
vadede topu topu iki ihtimal bulundugunu soyler:
p# > 1 ise hi¢ durmadan artig ve 0 < p < 1 ise
soyun tiikkenmesi. Cogu durumda bdyle olmadig
bellidir. Bazi kisitlamalar koyarak gergege daha
uygun modeller elde edebiliriz. Ilk akla gelebile-
cek fikir, meseld bolgedeki yiyecek miktarinin
sabit kalmasi yizinden, hayvan niifusunun be-
lirli bir S sinirimin iizerine gitkamayacagidir. Ama
N, < S oldugu siirece, hala yeterli yiyecek
oldugundan, hayvan niifusu artmaya devam ede-
cektir. Hatta S = 1 alabiliriz. N, o zaman
S simr degerinin yiizdesidir. Bu istediklerimizi
saglayan en basit matematiksel model

Noy1 = F‘Nn(l - Nn)

denkligidir; s gene pozitif bir sayidir. N, bire
yaklagirsa, N, veya (1 — Ny)’den biri kiguk

KAPTANOGLU

olacak ve bir sonraki nesilde niifusun azalmasini
saglayacaktir.

Yukanida yaptigirmz gibi bu bagintiy1 da
bir fonksiyonun yinelenmesi olarak gorebiliriz.
r = Ny ve Fu(z) = pz(l — z) dersek, gene
Ny = Fu(z), N2 = Fu(Fyu(z)), ... olur. Sonunda
F, fonksiyonunu elde ettik.

lleride kullanmayacaksak da, yukaridaki
iki modeli diferansiyel denklem geklinde de
agiklayalim. Tabii gimdi hayvan niifusunu ne-
silden nesile degil de, zamanla siirekli degisen bir
N ¢oklugu olarak gormek zorundayiz. O zaman
Npy1 = uN, ve Npgy = pNp(1 — N,) yerine
sirasiyla

dN
—— T N f—
- =B (S-N)

‘Z—jjsz ve

gelir. Burada t zamandir ve pu pozitif veya
negatif bir reel say1 olabilir. "fi—J;’ niifusun artig
(veya azahg) hizi demektir. No = N(0) baglangig
nifusu ise, yukaridaki diferansiyel denklemlerin

¢ozimleri

SNOCS:"t
S — Ny + NyeSnt

N(t) = Noe** ve N(t) =

seklindedir.

Ilk denklemde g > 0 ise, zaman ilerledikce
(t — oco), N(t) siirekli artar (N(t) — o0);
# > 0 ise siirekli azalr (N(ty — 0). Ikinci
denklemde u pozitif iken, N = S ise, % = 0;
N>Sise,%‘%<0;veN,'<Sise%>0
olur. Bunlar da sirasiyla, sabit kalan, azalan
ve artan nufusa karsihk gelirler. Yani, niifus
S’nin altinda kalmaya zorlanarak kendini den-
geler. Yalmz N, 4, = #N,(1 — Np,) modelini il-
ging kilan gevrimsel davranig artik goriillmez.

Dinamik sistemlere bir érnek daha verelim.
Bir P(z) = apz™ + ap_12""' 4+ ... + a1z + a
polinomunun derecesi n = 1 veya 2 ise, poli-
nomun koklerini bulmak ¢ok kolaydir; 3 veya 4
ise, kokleri veren formiiller vardir, fakat bunlan
kullanmak zordur; 5 veya daha yiiksekse, kokleri
veren formiiller bile bulmanin imkansiz oldugu
gosterilmigtir. Newton metodu, son iki durumda
kckleri yaklagik olarak bulmarmzi saglar. zo bir
reel say1 olsun.

_ P(=0)
P'(z0)
z Ty — P(z1)
2 =4 P’(Il)

T = 2o

oo
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B = B Plen_1)
n — =1L = B
P'(-"ri—l)
yinelgen igleminin  verdigi x¢,ry,...,r,....

dizisi, xo'in ¢ogu degeri icin P nin koklerinden
birine yakinsar. Goriildiigii gibi bu metot,
P(x)

K(z)==x (o)

fonksiyonunun yinelemelerinden olugan bir di-
namik sistemdir, P'(x) # 0 oldugu siirece.
Burada da anlagilmak istenen K(z)'in degigik
x’ler igin yinelemelerinin nereye varacagl ve hangi
o lar igin metodun bir koke yakinsamadigidir.

C. Fu(z) = pa(1 — x)

Bu fonksiyonun onemi niifus hareketlerini
agiklamakla bitmiyor. Dinamik sistemlerin pek
gor ozelligini de en basit haliyle gozler 6niine ser-
mekte. O yiizden bu yazimin biiyiik kismi bu
ionksiyonn: incelenmesine aynldi. Aslinda elim-
izde bir degil, sonsuz sayida fonksiyon var her reel
’ya karsihik gelen.

Yukarida da yaptigimiz gibi yalmz I =
[0,1] kapali arahgindaki z'lerle ilgilenecegiz.
Surekli olmasi F,’nun bu aralikta maksimum ve
minimum degerlerini alacagini, tiirevli olmas ise
bu degerlere ya arahiin ugnoktalarinda, ya da
turevinin 0 oldugu noktalarda ulagacagini soyler.
Fu(z) = pz — pz® ve tirevi Fj(z) = p -
2pz’tir. Fi(z) =0, p’dan bagimsiz olarak yalniz
T = % noktasinda gergeklesir. Biitiin u’lar igin,
Fu(0) = Fu(1) = 0 ve Fu(3) = & tiir; ve bun-
lar F,’nun minimum ve maksimum degerleridir,
¢unki g > 0. Fonksiyonu yineleyebilmek, yani
Fu(Fyu(z))’i hesaplayabilmek igin, F,(z)’in de
I’da olmasi gerekir. Bu da p’nun 0 ile 4 arasinda
olmasini gerektirir.

Her ikisi de 0 ile 1 arasinda olduklarindan,
x ve F,(z) birbirlerine esit olabilirler. Boyle
bir £ noktasina F, fonksiyonunun sebit noktas:
denir. pz — pz? = z ikinci derece denklemini
carpanlarina ayirarak ¢ozer ve £ = 0 ve

-1
(1) e e

u
elde ederiz. 0 her g igin sabit noktadir, fakat
z* diyecegimiz diger z degeri yalnz p > 1
iken I’dadir. Zaten F,, ancak p > 3 iken il-

ging olmaya baglar. 4 = 2.8 icin 2* = L& =

0.64286 - - - bulunur. Bu noktay) bulmanin en ko-
lay yolu, F,’nun grafigi ile y = z dogrusunu
kesigtirmektir, ¢iinki orada y = Fy(z®) = »~.
Sabit noktalarin yoriingeleri tek bir noktadan
olugur, kendileri. 1’in yoriingesinde ise yalniz 1
ve 0 vardir.
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Sekil 1 (u = 2.8)

Bu iki sabit nokta arasinda temel bir fark
vardir. Bunu gormek igin, 0’a ¢ok yakin bir nok-
tanin, ornegin o = 0.05’in yoriingesine bakalim.
Gereginden fazla hesaba bogulmamak igin Sekil
I’deki grafik yontemini kullanacagiz. Okuyucu
hesap makinesi ile yapilanlan kontrol etmelidir.
z = 2o 'da cizilen dikey bir dogru F, 'nun grafigini
Yo = Fyu(zo) yiiksekliginde keser. F,(F,(z¢)) =
Fu(yo)"r bulmak igin, z = yo’da dikey bir dogru
¢izmek gerekir. Bu noktayi ise yo yiiksekliginde
yatay olarak y = z dogrusunu kestigimiz noktaya
kadar ilerleyerek buluruz; burada z = y = y,. Bu
yeni z degerine z; diyelim; z; = F,(zo). Simdi
¢ = zy’de dikey yonde ¢izecegimiz dogru F, ’nun
graﬁéini n = Fy(xl) = FlJ(yO) = FM(FP(Io))’da
kesecektir. Boylece F),’yu yinelemig olduk. p =
2.8 igin 21 = yo = 0.133 ve y; = 0.32287 .- -dir.
Bundan sonra sirayla yatay ve dikey ydnde git-
meye devam ederiz. Goruldigi gibi, 0’a ¢ok
yakin bir yerden bile baslasak, zo’in yoriingesi,
etrafinda donerek z*’a yaklasir, ona hig bir za-
man ulagamasa da [6]. Isigin etrafinda ucgusgan
bocekler geliyor akla. 0, 1 ve z* digindaki biitiin
baglangi¢ degerleri igin boyledir. F,(z)’in n kere
yinelenmig halini Fj(z) ile gosterelim; Grnegin
FE(I) = (Fuo Fu)(z) = Fu(Fu(z)) = pP2(1 -
z)(1 — pz(1 — 2)). Bu gosterim F,’nun n’nci
kuvveti (Fj(z))" 'den farkhdir. Yukaridaki



cimleyi gimdi

lim Fj(z)=z" (t#£0,z#1)
diye yazabiliriz. Yani z* ¢eken ve 0 iten

sabit noktalardir. Bu fark nereden kaynaklanir?
Grafige dikkatle bakilirsa, 0’da F, 'nun grafiginin
y = z dogrusundan daha dik oldugu goriiliir;
z*’daysa tersi dogrudur. Burada diklikten kasit,
F, ’nun grafigine teget olarak cizilen bir dogrunun
egiminin mutlak degeridir; tegetin yoni onemli
degildir. y = z dogrusunun dikligi her yerde
I'dir. Bir noktadaki tirev o noktadaki egimi
verdiginden, |F,(0)] = p = 2.8 > 1 ve |Fy(z")| =
|2— p| = 0.8 < 1, bize p = 2.8 igin neden 0’in
iten ve z*’in ¢eken oldugunu gosterir.

p’yu artirdigimizda ilging bir durumla
kargilaginz.  F,’nun maksimum degeriyle bir-
likte |F)(z*)| da artar ve p = 3 = M, iken
I'l gecer. Simdi p = 3.2 > M, oldugunda
Sekil 2’den F,’'nun grafiginin ve yinelemelerinin
neler verdigine bakahm. z = 0.05 baglangig nok-
tasinin yoriingesi once z*’a yaklagir, fakat sonra
onun iki yanindaki z] ve z; diyecegimiz iki nok-
tanin civarinda gidip gelmeye baglar. Yani z} ve
z3, periyodu 2 olan bir ¢evrim meydana getirir-
ler. Bu noktalar gene ¢eker olarak adlandinlirlar,
¢inkii yakinlarindaki noktalar digerinin etrafina
gonderseler de, ikisi birlikte uzaktaki noktalar
tzerlerine ¢ekerler.

Bu ikili ¢evrimi daha iyi anlamanin yolu
F,f 'nun grafigine bakmaktir. F,’nun sabit
noktalar: F3 'nun da sabit noktalandir, gunku
Fu(Fu(0)) = Fu(0) = 0 ve Fy(Fu(z")) =
Fu(z*) = z*. Ama simdi iki sabit nokta daha
vardir; z] ve z3, ¢inkil Fj(Fu(z})) = Fu(z}) =
z} ve Fy(Fu(z3)) = Fu(z}) = z3. F}'mun
derecesi 4 oldugundan bagka yoktur. Ik iki
sabit nokta sayesinde F2(z) — z polinomunu
carpanlarina ayirip diger ikisini de buluruz:

1) z7,= EFDFVEADE-I)

Ti,2 2

=32 Kn = ? = 0.6875, =] = 0.51304- - -
ve z5 = 0.79946---’dir. 0’la birlikte bu dort
nokta FZ’nun grafiginin y = z dogrusunu kestigi
yerlerdir. 0 ve z*’da grafik y = z’ten daha diktir;
digerlerinde degildir. Bu da 0 ve z* 'm iten, z} ve
z5'1n ¢eken oldugunu séyler. Hatta, tiirevde zin-
cir kuralindan, (F2)(«}) = Fu(Fu(2]))Fi(2]) =
Fi(a3)Fi(ai) = Filap) Fu(Fies)) = (F2) (z3);

(%)
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yani F2’nun z} ve z3’daki egimleri esittir.

|
|
| % |

Sekil 2 (1 = 3.2)

*
IX‘

g} ve z3, p > My oldugunda ortaya
gikarlar. Tam g = Mp iken z* = z} = zj}.
Bir bagka deyigle, 4 My’ gegerken periyodu 1
olan geker periyodu 2 olan bir ¢evrime par¢alanr.
p arttikca da z] ve z3 birbirinden uzaklagirlar.
Aym zamanda, Fﬁ ‘'nun bu noktalardaki dikligi
once azalir, fakat sonra artar ve diyelim p =
M, de ¥ = z dogrusununkini geger. z} ve z3}’nin
her biri aym anda kendi ikili ¢evrimlerini dogurur.
Tabii bunlar F,f igin ikili ¢evrimlerdir; F, igin
hepsi birden periyodu 4 olan bir ¢evrimdir. M,
degerini (F2)(z}) = —1 esitligini ¢ozerek bulu-
ruz. Uzun ve sikici hesaplardan sonra bir ikin-
ci derece denklemin ¢oziimlerinden biri olarak
My = 1+ 6 = 3.44949... gkkar. F,’nun bu
dortlii ¢evriminin her noktasi Fj’nun birer sabit
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noktasidir. Fi'nun F2 ve F, ’dan gelen 4 sabit

noktas: daha vardir. 1k 4 nokta ceker, digerleri
iter. Sekil 3'te y = 3.5 igin F; 'nun 8 sabit nok-
tas1 goruluyor.

L | | | |
Sekil 3 (1 =3.5)

Bundan sonra neler olacagim tahmin et-
mek zor olmasa gerek. 4 ¢ok az daha
artinldiginda F;} ‘nun ¢eken sabit noktalarindaki
dikligi, p = My = 3.54409 .. .’da ayn1 anda 1’i
geger ve F, igin bir sekizli ¢evrim elde edilir. Bir
sonraki pargalanma p = M; = 3.56441 - - -’de,
ondan sonraki 4 = My = 3.56876---’da, bunu
takip eden de 4 = Ms = 3.56969 - -’da mey-
dana gelir, ve sirasiyla on altili, otuz ikili ve
altmig dortlii cevrimler ortaya cikar. Yalmz artik
bu degerleri, polinomlarin derecesi yukseldigi igin
bir denklem ¢Gzerek elde etmek ya ¢ok giictiir,
ya da imkansizdir. Ama M2, Ms, My ve M,
programh bir hesap makinesi veya bir bilgisa-
yar kullanilarak yineleme ile bulunabilir. Mesela,
Mj'nin tahmini degerinden biraz kiigiik bir p
alinir ve rastgele bir z baglangig sayis1 giri-
lerek, yineleme ile F,’nun dortli cevrimi bu-
lunur. z = 0.5 kullanmak yararhdir, ¢iinki
Fj;’nun maksimum noktasidir ve her x’da mut-
laka ceken bir ¢evrime ulagacag) gosterilebilir.
Sonra p yavag yavag artirilarak yineleme tekrar-
lamr ve F,’nun dortli gevriminin hangi p’da
sekizli ¢evrime parcalandig) gittikce daha hassas
olarak bulunur. Bulunan deger M, dir. M3, M,
ve Ms igin de ayni yontem igler.

Dikkat edilirse, M, degerleri  k
artinldiginda artmalarina ragmen birbirlerine
yaklasirlar ve

Mo, = 3.569945671868 - - -

degerine yigihrlar. Burada ilging olan, Ms;in
My a agin yakinligma ragmen, bu dar aralikta
sonsuz kere gevrimlerin periyodu iki katina ¢ikar
ve 2'nin her kuvvetinde periyodu olan ¢evrimler
elde edilir. Diger ilging olan sey, (M, — My_y)/
(Miy1 — My) oramdir. Ik bir kag M, ile
bu orani hesap ettigimizde sirasiyla 4.75146 - - -,
4.65552---, 4.67126-- ve 4.67742... buluruz.

Bu oranin k arttikga yaklagtig: deger de hesap-
lanabilir [5]:

6 = 4.669201660910299097 - - -.
6 sayesinde, g—g% A~ 4.66920--- yaklasik
esitliginden Mg’y1 3.56989--. diye, ve benzer
sekilde M7’yi 3.56993 .- - diye tahmin edebiliriz.

Her M degerinde periyodu 2* olan bir
gevrim, ikiye pargalanarak periyodu 2¥*! olan
bir ¢evrimi dogurur. Bu gevrimleri meydana ge-
tiren noktalari tam pargalanma aninda hesap ede-
biliriz. Ornegin, (f)’de p = My = 3 koyarak,
z* =2 =0.66667---;ve (})’de p= M; = 1+6
koyarak,

. _2+VBFVZ _ {04399,
1a= 21+ v6) {0.84994---,

buluruz. M, igin, yukanda tarif edilen
yineleme yoénteminde parcalanmadan hemen
once elde edilen dort degeri ahriz; bunlar
yaklagik 0.36329--- ve 0.52359 - - - ile 0.81979- - -
ve 0.88405---’tir. Ik ki say1 yukaridaki
0.43996 - - -'nin, sonraki iki say1 ise 0.84994 - - ’iin
par¢alanmasindan ortaya gikarlar. Mj igin ayni
yontemle, 0.34676---, 0.37477---; 0.49061- .,
0.55427---; 0.80741 -, 0.83520---; 0.88060- - -,
0.89079 - - - bulunur. M, icin ise boliinme Sncesi
gevriminin noktalar1 0.34341..., 0.34795...;
0.36790---, 0.37969---; 0.47834--., 0.50375- - -:
0.54994 - --, 0.56090 - - -; 0.80468---, 0.80968 - - -
0.82992---, 0.84054---; 0.87895---, 0.88329 .- -:
0.89052---, 0.89214---’tir. Mj teki ¢evrimin
noktalarini vermiyoruz, ¢iinkii tam 32 tane. Hep-
sinin ikiger ikiger bir 6nceki gruptaki hangi nok-
talardan dogduklan bellidir.  Cevrim nokta-
lannmm I = [0,1] arahigindaki konumlan Sekil
4’te goriiliyor. Dikkat edilirse, en alt satirdaki
ikinci sekizlik blok iki sira yukaridaki biitiin nok-
talarin sikigtirllmg bir kopyasidir; diger siralarda
da gozlenebilir bu [6]. Gene yinelgen bir davranig
elde ettik elimizdeki sistemden. Bu tip kendini
doguran davraniglar aslinda butin dinamik sis-
temlerin ozelligidir.

m
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Sekil 4

k sonsuza giderken 2* periyotlu nokta-
larin olusturdugu kiime, daha once bu dergideki
bir yazida [7] anlatilan bir genellestirilmig Can-
tor kimesidir.  Yalmz burada kiimemiz agik
araliklar atilarak degil, noktalar eklenerek inga
edilir. Dinamik sistemler gibi Cantor kiimeleri
de kiigiltilmiig kopyalarini sonsuz kere iglerinde
barindirirlar. Boylece Cantor kiimelerinin
ingasina da bir dinamik sistem goziyle bakabi-
liriz. Aym noktadan dogan ikizlerin aralarindaki
fark da gittik¢e azalir, ama diizgiin bir gekilde.
Her gruptaki %’ye en yakm nokta sirasiyla
0.66667 ---, 0.43996---, 0.52359- - -, 0.49061 e
0.50375--- ve 0.49850--.’dir. Bunlarn 1 ile
aralarindaki uzaklik diizgiin sekilde azalr.” Bir
onceki uzakligin bir sonrakine oram ai her de-
fasinda hemen hemen aynidir ve

a = 2.5029078750958928485 - - -

degerine yaklasgtigi bulunmugtur. o, cevrim
noktalarinin I’daki sikhgimin bir gostergesidir.
Aym oran, baz ikizler ile onlan1 doguran nokta
ve onun ikizi arasinda da gorillir. a ve
6 sayilannin degisik fonksiyonlarla bile ortaya
¢ikmasi gagirticidir.

Elimizdeki dinamik sistemin kendi ken-
disini dogurdugunu degisik ‘ir agidan tekrar
gorelim. Sekil 2’de, FE nun grafiginin ortasindaki
kareye dikkatle takalim. Bu karenin sag iist
kogesi F, ‘nun sabit noktasi z*’dir. Sol iist kogesi
Fy ’uun, yiiksekligi z* 'daki yiiksekligine esit diger
woltasidir. pz(l —z) = *";—1 egitliginden, orada
¢ = L’dur. F2’nun grafiginin bu karenin iginde
kalan kismi, daha kiigiik bir g igin F,’nun
grafiginin ters cevrilmig kiiciik bir kopyasindan
baska bir sey degildir. Dolaysiyla F2yu, bu
kareyi biiyiik kareye yayan bir normallegtirme
operatorii altinda doniigtiirerek, F,’ymug gibi
incelemek de mimkiindiir.  Ustelik buradan,
Moy degerinden once Fy’nun gekerinin peri-
yodunun sonsuz kere ikiye katlandigimi gormek
daha kolaydir.  Sekil 3’teki F}  grafiginin
orta kisminin F’f nun grafiginin tepetaklak halj
oldugunu gormek sagirtici olmasa gerek artik.

D. Kaos ve Turbiilans

Peki p > My iken neler
Cogu baglangig degerinin yoringesi gene bir
cekere yakinsar, ama ¢ekerin periyodu ¢ok
yiiksek olabileceginden, bunu sayilarla fark et-
mek imkansizlagir. Fakat artik bazi baslangig
degerlerinin yoriingeleri kaotiktir, yani sonlu
hi¢ bir cekere yaklagsmadan [I’da dolanirlar.
Mitolojide diinya kurulmadan onceki kangik
ve belirsiz durumu anlatan kaos kelimesi bu
yoriingeleri oldukca iyi betimliyor. Daha da ilging
olani, birbirine ¢ok yakin iki baglangig degerinin
yoriingeleri birbirinden tamamen farkl yerlere
ulagabilir. Bu ozellige baglangig sartlarina has-
sas bagimhlik denir ve kimi yazarlara gore kaosu
tanimlayan li¢ ozellikten biridir [3]). Diger iki-
si de goyledir: Fonksiyonumuz her hangi bir
kiigiik araliktaki noktalar yinelemeyle diger her
hangi bir kiigiik arahga tagiyabilmelidir (topolo-
Jik gegislilik); ve de fonksiyonumuzun periyo-
dik noktalan tamm araliginda yogun olmaldir,
yani tamm arahgindaki her noktaya istenildigi
kadar yakin bir periyodik nokta bulunabilmelidir.
Bu 6zelliklerden son ikisinin ilkini gerektirdigi
de biliniyor [1]. Bu &zelliklerin saka yollu bir
agiklamasi da gSyle: Cin’de bir kelebek kanat-

larimi girpar; giinler sonra Meksika Korfezi’nde bir
kasirga patlar.

olur?

Bazi p > My degerleri iin ise peri-
yodu 3 olan noktalar ortaya gikar. A kisminda
baktigimiz y = 3.835 bunlardan biridir. Peri-
yodu 3 olan noktalarin nemi bu dergide daha
once cikan bir yazida [2] verilen bir teoremde
gosterilmisti. O teoreme gore, eger siirekli bir
fonksiyonun periyodu 3 olan bir noktasi varsa,
diger her hangi bir periyotlu noktasi da vardur.
H = 3.835%in iglii cevrimi cekendir, ¢linkii
|(F3)’(0.15207---)| = 0.39497--. < 1. Dikligin
cevrimin diger iki noktasinda da ayni oldugunu
biliyoruz artik. Yalmz periyodu 3’ten farkli nok-
talarin hig birisinin meydana getirdigi ¢evrimin
¢eken olmadigi biliniyor. Baslangig degerlerine
hassas bagimhlik yiiziinden, hesap makinesi veya
bilgisayarla bu ¢evrimleri bulmak imkansizdir. 4,
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ugli gevrimi veren degerlerin biraz otesine geg
tiginde, bu ¢evrimler de ikiye pargalanirlar; sonra
gene ikiye parcalanirlar, ve M, 'dan onceki du-
rum tekrarlanir. Sonunda p = 4 oldugunda, F
I'mn her noktasinda kaotiktir ve her z baglangg
degerinin yoriingesi sonlu bir ¢evrime ulasamadan
bu aralikta gezinip durur.

Periyodik noktalar hakkinda bir onceki
paragrafta bahsettigimiz teoremden daha ¢ok
bilgi veren bir teorem daha vardir ve dogal
sayilarin asagidaki siralamasiyla ilgilidir:

36507p--62.362-5p...5922.3p922.5p...
>23-3l>23-5l>--->---1>23>22l>2|>1.

Bu siralamada 6nce 3 ile baslayarak tek sayilar
dizilir, sonra tek sayilarin 2 ile ¢arpimlari, sonra
2'nin karesi ile ¢arpimlari, ve boyle devam edilir.
Geriye yalmiz 2’nin kuvvetleri kahr ve bunlar da
(2° = 1 dahil) ters sira halinde sona- konur.
Sarkovski tarafindan kesfedilmig olan teoremimiz,
surekli bir fonksiyonun her hangi bir dogal sayida
periyodu olan noktas: varsa, siralamamizda onun
sagindaki bitiin sayilarda da periyotlu nokta-
lar1 olacagini sGyler [3]. 3 en bagta oldugundan,
onceki teoremin dogrulugu bir defa daha gériiliir.
Yukarida baktigimiz g = 3.5 halinde ise, dértlii
bir ¢evrim oldugu igin, ikili ¢evrimlerin ve sabit
noktalarin da olacag bellidir.

Artik  dinamik sistemlerle akigkanlar
mekanigi arasindaki iligkiden s6z edebiliriz.
Rizgarsiz bir yerde tablada yamk duran bir
sigaramin dumanina veya ¢ok agmadigimz bir
musluktan akan suya bakin. Akigkan (du-
man veya su) Once sakin: ve dizgiin aka-
cak, kaynaktan uzaklagtik¢a salinip titresmeye
baslayacak ve sonunda karmakarigik bir sekilde
akmaya basglayacaktir. Bu son duruma tiirbiilans
(calkant1) adi verilir.  Bizi asil ilgilendiren,
aradaki gecig evresindeki salimmlarin F,’nun
periyodik noktalar: arasindaki gidig gelislere ben-
zedigidir. Bu konuda genel bir teori heniiz yok-
tur. Bu derginin bir 6nccki sayisindaki bir yazida
(4], kaos ve tiirbiilans teorilerinin daha genig bir
tartigmasi bulunuyor.

Baz akigkanlar mekanikgileri, tiirbiilansa
gegisin F,’'nun M, ’dan onceki davramsina ben-
zettiler. Gegig evresinde gittikce daha fazla peri-
yotta titresimlerin ortaya giktigini, ve My gibi
bir noktada aniden baglayan tam tiirbiilansin,
sonsuz sayida degisik periyotlu sahmmin bir
bileskesi oldugunu ileri siirdiiler. Diger bazilan
ise liglii periyot iizerinde durdular ve once sonlu
sayida degisik periyotlu titresimlerin olacagini,

sonra da aniden liglii bir periyodun dogurdugu bir
garip cekerin tam tiirbiilansi olugturacagini iddia
ettiler [8]. Garip geker denilen sey, bizim simdiye
kadar gordiigiimiiz cekerlerden farkhdir ve en
az iki boyutlu sistemlerde ortaya gikar. Bizim
cekerlerimizde (kaotik bolgede degil), birbirine
yakin iki noktanin ikisinin de yoriingesi ya gekere
yakinsar, ya da Foo’dan birine kagar. Garip
gekerlerde boyle iki noktanin yériingeleri sonsuza
kagmadan birbirinden uzaklagabilir ve cekerin -
civarinda ayn ayr1 yogun kiimeler olugturabilir;
bu gekerler kaotiktir. Garip sifati bunlara konuyu
ilk inceleyenlerce verilmigtir ve matematiksel bir
anlam ifade etmez.
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Sekil 5 (p = 4.15)
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E. Cantor Kiimelerine Dontig

Son olarak kabullenmelerimizden birinin
digina ¢ikip 4 > 4 haline bakalim. Artik £, 'nun
I iizerindeki maksimumu & > 1, ve Sekil 5’te de
goriildiigi gibi, I 'min tam ortasindaki bir Ag agik
arahgindaki z’leri F,, I digina tagir. Bu nokta-
larin yoringesi —oo’a kagar. Diger bir yazsla,
r€ Agise Fu(z)>1, F2(z) <0 ve

n]i{lgo Fj(z) = —co.

I'nm geri kalan noktalari, bir kere F, uygu-
landifinda I’da kalirlar. Bunlarin A; kiimesi
diyecegimiz bir kismi, F, altinda Ap’a taginirlar;
bir kere daha F, uygularsak I’nmin digina qikarlar
ve sonunda —oo’a giderler.  Geri kalanlarin
bir kismi (As), F),'nun iki kere yinelenmesiyle
Ag’a girer, uglincu yinelemede I digina gikarlar.
Genelleyerek

An={ze€l:Fj(z) € A}
:{J:EIZF‘T(CE)EI(‘?SH), F;"H(:c)éf}

diyebiliriz. I’dan butin A, ’lerin atilmasiyla
kalan ve yoriingeleri I’dan kagmayan noktalar-
dan meydana gelen

e= ({4

kiimesini daha iyi anlamak istiyoruz.
pu>4ve Fu(z) =pz(l—z)=1 ise

_HF V(e -4)
0.1‘2———_E]

2p

olur. O halde I\ A iki kapal araligin bilegimidir:
I, = [0,a1] ve I, = [az,1]. Hem I;’in hem
de Iy’nin F, altindaki gorintisi I’y tama-
men orter: Fu,(I) = Fu(l) = 1. L, (I2)
tzerinde F, tekdiize artandir (azalandir), yani
bire birdir. Dolayisiyla, hem I ’in hem de I5’nin
ortasinda, F, altinda Ap’a taginan birer agk
aralik vardir; bilesimlerine A; deriz. I\(AqUA)
dort tane kapal araliktan meydana gelir ve F,
her birini tekdiize olarak I veya I lizerine,
F? ise gene tekdiize I {zerine gonderir. Onceki
adimdaki gibi, bu doért arahgin her birinin or-
tasinda, Ff tarafindan Ag’a gonderilen birer agik
arahk bulunur, ki bunlar A, dedigimiz kiimedir.
Bahsedilen arahiklar Sekil 5'te F,’nun grafigi ile
birlikte goriiliiyor. Genel olarak A,, 2" tane
ayrik agik arahiktan olugur, I\ (ApU---U 4,)
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ise 2"*! tane kapal araliktan. Fj+!' bu ka-
pali araliklarin her birini tekdiize ve uzerine
olarak I'ya gonderir, ve her birinde degigmeli
olarak artan ve azalandir. FJ*'’'nun grafigi 2"
horgiigliidiir ve y = z dogrusunu en az 2" yerde
keser. Buradan da F'nun en az 27" sabit nok-
tast oldugu, ya da F,’nun periyodu n olan en
az 2" noktasi oldugu ortaya gikar. Simdiye
kadar yaptigimiz ig [7)’de anlatilan Cantor kiimesi
ingasindan farksizdir ve C bir genellestirilmig
Cantor kiimesidir.

C’deki bir noktamn F, altindaki
yoriingesi tamamyla C’de kalr, ciinki disar
kagan noktalar Aj’lerin birindedir. Dahas1 da
var. F,’nun a; ve az’deki dikligi § = [F(a1)] =
|Fi(a2)] = /p(p—4)- Sekil 5’teki g}'a.ﬁkten de
goriilecegi gibi, eger f'mn 1°den biyiik olmas!n!
saglarsak, F,’nun I ve I, tzerindeki dikligi
1’den biiyiik olur. C C I} U oldugundan, aym
sartlar altinda, C' noktalarindaki diklik de 1’den
biytiktiir. Sonug olarak, 8 > 1 esitsizliginin
saglandig

p>2+ V5

degerlerinde, C kiimesinin tamam iten noktalar-
dan olugur.
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L’HOPITAL KURALI USTUNE

Mefharet Kocatepe *

Belirsiz limit hesaplarinda oldukga yaygin
olarak kullamlan bir kural vardir: L’Hopital Ku-
rali. Bu yazimizin konusu olan bu kuraldan once
biraz tarihgesinden soz edelim.

Bu kuralin ashinda John Bernoulli’ye ait
oldugunu biliyor muydunuz? [2] numaral kay-
nakta gikan bir yaziya gore, 1694 yilinda John
Bernoulli (1667-1748), soylu bir Fransiz ailesin-
den gelen ve amatdr bir matematikci olan eski
ogrencisi 1’'Hopital (1661-1704) ile bir anlasma
yapar. Bu anlagmaya gore Bernoulli, I'Hopital
igin problemler ¢ozecek ve onu analiz (calcu-
lus) konusundaki giincel gelismelerden haberdar
edecek, buna kargilik olarak 1’Hépital kendisine
yilda 300 pound verecektir. Bu problemlerden
birisi de 0/0 problemi olarak bilinen limit prob-
lemidir ve anlagmaya gore Bernoulli bu prob-
lemi ¢ozer. ['Hopital 1696 yilinda analiz not-
larin bir kitap halinde yayinladiginda 0/0 ku-
rali da bir teorem olarak bu kitapta goriilir. An-
cak I’Hopital, kitabinda bu kuralin Bernoulli’ye
ait oldugunu belirtmigtir. Ayrica kitaptaki tiim
malzemenin kendisine ait oldugu izlenimini ver-
memek igin de kitaba kendi adini koymanugtir.
Fakat yine de Bernoulli, ’Hopital’i kopyacilikla
suglamigtir. Bu suclamadan haberdar olmayan
yaymevi I’Hopital’in o6limiinden sonra, kitab
I’Hépital’in adiyla tekrar yayinlaylp yangina
koriikle gitmigtir. Ancak yakin gegmigte, tarih
Bernoulli’nin iddiasim kabul etmigtir, ama kural
yine de I’Hépital Kurali olarak amlmaktadir.

I’Hopital Kurali ¢ok kullamigh ve popiiler
bir kuraldir. Ancak bazi durumlarda yanhg kul-
lanilmaktadir. Bu yazimizda bu noktaya da
dikkatinizi ¢cekmek istiyoruz.

Bu kuralin kamt i¢in énce Rolle Teoremi
gereklidir (bakiniz [1]).

Rolle Teoremi. [a,b] izerinde siirekli,
(a,b) iizerinde tiirevlenebilir olan f fonksiyonu,
f(a) = f(b) kogulunu saglarsa, (a,b) arahj
iginde, f’(zo) = 0 esitligini saglayan bir z, nok-
tas1 vardir.

* Bilkent Universitesi Matematik Béliimii Sgretim liyesi

1

Cauchy Ortalama Deger Teo-
remi. [a,b] izerinde siirekli, (a,b) izerinde
turevlenebilir olan f ve g fonksiyonlan igin,
(a,b) arahginda,

(f(b) = f(a))g' (zo) = (g(b) — 9(a)) f'(x0)

egitligini saglayan bir zo noktas: vardir.

Kamt. g(a) = g(b) ise Rolle Teoremi-
ni [a,b] tzerinde g fonksiyonuna uygulayarak,
9'(z0) = 0 esitligini saglayan bir zo € (a, b) sayis1
buluruz. Bu durumda yukaridaki esitlik, her iki
tarafi da 0 oldugu igin saglanir.

g(a) # g(b) ise

) - f(a)
K==

ve F(z) = f(z) — Kg(z) olsun. F fonksiyo-
nu [a,b] iizerinde siireklidir ve (a,b) tzerinde
turevlenebilir. F(a) = F(b) kosulu da K ’nin
tanimindan dolay: saglandig igin Rolle Teoremi-
ni F fonksiyonuna [a,b] arahi) izerinde uygu-
layabilir ve F'(zo) = 0 esitligini saglayan bir
zo € (a,b) sayis1 buluruz. F'(zq) = 0 esitligi
teoremin ifadesindeki esitlikle eg anlamlidir.

L’Hopital Kurah. f ve g fonksiyonlan

(i) (a,d) tzerinde tiirevlenebilir,
(i) lim f(z) = limg(z) =0,
zla zrla

(iii) her z € (a,b) i¢in ¢’(z) #0,

in a: FAB) -
N o
ise. im I = Lodir.
zla g(z)

Kamt. f(a) = liFlf(:c) 0 ve aym

sekilde g(a) = 0 olarak tamimlayalim ve f ve
g fonksiyonlarini [a,b) aralhigina siirekli olarak

5]



genigletelim.  Herhangi bir ¢« < ¢ < b nok-
tasi alahm ve Cauchy Ortalama Deger Teoremi-
ni, [a,r] arahg tstinde f ve g fonksiyonlarina
uyvgulayalin. Buna gore,

(f(x) = fa))g'(x0) = (9(x) — g(a))f'(20)
—~ ~~
0 0

esitligini saglayan bir 2o € (a,x) sayisi vardir.
Hipotez geregi g¢'(xo) # 0. g(x) = 0 ol
saydl, Rolle Teoremini [a,z] aralifi tstiinde ¢
fonksiyonuna uygulayarak, g¢'(¢) = 0 esitligini
saglayan bir ¢ € (a,r) C (a,b) bulabilecektik.
Bu da hipotezle geligeceginden, g(z) # 0 olmak
zorundadir. Boylece yukaridaki esitligin her iki
tarafim, sifirdan farkh olan g(x)g'(zo) sayisi ile

bolerek,

Jx) _ [(x0)

9(x)  g'(x0)
buluruz. Bu z sayisi a ile z arasinda oldugu
icin x’e bagimhdir; bu nedenle xo = zo(x) olarak
yazahm ve lim; |, 2o(z) = a oldugunu goézleyelim.
Boylece

- J@) o fxe(e)) (1)
Iim —= = lim =lim =
zla g(z)  zla g'(xo(z))  tla g'(l)
bulunur.
Not. (a) Bu kuralda biitiin liIn yer-

ine li{n veya lim konursa kural yine gegerlidir,
Irla r—a

fakat hipotez (1) ve (iii)’teki arahiklarin uygun bir

gekilde degistirilmesi gerekir.

(b) a bir gergel say1 veya 400 veya —oo ola-
bilir.

(c) L bir gercel say1 veya +00 veya —oo ola-
bilir.

(d) Bu kural yalmzca g ve = belirsiz durum-

o0

larinda uygulanir.

i —sinx

Ornek 1. lim ——— = ?
2 — I

f(z) =« - sinzr ve g(z) = % tiir. Kuraln tim

hipotezleri saglanmaktadir (6zellikle = 0’in her

hangi tir delik komgulugunda ¢'(z) = 322 # 0

oidrguna dikkat edelim). Kural bir kere uygula-
1 —cosz

yarak
) .. 0
lim 372 (hala 6)

bulunur. Kurah bir daha uygulayarak

Burada

KOCATEPE

ve dolayisiyla

I r—sinr 1
m — = -
r—0 73 6

bulunur.

- . 1 1
Ornek 2. lim (-— -

z—0\zx sinz
limitin sagdan veya soldan oluguna gore +00—oc
veya —co + oo belirsizligi vardir. Ancak kurah
uygulayabilmek igin, yukardaki ifadeyi bolum
seklinde yazmak gerekir.

1 1  sinz-z (9)
r sinz  zsinz 0

ifadesine kurali iki kere uygulayarak

) = ? Burada

bulunur.

Ornek 3.

limsinz limiti bulunama-
rloo

digindan lim e~ *"* limiti de yoktur. Fakat
rTeco
yukaridaki ifadeyi

. 2z + sin 2r
lim - .
rtoo (22 + sin 2x)esn *

seklinde yazahm. 2z +sin2z > 2z — 1 ve (2z +
sin22)e*'" ¥ < (2z + 1)e oldugundan, yukandaki
ifade = belirsizligi geklindedir. L’Hopital ku-
ralini l?;)gularsak

B 24+ 2cos2x
rlee (24 2cos2z)es" ¥ + (22 + sin 2x) cos x eSin T
. 4cos?x
= lim — -
zico €M% cos r(4 cos T + 22 + sin 2z)
4cosr

im — =
rleo 8" *(4 cos z + 2 + sin 2z)
olur. Buradaki son esitligi soylece gosterebiliriz:

-4 <4cosz <4

ve
i s — R
e(2z+5) > " *(4dcos x + 2 +sin 22) > o= —5)
e
oldugu igin, yeterince biiyiik z’ler Igin
—4 4cosx 4e

<
e(2x+5) ~ e¥"*(4cos x+2x+sin 2z) = 2r-5"

16]
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ve iki ugtaki terimin x | oo icin limitleri 0 oldu-
gundan (yani esit oldugundan) ortadaki ifadenin
de limiti 0'dir. (Bu kurala Stkigtirma Kurali veya
Sandvi¢ Teoremi denir.)

Gordiigiiniiz gibi bu drnekte iki farkly yanit
bulduk: limit yok ve limit = 0. Bu celigkiyi
nasil agiklaniz? L’Hopital kuralini genigletilmig
kesire uygularken, f(x) = 22 +sin 2z ve g(z) =
(27 + sin 22)e" < 'tir ve araligimiz da bir a >
0 igin (a, o) arahfidir.  Bu aralikta f ve g
turevlenebilir. Fakat

g'(z) = €M< cog z(4cosr + 2z + sin 2z)

ifadesi cos r teriminden dolay1 her (a,0)
aralifinda sonsuz noktada sifir olur.  Sonug
olarak kuralinuzdaki hipotez (iii) saglanmanugtir

ve _bizim I’'Hopital kuralim uygulamamiz yasal
degildir. Sorunun dogru yamit1 limit yoktur.

Ornek 4. 9(z) = sinz ve f(z) =
'J:zsin(l/.w:) igin lin}l‘—f% limitine bakalim.
lim;_og(z) = 0 ve —22 < zZsin(l/z) <
z? oldugundan Sikigtirma Kuralina gore

limz_o f(2) = 0 olur. L’Hopital Kuralini uygu-
layarak

2zsin (1) + 22 cos (1) (-%)

lim £
r—0 cosx
in(1) - by
= i 2280 (5) — 05 (5) vamm lim h(z).
z—0 cos z—0
lime—oh(z) = A olsayd, cos(l/z) =

2z sin(1/z) — h(z) cos z oldugundan

lirrécos(l/x) =0-A4-1=-4

olacaktr. (limz—gzsin(1/z) = 0 oldugu yine
Sikigtirma  Kurali ile gosterilebilir.) Oysa
limitinin  olmadig agiktir.

limgy .o cos(1/z)

[17]

-

1)

(Ni¢in?) Bu hesaba gore lim

.. z—0g.z)
tur. Ote yandan,

f(z) sm(_}) ﬁ

limiti yok-

—_—_=r 1

9(z)

seklinde yazalim.

) (1 .
lim :L'sm(h) =0 ve lIim e =1
r—0 I

r—0sinzr
limitlerini kullanarak
. f(z)
Im —= =0
z—0 g(z)

bulunur. Yine geligkili bir sonu¢ elde ettik. Bu
kez de I'Hopital kuralinin (iv) numaral hipotezini

ihlal ettik. Bu hipoteze gore ancak lim (=) =
. z—a g'(x)
f(z)

—) limiti hakkinda birgey
()

Fakat lim =
7—a g'(z

kural higbir sey soylememektedir, yani kurah
uygulayamayiz. Sonug olarak bu sorunun dogru
yamti limit = 0’dur.

Gordiigimiiz gibi 'Hopital kurah ¢ok kul-
lanigh bir kuraldir, fakat kolaylikla hatall kul-
lanilabilir ve yanlg sonuglar elde edilebilir. Bu
yuzden, bu kurali kullamrken litfen dikkatli
olalim.

L limiti varsa lim
r—a g(x

soyleyebiliyoruz. limiti yoksa
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GEOMETRI PROBLEMLERININ

cOZUM YONTEMLERI

Alparslan Ertug

Geometri problemleri ¢ozilirken genel-
likle ii¢ temel yontem kullanihr: Geometrik, ce-
birsel ve birlesik yontem. Geometrik yontem,
bilinen bir dizi teoremden mantiksal 6nermeler
yardimiyla istenen ifadenin gikarilmasidir.
Cebirsel yontem ise geometrik biiyiklikler
arasindaki cesitli iligkileri esas alan bir den-
klem ya da denklem sistemi kurularak, ya is-
tenen biiyiikliiklerin dogrudan dogruya hesaplan-
masi yada bir ifadenin ispatlanmasidir. Birlegik
yontemde ise, ¢oziimiin bazi adimlarinda bir ge-
ometrik yontem, diger adimlarinda ise cebirsel
bir yontem kullanmlir.

Hangi ¢oziim yolu segilirse segilsin, bunun
bagariyla uygulanmasi, teoremlerin ve onlarn
kullamminin  bilinmesine baghdir. Burada
diizlem geometrinin biitiin teoremlerinden s6z et-
meyecegiz.

Geometri problemlerini gozerken sik sik,
iki dogru parcasmn ya da iki agimn birbirine
esit oldugunu kamtlamamiz gerekir. Asagida,
iki dogru pargasinin (uzunlukga) esit oldugunun
kamtlanmasinin ii¢ temel yolu verilmistir:

1. Dogru pargalarini iki liggenin kenarlari
olarak kabul eder ve bu iiggenlerin esit olduklarim
ispatlariz.

2. Dogru pargalarin bir licgenin kenarlar
olarak kabul eder ve bu iiggenin ikizkenar oldu-
gunu ispatlarnsz.

3. Verilen a dogru pargasim kendisine esit
bir @’ dogru pargasiyla ve b dogru pargasini ken-
disine esit bir b’ dogru pargasiyla degistirir, a’
ve b’ dogru pargalarinin birbirine esit oldugunu
ispatlariz.

Geometri problemlerini ¢ozerken;

» verilen gekildeki dogruya paralel ya da dik bir
dogru gizmek;

* licgenin kenarortayini kendisi kadar uzatarak
licgeni paralelkenara gevirmek;

» yardima bir ¢gember ¢izmek;

x bir dogrunun g¢embere teget oldugu ya da
iki cemberin birbirine teget oldugu noktalardaki

yarigaplarini ¢izmek;
gibi ek yapilar olugturmak yoluna da gidebiliriz.
Ornek 1. Birbirine dik iki dogru,

ABCD dortgeninin AB, BC, CD ve AD
kenarlarmm sirasiyla E, F, K ve L nok-

talarinda kesiyor. EK = FL oldugunu
gosteriniz (Sekil 1).
B \F c
_—
K
E
[ i

A L\ D

Coziim. Yukarida belirtilen yollardan
birincisini uygulayarak, CD’ye paralel FM ve
AD’ye paralel KP dogru pargalanm cizelim.
Boylece EK ve FL dogru parcalan, EKP ve
FLM dik ii¢genlerinin kenarlan haline gelir-
ler (Sekil 2). Bu iki iiggenin egit oldufunun
kanitlanmast, g(’izﬁm i¢in yeterlicolacaktlr.

F
P \ K
E
//
A M L\ D

PK = FM (verilen karenin yiikseklikleri),
4LFM = <EKP (kenarlar birbirine dik agilar).
Bir kenarlan ve bir dar agilan esit olan iki
dik iiggen birbirine esit oldugundan, AEKP =
AFLM olacaktir. O halde bu iki dik tiggenin
hipotentisleri de birbirine egittir. Yani EK=FL
olmaktadir.

Ornek 2. Kenarlan e, b ve ¢ olan
bir liggenin ¢ kenarina ait kenarortayinin
uzunlugunu hesaplayimz.
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Cozum. Kenarortay1 kendisi kadar
uzatip ACBP paralelkenarim olugturahim (Sekil
3). 2Paralezl)kenarda metrik bagintiy1 uygulayarak
— e —_—

CP +AP" = 24C +2BC" yasabiliriz. Buradan
(2Ve)? + c® = 2b2 + 242 ve

V2a? + 2b2 — ¢2

Ve = 5

elde edilir.

Ornek 3. Bir dar agh ii¢genin
ortosantrinm, yiiksekliklerin ayaklarinin
olugturdugu iicgenin igteget cemberinin
merkeziyle cakigtigimi kamitlayimz.

Cozim: Bir liggenin i¢ teget cemberinin
merkezinin, agiortaylarin kesim noktas: oldugu
goz oniine alindiginda, problem DH, EH ve
K H’nin, DEK iiggeninin agiortaylan oldugunun
kamtlanmasina indirgenmis olur (Sekil 4).

B

A D C

Bunun i¢in de, <EDH = <HDK oldugunun
kanitlanmasi yeterli olacaktir.
B

A D\ e

DHKC dortgenini goz oniine alahm: <HDC =
90° ve <HKC = 90°. Buradan <HDC +
dHKC = 180° bulunur. O halde DHKC

.

dortgeninin gevresine bir ¢ember cizilebilir. Bu
gemberi gizelim (Sekil 5). HK yayini goren gevre
agllar olmalari nedeniyle «H DK = <EDH bu-
lunur. Ote yandan kenarlari birbirine dik agilar
olmalar nedeniyle <EAH = «HCK yazlabilir,
ve buradan da <EDH = <HDK elde edilmig
olur.

Geometri problemlerini cebirsel yontemle
gozerken gerekli denklemleri kurmak igin, Pisa-
gor teoremi, dik liggende metrik iligkiler, bir dik
licgenin agilan ve kenarlan arasindaki iligkiler,
benzer iiggenlerin kenarlari, yiikseklikleri ve
gevrelerinin orantilihigl, agiortay ozellikleri, para-
lelkenar ve cemberdeki metrik iligkiler, siniis ve
kosinis teoremleri ile alan hesabi formiillerinden
yararlanlir.

Bir referans eleman1 yontemi ise, ge-
ometri problemlerini ¢ozerken denklem kurmak
icin temel bir yontemdir. Bu ydntem goyle
ozetlenebilir. Bir ve ayni eleman (bilinen ve bi-
linmeyenler cinsinden) iki farkh yolla ifade edilir
ve bu ifadeler birbirine egitlenir. Referans ele-
mani olarak alan kullanilirsa, problemin alanlar
yontemiyle ¢oziildiigi soylenir.

Ornek 4. Kenarlarn a, b ve ¢ olan bir
uggenin h. yiksekligini hesaplayin.

Cozlim. Birinci Yontem. h. yiiksekligi,
ACH ve CHB dik iiggenlerinin ortak kenaridir
(Sekil 5). (CH kenarim referans elemani olarak
alip) Pisagor teorimini uygulayarak, CH 'yi hem
ACH hem de CH B iiggeni i¢in ifade ederiz.

AH = z olsun. BH = ¢ — z olacaktur.
Eger ACB iiggeni genig agih tiggen ise, BH =
¢+ z olacaktir (Sekil 6).

C

X c—X
A H B

Biz burada yalmzca Sekil 5’teki durumu ele
alacagiz.

ACH iggeninden CH' = b2 — 22, BCH
licgeninden ise CH = a? — (c — z)? olarak
bulunur. CH’ degerlerini birbirine esitlersek,,

b2 — 2% = ¢% = (¢ - z)? bulunur. Buradan

x_c2+62—a2
- 2c
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elde edilir. ACH iiggeninde Pisagor teoremini
uygulayarak asagidaki esitlik bulunur:

—_— &3 4 8% — ¥ *
L P R
ow = fo- (£22-7)
_ b_c2+b’—a’ b+c'~*+b2-—a?)
2c 2c

= V(@ == PG+ - )

= o V(arb-oate-b)o+e-a)(atb+0)
olarak elde edilir.

Ikinci Yontem. Alanlar yontemini kul-
lanahm. ABC ti¢geninin alani, bir yandan S =
Vu(u — a)(u = b)(u — ¢) formiiliinden, Ste yan-
dan § = %chc formulinden hesaplanabilir. Bu
ifadelerin egitlenmesiyle

1
2

che =y u(u—a)(u—b)(u—-rc)

elde edilir, ve buradan da

e = %\/u(u G- a9

bulunur. Bu ifadede u = 22+¢ degerini yerine
koyarsak, agagidaki sonuca ulagiriz:

b= V(a+b+c)(a+b—c)(a+c—b)(b+c—a) _

2c
Ornek 5. Bir iiggenin kenarlan a,
b ve ¢ olsun. C agsmn agortayr n.’yi
hesaplayimz.

Coziim. Birinci Yontem (Cebirsel).
ABC iiggeninin C agsinin aglortayr CD olsun
(Sekil 7).

C

Cozum yolu goyle olacaktur.

AB ve BD dogru pargalarimin uzunluklarin
buluruz. ACD ve BCD iiggenlerine kosiniis
teoremini uygulayarak ve <ACD = <DCB
oldugunu goz oniine alarak C'D yi buluruz. (Ko-

ERTUG

layhk olmasi agisindan CD = 1 ve 4ACD =
4DCB = t olarak alinmgtir.) AD = z ve
BD = y olsun. O halde z +y = c olacaktir. Ote
yandan agiortay ozelliginden; z/y = a/b oldugu
bilinmektedir. Bu iki denklemden z = bc/(a + b)

ve y = ac/(a +b) olarak elde edilir. ACD
ucgenine kosiniis teoremini uygulayarak
z? = b2 4 [% — 2bl cost; (1)

BCD iiggeninde kosiniis teoremini yazarak
y* = a4 I* — 2al cost (2)

bulunur. (1) egitliginin iki tarafini a ile ve (2)
esitliginin iki tarafim —b ile carpip taraf tarafa
toplarsak az? — by? = ab? — a%b+ al? — bi* elde
ederiz. Buradan da

1

2 _
! T a-b

(z%a — y?b) + ab (3)
bulunur. z ve y igin yukarida bulunan ifadeler

(3) esitliginde yerlerine konulursa,

b2c%a a%c?b

£o= aib((a+b)2 - (a+b)2) R

3
“b(l_ (a+b)2)
abla+b+c)(a+b—c)

(a+b)?

olarak elde edilir, ve buradan da

Vabla+b+c)(a+b—c)
a+b

I=CD=

bulunur.

Ikinci Yontem. Bulmak istedigimiz
bilinmeyenin yanina bir yardimeir bilinmeyen
ekleyelim ve ¢ = 4ACD = <«DCB diyelim, ve
alanlar yontemini kullanahm: Sacp + Spep =
Sagc . Ote yandan

SaBc = -;-ab sin 2z
Sacp = %blsinz
Spcp = %a! sinz

degerlerini goz oniine alarak;

1,, .
-;-absin 2r = %alsinz + ablsm:x:
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esitligini elde ederiz. Buradan da

absin z cos

%(t’(a + b)sinz),

¢ - 2abcos z
T (a4 b)
buluruz.
cosz’i bulmak i¢in ABC uggeninde ko-
sinlis teoremini uygulayahm: c¢2 = 42 + % -
2abcos 2z ve
a? + b2 — (2
Cos 2z = ;
2ab
Ote yandan
1+ cos 2z
cose = 5

olduguna gére, asagidaki sonucu elde ederiz:

_ N a? + 2 — 2
cCosrtr = \/5(14“_20{)—)
N 1\/(a+b+c)(a+b—c)
T2 ab '
Buradan da
| - 2abcosz  ab (a+b+e)a+b-c)
 a+b T a+b ab
_\/ab(a+b+c)(a+b—c)
- a+b

degerini elde ederiz.

Geometri problemlerinin  ¢oziimii i¢in
denklem kurarken, ¢dziimii kolaylastirmak i¢in
zaman zaman yeni bilinmeyenlerin eklenmesi
gerekebilir. Bu durumu asagidaki ornekle
acgiklayalim:

Ornek 6. Bir dik iiggende hipoteniis ¢
ve dar agilardan birinin aglortaymn dlgiisii
c3'3@ *tiir. Dik kenarlar: bulun (Sekil 8).

C

21

. CB@]. Birinci Yéntem. AC = T,
BC =y, CD = z diyelim. Pisagor teoreminden

c? ve r2+22=(£)2
3

yazabiliriz. Ote yandan, agiortay 6zelliginden

1,2+y2

Ac_ﬁ:r__ z
AB DB ¢ y-:

yazabiliriz. Sonugta agagidaki u¢ bilinmeyenli
denklem sistemini elde ederiz:

24y = o
2
2, .2 c
4+ z = —
3

I Z

¢ y—z

Bu sistemin ¢oziilmesi ise bir hayli zordur.
Ikinci Yoéntem. <CAD = 4BAD =z
diyelim. AC dogru pargasini bir referans elemani
olarak kullanarak bir denklem kurahm. ABC
uggeninden AC = ccos2z; ACD u¢geninden ise

AC = 9?— cosz bulunur. Bu ifadeleri esitleyerek
agagidaki trigonometrik denklemi elde ederiz:

V3

ccos2z = 5 coS T.

Bu esitligi ¢ozersek

\/I;cos 2z

= cosz
V3(2cos? z — 1) = cosz
2V3cos’z — cosz — 3 = 0

buluruz ve buradan da cosz = i\/g elde ederiz.

Problemin verilisine gére cosz > 0 olmalidur. 0)
halde,

3
cosT = \/;=> <BAD = 30°, «BAC = 60°

olacaktir. Bunlar: kullanarak

AC = o= 3

8L ==

ve

N O

sonucunu buluruz.

Eger bir problemde (uzunluklar ya da alan-
lar gibi) bazi biiyiikliiklerin oranimin bulunmas:
gerekiyorsa ya da 6zel olarak bir aginin hesaplan-
mas gerekiyorsa (bu durum, o agimin bir fonksiy-
onunun bulunmasina ve dolayisiyla da bir dik
uggenin kenarlarinin oramnin hesaplanmasina in-
dirgenebilir), genellikle agagidaki yolu izleriz:



Dogrusal elemanlardan birini bilinen kabul
eder, hesaplanmasi istenen biiyiiklikleri bu ele-
man cinsinden ifade eder ve sonra da bun-
larin oranim olustururuz. Bu dogrusal elema-
na yardimci parametre denir ve bu ¢oziim yolu
yardimc1 parametre kullamilmasi yontemi
olarak adlandirilir. Geometrik sekillerin ben-
zerliginin soz konusu oldugu problemlerin
¢6ziminde kullanmhr.

Ornek 7. Bir ABC dik tiggeninin
hipoteniisiine ait kenarortay ile ytiksekligi
arasindaki agmmn degeri arccos(40/41)’dir.
Dik kenarlarin oranimi bulunuz (Sekil 9).

A
[
cV3
3
C D B
Cozim. Once verilenlerden cosa = %,
. CK _ 40 .
yani i i oldugu sonucunun gikarlabilece-

gine dikkat edelim. Problemi yardimei parametre
yontemiyle ¢ozecegiz.
CK = h diyelim. Buna gore CM = $1h

S -2 =2 _ 9
KM=\ CM -CK ._40h

olacaktir. Bir dik liggende kenarortayin hipote-
niisiin yarisina esit oldugunu biliyoruz. O halde

ve

41
AM:CM_MB_Eh

olacaktir. Buradan da,,
41 9 4

AK = AM - KM = 5h— sh=zh
. 9 41, 5
KB = KM +BM = 5h+ ;sh= gh

AC = VAR + TR = %gh2+h2=g\/ﬁ
- S 25 .. h
BC = VBK +CK = EMMZ:Z‘/E

bulunur.

Ornek 8. Bir ikizkenar ABC
uggeninin tepe agis1 C', 100°’dir. Baglangici
A olan ve AB ile 30° lik ag1 yapan bir 1g1n
ile baglangici B olan ve AB ile 20° lik ag
yapan ikinci bir 151n ¢iziliyor. Bu isinlar M
noktasinda kesigiyorlar. <ACM ve <BCM

ERTUG

agilarim bulunuz (Sekil 10).

Coziim. M ve C noktalarin birlegtirelim
ve ACM agsma z diyelim. Sonra M nok-
tasindan iiggenin kenarlarina dikler gizelim:

MC, LAB, MB, LAC, MA, LBC.

CM = a diyerek yardimei bir parametge_lﬂlllamr
ve MC; i referans elemani olarak aip MC' 1 iki
yolla hesaplariz. .

CM B, iicgeninden MB; = MCsinz =
asinz buluruz. <ACB = 100° ve iiggen ikiz-
kenar oldugu i¢in, <CAB = <ABC = 40° ve
qCAM = 10° olacaktir. AM B, uggeninden

_— MB, _asinz
~ sin10° ~ sin10°’
AMC) lggeninden ise
MCy = A sind0" = oo
bulunur.
CMA, 1ggenini goz oOnine alahm:

AMCA; =100° — z. Dolaysiyla
MA;, = CMsin(100° — z) = asin(100° — z),
ve BMCy ile BM A; lggenleri eg oldugu igin
M—C'l = MA, = asin(100° — z).

MC,; igin bulunan ifadeleri egitleyerek agagidaki
trigonometrik denklemi elde ederiz:

asinz
2sin 10°

Bu denklemi ¢ozerek sonuca ulagiriz:

= asin(100° — z).

sine = 2sin(100° - z)sin 10°
sinz = cos(90° — z) — cos(110° — z)
cos(110° —z) = 0
ve
ez = 20°

22]



DAIREYI KARE HALINE GETIRMEK:

r ILE ¢

ARASINDAI\I BAGLANTI GEC MISLE BUGUN
ARASINDA BIR KOPRU KURABILIR Mi?

Mehmet Suat Bergil *

Antik ¢agin iinli problemlerinden biri [1]
dairenin geometrik yontemle kare haline getiril-
mesiydi: sadece derecesiz bir cetvel ile pergel kul-
lanmak suretiyle, belirli bir dairenin alanina esit
degerde alana sahip bir kare ¢izmek. Boyle bir
¢ozumin olanaksizhigi 1882 yihnda kanitland [2].

Bu problemin kismi ve/veya yaklagik
¢ozimleri lzerinde cahsildigi da bir gergektir.
Getirdigi ilging onerilerle Argimet’ten
17. yuzyilda gercekten de garpici bir yaklagim
bulan Polonyal kesis Kochansky’ye kadar [3].

Yaklagik C6ziim. Geometrik yontemle
dairenin kare haline getirilmesinde, ¢ ile =
arasinda saptanan bir baglanti, kuramsal olarak
(¢izim sirasinda olugacak sapmalar dikkate
alinmaksizin) % 99.9 oraninda yaklagik sonug
veren bir yontem sunulacaktir.

Altin Oran ya da ¢, kenarlam 1 : 2
oraninda olan dik agihi bir ii¢ggende, kisa ke-
nar ile hipoteniisiin toplaminin uzun kenara olan
oraniyla belirlenen, (14 /5)/2 degeridir [4].

Problemin Cdziimii.

Alan = #nr

Alan = a2

* Lefke Universitesi, ILCS

7r? = a? olmas igin a = /7r olmahdur.
7 ile ¢ arasindaki baglanti:

1
\/Sz'l'i’—‘-’\/;-

Kabul. % 0.1 oraninda bir yanilma ile,
V@ +1/2 = \/x kabul edelim.
VT = Ve + 1/2 dedigimizde,

= (ﬂ+%)r:rﬁ+g

olmalidir.  Ote yandan, bir uzunlugun /o
degerini bulmak igin uygulanan geometrik
yontem: Uzunluk gene r olsun.

(I) Kenarn r degerinde olan bir kare gizeriz
ve CD’nin orta noktasina E deriz.

+ AL . i
. | s
N r'd
N I 4
N /’
r ,’*\
, N
a
e |
rd \
(Ha E D

(IT) Pergelimizi E’ye koyup B’yi C'D’nin
uzantisindaki F'’ye taginz.

// \
/

/ 1
C E D F
(IIT) AC’yi kisa kenar, C F’yi de uzun ke-
nar olarak alip dikdortgen gizersek kenarlari 1 : ¢
oraninda olan AGCF dikdortgenini elde ederiz.
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H F

(IV) Simdi de pergelimizi C’ye koyup F’yi
AG’ye tasiyahm. Elde edecegimiz AH uzunlugu,
AC’ye, yani r uzunluguna gore r./p degerini
verecektir.

H
A SO

|

)

\

\

1
c 'F

Formilimiuzu bir daha hatirlayalim: a =
r/@+r/2. r/2’yi adim (I)’de zaten bulmustuk

(= CE). r@’yi de adim (IV)’de bulduk (=
AH).

O halde, CE ve AH uzunluklarnim bir ¢izgi
lizerine tagir da bu (CE + AH) uzunlugunu ke-
nar olarak alip bir kare ¢izersek, bu karenin alani
(kuramsal olarak) % 99.9 oraninda, baglangigtaki
dairenin alanina egit olacaktir.
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UNLU KADIN MATEMATIKCILER:
EMMY NOETHER (1882-1935) (I)

Hiilya Senkon *

Emmy Noether, ,1882’de Erlangen’de
diinyaya geldi. Almanya’min gineyindeki bu
kiigik kentte, kiliseden bagimsiz olarak galigan
i¢ iuniversiteden biri olan ve 1743 yilinda ku-
rulmus bulunan Erlangen Universitesi yer almak-
taydi. Diger iki iiniversite ise Halle (1697) ve
Gottingen (1737) Universiteleri idi. Erlangen’m
yetigtirdigi ilk biiyilkk matematikgi, sentetik ge-
ometri alanindaki ¢aligmalar ile inli olan Chris-
tian von Staudt idi. Fakat Erlangen’ diinya
¢apinda iinli kilan, Felix Klein oldu. Klein, 1872
yilinda Erlangen Universitesi’nde verdigi agilis
konferansinda, ilk kez kendisi tarafindan farkina
varilan, grup kavraminin geometri agisindan an-
lamim agikladi; ortaya koydugu bu bilgiler “Er-
langer Programm” adiyla diinyanin dort tarafina

* istanbul Universitesi Matematik Bélimii Ggretim lyesi

yayildi ve bu sayede Erlangen, matematik li-
teraturinde en ¢ok adi gegen kentlerden biri
oldu. Klein’in en yakin galigma arkadaglarindan
biri Paul Gordan idi ki, tek doktora ogrencisi,

meslektagi Max Noether’in kizi Emmy Noether
olacakti.

Emmy Noether 18 yaginda iken, Ansbach
Belediyesince diizenlenen, Fransizca ve Ingilizce
ogretmenligi sinavlarina bagvurdu. Bu sinavlan
her iki dilde de *Pekiyi” derece ile bagaran
Emmy, bir siire Ogretmenlik yaptiktan sonra,
universite ogrenimi ile ilgilenmeye bagladi. O
sirada universitelerde ¢ok az sayida kiz ogrenci
vardl; bunlar, mesleki bilgilerini geligtirmek
isteyen, ogretmenlerdi.  Dinlemek istedikleri
derslere, ancak ilgili profesorlerin izin vermesi
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koguluyla, sinava girme hakki olmaksizin, din-
leyici olarak devam edebiliyorlardi. Profesorlerin
biuyik bir kismi, bu konuda izin vermekten
kagimyordu; hatta oyle ki, yillarca sonra bu
kisitlama kaldinldigi halde, Berlin’de bir pro-
fesor, dershanede bir kiz dgrenci bulundugu igin,
derslerine baglamamakta diretiyordu. 1901 kig
yanyilinda Erlangen Universitesi'nde kayith 984
erkek ogrencinin yaninda Emmy Noether ve ikinci
bir bayan 6grenci, dinleyici olarak bulunuyordu.

Emmy, olgunluk sinavindan sonra 1903/4
kig yanyihm Gottingen Universitesi’nde gegirdi;
orada astronom Karl Schwarzschild’in ve mate-
matik¢i Hermann Minkowski, Otto Blumental,
Felix Klein ve David Hilbert’in derslerini din-
ledi ve yanyil sonunda tekrar Erlangen’e dondi.
Artik kiz Ogrencilerin de iiniversiteye resmen kay-
dolmasi, yasal olarak mimkiindii. Emmy, 24
Ekim 1904 tarihinde Erlangen Universitesi’ne,
matematik Ogrenimi gormek iizere, 46 erkek
ogrencinin yamnda tek kiz orenci olarak kay-

doldu.

Emmy, Gordan’ly denetiminde, invariyant-
lar teorisi ile ilgili, “Ug degigkenli bikuadratik
formun form sisteminin ingas1” adl bir ¢aligma
hazirladi ve bunu 2 Temmuz 1908 tarihinde Er-
langen Universitesi’ne doktora tezi olarak sundu.
Bu tezin girig kismuile 1. boliimiiniin 6zeti, Erlan-
gen Fizik ve Tip Dernegi raporlan arasinda, aym
isim altinda yayinland: ki, bu Emmy Noether’in
ilk yaymdir. Doktora ¢aligmasinin tamam ise
J. Reine Angew. Math., 134, 23-90 (1908)’de
yaymlanmig olup, c¢alismanin sonunda 300’den
fazla, agik olarak verilmig invariyanttan olugan
bir cetvel bulunmaktadir. Bu ¢aligmanin gerek
konusu, gerekse iglenis bigimi, tamamen Gor-
dan’in tarzindadir ve Emmy’nin ileriki yillarda
soyut cebir kosunundaki geligimiyle pek fazla
ilgisi yoktur. Noether kendisi bile, sonralamn
doktora tezini ve invariyantler teorisi konusun-
daki birka¢ caligmasim “Mist (degersiz gey)”
olarak niteliyordu, hatta 1932 yihnda, doktora
¢ahgmasinin Crelles Journal’in- hangi cildinde
yaymlandigim bile artik hatirlamadigini ifade
ediyordu.

E. Noether, doktorasini verdikten sonra
birkag yil Erlangen Universitesi Matema-
tik Enstitiisi’nde fahri olarak gérev yapti;
bir yandan, yag: ilerledikge saghg bozu-
lan babasmin galismalarina yardime oluyor,
ote yandan invariyantlar teorisi konusundaki
kendi ¢ahsmalarimi siirdiiriiyordu. Bu arada,
yagaminin bundan sonraki bsliimiinii matematik

aragtirmalarina adayacag iyice kesinlegmigti.

Simdi tekrar Erlangen’a dénelim: Gor-
dan 1910 yilinda emeritiis profesér olmug yer-
ine Erhard Schmidt getirilmigti. Falcken-
berg, Schmidt’in galigmalarindan birinden esin-
lenerek, “Lineer olmayan diferansiyel denklem-
lerin ¢oziimlerinin dallanmalari” konulu dok-
tora tezini hazirladi.  Schmidt’in halefi ise
Ernst Fischer oldu ki, Noether’in en yakin
damigmam idi. Emmy, kendisiyle istedigi za-
man ve istedigi kadar matematikten séz ede-
biliyordu. Her ikisi de Erlangen’de oturmalarina
ve seminerlerde kargilagmalarina ragmen, E.
Noether’den E. Fischer'e yazilmg, matem-
atikle dolu, ¢ok sayida kartpostal bulunmak-
tadir. Bu kartlar okundugunda gu izlenim
uyamr:  Noether, Fischer ile yaptigi bir
konugmanin hemen ardindan kaleme sarilmakta
ve az once kopmug olan diigiince zincirinin de-
vamuni belki unutmamak igin, belki de bir son-
raki konugmaya temel hazirlamak iizere yazarak,
kendisine gondermektedir. Fischer, zor savag
kogullarina kargin, tamamu eline ulagmig olan bu
yazili konugmalar biiyiik bir 6zenle saklamigtir.
1911’den 1929’a kadar uzanan bu yazigmalarin
en yogun oldugu donem, Noether’in Gottingen’e
gitmesinden ve Fischer’in askere ¢agrilmasindan
onceki 1915 yihdir. Hig siiphe yok ki, Noether
Fischer’in etkisi altinda, Gordan’in salt hesaba
dayanan algoritmik tarzim terkederek, Hilbert’in
digince tarzina yoneldi.

Noether, bir yandan Géttingen’de Landau
tarafindan kendisine aktarilmig olan, Dedekind’in
“Grubu Gnceden verilen biitiin denklemleri
bulma” problemi ile ugragiyor, &te yandan
2. doktora Ggrencisi olan Seidelmann’in dok-
torasini yonetiyordu. Fritz Seidelmann, Miinih’te
Friedrich Hartogs’un yaninda, grubu onceden
verilmig olan 4. dereceden denklemlerle ilgili
bir ¢ahgma yapmig ve bu ¢aligmada, baz ozel
hallerde denklemleri vermeyi bagarmigti. Emmy
Noether, Seidelmann’a parametrik gosteriligi arag
olarak kullanmasini tavsiye etti ve bu tavsiy-
eye uyan Seidelmann, 3. ve 4. dereceden den-
klemler igin problemi en genel haliyle ¢ozdu.
E. Noether’in 1916 yilinda Géttingen’de tamam-
ladigi “Grubu 6nceden verilen denklemler” adh
caligmas), Seidelmann’in doktora tezinin bir
azeti ile birlikte, Math. Ann., 78 (1917/18)'de
yaymlandi.

1893 yilinda Hilbert, cebirsel invariyant-
lar teorisiriin geligimi {izerine bir degerlendirme
yapiyor ve bu geligim siirecini ii¢ periyoda
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ayinyordu:

1) Invariyantlar teorisinin kurucular olan
Cayley ve Sylvester tarafindan temsil edilen, bu
donemdeki ¢aligmalar, her nesilden matematikgi-
lerin hayran olduklarn, mikemmel bir sanat es-
eridir.

2) Sembolik hesap periyodu: Aronhold
ve Clebsch tarafindan icat edilmig olan sembo-
lik hesap, Clebsch ekoliince gok sik kullamilmug,
ozellikle Gordan tarafindan, ¢ok gii¢ hesaplarda
biiyiik bir ustalikla uygulanmig, ayrica Hilbert’in
doktora tezinde ve ona iligkin bazi gahigmalarinda
da kullamlmgtar.

3) Bizzat Hilbert’in yiiriittigi ¢cahgmalarin
yer aldifa ve kendisi tarafindan en kritik periyot
olarak nitelendirilen 3. periyot: Hilbert, 1888
yih paskalya tatilinde Erlangen ve Gottingen’e
bir yolculuk yapti. Once, 1868 yilinda Sonlu-
luk Teoremini ispat etmig bulunan, invariyant-
lar kralh Gordan’i ziyaret etti. Gordan’la
yapilan gorigmenin sonucu guydu: Hilbert, in-
variyantlar sisteminin sonlugu problemini genel
olarak, yani n degigkenli cebirsel formlar igin,
fakat sembolik yontemi kullanmaksizin, tamamen
kendi dugiince ve yaratma gliclinu ortaya koyan
bir yontemle ¢ozmiigti. Hilbert’in invariyant-
lar teorisine iligkin aragtirmalar, sirasiyla 1890
ve 1893 yillarinda yaymnlanan “Cebirsel formlar
teorisi hakkinda” ve “Tam invariyant sistemleri
hakkinda” adli ¢galigmalarinda toplanmgtir.

Mayis 1914’te  Noether, “Rasyonel
fonksiyon cisimleri ve sistemleri” konulu
calismasim1 tamamladi ki, burada “Beni bu

caligmaya iten, Fischer ile yaptigim konugmalar
oldu” diyordu. Noether, 1919 yilinda
yazdii Ozgegmiginde, soyut cebir ile aritmetik
yontemlerle ugragmasinda en oOnemli roli oy-
nayan ve daha sonraki biitiin galigmalarinda da
belirleyici olan diirtiiyii Fischer’den aldigim ifade
ediyordu.

Noether, boylece Hilbert’in
alaninda gitgide derinlegti ve
konusunda uzmanlagti.
Hilbert, Noether’i Gottingen’e davet ettiler.
Noether, 1915°te Fischer’e goyle yazyordu:
“Invariyantlar teorisi burada moda, hatta fizikgi
Hertz bile Gordan yontemleri ile g¢ahisiyor.
Hilbert gelecek hafta kendisine ait Einstein Di-
feransiyel Invariyantlar1 konusunda bir konfer-
ans verecek; Gottingenliler orada bir geyler daha
ogrenecekler.”

Noether, 9 Kasim 1915’te Mathemati-
sche Gesellschaft in Gottingen (GMG) de “Tam

¢aligma
invariyantlar
Bu arada Klein ve

—

transandant sayilar hakkinda” konulu bir konfe-
rans verdi. Noether’in Arahk 1915 te sundugu
dogentlik tezi, “kanun, tizik ve yonetmeliklerin
misait olmadig” gerekgesiyle reddedildi. 1908
de ¢ikarilmig olan dogentlik sinav yonetmeligine
gore yalmzca erkek adaylar, dogentlik igin
bagvurabiliyordu. Uzun siiren ugragmalar sonucu
yaptig1 bagvuru, Kiiltiir Bakanh tarafindan red-
dedilen Hilbert, konuya iligkin olarak, hiddetle
sunlar soyliiyordu: “Adayin cinsiyeti, dogent ola-
bilmesi igin bir engel olugturmamal. Buras: ni-
hayet bir iiniversite, hamam degil.”

Gottingen Georg-August Universitesi’nin
1916/17 kig yanyih konferans listesinde
sunlan okuyoruz: “Matematik-Fizik Semineri:
Invariyantlar Teorisi. Prof.Dr. Hilbert, Frl.Dr. E.
Noether’in destegi ile, pazartesi giinleri 16.00-
18.00 arasi, iicretsiz.” Noether’in Hilbert’e kon-
ferans ve seminerlerinde yaptig destek, 1919 yaz
yanyilina kadar siirdi. Bu arada savag sona
erdi ve politik geligmeler, 6zellikle kadinlara baz
yeni haklar getirdi. Artik Noether dogentlik i¢in
bagvurabilecekti.

Savag yillarinda Hilbert’e destek olmanin
yaninda, kendi ¢galigmalarinin da yogun bir gekilde
sirdiiren Noether’in diferansiyel invariyantlarla
ugragmasi, 1917 ve 1918 yillarina rastlamak-
tadir. Noether, Fischer’e yazdigy bir mektupta
“Ilkbaharda ispatlari heniiz tam olmayan diferan-
siyel invariyantlarn gimdi gercekten, lineer halde
bir egdegerlik problemine indirgeyebildim; bunu
teorik olarak ta becerebilsem ne giizel olur”
diyordu. Noether, GMG’de “Keyfi diferansiyel
ifadelerin invariyantlari hakkinda” adli bir kon-
ferans verdi, ayni yil 25 Ocak tarihinde ise Klein
“Konigliche Gesellschaft der Wissenschaften”1n
ozel bir oturumunda “Bayan E. Noether ve keyfi
dereceli diferansiyel formlar” konulu bir sunug
konugmas: yapti. Noether, 23 Temmuz 1918’de
gene GMG’de “Invariyant varyasyon problemleri”
konulu bir konferans verdi ve ayni yil Eyliil so-
nunda da Klein'in sunugunu yaptigi galigmasim
tamamladi. Géttinger Nachr., 235-257 (1918)’de
yaymlanan s6z konusu g¢aligma 1919 tarihinde
Gottingen Universitesi’nce dogentlik tezi olarak
kabul edildi.

Gottingen Universitesi Matematik
Bolumiince 1922 yihinda Noether’e “Ausseror-
dentlicher (fevkalade, miistesna) Professor” un-
vanimn verilmesi istegiyle bakanhga sunulan
dilekgede goyle deniyordu: “Dog. E. Noether,
bilimsel bakimdan fevkalade yetenekli ol-
makla birlikte, genig ogrenci kitlelerine eleman-
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ter konularda ders verme bakiundan uygun
defildir, ancak bilimsel kudreti ile, yetenekli
Orenciler tzerinds ok etkin rol oynamaktadir
ki, bu ogrencilerden biyik bir ksma halen
universitelerimizde profesdr olarak gorev yap-
maktadie.”

Van der Waerden, Noetherin gigli bir
hakem oldugunu, bu dsellikleriyle Mathema-
tische Annalen camiasmn deer bigilmes bir
Wyest  oldugunu  yamyor, Hermann  Weyl'e
gore Noether, Mathematische Annalen dergisinde
editdr yardima olarak yaptigh hismetlerin hig
bir saman agik olarak sikredilmemig olmasina cok
werliyordu,  Kendisinin alimiinden sonra Van
der Waerden'in yasdih ve yukandaki cimleleri
weren “Nachruf™, 1935 yilinda Mathematische
Annalen'de yaymlandi. Bu dnemli bir alayd.
Qunku Hitler ddneminde, vani 1943 lerde Slmuig
birgok yahudi matematik¢inin “Nachrof® lan, Al
man mecmualannda yillarea sonra yaywlanda.

Prag Universitesi profestrierinden
Viadimir Korinek, 1935 yiinda Noether'in

arkasindan sunlan sdyliyordu:  “Noether, sa-
vastan hemen sonra, modern cebirin iki prob-
lem grubundan birincisine ydneldi ki, aragtinet
yeteneginin oz anlam, buna dayamr. Bu iki prob-
lem grubu, yani genel ideal teorisi ve komutatit
olmayan sistemler teorisi, onun ellerinde dev teo-
riler haline geldi.” Gergekten, Noether yeniden
modil ve ideal teorisine donmusgti.  Bunun
bir nedeni, Fischer ile yaptihi yamsmalar,
dieri ise  1917°de  Matematik  Dernegii’nde,
“Lasker’in modil teorisindeki parcalamg teo-
remleri” konusunda yaptifi &konugma idi. Bu
konu dogrultusunda ilk ¢ahgmasi, W. Schmei-
dler ile birlikte yaptygh ve Math. 2., 8 (1920)'de
yayinlanan ¢ahgmas: oldu. N. Bourbaki, 1960
vilinda, o tarihlerde cebir derslerinde hentiz sdau
edilemeyen sol ve sad ideal kavramlanmn, ilk kez
“Diferansiyel Operatorli Halkalar™ ile ilgii bu
cahgmada, ¢ok ilging bir bigmde kullamldigina
igaret etmektedir.

Ekim 1920°de Mathematische Annalen
dergisinin redaksiyon komitesine Erlangen'den
Noether'in “Idealtheorie in Ringbereichen™ adh
bir ¢ahgmasi geldi ki, bu cebirin daha son-
raki geligimi igin temel tegkil eden ¢ahigmalardan
biriydi.

1922 tarihinde Bilim, Sanat ve Egitim
Bakanhifi tarafindan Noether's “Ausseror-
dentlicher Professor™ unvam teveih edildi. 1923
tarihinde de Gottingen Universitesi Matematik
Balumui ‘nun wrarh girigimleni sonucu Noether'e

cebir derslerini ve uygulamalanm yaptirmak
\gere, sdzlegme imaalatild.

Noether'in  Gottingen'de doktoras: ik
kabul edilen drencisi Grete Hermann idi. Bugiin
hayatta olan Hermann, kendisine gergekten bir
anne gibi yakinhk ve gefkat gostermig olan dok-
tora annesini minnet ve gikranla anmaktadir.
Grete Hermann ile aym tarihlerde Noether'in
iki doktora dffrencisi daha vardi: Rudolf Holger
ve Heinrich Grell, Halzer, 23 yaginda doktora
cabgmasini tamamladi, fakat bititme sinavina
girmeden kisa bir sire once dldi. Grell ise 1026
yilinda doktora invamum aldi. Grell, 1952 yilinda
bulundugu enstitide, hocasin  T0. dogum
yuddnimi  miinasebetiyle  arkadaglan  ve
orencilert tarafindan gergeklegtirilen toplantida
ve 1965 yilmda H. Weyl\n amsina dizenlenen
bir toplantida da aym duygulan dile getiriyordu.
Grell, Noether'in “Ideal differentiation und Dif-
ferente™ adh cahgmasinin J. Reine Angew. Math.,
188, 1-21 (1950)'de yayimlanmasina da vesile
oldu.

1929 yilinda Werner Weber, “Keyfi dogal
sayrlarin kuadratik formlarla gosterilebilirtiginin
ideal teorisi agiuindan anlann® adh qahgmasiyla
ve ondan 13 giin sonra da Tel Avivli matematikgi
Jakob Leviteki, gene Noether'in yénetiminde dok-
tor unvamm aldi.

Noether'in biyuk iimit baglanan doktora
ofrencilerinden biri de Hans Fitting idi. 1931
ylhinda otomorfi halkalar konusundaki ¢alismasi
ile doktor Unvamm alan Fitting'in daha sonra
hasirladih “Bir grubun direkt pargalanamayan
faktorlerin direkt ¢arpinm olarak gosteriligleri”
konulu makalesi de Noether tarafindan destek-
lendi.  Noether, Fitting’e “Notgemeinschaft
der Deutschen Wissenschaften®dan bir burs
tenuin etti ve bu sayede Fitting, Konigsberg'de
dogent olana kadar, Gattingen ve Leipzig'de
cahgmalanm sirdirdi. 1938 yihinda, hentiz 32
vaginda iken, yagamum yitiren Fitting, sonradan
kendisinin adh verilen Fitting grubu ve Fitting
radikali ile matematik literatiirline gegti.

Gene Noether'in  yaninda “Fonksiyon
cisimleri ugerindeki cebirler” konusunda doktora
vapan, fakat bitirme sinavim hocasimin hicretin-
den sonra veren Cinli matematikgi Chiungtze
Tsen'in akibeti hakkinda ise higbir bilgi yok-
tur. 1936 yilinda Tsen'in bir ¢cahigmasimin J. Cha-
nese Math, Seoc., 1, 81-92'de yaymlannug olmasi,
kendisinin anavatamna donmiig olmas: olasithim
akla getirmektedir.

Noether'in  Gottingen'deki son  doktora



ogrencisi, Otto Schilling'dir.  Schilling, 1935
yilinda Amerika’ya gitti ve orada cebir konusunda
bagarih ¢aligmalar yapti. Schilling’in en taninmig
eseri, degerlendirme teorisi ile ilgili kitabidir.
Kendisini bu konuya yonelten kigi, o siralarda
Hensel, Krull ve Ostrowski’nin qgir a¢an aras-
tirmalan tzerinde ¢ahgan Hasse oldu.!

Noether  okulu  denilince  yalmzca
Noether’in yaninda doktora yapmg kigiler degil,
aym zamanda onunla aym matematik goruge
sahip olan, onunla birlikte ¢aligmig, yogun
fikir aligveriginde bulunmug ve soyut cebirin
geligmesine katkida bulunmug tim matematik-
ciler akla gelmektedir. Soz konusu matematik-
giler i¢inde en bagta zikredebilecegimiz, Noether
ruhunu Freibur’a tagiyan Wolfgang Krull’dur ki,
burada F.K. Schmidt ve Reinhold Baer gibi iki
unli cebircinin yetigmesine vesile olmugtur.

Noether okulunun mensuplarindan biri
de, doktora usti ¢aligmalar yapmak tizere
Gottingen’e gelmis olan, Avusturyah Gottfied
Kothe idi. Kothe, Artin ile Noether’in
baglatmig olduklari ve Noether’in soyut ideal

teorisi yontemleri ve Krull’'un genel grup
teorisi yontemleriyle cahgilan hiperkompleks
buyuklikler teorisinin gelisiminde aktif rol
oynad.?

Noether okulunun bir diger mensubu da
iki ciltlik unli “Lehrbuch der Algebra” kitabinin
yazar1 van der Waerden'dir. S6z konusu
kitabin 7. baskisinda, kitabin isminin altina
“E. Artin ve E. Noether’in konferanslarindan
yararlamlmigtir” ibaresi eklenmigtir. Van der
Waerden, Noether’in yanina Hollanda’dan, az
¢ok olgunlagmig ve kendine ozgu fikirleri olan
bir matematik¢i olarak geldi; ondan kavram

SENKON

olugturmay ve, goruglerini formiile etmesini ve
problemlerini ¢6zmesini saglayan diigiince seklini
ogrendi. Van der Waerden, Noether ile ilgili
“Nachruf’unda, Noether’in kullandig araglardan
¢ok, onlar kullanig bigiminin ve ayrica kavramlar:
olugturmasindaki agiklik ve miilkemmeliyetin ken-
disini derinden etkiledigini ifade ediyordu. Van
der Waerden bundan tam 30 yil sonra, yani 1965
yilinda DMV’un 75. kurulug y1ldoniimu toreninde
yaptifi konugmada, Galois’dan baglayarak ce-
birin tarihg¢esini biiyiik bir ustalikla ozetliyor
ve 1920-1934 yillanimi E. Noether, E. Artin ve
A. Ostrowski’nin cebire yeni bir yon verdik-
leri, ¢cok zengin bir zaman dilimi olarak nite-
lendiriyordu. Bu konusmada van der Waerden,
Noether’in eserlerinin, cebirin geligimindeki roli
soyle dile getiriyordu: “E. Noether, Dedekind’in
ideal teorisini Hilbert ve Lasker’in teoremleri ile
destekleyerek, genel ideal teorisinin temellerini
atmay1 bagardi1 ve sonradan &zellikle W. Krull,
bu teoriye onemli katkilarda bulundu. Noether
bundan bagka, her idealin, asal ideal kuvvet-
lerinin ¢arpimi olarak gosterilebilmesi igin gerek
ve yeter kosullar verdi. Van der Waerden,
Priifer ve Artin, bu kogullari birer birer atarak
genellestirmeler elde ettiler. Dedekind’in ideal
teorisinin genig kapsaml bir genellegtirmesi, Paul
Lorenzen tarafindan verildi. Heinrich Brandt
tarafindan verilen bir bagka genellegtirme de
komutatif olmayan cebirlerin ideal teorisiydi ki,
Artin’in, cebirler aritmetiginin genel ingasinin
temellerini atmasim sagladi. Van der Waerden bu
arada kendisi tarafindan inga edilen ve Steinitz’in
cisim teorisi ve homojen formlara iligkin Mertens
reziiltantlarindan bagka, Lasker ve Noether’in
ideal teorisine de dayanan cebirsel geometriye
deginiyordu.

Matematik Diinyasi Yaz1 Kuruluna,

demis (pour faire I’honnecer a I’ésprit humain).

Dog¢.Dr. Selguk Alsan

Aralik 1993’te yayinlanan Y71-Y75 numarah 5 problemi ¢6zmiis bulunuyorum. Sizlere bu
gibi problemler haznrladlglnlz icin sonsuz tegekkiirlerimi sunarim. Ben deha yaratilamaz, ama
geligtirilebilir séziine inamyorum. Sizler tilkemizin yetenekli beyinlerini geligtiriyorsunuz. Unlu
matematikgi Jacobi, “neden matematigi sectiniz?” diye soranlara “insan aklina seref vermek i igin”

Problemler ¢ok iyi secilmis, tek kelimeyle nefis. Sagolun, varolun.

TUBITAK Tip Enformasyon Baguzmani, Atatiirk Bulvan, No. 221, Ankara
Bilim ve Teknik Dergisi Zeka Oyunlari kogesi ayhik yazar (22 yillik bir emek)

! Hasse, Ord.Prof.Dr. Cahit Arf'in doktora hocasidir.

2
Sonradan Fonksiyonel Analiz galisan G. Kéthe Prof.Dr. Tosun Terzioglu'nun Frankfurt'ta doktora hocasi olmustur.
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PROBLEMLER VE COZUMLERI

\

Gegen sayidaki problemlerin numaralar AT6-A
numaralama sistemi devam ettirilecektir.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A81. Birbirine eg olan dort ¢emberden
ugiinin her biri, verilen bir ABC' 1ggeninin
iginde olup agilardan birinin iki kenarina tegettir.
Dordiincii gember bu ug gembere teget ise bu
gemberlerin cetvel ve pergelle cizilebilecegini
gosteriniz.

A82. Tabam [BC] ve A aqsi genis olan
bir ABC ii¢geninin A kogesi ve yan kenarlarinin
birer kismi ¢izim kagidinin disina tagmigtir. Bu
uggenin [AD] kenarortayin, [AE] i¢ agiortayin
ve [AF] yiiksekligini belirleyiniz.

AB83. O kesigme noktas ¢izim kagidinin
digina diigen a ve b dogrular ve bunlarin diginda
bir C noktasi veriliyor. CO dogrusunu cetvel ve
pergelle belirleyiniz. (Huseyin Demir)

A84. Iki ve ii¢ basamakl sayilarla ilgili
olarak

ABC = (DE)?
CBA = (ED)?

sistemini ¢6ziiniiz. (Hiseyin Demir)

AS85. \/13 +30\/2+ V9 + 4v/2 sayisim

n,m tamsayi olmak tzere n+m+/2 geklinde ifade
ediniz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y81. F odagi ve d dogrultmani ile be-
lirli parabol ile bir m uzunlugu verildiginde,
paraboliin odagindan gecen m uzunluktaki bir
kirigin pergel ve cetvelle cizilebilecegini gosteriniz.
(Hiseyin Derir)

Y82. Eskenar bir ABC ii¢geninin i¢inde
ya da lzerinde alinan degisken bir P nok-
tasina gore ayak iiggeni DEF | ve AD,BE,CF
dogrular noktadas ise P’nin geometrik yerini be-
lirleyiniz. (Hiseyin Demir)

Y83. 1,2,....n tamsayilarin rastgele
@1,0z,...,8, geklinde siralayip T = |a; — az| +
laz —aa|+ -+ |an_1 — an| +|an — ay| toplamim

80 ve Y76-Y80 olarak alinmugtir. Bundan béyle bu

hesaplarsak elde edebilecegimiz en biiyik T
degerini bulunuz.

Y84. Her z € [-1,1] igin f(f(z)) =
—z kogulunu saglayan bir f : [-1,1] — [-1,1]
fonksiyonu var midur? (H. Turgay Kaptanoglu)

Y85. Bir X kiimesinin A elemanl
k tane alt kiimesi X1,X2,..., X veriliyor:
Xi € X, |Xi| = h, i = 1,...,k.
min|[X;UX;U---UXg|'nin, k& < C(m,h)

ozelligine sahip en kiigik m saylsina egit
oldugunu gosteriniz.

COZUMLER

AT1. Bir tegetler dortgeninde kargihkl iki
kenar birbirine egitse, icteget ¢ember merkezinin
diger iki kenarin orta noktalarindan esit uzakhkta
oldugunu gosteriniz.

Coziim. Bir ABCD tegetler dértgeninde
@ = |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD|, d = |DA|
yazalm ve @ > ¢, b = d varsayalim. [AB] ve
[CD]’nin orta noktalarm E ve F ile, icteget
¢emberin merkezini de I ile gosterelim. C ve D
noktalarimin BI ve AT dogrularinda yansimalar
sirasiyla C’ ve D’ olsun. Tabii ki ¢’ ve D' , AB
dogrusu iizerinde kalmahdir. [C'D')'niin orta
noktasi £’dir. Diger taraftan

lC'D’I |BC'| + |AD'| - |AB|
=b+d-a=a+c—a=c= |CD|

olup, ICD ve IC'D' iiggenleri egittir.  Bu
tcgenlerin ortak I kosesine ait kenarortaylarin
uzunluklari olan |IE| ve |IF| esit olmahdir.
(Cozenler:  Atasagun Baykal, Ergin
Yereneri, Suat Namh, Burhan Biger, Ruhi Tabur,
Alaatin Aktag, Ali Tombak, Emre Alkan.)

A72. A, B, C koseleri kargisindaki
disteget cemberlerin yaricaplan sirasiyla rq, 7,
re olan bir ABC liggeninin i¢indeki bir P nok-
tasindan BC, CA, AB kenarlarina indirilen dik-
melerin ayaklan sirasiyla D, E, F olsun.

|AE| +|AF|=|BF| +|BD| = |CD| +|CE|

29]



olmasi igin gerek ve yeter sartin

|PD|: |PE|:|PF|=

T+ re—TaiTc+Ta—ThiTa+To—Te

oldugunu gosteriniz. (Hiseyin Demir)

Coziim. a = |BC|, b= |CA|, ¢ =|AB|,
9s = a+ b+ c olsun. ABC’nin igteget ¢cem-
berinin yarigapim da r ile gosterelim. =z =
|PD|, y = |PE|, z = |PF| koyarak |AE| ve
|AF|’yi hesaplayahm: P’den AE’ye cizilen pa-
ralel AB’yi L’de kessin, AC tzerinde PEML
bir dikdortgen teskil edecek gekilde bir M nok-
tas) alahm.

|LM|=|PE|=y

olup,

|AE| = |[AM|+ |ME|
= ycot A+ |PL|=ycot A+ 2csc A

dir. Aym yontemle

|AF| = |AL|+|LF|=ycesc A+ zcot A

olup,
|AE| + |AF| = y(1 + cos A) + z(1 + cos A)
sin A
_ (y+2)(1 +cos A)
- sin A

A s—a
= t — = —
cot 5 (u+2) = 2+ 2)
dir. Benzer sekilde de
o

r

|BF|+|BD| = 2="(z +z)

ve
§—C

|CD| +|CE| =

(z+y)

elde edilir. Bu miktarlarin egit olmasi igin gerek
ve yeter gart olarak

(s-a)(y+2) = (s - b)(z + 2) = (s —a)(z + ),

veya bu li¢ miktarin da liggenin alanina bolinmesi
suretiyle

y+z _

z+z

Ta Ty Te

_zty

ve nihayet bunlara egdeger olarak

:,,;;y:z:rb—{—rc—?‘aZ’I"c+1"a—1‘b:ra+r'b—1"c

bulunur.

(Gézenler:  Atasajun Baykal, Emre

Alkan.)

A73. [AB] dogru pargasim gap kabul eden
v cemberi ile aym dogru pargasin biyiik cap
kabul eden ¢ elipsi goz oniine alinsin. 7 iizerinde
degisken bir P noktasindan AB’ye indirilen dik-
menin ¢’yi kestigi noktalardan P’ye yakin olam
Q olsun. P noktasindan 7’ya izilen normalle,
Q noktasindan ¢’ye cizilen normalin kesim nok-
tasinin geometrik yeri nedir? (Hiseyin Demir)

Coziim. 7 cemberini ve ¢ elipsini a >
b > 0 olmak iizere sirasiyla

22+y?=a® ve Zii=1

denklemleriyle gosterebiliriz. Bir 0 degigkeni
ithal edilmek suretiyle P = (acosf,asinf) ve
Q = (acos®,bsinf) yazabiliriz. Kiigiik birer he-
sapla, P’den 7¥’ya gizilen normalle, @’dan p’'ye
cizilen normalin denklemlerinin, ¢2 = a* — b ol-
mak uzere

sinfz —cosfy =0
asinfz —bcosfy = c?sinfcosf

oldugu, bunlarin kesim
larimin da

noktasimin koordinat-

c? c?

T = 0 =
a_bCOS ve y a—5

sin 6

oldugu goriilir. Boyle noktalar

249t = c? 2_ 2
Y =\a-0v = (a+9)

denklemini saglayacaklardir. Yani geometrik yer,
verilen ¢gember ve elipsle merkezdeg bir gemberdir.

(Cozenler: Ruhi Tabur, Alaattin Aktas,
Atasajun Baykal, Ali Tombak.)

AT74. Toplamm 19 olan arti tamsayilarin
carpimi en fazla kag olabilir?

Cozim. Toplam 19 olan art1 tam-
sayllarin ¢arpimiyla elde edilebilecek en biiyiik
say1 N olsun. Yani

N =AAy - A

19=A1+ A+ -+ A



dir. Herhangi bir i = 1,2,...,k igin A; > 4
halinde, toplamu degistirmeden A; kaldirihp yer-
ine A;’den daha biyiik olan 2(4; - 2) koyula-
bileceginden A4; = 2 veya A; = 3 olmaldur.
19 sayisini, 3’lerin adedi mimkiin oldugu kadar
biyiik olacak sekilde 2’lerin ve 3’lerin toplami
olarak yazmak igin, 5 tane 3 ve 2 tane 2 kullan-
mak gerekeceginden, toplami 19 olan art: tam-
sayilaiin ¢arpimiyla elde edilebilecek en biyuk
say1, 2235 = 972'dir.
(Gozenler: Emre Alkan.)

AT75. Her hangi bir p asal sayis1 i¢in, p,
2m+1 4 3™ — 17°yi bélecek gekilde sonsuz tane m
arti tamsayisinin bulundugunu gésteriniz.

Coziim. p =2 ve p = 3 hallerinde ¢Ozlim
kolay oldugu i¢in (neden?), p # 2,3 farzedelim.
Her n arti tamsayisi igin m = p” + 1 koyularak

M+l L 3m 17 = 9P"+2 L "+l _ g7
= 4(2F" —2)+3(3" - 3)

elde edilir ki, kiigiik Fermat teoremine gore p asal
sayist hem 2P — 2’yi hem de 3” — 3’ii, dolayisiyla
da (dikkat!) 2°" — 2°yi ve 37" — 37, boylece de
2m+1 4 3™ _ 17’yi bolecektir.

(Cozenler:  Atasagun Baykal, Emre
Alkan.)
YT71. ab = cd egitligini saglayan

a,b,c,d > 0 tamsayilan verildiginde a® + b2 +
¢ + d*’nin hi¢ bir zaman asal olamayacagim
gosteriniz. .

Cozim. ab = cd olduguna gore, a = pq,
b=rs, c = pr, d = gs olacak gekilde p,q,r,s > 1
tamsayilari bulunabilir. (Neden?) Boylece

N =a2+b02+2+d?
- p2q2+1'232 +p2r2+q2s2
= (p*+ ) (*+17)

olup, N asal olamaz.

(Cozenler: Seicuk Alsan, Ali Tombak,
Firat Aydin, Metin Bekil, Atasajun Baykal,

Namik Gok, Ercan Sahin,
Cagatay Candan.)

Cengiz Yilmaz,

Y72. p?, ¢’nun bir kat olacak sekilde p, ¢
tamsayilan verildiginde, z2? + pr + ¢ = 0 denkle-
minin ¢ozumleri a, B olsun. Her n > 2 tamsayisi
igin (@™ + 4™)/¢’nun bir tamsay oldugunu ispat
ediniz.

Cozim. a+f = —p ve af = ¢
oldugundan, herhangi bir n > 2 tamsayisi i¢in

n 1 2

a” = —pa"~! - ga™~
p* = —pf"! —gpn?
olup,
o+ 8= —p(a” "1 +47 1) —g(a” "7 4+4"72) ()
dir. n =2 halinde
a4+ 42 =p*-2

olup, p?, ¢’nun kati oldugundan (a?® + £2)/q
tamsay: olmahdir. Simdi, ¥ < n igin (a* +
B*)/q’nun tamsay: oldugunu varsayarsak, (*)
esitlifinden ("+! + #"*1)/q’nun da bir tamsay:
oldugu goriiliir. Boylece timevarimla her n > 2
i¢in (a” + A™)/q bir tamsay1 olmahdir.

(Cozenler: Atasajun Baykal, Tamer
Adanir, Firat Aydin, Ali Tombak, Suat Namh,
Ruhi Tabur, Emre Alkan.)

Y73. Hem z > 1, hem de z!/(1-%)’jp
rasyonel sayi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin,
n > 1 bir tamsay1 olmak iizere, z = 1+ 1/n
oldugunu gésteriniz. (Dikkat: Rasyonel bir z > 1
sayist igin z!/(1=%) ile gosterilmesi miimkiin olan
sayilardan art1 ve gercel olanini kastediyoruz.)

Céziim. z > 1 ve z!/(1-%) gayjlannin
rasyonel olduklarim varsayahm. z = m/n ve
m > n olacak sekilde, aralarinda asal m ve n
art1 tamsayilan vardir.

olup,
(29" = (az"m=)" = ym

dir. m,n aralarinda asal olduklarindan,

sm+in=1
olacak gekilde s ve t tamsayilari bulunabilir.
Boylece

y=((z)"y')"
olup,

zl/(m—n) - y1/r| = (:y)s yt

sayisi da rasyoneldir. Demek ki,
g/ (m=-n) _ ¢

olacak gekilde aralarinda asal a,b > 1 tamsayilar
bulunabilir. O zaman da

a m-n m
()" a2
n

b



olup,
mb™ " = na™ ™"

dir. m ve n aralarinda asal olduklarindan

n bm—n

m=am"" ve n=

ve buradan da
m—n =am " "-b"""
= (a=b)(@™ " 4+a™ "4 4b™T)
bulunur ki, bu ancak
m—n=a-b=1
veyahut da m =n+ 1, yani

m 1
r=—=14-
n n

halinde miimkiindir. Diger taraftan

1
z=14 -
n
ise

FU/0-2) _ (1+-%)1K1_U+4h”)= (1+1)_n

olup, hem z > 1, hem de z!/(1~%) rasyoneldir.

(Cozenler: Namik Gok, Emre Alkan,
Atasajun Baykal.)

Y74. Bir ABC iiggeninde [CA], [AB],
[BC] kenarlan iizerine ilk ikisi diga, sonuncusu
ice dogru CAB', ABC’, BC A’ egkenar iiggenleri
kurulsun. A’ noktasinin [B’C’] dogru pargasinin
orta noktasi olmasi i¢in ABC ii¢geninin egkenar
olmasinin gerek ve yeter oldugunu gosteriniz.
(Hiseyin Demir)

Cozim. Eger ABC egkenarsa, A’ nok-
tasimn [B’C’'] dogru parcasinin orta noktasi
olacag agikardir. Tersine olarak, A'’niin [B'C’]
dogru pargasinin orta noktasi oldugunu farz ede-
lim. «C’'BA’ = 4ABC (neden?), ve |BA'| =
|BC|, |BC’'| = |BA| oldugundan, C'BA’ ve
ABC iiggenleri esittir. Boylece

|A'C’| = |AC),

benzer gekilde de
|A'B'| = |AB|
dir. A’, [B'C’]’niin orta noktasi oldugundan
|AB| = |A'B| = |A'C'| = |AC],

diger taraftan da A’, B’, C’ dogrudag oldugun-
dan 4«BAC = 60° olmalidir. Demek ki ABC
egkenardir.

(Gozenler:  Ergin Yaraneri, Tamer
Adanir, Atasagun Baykal, Alaattin Akiag, Emre
Alkan.)

Y75. Bir ABCD karesinin i¢inde |[PA| =
1, |PB| = 2, |PC| = 3 olacak gekilde bir P
noktasi varsa, bu karenin kenar uzunlugu ne ol-
malhdir?

Goziim. o = 4ABP ve a = |AB| =
|BC| = |CD| = |DA| yazahm. PAB ve PBC
tigenlerinde kosiniis teoremi uygulanarak,

a’+4—4acosa = 1
a’4+4-4asina = 9,
veya
cos & al+3 e sl =5
i Vi —_
4a sin 4a

elde edilir. Bu denklemlerin karelerini taraf tarafa
toplamak suretiyle

(02 + 3)2 + ((12 _ 5)2

16a2,
veya
a* —10a’ 4+ 17 = 0;

buradan da ¢ = /548 bulumur. (a =

v/5 — /8 karenin diginda bir P noktasi haline
tekabiil eder.)

(Cozenler: Emre Alkan.)



Coziimleri gonderirken liltfen su noktalara dikkat ediniz : ‘
1. Her sorunun ¢5zimini ayri bir kagida, okunakli ve anlagilir bir bigimde yazimz.
2 Kagidin sag ist kosesine adimzi, soyadinizi, adresinizi, ogrenci iseniz okulunuzu ve sinifinizi

yaziniz.

3. Cozimleri, Orta Dogu Teknik Universitesi, Matematik Boliimil, 06531 ANKARA adresine,
1 Agustos 1994 tarihine kadar ulagacak sekilde gonderiniz.

Sayin Okurlarimiz,

Matematik Diinyasi, bu sayi ile lglincli
yilini tamamiryor. lIk iki cildi kapsayan
cilt kapaklan hazirlanmigtir. Cilt kapaklan
icin posta ¢eki hesabina 40.000.-TL.
yatirdiklannda, isteyen abonelerimize,
kapaklar 6nimiizdeki sayi ile birlikte,
postalanacaktir.

Ik iki cildin sayilari (on sayi) tanesl
25.000.-TL. karsiiginda satisa
ckanimigtir. Bu sayilan edinmek isteyen
okurlar, tutarini posta ¢eki hesabina
yatinp agik adreslerini bildirdikleri
taktirde, istedikleri sayilar adreslerine
postalanacaktir.

Matematik Diinyasi, 1994 yili abone
Ucretl 75.000.-TL. tane satig fRyati ise
20.000.-TL. olarak saptanmistir. Abone
olmak isteyen okurlarin, banka aracilig
ile 5demeleri yapmalan halinde dekont
ve adreslerinl Matematik Diinyasi
adresine gondermelerini Snemle rica
ederiz.

Saygilanmizia

Dergimiz matematige lig' duyan herkesl yazar
kadrosunda kabul etmektedir. Yayinlanacak
Yazilarm matematik lle liglll olmasi disinda
herhangl bir kisitlamamiz yok. FIKIr vermes!
agisindan su konulan sayablilriz:

Konu sunuslan,

Matematiksel dustincenin deglsik

alanlardakl uygulamalanini vurgulayabllecek
Yyazilar,

Yillardir ¢zUm bekleyerek yenl ¢8zUimUs
ya da henliz ¢ézlllememls Unlti
problemlerin tantimi,

Matematige ligl duyan 8grencllerin
kendllerin! asmasina yardimci olabllecek
problemler,

Matematiksel kavramlar tarihl ve
matematikgllerle ligill yazilar,

Daha saglikli bir mufredat programin

olusturmaya y®nellk Inceleme, elestir! ve
alternatif éneriler,

Matematik dinyasindan gtincel haberler.

Génderllen yazilar aynen Yayinlanabllecegl
8lbl buttinltgl bozmayacak bazi
degislkliklerle de yayinlanablllr. Simdilk
olanaklanmiz yazarlara tellf ticret! ddemeye
elverisll degildlr. Bu nedenle anlayisla
karsilanacagimizi umuyoruz. G8nderllecek
Yazilann okunaklr el yazisi ya da tercthan
daktilo lle yazilmasi, bes sayfayi gegecek
Yyazilarda bSlme noktas! bellrtiimes! rica
olunur. Yazilar :

Matematik Dlinyas:
ODTUl Matematik B5ldmd
06531 Ankara

adreslne gdnderilecekttr.




Popiiler Bilim Kitaplari Dizisi

Bir
Matematikcinin
Savunmasi

g. h. hardy

.
i 4
4
4
-

atematik yalnizca bir arag
mudir? "Gercek Matematik"
nedir? Yaraticilik dénemini
geride biraktigini ve artik
matematik "yapmak" yerine
onun hakkinda yazmaktan
baska caresi olmadigini
alcakgoniilliliik ve huziinle
ifade eden Ingiliz
matematik¢i Hardy, bu
kitabiyla belki de
yaraticthiginin en sicak
tiriinlerinden birini

sunuyor...

30.000 TL

POPULER BILIM KITAPLARI DIZISINDE YAYINLANAN KITAPLAR

BILIM VE TEKNIK DERGISININ 101621 NO'LU POSTA CEK|

HESABINA UCRETI YATIRILARAK VEYA GAZETE BAY|, KITAPEVLERI

VE TUBITAK KITAP SATIS BUROSUNDAN EDINILEBILIR.

TUBITAK KITAP SATIS BUROSU: ATATURK BULYARI NO:221 06100 KAVAKLIDERE /ANKARA
TEL: (312) 468 53 00 /4001 FAKS: 427 13 36
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