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ARSIMET’IN KURELERI

Sinan Sertoz *

o s e S R SR i A T BN e o P SO e N i L S S A S N I |

Bir kiirenin hacmini ilk merak eden
kigi kimdi bilemiyoruz, ama bunu hesap et-
meye ciiret edecek kadar merak eden ilk
kiginin Sicilyalh Argimet oldugunu biliyoruz.
Bugiin boyle bir hacmi hesaplamak igin in-
tegral teknikleri kullamyoruz. Oysa integral
hesap Argimet’den yaklagik 1900 yil sonra icat
edilecektir.  Elektirigin kullamma girmesine
2100 yil, penisilinin icadina 2150 yil, bilgisa-
yar haberlegme aglarinin yayilmasina ise yaklagik
2200 y1l vardir. Hatta tarihin akigim ve diinyanin
siyasi yapisim degigtirecek son iki peygamberden
ilkinin dogmasina bile daha bir kag yiizy1l vardir

. Roma-Kartaca savaglar1 hala siirmektedir.
Nitekim bu savaglarda taraf tutmak zorunda olan
Sicilya kralhig o6limciil bir yanhs yapip Kar-
taca’nin tarafini tutar. Roma donanmasinin uzun
siren kugatmasindan sonra Sicilya diiger ve o
kangikhikta bir asker Arsimet’i oldiiriir. Vasiyeti
uzerine mezar tagina silindir igine sokulmusg bir
kiire gizilir. Ciinkii Arsimet’in en ¢ok gurur
duydugunu séyledigi caligmasi budur; bir kiirenin
hacminin, igine tam olarak sigacagi silindirin
hacmine orani. Bu orami Argimet tigte iki olarak
bulur ve silindirin hacmi bilindigi i¢in kiirenin
hacmi tam olarak hesaplanmig olur. Argimet’in
mezan daha sonra kaybolur. Yaklagik iig yiiz yil
kadar sonra Sicilya’da konsiil yardimcihg gorevi
sirasinda Cicero tizerinde bir silindir ve kiire gekli
bulunan bir mezar tasi bulur ... Bugiin bu mezar
tag yine kayip. Merakl bir turistin Argimet’in
mezarindan bir hatira almak isteyip igin biraz
aginsina kagtig1 samhyor.

Argimet’in bunca gurur ve cogku duydugu
bu hacim hesabi gipta edilecek sadeliktedir ve
mutlaka ¢agdaglarina “ben niye akil edemedim?”
dedirtmigtir. Bu konunun matematiksel igerigi
diginda bizi ilgilendiren bir bagka yonii de bu
hesaplari igeren Argimet’in Metotlar adli eserinin
iki bin y1l ortadan kaybolduktan sonra bu yiizyihn
baginda Istapbul’da ortaya ¢itkmasidir.

Argimet ve eserleriyle ilgili aynntih bir
yaziy1 daha ileride yazmaya s6z verip Arsimet’in

* Bilkent Universitesi Matematik B3liimii 5gretim tiyesi

kiirelerine doneyim. Bulmak istedigimiz hacim
yangapl r olan bir kiirenin hacmi. Ozellikle
merak ettigimiz ise tabaminin yarigapt r ve
yiksekligi 2r olan silindirin iginde bu kiirenin
ne oranda yer kapladigi.  Bu hesabin bir
yerinde Argimet’in kaldiraglarinin ige karigtigim
goreceksiniz, sakin gagirmayin.

Hacmini hesaplayacagimiz kiireyi merke-
zinden gegen bir dizlemle keselim. Elde ettigimiz
cemberi ABCD ile, merkezini K ile gosterelim
(Sekil 1).
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Sekil 1
Burada AC ve BD ¢emberin birbirine dik iki
¢ap1 olsun. C noktasindan BD dogrusuna bir
paralel ¢izelim ve bu paralel dogrunun AB ve
AD dogrultularin1 kestigi noktalara E ve F
diyelim. E’den ve F’den EF dogrusuna birer
dikme gizelim ve bu dikmeler ABCD ¢emberine
A noktasindan cizilen tegeti L ve G nokta-
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larinda kessinler. B ve D noktalarindan ¢embere
gizilen tegetler de LG’'yi V ve X noktalarinda,
EF’yi de W ve Y noktalarinda kessinler. AEF
ucgenini AC ekseni etrafinda dondiirerek bir
koni elde ettigimizi diigunecegiz. Aym eksen
etrafinda bir de LEFG dikdortgenini dondirup
bir silindir elde edecegiz.  Iste hacimlerini
kiyaslamak istedigimiz cisimler hazir. Kiirenin
hacmi ile koninin hacmim toplayip silindirin
hacminin yarnsi oldugunu gorecegiz.

AC ekseni uzerinde rastgele bir S nok-
tasi alahm. Bu noktada AC dogrusuna dik olan
bir dizlem dusinelim. Bu diizlem, kiiremizi
¢apt OP olan bir daire boyunca keser. Aym
diizlem, konimizi ¢capr QR ve silindirimizi de
¢apt M N olan daireler boyunca keser. Planimiz,
S noktasinda elde edilen bu dairelerin alanlan
arasinda bir bagint: bulmak. Daha sonra S nok-
tasim1 AC boyunca gezdirecegiz. Bu yaptigimizin
alelade bir Riemann integrali oldugunu diigiinup
burun kivirmadan once Arsimet’in milattan
once iigiinci yuzyilda, Riemann’in ise milattan
sonra ondokuzuncu yiizyillda yasamig olduklarim
hatirlaymn . ..

Artik planladigimiz alan kiyaslamasina
baglayabiliriz. MS = AC ve SQ
oldugundan hemen MS -SQ = AC - AS bulu-
ruz. AC bir ¢ap oldugu i¢in AOC uggeni dik-
tir. Diger agilarina t aktigrmiz zaman bu li¢genin
AOS ucgenine benzer oldugunu goruruz. Ben-
zer Uggen bagintilarindan AC - AS = A0? Lu-
luruz Oysa AOS iiggeninde Pisagor bagintisi
bize AO? = AS? + 0S? verir. Ote yandan ACF
tiggeninin ikizkenar oldugunu ve SQ dogrusunun
CE dogrusuna paralel oldugunu farkedersek
AS uzunlugunun SQ uzunluguta egit oldugunu
goriirtiz. Biitun bunlari yerine koyvarsak cnemli
bir bagint1 bulacagiz: M S-SQ = 05?+5Q?. Bu
bagntinin onemini kavramek igin tiraz ara verip
ne yapmakta oldugumuzu haurlayahm. Elimi-
deki cisimleri AC’ye dik bir duzlemle kesmigtik
Bu diizlem kiiremizi yvaricapt OS olan bir dairc
boyunca, konimizi de yarigapt S@ olan bir daire
boyunca kesrigti. Iste buldugumuz bagintinin
saf, tarafi bu dairelerin yaricaplarinin karelerinin
toplami. Bir de bunu = ile ¢arporsaniz . .

CA dogrusunu (A = AH olacak gekilde
H noktasina kadar uzatun. HC dogrusunu
A noktasinda dayznag: olan bir kaldirag¢ gibi
diigiinecegiz! Bu kaldiracin H ve S noktalarina
baz1 ‘agirliklar’ asacagimiz 1gin i’—"- oranin bul-
mak istiyoruz. Ilk 6nce, HA = AC F(C' =MS
ve AS = SQ oldugundan, AS = g—& buluruz

SERTOZ

Esitligin sag tarafinda payi ve paydayr MS ile
carparsak % = M‘_ca , yukanida buldugumuz
onemli bagintiy: burada kulianirsak

HA

B T -MS?
AS T 7-082+ - SQ?

tuluruz. Yine HAS kaldiracina donelim; S nok-
tasina silindirden gelen daireyi asalim, H nok-
tasina ise kiireden gelen daire ile koniden gelen
daireyi birlikte asahm. Dengede duracaklarim
gosterdik . ..

S noktasinin AC izerinde A’dan C’ye
giderken bulundugu her konumda, bizim elde
ettigimiz daireler yukardaki bagintiy1 saglayacak
Yani silindirden gelen daire oldugu yere asilacak,
kiireden ve koniden gelen daireler ise H noktasina
asilacak. Sonunda LFEG silindiri oldugu yerde
kalacak ama ABCD kiiresi ile AEF konisi be-
raber H noktasina asilacaklar ve HAC kaldiraci
bu yikler altinda dengede kalacak. Silindirimi-
zin agirhk merkezi K noktas: oldugu igin onun
da K noktasmda asih oldugunu dugunebiliriz.
Ozetlersek, HAKR kaldiracinin H noktasinda
yaricapl r = AK olan bir kire ile taban yaricapi
ve yiiksekligi 2r olan bir koni asth, A nok-
tasinda 1se taban yarigap: ve yiksekligi 2r olan
bir silindir asih. Bu sistem A noktasi etrafinda
dengede duruyor.
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Sekil 3

Argimet bu noktada silindirin hacminin
8713 oldugunu, koninin hacminin bunun iigte biri
oldugunu ve AK ’nin de HA’nin yarsi oldugunu
goz oniine alarak kiirenin hacmini $7r® olarak
buluyor. Koninin hacminin silindirin hacminin
iigte biri oldugunu nereden buldugunu sorgulaya-
cak okuyucuya kargi Argimet’in saglam bir yamti
var: Oklit (!), Elemanlar, XII.10.

Bu metodun kiire iizerinde sonug ver-
mesinden cesaret alarak Arsimet elipsoidin ve
paraboloidin hacimlerini hesaplama problemine
de elindeki kaldiragla girigiyor. Sekil 2 ve 3’te bu
¢oziimler igin kullandig1 gizimleri goriiyorsunuz.

Flipsoidin hacmi probleminde A_SS-O_S,C_Z' = rrA";:

bagintisi, paraboloidin hacmi probleminde de
AS = SO? bagntis1 onemli olacak. Hesaplarin
aynintilarimi vermiyorum. Bu kadar ipucu ve
Argimet’den yirmi iki yiizyil sonra yasiyor ol-
manin rahathgiyla nasil olsa sonucu kendiniz
hemen bulabilirsiniz . ..

Tegekkiir. Icinde Arsimet’in bu gahgma-
sinit buldugum Archimedes, Heath (editor), adh
kitabim bana yillar 6nce odiing veren ve geri is-
temeyen dostum Prof. Metin Giirses’e gecikmig
tegekkiirler.

SONSUZ TUR SONSUZLUK VARDIR

Nurettin Ergun

Baz1 kiimelerin bazi kiimelerden daha faz-
la elemani vardir.  {1,2...,50} kiimesinde
{5,10,15,...,50} kiimesinden daha fazla ele-
man vardir.  {1,2,3,4} kiimesinin iki ele-
manl alt kiimeleri, {1,2} kiimesinin tim alt
kiimelerinden fazladir. Iki gergel say: arasinda,
tiim gergel sayilar eksenindeki rasyonel sayilardan
daha fazla irrasyonel say1 vardir. Matematigin en
onemli bagarilarindan biri, tanimlanabilen tim
kiimelerin “eleman sayilarim” kiyaslayabilmek
amaciyla, bir tir olgme sayilan sistemi ve bu
sistem iginde gasirtic1 ozelliklere sahip bir arit-
metigi tanimlayabilmesi olmugtur. Bu “dlgme
sayilar1” 6zel bazi ordinal sayilardir. Bu sayilarin
ve iizerlerinde tammlanan aritmetigin temel
ozelliklerini tamtmak bu yazinin amacim ve kap-

* istanbul Universitesi Matematik B3liimi dretim iiyesi

samni agar (bkz. Notlar 1).

Biz bu yazida su ana ve temel oOlgiitle
cahsacagiz: Bir A kimesinden bir B kimesine
hig bir iizerine fonksiyon tanimlanamadigl mate-
matiksel olarak kanitlanabiliyorsa, ancak o za-
man B kimesinde A kiimesinden daha fazla
sayida eleman vardir denir ve bu olgu kisaca
|A| < |B| isareti ile gosterilir. Eger A ve
B arasinda lzerine ve bire-bir bir fonksiyon
tanimlanabiliyorsa A = B ya da |A| = |B| yazilir
ve A ile B kiimelerine eg kuvvette kiimeler denir.

Ana Teorem. A ve B kimeleri ne olursa ol-
sun |A| = |B|, |A| < |B|, |B| < |A| bagdasmaz
durumlarindan biri ve yalmzca birisi gegerlidir.

Bu yazinin amaci eg kuvvettte olmayan
kiime ornekleri vermektir.  Uzerine (ya da

3]



orten) fonksiyon, bire-bir fonksiyon, temel kiime
iglemleri ve timevarim kavramim biraz olsun
tamyan, bilegkeleri tanumlanabilen iki tzerine
fonkiyonun bilegke fonksiyonunun da iizerine
oldugunu bilen ve anlama gabasi ile okuyan
herkes anlatilanlar1 saniriz kavrayacaktir. Eli-
nizde tuttugunuz derginin Haziran-Agustos 1991
sayisinda yayimlanan Kiimelerin Niceligi baghkh
yazinin bazi sonuglarina bakmak yararh olabilir.

Tim dogal sayillar kiimesi, yani
{1,2,3,...,n,n + 1,...}, kisaca N igareti ile,
{1,2,...,n} kiimesi ise N, igareti ile gosterile-

cektir. Bir X kiimesinin tiim alt kiimelerinden
olusan kiime ise P(X) ile gosterilecektir.

Onerme 1. N, kiimesinden Np41 kimesine
uzerine bir fonksiyon tanimlanamaz.

Bu onermeyi n dogal sayilan iizerinden
tumevarimld gosterecegiz. Apagktir ki Ny =
{1} kimesinden N, = {1,2} kiimesine ta-
mimlanan herhangi bir fonksiyon altinda Ny
kimesindeki elemanlardan birisi goriintii ele-
mam olamaz. Simdi onermenin n dogal
sayis1 igin dogru oldugunu varsayalim. Buna
n’nci adim varsayimu adi verilir. Bu varsayim
altinda N,4; kiimesinden N, ., kiimesine her-
hangi bir iizerine fonksiyonun tammlanmasimn
olanaksizhgini, olmayana ergi (ya da sagmaya
indirgeme) yontemiyle gosterelim. Bir g
Np41 — Npy2 tizerine fonksiyonu tanimh olsaydi,
oncelikle her bir k € Njij igin g7 1(k) # 0
olurdu. Dikkat: n+1 € g~!(n + 2) olamaz, aksi
halde k < n + 1 gergekleyen her k € N,y igin
g (n+2)=0ve g7}(k) CNpp1—{n+1} =N,
nedeniyle g | N, : N, — N,y kisitlama fonksi-
yonu iizerine olurdu, bu n’nci adim varsayimina
aykiridir. Demek ki n+1 ¢ ¢~1(n+2), g(n+1) <
n+1 ve g7}(n+2) C N, ara sonuglan ve
Np=(Np-g71(n+2))Ug~!(n+2) esitligi elde
edilir. Simdi

hE) = o(k),  kE€N,—gi(n+2)ise,
T lo(n+1), kegi(n+2)ise,

seklindeki h : N, — N,,,; fonksiyonunun iizerine
oldugunu gostererek yine bir ¢eligki elde edelim.

Gergekten {g(n + 1)} = {g(n + 1)} — {n + 2}
nedeniyle

h(Np) = h(Na—g7'(n+2))Uh(g™(n+2))
= g(N-g*(n+2))U{g(n +1)}
(9(Nn) = {n+2}) U {g(n + 1)}

(¢Na) U{g(n+ 1)}) - {n +2)

ERGUN

= g(Nap1—{n+2}) = Nap

bulunarak yine n’nci adim varsayimina aykir
diigiilmiig olur. Time varim varsayim altinda
Np41 kiimesinden N4 kiimesine izerine bir
fonksiyon tammlanamiyacag gosterilmig oldu.

Onerme 2. n < m ise N, kimesinden N,
kiimesine lizerine bir fonksiyon tanimlanamaz.

Dikkat edilirse n < m ise, N,, kiimesinden
N, kiimesine pek ¢ok (en az n - n! tane)
lizerine fonksiyon tanimlanabilir. O halde n <
m iken N, kiimesinden N,, kiimesine iizerine
bir fonksiyon tanimlanabilseydi, Ny, kiimesinden
Np41 kiimesine iizerine bir (bilegke) fonksiyonu
tammlanabilirdi. Bu olanaksizdur.

Onerme 3. X kimesi ne olursa olsun, X
kimesinden P(X) kiimesine iizerine bir fonksi-
yon tamimlanamaz.

Georg Cantor’a ait bu olaganistii onemli
onermenin Bertrand Russell tarafindan verilen su
kisa garpici kamtlamasina bakimz. Eger bir A :
X — P(X) iizerine fonksiyonu tanimlanabilseydi
Xo={z€ X :z ¢ h(z)} “yi tammlanmg”
alt kiimesi igin, bu kiime bog olsun ya da ol-
masin, en az bir rg € X elemaninin h(zo) = zo
gergeklemesi gerekirdi. Dikkat: zo € X, ancak
ve yalmz 2o € X, iken gegerlidir. Ne celigki! Bu
onemli 6nermenin Cantor tarafindan verilen bir
bagka kanitlamasim da gormenin yararh oldugunu
samiyoruz. Varsayahm ki bir h : X — P(X)
lizerine fonksiyonu tanimlanabilsin. O halde her
bir z € X igin A; = h(z) C X “goriintii
elemam” tammh olurdu. Her bir A C X alt
kiimesinin karakteristik fonksiyonu, ¥z € A 1¢in
xa(z) = 1 ve V2 € X — A igin xa(z) =
0 seklinde, X kiimesinden {0,1} kiimesine
tamimlanan fonksiyondur. Dikkat edilirse ancak
ve yalmz A = B iken x4 ve xp karakteris-
tik fonksiyonlan egit olabilir; bagka bir deyisle
kimesindeki her bir elemanda egit degerler ala-
bilirler. Gergekten A = B ise her = € A(= B)
igin xa(z) =1 = xp(z) ve her z € X — A(=
X = B) igin x4(z) = 0 = xp(z) olur. Tersine
eger her z € X igin x4(z) = xp(z) ise, ozellikle
her bir a € 4 igin 1 = y4(a) = xB(a) esitligi
bize a € B gerceklendigini soyler ve sonugta
A C B ve benzer bigimde B C A kapsamalar
ve dolayisi ile A = B esitligi elde edilir. Simdi
okuyucu, Vz € X igin p(z) = xx-4,(z) seklinde
X kiimesinden {0,1} kiimesine tammlanan ¢



ERGUN

fonksiyonunun, ¢=(1) = E C X olmak iizere,
E kiimesine ait olsun olmasin, her bir z € X
elemam igin ¢(z) = xg(z) sagladiim kolayca
gorecektir. E = h(zg) = A, saglayan en
az bir z € X elemam var oldugundan (ne-
den?), sonugta ¢ = xg = xa,, Ve dolays ile
XA.,(20) = ¢(z0) = Xx-a.,(z0) sagma sonucu
elde edilirdi; burada sol yan 1 iken sag yan 0
dir ya da tersi. Demek ki X kiimesinden P(X)
kiimesine tammlanms bir iizerine fonksiyonun
varhgindan s6z edilemesz.

Onerme 4. N kiimesinden R kiimesine her-
hangi bir iizerine fonksiyon tanimlanamaz.

R kiimesinden P(N) kiimesine iizerine
ve ustelik bire-bir bir fonksiyon tammldir
(bkz. Onerme 5). O halde N kiimesinden R
kiimesine iizerine bir fonksiyonunun tammlana-
bilmesi varsayimi bir 6nceki onermeyle gelisen
bir sonu¢ dogurur. Neden?  Biz burada
bagka bir kamitlama verelim. ]0,1[ arahifindaki
gergel sayilar dogal sayilarla numaralandinlamaz-
lar ve dolayisi ile N kiimesinden ]0, 1 arahgina.
uzerine bir fonksiyon tamimlanamaz (bkz. Not-
lar 2). Gergekten bu araliktaki tiim gergel
sayilar kiimesi N kiimesi ile “numaralandirila-
bilseydi,” bu aralk {zi,z2,23,...} kiimesinden
bagka bir gey olmazdi. Dikkat: -%, %, %, ... rasy-
onel sayilari nedeniyle bu aralikta zaten “en
az” dogal sayilardaki kadar gergel say1 vardir.
Her bir n dogal sayisi igin z, gergel sayisi
Zn = 0,Z51Z242Tn3Tng - - - geklindeki ondahk ag-
lima sahiptir; burada z,;,Z,s,... basamakla-
n 0,1,...,9 tam sayllandir (bkz. Notlar 3).
Bilindigi gibi en az bir basamak 0 degildir ve be-
lirli bir basamaktan sonra tim digerleri 9 ola-
maz. Tersine basamaklari bu kogula uyan her-
hangi bir ondahk agihm ]0,1[ arabgna ait bir
gergel sayidir.  §imdi, her n igin z, gergel
sayisimn n’nci basamag olan z,, tam sayisi

yardimi ile Gnce k, = [Zaatl] tam sayisim
Ve sonra Zn = Znp + (—1)** tam sayilanm
basamak kabul eden a = 0,ajaza3--- gergel

sayisini tammlayalim. Bu gergel say1 bir yandan
10,1[ arahfmna aittir, Ste yandan bu araliktaki
tim 2, gercel sayilarindan farkhdir, ¢iinki
@n # Znn gecerli olmaktadir. Celigki! De-
mek l.(i N kiimesinden ]0, 1[ araligina, iizerine bir
fonk.s:yon' tanimlanamaz. Oysa g(z) = prern el
seklindeki ¢ : R — 10,1[ fonksiyonu iizerine
(ve iistelik bire-bir) oldugundan (neden?), N kii-
mesinden R kiimesine bir iizerine fonksiyonun
tanimlanamiyacag anlagilir.

Uyar1. Yukanda [Nj| < --- < |N,| <
-++ < |N| < |R| gergeklendigi gosterildi. Onerme
2 nedeni ile bir kiime eger N, kiimesi ile eg
kuvvette ise, n # m olmak iizere N,, kiimesi ile
eg kuvvette olamaz. Ancak ve yalmz N,, kiimesi
ile eg kuvvette olabilen bir kiimeye n elemanh
denir. N, kiimelerinin hig birisi ile eg kuvvette
olamayan bir X kiimesinin ya |X| = |N|, ya
da |N| < |X| gergekleyecegi Ana Teorem’in bir
sonucudur. Boyle bir kiimeye sonsuz elemanh
kime denir. Her X kiimesi i¢in |X| < |[P(X)]
gergeklendigini bildigimiz i¢in, her sonsuz nok-
tah kiimeden ¢ok daha kalabalk bir bagka son-
suz elemanl kiimenin var oldugu anlagilir. Aym
nedenden oOtiri “en kalabahk sonsuz elemanh
kime” yi tanimlamak olanaksizdir. Bu yaziyi,
pek ¢ok onemli kiimenin eg kuvvette olduklarini
gosterebilmemize elveren olaganiistii onemli bir
teoreme iligkin iki iinlii uygulama ile bitiriyoruz.

Onerme 5. R = P(N) dir.

Once su temel gercegi gozleyelim. Her-
hangi iki gercel say1 arasinda sonsuz tane ras-
yonel say1 vardir. Gergekten z < y ise y%: <
n gergekleyen n dogal sayisinin varhg gergel
sayllarin temel 6zelliklerinden biridir. » = [I'_f’]1ﬂ
rasyonel sayis1 ¢ < r < y gergekler, ciinkii
nz < [nz]+1 < nz+ 1 < ny gegerlidir. O
halde z < 7y < r < p; < y gercekleyen r; ve
p1 rasyonel sayilar ve dolayisi ile z < ... <
3 <12 <r <r < p < p < p3g <
+++ < y gergekleyen rasyonel sayilar da vardir.
§imdi, ¢(z) =] — 00,2] N Q seklinde tanimlanan
¢ : R > P(Q) fonksiyonu bire-birdir; érnegin
¢ < y ise, yukarida varhg kamtlanan r rasyo-
nel sayisi r € p(y) — p(z) gergekler. Demek
ki z # y ise, p(z) # p(y) gerceklenmektedir.
O halde P(Q) = P(N) oldugundan (neden?), R
kiimesinden P(N) kiimesine tanimh bir bire-bir
fonksiyon vardir. Simdi herbir A € P(z) igin

p(4)=3 _XA(;:))H-F 1
n=1

geklinde tammlanan % : P(N) — ]0,1[ fonk-
siyonu goz oniine alinsin. O halde ¥(A), on-
dahk aglhminda, n’nci basamag k2 = ya(n) +
1 tamsayisi olan gergel sayidir, yani p(A) =
0, k{tk2k4 - . >dir. Dolaysi ile ¢ bire-birdir, ne-
den? Demek ki P(N) kiimesinden R kiimesine
tammh bir bire-bir fonksiyon vardir, neden?
Asagidaki teorem onermeyi kamitlar.

(5]



Cantor-Bernstein Teoremi. X kiimesinden
Y kiimesine bir bire-bir fonksiyon ve tersine Y
kiimesinden X kiimesine bir bire-bir fonksiyon
tanimli ise X =Y olur.

Onerme 6. N = P,(N) 2 Py(N) 'dir.

Burada P,(N) ile N kiimesinin n ele-
manh tim alt kiimelerinin kiimesi, Po(N)
ile de N kiimesinin tim sonlu elemanh alt
kiimelerinin kiimesi, yani Po(N) = (=, Pn(N)
gosterilmektedir. n < {n} eglemesi ne-
deniyle hemen N = P(N) bulunur. Simdi
N = 7P,(N) varsayahm. Bu n’nci adim
varsayimimizdir. Dikkat edilirse X = Y ise,
bu eg kuvvetteligi gerceklegtiren iizerine ve bire-
bir fonksiyon f olmak tzere {zy,z,...,zp} «
{f(z1), f(z2),...f(xn)} eglemesi sayesinde
Pn(X) = Pa(Y) oldugu apagktir. Ayrica
her m dogal sayi1m igin m < m + 1
eslemesi yardimiyla N = {2,3,...} ve sonugta
Po(N) = -P,(N — {1}) gergeklenir. 0
halde 1’den farkh dogal sayilardan olusan
{my,ma,...,m,} kiimesine {1,m;,my,...,m,}
kiimesini eglegtiren fonksiyon ve n’nci adim
varsayimi yardimi ile N kiimesinden Pj41(N)
kiimesine bire-bir bir fonksiyon tamimlanabilir.
Simdi de gunlan gozleyelim. (z,y,2) < ((z,¥), 2)

le X xY xZ =2 (X xY)x Z ve sonugta-

herhangi bir X kiimesi icin X3 = X2 x X ve
timevarimla kolayca X" = X"~! x X gegerli
oldugu anlagiir. O halde her 2 < n dogal
sayis! igin yine tiimevarimla N 2 Nx N = N
elde etmek gii¢ degildir. Sonugta, n + 1 ele-
manh herhangi bir dogal sayilar kiimesi igin
h({m1,ma, ..., Mny1) = (M1, m2,...,Mny1) €
N"+!  geklinde tamimlanan h fonksiyonunun
bire-bir oldugu apagik gorildiigiinden, Pp41(N)
kiimesinden N kiimesine bire-bir bir fonk-
siyonunun tanimlanabildigi de anlaghr. O
halde Cantor-Bernstein teoremi nedeniyle N =
Pn41(N) sonucu elde edilir. Boylelikle ilk id-
dia tiimevarimla gosterilmig olur. N = P(N)
iddiasim  gostermeyi okuyucuya birakiyoruz
(bkz. Notlar 4).

Notlar

1. Ordinal sayilar sisteminin yeterince mii-
kemmel olmasina kargin, ¢ok énemli baz

[6]

ERGUN

sorularin yamtlan agikhga kavusturula-
mamaktadir. Ornegin R gergel sayilar
kiimesinin eleman sayisim “ol¢gmekte” kul-

. lamlan ordinal sayiy1 belirlemek olanak-

sizdir. Cantor 1878 yilinda w; igareti
ile gosterilen ordinal saymmin bu nitelikte
oldugunu Sngdrmiigtii. 1938 ve 1963 yil-
larinda kanitlanan iki teoremden otiirii bu
éngoriiniin dogrulugunun ya da yanhghg-
nin kamtlanamiyacag anlasildi.  Dahast,
sonsuz elemanh herhangi bir X kiimesi igin
P(X) kuvvet kiimesinin eleman sayisini
“6l¢mekte” kullamlan ordinal say1, boyle bir
sayinin varhinin kesinkes kanitlanabilmesi-
ne kargin, agikca belirlenememektedir.

. N kiimesinden sonsuz noktal herhangi bir

X kiimesine tamimlanan herhangi bir f
iizerine fonksiyonu i¢in sunlara dikkat ede-
lim: Her bir z € X elemam igin N; =
{n € N: f(n) = £} C N altkiimesi
bog degildir ve istelik z # y igin Ny
ile N, kiimeleri ayrikdir ve dolayisi ile
N; ile N, farkh kiimelerdir. O halde
z — N; eglemesi bire-birdir. Her bir Ny
kiimesinden bir ve yalmz bir n; dogal sayisi
secilsin. & — N, esglemesi de bire-birdir,
yani {n, : z € X} = X ve istelik
fnz : 2 € X}) = X gergeklenir, ne-
den? {n.:z € X} sonsuz elemanh oldugu
icin N ile eg kuvvettedir, neden? O halde
X kiimesinin tim elemanlar1 N ile “nu-
maralanabilir”, yani X = {z1,z2,23, -}
yazilabilir. Okuyucu, benzer diiglinceleri
herhangi bir izerine fonksiyon igin yap-
malidir.

. Gergel sayilarin ondalk agihmlan (ya da 10

tabanl aghmlar) konusunda bu derginin
Nisan 1991 sayisinda yer alan Gergel Sayi
Nedir? baghkl yaziya bagvurulabilir.

. Her bir n igin P, (N) = {Any, An2, Ans, .. .}

yazilarak Po(N) kimesinden N kiimesine
1
h(Anm) = n+§(n+m——2)(n+m-— 1)

seklinde tanimlanan fonksiyonun iuzerine
ve bire-bir oldugunu goéstermege calgn.
Aynntilar i¢in Kiimelerin Niceligi baghkh
yazidaki Onerme 5’e bakilmalidir.



FERMAT VE EULER TEOREMLERI

Emre Alkan *

Bu yazida sayilar teorisinin klasiklegmig iki
teoremini verip, ilging kamitlarim yapacagz.

Teorem. (Fermat) p bir asal say1 ve p{ a olsun.
a*~!'=1 (mod p) olur.

Kolayca goriilecegi lizere buna egdeger bir
sonug goyledir.

Teorem. p asal bir say1 ise > = a (mod p)
olur.
Kamt 1. Her a pozitif sayis1 igin a? = a

(mod p) oldugunu gosterecegiz. Tiimevarim a =
1 igin dogru. a? =a (mod p) olsun. (a+1)?
a+1 (modp) oldugunu gorelim. (a + 1)?
a?+1 (mod p) oldugundan tiimevarim tamam-
lanir.

Kamt 2. p{a olsun ve a,2a,3a,...,(p—1)a
sayillarini ele alalim. i # j ve i,j € {1,2,...,p—
1} olmak iizere ia = ja (modp) ise p { a
oldugundan ¢ = j ¢eligkisi elde edilir. Boylece

a(2a)(3a)---(p—1)a=(p-1)!
ve (p—1)!1a?"1 = (p—1)! (mod p) olur. p ve

(p — 1)! aralarinda asal oldugundan a?~! = 1
(mod p) elde edilir.

(mod p)

Simdi bu teoremin bir genellemesini vere-
lim.

Teorem. (Euler) ¢(m) bir m sayisindan kiigiik
ve m ile arasinda asal olan sayilarin sayisi olsun.
(a,m)=1 ise a¥™ =1 (mod m) olur.

Kamt 1. z),23,...,24(m) sozi edilen sayllar
olsun. (az;,m) = 1 olur. Ayrica az; = az;
(mod m), i # j,ise z; = z; (mod m) geligkisi
elde edilir. Boylece

(az1)(az2) - (azg(m)) = 2122 24(m)

(mod m)

ve m ile Z1Z3 - Ty(m) aralarnda asal oldugun-
dan a®™ =1 (mod m) elde edilir.

* Bogazigi Universitesi Matematik Boliimi &grencisi

Kanit 2. m sayisini asal ¢arpanlarina m =
[I»* seklinde ayiralim. Carpimdaki her p* igin
a®™) = 1 (mod p®) oldugunu gérmek yeter-
lidir. Bu ise, ¢(p®) = p*~!(p — 1) oldugundan.

@ =) = (mod p%)
oldugunu gormeye denktir. Simdi gunu gostere-

lim. @ >0 ve m =1 (modp®) ise m = 1
(mod p®t!) olur. m = 1 + kp* alahm.

mP = (14 kp®)P

(kp®)P + (’;)(kpa)p—l + (g)(kpa)p-z
oot

p 2 p a
kp® k 1,
+(p—2)( 7) +(p—1) Pt

1<k<p-lignp|(}) vea+l<2a+1<
3a+1 < --- oldugundan gdstermek istedigimiz
mP = 1 (mod p®*!) elde edilir. aP~! = 1
(mod p*) oldugunu biliyoruz. Az 6nceki yardimei
sonucu kullanarak

a??-1) = 1 (mod pz)
a?'-) = (mod p®)

ve .
a?” -l = (mod p®)

elde ederiz.

Kamt 3. Grup kavramindan yararlanacag)z.
M={k:(k,m)=1vel<k<m)

olsun. M iizerinde gbyle bir - iglemi tammlaya-
lm. a € M ve b € M alalim. 1 < ¢ < m igin
ab = ¢ (modm) ise a-b = ¢ olsun. M ’nin
bir grup oldugunu gozleyecegiz. Birlesme 6zelli-
gi dogal olarak var. M ’nin kapali oldugunu go-
relim. a,b € M ise a-b = ¢ € M oldugunu



gorelim. (a,m) = (bm) = 1, 1 < ¢ < m,
ab = ¢ (modm), m | ab—c ve (m,c) > 1
ise ¢ > 1 igin ¢ | ab ve ¢ | m elde edilir.
Fakat (ab, m) = 1 oldugundan bir geligki elde ede-
riz. a € M ig¢in al = a (mod m) oldugundan
1 etkisiz elemandir. Ters elemanin varhg igin,
a-a”!=1,yaniaz =1 (mod m) olacak gekilde
bir z lazim. (a,m) = 1 ise azo+myo = 1 olacak
sekilde zo,yo € Z vardir (bu sayilar Oklit algo-
ritmasiyla bulunabilir) azo = 1 (mod m)’dir.
zo =20 (mod m) ve 1< zp < m olacak sekilde
bir zo alrsak a=' = 2z olur. M bir grup-
tur. Bu grubun eleman sayisi ¢(m)’dir. Bir
a € M alahm. M sonlu oldugu i¢in a* =
1 olacak gekilde minimum bir ¢ sayis1 vardur.
Boylece 1,al,a2,...,a'"! elemanlari M ’nin bir
gembersel alt grubunu olustururlar. Alt grubun
eleman sayisi ¢(m)’nin bir béleni oldugundan
a®(™ =1 ve a®™ =1 (mod m) elde edilir.

Son olarak ¢(z) fonksiyonundan séz ede-
lim.

Teorem. (a,b) =1 ise ¢(ab) = ¢(a) - ¢(d).

Kamt. s1,s2,...,54) sayilan b ile aralarinda
asal sayilar, T1,72,...,T¢(a) ise a ile aralarinda
asal sayillar olsun. as; + br; sayilarina (mod
ab)’de bakahm.

as; + br; = as;» + brj»  (mod ab)

olur ve buradan da

8 = & (mod b)
rj = rj (moda)
i = 4
i=17

elde edilir. (as;+br;,ab) = d olsun. d | as;+br;,
d | ab, p|d ve p asal olacak gekilde bir p alahm.
p|abise p| a veya p | b'dir. p | as; + br;
ve p | aise p| brj ve (a,rj) = 1 vereceginden
p | b olur, fakat bu miimkiin degil. p | b
hali de aym; dolayisiyla d = 1 olmali. Boylece
#(a) - #(b) < ¢(ab) elde ettik. Eger (z,ab) =1

ALKAN

ise (z,a) = 1 ve (z,0) = 1 oldugu goriilebilir,
Boylece ¢(ab) < 4(a)-¢(b) ve ¢(ab) = ¢(a)- $(b)
elde ederiz, ve kamt sona erer.
¢(z) fonksiyonu ¢arpimu koruyan bir arit-
metik fonksiyon ornegidir.
m= pfl'l Qs _p;k
ise,
¢(m) = (p7') - - 6(p;")
elde edilir. Kolayca
1
Tiy — 71 = il
o(r*) = p; (1 p-)

oldugundan
1
= 1--
sm)=mJ[(1-)
pim
elde edilir.

Teorem. Z ¢(d) = n olur.
d|n

Kamt. Sag taraf 1 < z < n geklindeki sayilarin
sayis1; simdi bu sayilari farkh bir gekilde sayalim.
(z,m) = d ise (§,5) = 1 olur. Bu tiir sayilarin
sayis1 ¢(5)’dir. Boylece

n= Z(ﬁ(%) =) ¢(d)

d|n din

elde ederiz.
¢(a) - ¢(b) = ¢(ab) oldugu kullamlarak da

Y dd)=n
din

oldugu gosterilebilir. Bunu okuyucuya birakaca-
g1z. '

KAYNAKCA

(1] G. H. Hardy & E. M. Wright, An Introduction
to the Theory of Numbers, 5. baski, Oxford.



CEBIRSEL DENKLEMLERIN KOKLERI

Nurettin Calhigkan *

B e e i T T R ALY A I =L 10 S S e R S P ———

Birinci derece az +b = 0 (a # 0) denk-
leminin bir tane kokii oldugunu ve bu kokiin de
z = —% oldugunu bilmeyen bir kimse yoktur.
Ikinci derece az? + bz +¢ = 0 (a # 0) denk-
leminin ise iki kokii oldugunu ve bu koklerin de

—bF vb% — dac

T12= %a

olarak verildigini en azindan bu dergiyi okuyan
herkesin bildigini digiinebiliriz.

Birinci derece denklemlerin ilk ne za-
man ¢oziildiigii tarihin derinliklerinde kaybolmus.
Eski Misirda M.O. 3500, Mezopotamya’'da ise
M.O. 2000 yillarinda en azindan pozitif koklerin
hesaplanabildigi biliniyor. =~ Aym uygarhklar
baz1 6zel hallerde ikinci derece denklemleri de
¢ozebiliyorlar. Metot olarak ise kareye tamam-
lama kullamhyor her ne kadar “gunu yap, bunu
yap” gibi yemek tarifi seklinde anlatilsa da. Zaten
yukarida kokleri veren formiil de kareye tamam-
lama ile elde edilir. Eski Yunanhlar bu bilgilere
sadece ¢oziimiin geometrik yorumunu ekliyorlar.

M.S. 600 yillarindan baglayarak Hintlilerin
sifini kegfetmeleri ve negatif sayilan kullanmaya
baglamalari ile bu uygarhik ve daha sonraki Arap
uygarhig biitiin birinci ve ikinci derece denk-
lemleri ¢ozebiliyor ve hatta bazi ozel hallerde
ligiincii derece denklemlere bile el atiyor. Bu-
rada Muhammed ibn Musa el Harizmi’den (7807-
8507) bahsetmemiz gerekiyor. 830'da yazdifi
El Cebr vel Mukabele adli kitabiyla bugiin
de kullandigimiz “cebir” ve “kok” kelimelerini,
adimin Latincelegtirilmesiyle de “algoritma” ke-
limesini matematige kazandinyor. Bu kitap
biitiin Ortagag boyunca matematigi etkileyecek-
tir.  Artik irrasyonel sayilar da kok olarak
kabul ediliyor, ama halad kok sanal say1 olarak
¢ikarsa yokmug gibi davramliyor. Sanal sayilarin
anlagilmasi ise ancak iicincii ve dordiinci derece
denklemlerin koklerini veren formiiller bulunduk-

tan sonra 17. ylizyilldan baglayarak miimkiim ola-
biliyor.

*ODTU Matematik B3liimii arastirma gorevlisi
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Ugiincii derece denklemlere gelince igin
rengi biraz degigiyor. Bazi basit iigiincii
derece denklemlerin koklerini hemen yazabiliriz.
Ornegin z? — 27 = 0 denkleminin i¢ kokii de
3'tiir. (z — 1)(z + 1)? = 0 denkleminin bir koku
1, diger iki koki ise —i ve +i’dir. 3 4+6z4+2=
0 denkleminin kokleri ise hemen yazilabilecek
tirde degildir. (Yazida verilen yontem kul-
lamlarak denklemin koklerinin z, = 21/3 —41/3
ve zy3 = [4Y3 — 213 + iV/3(2'/3 + 41/3))/2
oldugu goriilebilir.) Herhangi bir ikinci derece
denklem igin kokleri derhal veren kolay formiil
varken, iigiincii derece bir denklemin koklerini
yazabilecegimiz formiiller gogumuzun hafizasinda
bulundurulmayacak kadar karmagiktir. Bu

. yazimizda, trigonometrik fonksiyonlar yardimi ile

azd +bz2+ cz+d =0 (a # 0) iigiincii derece
denkleminin koklerinin elde edilmesini verecegiz.
Dérdiincii dereceden denklemler igin ise, bekle-
nilenin aksine, kokleri veren formiiller tgiinci
derecedekinden daha insafhdir; yazimizda bu
formiillere de yer verecegiz.

ﬁgiincii ve dordiincii dereceden denklemle-
rin genel ¢6ziimiiniin bulunmasi icin Ronesans’in
gelmesi bekleniyor. Italyan matematik¢i Gero-
lamo Cardano (1501-1576) 1545’te yayimladig
Ars Magna adh eserinde baz ¢agdaglarinin
yaptiklarindan yararlanarak iigiinci dereceden
denklemlerin “Kardan ¢6ziimii” ni veriyor. Bu ki-
tapta Cardano’nun 6grencisi Lodovico Ferrari’nin
(1522-1565) buldugu dordiincii dereceden denk-
lemlerin ¢6ziimii de var. Sanal sayilar hala bi-
linmiyor, ama gene de bu eserde karekok altinda
negatif sayilarla dogru iglemler yapihyor. '

Daha sonra Fransiz matematikgi Frangois
Vieta (1540-1603) 1591’de iigiincii dereceden
denklemlerin trigonometrik metotla ¢oziimlerini
buluyor. Aynca ikinci, iginci ve dordiinci
dereceden denklemlerin ¢dziimlerini ortak bir
yonteme oturtuyor. Vieta, denklemlerdeki kat-
sayilarda her defasinda degisik sayilar yerine a, b
gibi harfler kullanarak matematigin soyutlagarak
genellegmesine de katkida bulunuyor.



Bundan sonra ilk akla gelen, besinci
dereceden her hangi bir denklemin koklerini veren
formiil olacaktir. Ne yazik ki elimizde boyle
bir formiil yok. Sansh oldugumuz nokta gu ki
boyle bir formiil aramaya da ihtiyacimz yok,
ciinkii besinci (ve daha yiiksek) dereceden denk-
lemlerin koklerini verecek bir formiil bulunama-
yacagl ispatlanmig. Bu ispat igin soyut cebirin 2.5
yuzyl kadar daha geligmesini beklemek gerekmis.
Norvegli matematikgi Niels Henrik Abel (1802-
1829) 1826’da bu ispat1 tam olarak vermig. Ne-
den boyle bir formiil bulunamayacagim ise bu
derginin gelecek sayilarinda bulacaksinz.

az? + bz + ¢ = 0 ikinci derece denklemi
verildiginde, her iki tarafi a ile bolerek z2? +
pz + ¢ = 0 denklemine indirgeriz. Bu denklemin
¢ozumlerini ii¢ ayr durumda verecegiz.

(I) ¢>0 ve ]—z‘gl <1 ise sinB:-zJp@ de-

riz; kokler z; = \/gtan & ve z; = \/Ecot%
olur.

(IT) q-> Ojve |-—2JF| > 1 ise cosf = ﬁ de-
riz; kokler 2y = —% + 2i,/gsinf ve z, =
—& —2i,/gsin @ olur.

(I) ¢ < 0 ise tanf = 5pﬂ deriz; kokler
) =+/—¢q tan% ve Ty = — —qcot% olur.

Yukarida karekdk altinda negatif say1 varsa, bu
o saymn mutlak degerinin karekokiinin i ile
carpimi olarak algilanmahdir. Bilindigi gibi ¢,
—1’in pozitif karekokii olan sanal sayidir.
Ornek 1. z2-27+ 2 =0 ikinci dereceden denk-
leminin ¢6ziitalcrine bakalim. b = % ve a = =2
olarak verildiginden, (I) halinin formiillerini kul-
Jenarak ¢oziimi bulabiliriz.

2h 3=_\/'_§

) b
sinf=-——=4/7=73

esitligi kullanilarak § = ¥ bulunur. Buldugumuz
6 degerini diger egitliklerde yerine koydugumuzda

T =\./5tan(g) = ﬁtan(l) = g

2 6/ 2

[/ V3 T 1

Io = \/Ecot(i) = —2—cot(-9—) = 5
denklemin kokleridir.

Uciincii Dereceden Cebirsel Denklemlerin
Trigonometrik Coziimii

Genel gekliyle verilen iigiincii dereceden

AX?+BX*+CX+D=0 (A#0)

CALISKAN

denkleminde, katsayilari A ile boldiikten sonra
X=z- 5%— degigken doniigimi yapilirsa,

3AC - B? -
P=——7x73

27TA’D + 2B® —9ABC
y @S
3A?

2743

olmak uzere
(1) 22 +pr+g=0

seklinde, z?’li terimi eksik iigiincii dereceden
denklem elde edilir. Bu son denklemin kokleri
r1,Zy,z3 olarak bilinirse X; = z; — % (F =
1,2,3) doniigiimii ile AX3+BX?+CX+D=0
denkleminin kokleri elde edilir. Bu durumda,
en genel hal yerine, z3 4+ pz + ¢ = 0 tipindeki
denklemlerin koklerini bulan formiillerin bilinme-
si yeterli olacaktur.

(1) denkleminde z = y + z konuldugunda
P+2+3(y+2)+p(y+2)+¢g=0yada

P+24+GByz+p)y+2)+¢=0
denklemi elde edilir. Bu denklemi de

v¥P+2324+49g = 0
Byz+p)y+2) = 0

geklinde ikili bir denklem sistemi ile ifade edebi-
liriz. Sistemin ikinci denklemini inceledigimizde
iki carpimdan birinin sifira esit olmasi gerektigi
goriiriiz. Sifirdan farkh ¢dziimler aradigimiz igin,
y+ 2z # 0 olmahdir. Bu durumda yukaridaki
denklemlerden

v+ = —
P

2 = ==

4 3

denklem sistemni elde edilir. u; = 33, u, = 23
alindiginda, kokleri u; ve us olan

2 2 E
(2) wtgu-m=0
olan ikinci dereceden denklemi elde ederiz.
Bu denklem coziilerek, u; ve u, kokleri bu-
lundugunda z = ui/ Fy u;/ % ifadesi (1) denk-
leminin ¢6ziimii ofacaktir

(2) denkleminin, p’nin igaretine gore,
¢oziimii iig durumda inceleyecefiz.
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(i) p > 0: Bu durumda (III)’teki formiiller
kullanildiginda

2 /p°
tanf = E E,l:,
ve (2) denkleminin kokleri
_ P 0 _ s 6
Uy = ﬁtani ve Uy = — -2—7cot§

olacaktir. Buradaki u; ve ug degerlerini yerine
koyarsak

o fd)" - (3)"]

elde edilir. (tan )/ = tan% degigkeni kul-

lanilarak
_ (el e 1
i = \/_[tan 2 tan ’21]
\/— tan2 2 -1
tan 5‘3
) tan? % -1
= U/=|———+— - £
\/;[ 2tan £ . 3cot<p
bulunur.

(1) denkleminin bir ¢6ziimiinii bulduktan
sonra mdlrgeme yontemini kullanarak diger iki
¢oziimiini de bulabllnrlz (1) ifadesini & — &1’e
béldiigiimiizde, bolim z?+z,z+2z}+p olacaktir.
O halde 22+ 22427 +p = 0 denkleminin kokleri
bize, (1)’in diger iki ¢éziimiini verir. Buradan

- F —4(21 +p)

23 =

- /
= 1 :F V 32:1 +4p

ya da z; degeri yerine konuldugunda

... | l-,/ 2
5 :F2z 4p(1 + cot® p)

—%1 Fiypescy

I23

bulunur.

Ozetlersek, p > 0 kosulunda (1) denk-
leminin ¢6ziimleri

P 2 ( 0)1/3

tanﬂ:g —,
qV 27 2

ve
ry = =24/>cot
1 \/; ot
I, .
z3 = —?+z\/ﬁcsc<p
z
T3 = —?l—i\/j_)cscga

formiillerinin kullanim ile hesaplanabilir. *

Ornek 2. 23+ 4z + 18 = 0 iigiincii derece-
den denkleminin koklerini bulmaya galigacagiz.
Denklemde p = 4 ve ¢ = % olarak veril-

mig. Bu degerleri yukaridaki ilk egitlikte yerine
koydugumuzda tan6 = %\/}z;_—; = /3 ve buradan
da § = % elde edilir. Buldugumuz 0 degerini
ikinci esitlikte yerine koydugumuzda tan(%) =
(tan §)1/3 = 31/ olur.

Buradan ¢ degeri, trigonometrik tablo
veya hesap makinesi yardimiyla bulunabilir.
ikinci bir yontem de trigonometrik esitlikler kul-
lanarak, bize gereken cot ¢ ve cscp degerlerinin
tan(%) cinsinden yazlmasidir. Boylece coty =
1(31/8 - 3-1/6) ve cscp = L(31/¢ + 3-1/9) bu-
lunur Boylece denklemin kokleri

2\/:cot¢p

2 =

- _2\/7 (316 — 3-1/8)

= 93233113
3 = —% + /pesc i

= 3713 _3g-23 4 (31/6 4 3-1/6);
I3 = —% — \/pcscyi

= §-1/3_g-2/3_ (31/6 +3-1/6);

(ii) p < 0 ve —4p® < 27¢?: Bu durumda,
(2)'nin ¢dziimlerini, (I)’deki formiilleri kullanarak
bulabiliriz.

: 2 [ p?
sinf = -E —o7
3 0
Uy = —p—_‘,tani,
3 9
Uy = —%coti

1/3
elde ederiz. z; = ull

(1)’in bir ¢oziimi

r = \/jg[(tan 2)1/3 + (cot %)1/3]

+ul/® esitligini kullanarak



olur. (tan §)!/3 = tan £ degiskeni kullamlarak

= S P(iany L
r, = 3(tan2+tan§)
2
_ [_pftan”3+1 =./-P
- 3( tan £ - g

bulunur. Yeniden indirgeme yontemi kullanilarak
denklemin diger kokleri hesaplanabilir.

6zetlersek,
3 1/3
sinﬂ:—% —’2)—7, tan% = (tang)
ve

5, = \/—;—’cscga

r; = —-I—l+i 3:: cs

2 = D) 5 %1 cyp

T = _ﬂ_iﬁ C

3 = 2 5 F1escy

(1) denkleminin ¢dziimiinii verir.

(iii) p < 0 ve —4p® > 27¢%: Bu du-
rumda ;—.‘}P—; > 1 olacagindan daha once elde
edilen formiilleri kullanamayacagiz. Onun yerine,
daha farkl1 degigkenler ve trigonometrik esitlikler
kullanarak ¢6ziimii bulmaya caligacagiz.

(1) denkleminde z = ny degigkenini yerine
koyalim. n®y® +npy+ ¢ =0 yada

P q9 _
¥+ 5y+5=0
denklemini elde ederiz. Bu denklemde,
. 3 3 . |
sin® ¢ — 4—sm¢+ Zsm3¢= 0

trigonometrik ozdegligi hatirlanarak y = sin ¢
alindiginda

p qg 1.
e ve 3—4-3111346

] o

olur. Yukardaki ilk egitlikten n = 2\/:5 bu-
lunur. (z ve y’nin aym isaretli olmas i¢in
bu ifadelerdeki kok pozitif olarak alinacaktur.)
Buldugumuz n degerini ikinci denklemde yerine
koydugumuzda

2
sin 3¢ = ‘/_247_‘13
P

CALISKAN

olur. —%’:— < 1 olacagindan, denklem ¢ igin
coziilebilir. O halde

in3e = I 27
sind¢ = 5 =
e = 2‘/—§sm¢

denklem sistemi, (1) denklemini ¢ozecektir.

Yukaridaki iki egitlikten ilkini saglayan en
kiigiik agiya @ diyelim. k bir tamsayi ise, 2kmw +6
ve (2k + 1)m — @ de saglar onu. Bulunan ¢’lerin
sinus degerlerine bakildiginda

in & k=3m
sin 3,
sin(gg—w+g)={sin(%—%), k=3m+1
—-sin(¥+ %), k=3m-1
‘ sin(§ — %), k=3m
S]n(2k+17r+-g-)= sin%, k:3m+1
¢« 3 —sin(X - %), k=3m-1

oldugu gorilir. Bu degerler incelendiginde
yanhzca ti¢ farkli deger oldugu goriilecektir. Bu-
lunan g farkh ¢ degerini yukardaki sistemin
ikinci denkleminde yerine koydugumuzda elde
edilen formiil (1) denkleminin ¢ozlimiinii verir.

Ozetlersek
sinB:% —12)—:
ve

P A

T = 2 3sm3

T, = 2 —Bsm(z—e)

A 3° \3 3
= o/ Pgn(T. ¢

3 = 2 331n(3+3)

(1) denkleminin ¢Sziimiinii verir.

Ornek 3. z3 -6z +4 =0 denklemine bakalim.
Denklemde p = —6 ve ¢ = 4 olarak verilmigtir.
P ve ¢ degerlerini ilk denklemde yerine koydu-
gumuzda sinf = %\/_%37' = 712-,, ve buradan da

9 = I bulunur. Bu deger diger iig esitlikte yerine
konularak

2, = 2 —gisin(g)=-1+\/§
2 = 2 —gsin(%—g)=2
Tz = =2 —gsin(%+§)=—l—\/§

elde edilir.
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Dordiincii Derece Cebirsel Denklemlerin
Cozumii
Katsayilan reel olan

Az4+Bza+sz+Dm+E=0 (A#0)

dordiinci dereceden cebirsel denkleminde, kat-
sayllar A ile boliindiikten sonra z yerine z — £

4A
konulursa,
682 — 12AB + 16 AC
P 1642
2B3 —8ABC + 16A%D
g 1643
. = —3B* + 16AB%C — 64A2BD + 256 A3C

256A14
olmak tizere, z3 terimi eksik
(3) m4+pm2+qz+r=0
seklinde dordiincii dereceden denklem elde edilir.
Biitiin u degerleri i¢in (3) denklemi
2 2

a:4+ua:2+uT—u:rz—-uT+p1:2+q:¢:+r=0
ya da

@) (2 +2) ~ [w-r)e? gz + 5 = 1] =0
'+ u—plE—qrt - =

denklemine denktir. Bu denklemde ilk terim bir
tam karedir. Ikinci terim de bir tam kare olarak
ifade edildiginde, dordiincii dereceden denklemin
¢ozimi, ikinci dereceden iki denklemin ¢oziimiine
indirgenmig olacaktir.

u2
()  (w-pe?—get por=0

denklemini # icin ¢ozdiigimiizde,

aF \/a? - 4(u—p)(L - 7)
2(u—p)

denklemin koklerini verir. u degigkenini

©  ¢-tw-p)(%-r) =0

denklemini saglayacak gekilde secersek, (5) denk-
lemi ¢ift kath z = m kokiine sahip olacaktir.
(6) denkleminin biitiin katsayilari reel oldugun-
dan en az bir u; reel kokii vardir. Bulunan u;
degerini (4) denkleminde yerine koydugumuzda

(=4 %)2 =lu-=p) (3 - 2(mq— 10))2

elde edilir. Artik buradan z degerlerini bulmak
kolaydr.

Sonug olarak,

q2—4(u—p)(u72—r) =0

denkleminin reel ¢oziimii u = u, ise

_ Vu-p 1 2¢
Iy = D) + D) Uy —p— \/Ul_—P
Iy = | o 4 —_— l —uy—p-— 2q
2 2 . \/ul -P
—/u—-p 1 2q
T3 = 2 + 2 Uy —p+ =7
_ =/uu—-p 1 2¢
= T gy~ Rt =

formiilleri, (3) denkleminin biitiin ¢6ziimlerini
Verir.

Ornek 4. z* + 22 — 4z — 3 = 0 denklemini

dugiinelim.

2 2
(43~ [ s 5 43
egitligini u igin ¢6zdiigiimiizde u = 2 degerinin
denklemin bir ¢6ziimil oldugu goriilir. Buldu-
gumuz u degerini ilk denklemde yerine koydu-
gumuzda, (2% +1)? — (22 + 424+ 4) = 0 ya da
(22 4+ 1)? = (z + 2)? elde ederiz Buradan da

1
51+ V5)

) =

Iy = %(1 = \/f_))

Iy = —%(1 - 3\/ﬁ)
z4 =-%u+wﬁ)

verilen denklemin kokleridir.
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«“BULANIK” KUMELER

-

Ahmet Sekercioglu
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Simdi diyeceksiniz ki “bulanik kimeler de
nereden ¢kt1?” Fakat ‘fuzzy’ sozcugine bagka
bir karsihk bulamadim bir tiirli. Esasinda bu-
lanik sozcugi de bu tur kiimeleri tanimlamak igin
cok da kotu degil gibi geldi bana. Her neyse,
once biraz bu kavramu tamitmaya caligayim,
sozcigun tam oturup oturmadigina siz karar
verin. Onerilerinizi bekliyorum. Kumeler ku-
ramim ammsamakla baglayalim ige. Kume diye
ortak bir isim altinda toplanmig nesnelere di-
voruz. Ornegin, “saat 17:00'de ODTU otobiis
duraginda bekleyenler” bir kiime olusturuyorlar.
Eger biitiin insanlarin i¢inde bulundugu kiimeye
evrensel kume dersek, bu kiimeden bir takim
insanlan1 ayirip ortak bir isim altinda toplamig
ve bir kiime yaratnmug olduk. Simdi herhangi
bir insami diigiinelim. Bu kisi saat 17:00’de
ODTU otobiis duraginda ya bekliyor, ya da bek-
lemiyor olacaktir, degil mi? Yani yaptifimz
tanimlama, her bir kigsiyl ya ODTU otobus
duraginda bekleyenler kiimesine sokuyor ya da
disinda birakiyor. Kiimeleri hayalimizde can-
landirmak igin gok giizel bir yontem var: Venn
semasim gizmek. Sekil 1’de bir Venn gemasi
ornegi gorebilirsiniz. Bir kimeyi belirlemek igin
iki yontem kullanabiliriz. Birincisi, kiimenin ele-
manlarini isim isim sayip kiimeyi olugturmak:

Durakta bekleyenler = {Ali, Oya, Isil}.

Bu yontem. ancak sonlu sayida elemam olan
kiimeleri tanimlamakta kullanilabilir dogalhkla.
Ikinci yontem ise bir karakteristik fonksiyon
tamimlamak. Bu karakteristik fonksiyon bize
evrensel kiimenin tek tek biitiin bireylerinin bir
kiimenin igine girip girmedigini soyler.

' Oyle bir karakteristik fonksiyon tammlanz
ki, eger bir nesne bir kiumenin elemam ise,
o kiimeyi tanimlayan karakteristik fonksiyon 1,
degilse 0 sonucunu verir. (1 ve 01 karak-
teristik fonksiyonun verdigi ‘dogru’ ve ‘yanlhs’
yamtlar1 olarak da digiinebiliriz.) Yani karak-
teristik fonksiyon evrensel kiimenin her bir ele-
manimm {1,0} kiimesine egler. Ornek olarak,

karakteristik fonksiyonunu yazarak gergel sayilar
evrensel kiimesinin iginde bir kiime tanimlamaya

cahigalim:

1, 10<z <20 ise;
H{10,20)(%) = 0, < 10 veya z > 20 ise.

Bu karakteristik fonksiyon bize [10,20] a.rahém.l
gerel sayilar evrensel kiimesinin bir alt kiimesi

olarak tanimlar. )

Sekil 1’de “saat 17:00’de ODTU otobis du-
rainda bekleyenler” kiimesini simgeleyen Venn
gemasinl goriyorsunuz.

Kume:

Saat 17:00°de
ODTU duraginda
b 3

Evrensel Kime:
Biitiin insanlar

Su ana kadar igler yolunda gitti. Gele-
lim soyle bir kiime tammina: “Saat 17:00’de
ODTU otobiis duraginda bekleyen gengler.”
Simdi durum biraz kangti. Tamam, 20
yagindakiler bu kiimeye rahatlikla girerler. Ama
30 yagindakiler? 40 yagindakiler?  Acaba
sinurl nerede birakacagiz? S6yle bir tamim yap-
sak: Eger birisi 35 yagindan kiigiikse genc,
buyiikse yagh desek? 36 yasindaki birisi igin
¢ok acimasiz davranmig olmaz muyiz?  Iste
bulanik kimeler burada yardimimiza yetisiyor.
En kaba tammiyla soylersek bir bulamk kiime,
simirlan kesin gizgilerle belirlenmemig bir kiime
oluyor. Bagka bir deyigle, bir bulamk kiimeyi
olusturan her bir eleman, kismen o kiimenin
tyesi olabiliyor. Yani her bir elemanin
bir uyelik derecesi var. Bu durumda eger geng in-

* Swinburne University of Technology (Melbourne, Avustralya) 6gretim tiyesi



sanlarin kiimesini olugturmak istersek, 36
yagindaki birisi bu kimenin kismen ele-
mamdir diyebiliriz (Boylece o kigiyi de pek
tizmemig oluruz (!)).

Bulamk kimeleri nasil tanimlayabiliriz?
Normal kiimelerde oldugu gibi ya elemanlarim
tek tek sayariz, ek olarak her bir elemanin
tyelik derecesini de belirtiriz:

durakta bekleyen gengler =
{1.0/Alz:,0.5/0ya, 0.2/Is1l}

Burada, isimlerin yanindaki sayilar bize o
kiginin ne kadar ‘geng’ oldugunu, bagka bir
deyigle, ne kadar “durakta bekleyen gengler”
kiimesinin elemam oldugunu gosteriyor.
Yukaridaki ornekte Ali tiimilyle ‘geng’, Oya
ise ‘yan yariya’ geng olarak disiiniilmiis.

Bulamk kiimeler -“fuzzy sets”- ilk olarak
Lotfi Zadeh tarafindan ortaya atilmig [Zad65].
Zadeh, kiime elemanlarinin tyelik derecelerini
gostermek igin [0.0,1.0] arahigindaki gergel
sayilarin kullanilmasim 6nermig. Eger bir e-
lemanin uyelik derecesi 1.0 ise timiiyle o
kiimenin iginde oldugu, 0.0 ise hig bir gekilde
o kiimenin bir elemani olmadig soylenebilir.
Ya da, 0.5 ise yan yarya o kiimeye aittir diye-
biliriz.

Kiimeleri betimlemek igin kullandigimiz ka-
rakteristik fonksiyonlara benzer olarak bu-
lamk kiimeleri ifade etmek icin de karakte-
ristik fonksiyon tamimlayabiliriz. Opyle bir
fonksiyon tanimi yapariz ki, bu fonksiyon her
bir eleman igin bir tiyelik derecesi verir bize.
Yani karakteristik fonksiyon evrensel kiimenin
her bir elemam igin 0.0 ile 1.0 arasinda bir
gergel say1 verir. Bunu bir ornekle agmaya
cahsalim, yeniden ‘geng’ler kiimesi ornegine
donerek, oyle bir fonksiyon tanimlayalim ki,
eger bir kiginin yagim bu fonksiyona sokarsak,
fonksiyon da bize bu kiginin ne kadar ‘geng’
oldugunu soylesin. Boylece “Saat 17:00’de
ODTU otobiis duraginda bekleyen gengler”
bulanik kiimesini ifade edelim. Iste bir rnek:

pgeng(yag) =
eger yag < 20
eger 20 > yag < 50

1.0
(—0.02 x yag+ 1)
eger yag > 50

0.0

Sekil 2’de bu ornek karakteristik fonksi-
yonun grafigini gorebilirsiniz. Su nok-
tayr da belirtmek gerekir: Bu karakteristik
fonksiyon tiimiiyle benim genglik tanimim

SEKERCIOGLU

10 20 30 40

50 yaslar

Figure 2: “Saat 17:00’de ODTU otobus
duraginda bekleyen gengler” bulanik kiimesini
ifade etmek igin kullamlabilecek bir karakte-
ristik fonksiyon (pgeng ) Ornegi.

yansitmaktadir. Dogalhikla bagka birisi
gengligi bagka tirlii tammlayacaktir. Yani,
her ne kadar “durakta bekleyenler” kiimesi
tek bir sekilde ifade edilebilirse de “du-
rakta bekleyen gengler” kiimesi sonsuz degigik
sekilde ifade edilebilir. Bunu da bulanik
kiimelerin ilging bir 6zelligi olarak belirteyim.
Ayrica, bulanik kiimelerin karakteristik fonk-
siyonlarina dyelik fonksiyonu -membership
function- da denmektedir.

Yeniden sekil 2’ye doner ve burada
tammlanan uyelik fonksiyonunu kullanarak
40 yasinda olan Isi’in “durakta bekleyen
gengler” bulamk kiimesine olan iyelik dere-
cesinin 0.2 oldugunu kolayca gorebiliriz.

Bulamk kiimelerin gdsterimi igin Venn
semalarim kullanabilir miyiz? ¢ok dogru
olmasa bile gekil 3'deki gibi bir betimleme
goziimiin Onine geliyor. Bu gekilde, ele-
manlarnn iiyelik derecelerini de belirtmek igin
¢ boyutlu bir Venn gemasi gizmeye ¢alistim.
Sekle fazladan eklenen yiikseklik boyutu, her
bir elemanin o kiimeye olan tiyelik derecesini
simgeliyor. Bulamk kiimenin kesik koni gibi
olan bigimi gekil 2’deki iiyelik fonksiyonunun
yapisindan kaynaklaniyor.

Bu arada, normal kiimelerin de ashnda e-
lemanlarinin iiyelik dereceleri 1.0 olan birer
bulanik kiime oldugunu da belirtmek isterim
(Sekil 4). Yani, bulamk kiimeler, normal
kiimeleri de ozel bir durum olarak igermekte.

Yeniden klasik kimelerimize donelim ve
kiimeler lizerinde . yapilan
iglemleri animsayalim biraz. Ornegin, eger
“durakta bekleyenler ve palto giymis olan-
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Kiime:

Saat 17:00°de
ODTU duraginda
bekleyen gengler

1.0A

durakta bekleyen
gencler kimesine
iiyelik derecesi

o.0v /'
/

Evrensel Klime:
BlitUn insanlar

Figure 3: ‘gengler’ bulanik kiimesinin iig boyutlu Venn gemasi olarak gosterimi.

N

1.0A
durakta bekleyenler
kiimesine
iiyelik derecesi

0.0v

Evrensel Kiime:
Blitiin insanlar

Figure 4: Normal kiimelerin, biitiin elemanlarimn iiyelik dereceleri 1.0 olan bulamk kiimeler
olarak gosterimi.



lar” kiimesini tanimlamak istersek ne yapariz?
Once durakta bekleyenler kiimesini, sonra
palto giymig olanlar kiimesini olugtururuz ve
her iki kimede birden olan kigilere bakariz
degil mi? Yani bu iki kiimenin arakesitini
alinz. Bu kime iglemini matematik olarak
ifade etmek istersek, eger “durakta bekleyen-
ler” kiimesine A, “palto giymig” olanlar
kiimesine B dersek, “durakta bekleyenler ve
palto giymis olanlar” kiimesi soyle yazihr:

C=ANB
ya da
C ={z|z € A ve z € B}
“Durakta bekleyenler veya palto giymis olan-
lar” kiimesi, yani bu iki kiimenin birlegimi ise

C=AUB

C = {z|z € A veya z € B}

olarak yazilir. Peki, bulamk kiimeler
diinyasinda bu iglemlerin kargihiklar neler ola-
bilir? Bu iki temel bulamk kiime igleminin
Lotfi Zadeh tarafindan verilen matematik
tammlar [Zad65] sunlar:

C=A I'I] B
ya da
C = min(pa(z), uB(z))
ve
f
C=AUB
ya da

C = max(pa(z), pB(z))

Burada py(z) ve pp(z) A ve B kiimelerinin
karakteristik fonksiyonlarim1 temsil ediyor-
lar. Simdi yukarida yazilan bulanik kiime
iglemlerinin ne anlama geldigini agmaya
cahgalim. “Durakta bekleyen gengler” bu-
lanik kiimesini gekil 2’de gosterdigimiz karak-

teristik fonksiyon ile tammlamigtik. Simdi

bir tane daha bulanik kiime tanimlayahm:
“Tunus Caddesi boyunca kaldirima yakin
duranlar”.  ‘Yakin’ kavrami da bulamk
bir kavram. Giindelik hayatta ¢ok kul-
landigimuz halde birisinin bir yere yakinlhiginin
hig bir zaman metre ile dlgmeyiz degil mi?
Akhmizda bir ‘yakin’ kavrami vardir, bunu
kullanarak bir seyin bagka bir geye yakin
olup olmadigina karar veririz.  Yeniden
“Tunus Caddesi boyunca kaldinma yakin
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Figure 5: “Kaldinma yakinhk” bulamk

kiimesini tanimlayan karakteristik fonksiyon.

duranlar” bulamik kiimesine donersek, bu
kimeyi bir karakteristik fonksiyon ile ifade
etmeye caligalim ornegin sekil 5’deki gibi.
Eger ‘“kaldinma yakin duran” ve “du-
rakta bekleyen gengler”kiimesini olugturmak
istersek yukarida tammladigumz bulank-
arakesit -fuzzy interseclion- iglemini uygu-
lariz bu iki bulamk kiime iizerinde. Nasil
m? Bir kisiyi alinz, once “durakta bekleyen
gencler” kiimesine olan iiyelik derecesini bu-
luruz, sonra ikinci kiimeyi ziyaret ederiz, o
kiginin “kaldirnma yakin duranlar” kiimesine
olan iiyelik derecesini buluruz ve bu iki iiyelik
derecesinden hangisi daha kiigiikse o kisinin
“kaldirima yakin duran” ve “durakta bekleyen
gengler” kiimesine olan tyelik derecesi olarak
alinz.

Benzer sekilde, eger “kaldinma yakin
duran” wveya “durakta bekleyen gengler”
kimesinin elemanlarimin iiyelik derecelerini
bulmak istersek, bu sefer tek tek tyelik dere-
celerinin hangisi biiyiikse onu, o elemanin
bulanik-birlegim -fuzzy union- kiimesine olan
uyelik derecesi olarak alinz.

Bu yazida bulanik kiimeler kuraminin temel
bir-iki noktasina deginebildim. Nasil kiimeler
kurami matematigin hemen her alaninda etki-
li olmugsa, bulanik kiimeler de yeni yeni ma-
tematiksel kavramlarin dogmasina, aragtirma
konularimin ¢ikmasina, mihendislik uygu-
lamalarinin tasarimlanmasina yol agrmgtir.
Ozellikle yapay zeka alaninda ilging uygula-
malarin ilk ornekleri giindelik yasama girme-
ye bagladi bile. Sekil 6 da bulamk kiimelerin
yarattign yeni kavramlarin ve uygulamalar-
dan bazilarim gorebilirsiniz. Bu yeni ma-
tematik alamn miihendislik ve bilgisayar bi-



limleri dalindaki uygulamalan giiphesiz ki oni-
miizdeki yillarda giindelik hayatimz daha gok
etkileyecek.

FERMAT NE BILIYORDU?

Ali Nesin *

Sekilde bulamik kiimeler kuraminin yarat-
tig1 uygulamalardan bazilan goriiliyor.

Benimle yazigmak i¢in “yasswin.oz.au” in-
ternet adresini, ya da “Laboratory of Concur-
rent Computing Systems, Swinburne University
of Technology, P.O. Box 218, Hawthorn, 3122,
Avustralya” posta adresini kullanabilirsiniz.
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350 yilhik bir arayigtan sonra iinlii Fransiz
matematicisi Pierre de Fermat’min (1601-1665)
bir kitabinin kenarina not olarak kamtladig-
n1 yazdigl, ancak kamtini hi¢ bir zaman kagida
gegirmedigi bir teoremin, gecen yaz Haziran’in
sonuna dogru Andrew Wiles adl bir matema-
tikgi tarafindan kamitlandigini duymussunuzdur.
Fermat genellikle kanitladig teoremlerin kamiti-
m yazmazdi. Soz konusu teorem diginda, Fer-
mat’nin kamtladigim iddia ettigi biitiin teorem-
ler (daha dogrusu dnermeler) kendisinden sonra
gelen matematikgiler tarafindan kanitlanmgtir.
Bu yiizden kamit1 daha yeni bulunan soz konusu
onerme “Fermat’nin Son Teoremi” diye anilir.
Iste Snerme:”

Fermat’min Son Teoremi. Eger n > 3 bir
tamsayiysa, z" + y* = z" denkleminin pozitif
tamsayilarda ¢oziimi yoktur. '

Pierre de Fermat’nin bu teoremi gergekten
kanitlayip kamtlamadigim bilemiyoruz.  Bi-
yik bir olashkla hi¢ bir zaman da bile-
meyecegiz. Fermat’min bir kamita sahip oldugu-
nu diigiindiigiinden pek kugku duyan yok. An-
cak kamitimin yanhs oldugunu diigiinen de ¢ok.
Gergekten de, Fermat’min ¢agin iinli matema-
tikcilerine yazdigi mektuplarda bu 6nermeden

* Bilkent Universitesi Matematik Boliimii Sgretim iiyesi

hi¢ so0z etmemesi, kamitinin yanhg oldugunu ken-
disinin de anlamig oldugu dogrultusunda.

Bu yazimin amaci, yukaridaki teoremle il-
gili ve l'ermat’nin bildiginden emin oldugumuz iki
teoremin kanitim1 vermek.

Once 22+ y? = z2 denklemini ele alalm.
Fermat’'nin teoremi bu denklemin ¢6ziimiiniin ol-
madigim sdylemiyor. Nitekim denklemin ¢ozii-
mii var. Ornegin,

91442 + 148332 = 174252,

Nasil buldum bu esitligi? Iste matematigin
gicii ve gizelligi burada. Hesaplamaya gerek
kalmadan, bu ve bunun gibi biitiin esitlikleri elde
edebiliriz. 224y = 22 denklemini saglayan daha
kiigiik sayilar da vardir:

32 + 4 = 52

5 + 122 = 132
77+ 242 = 252
82 + 152 = 172

Babilliler bu esitlikleri biliyorlardr. M.0. 1900-
1600 yillan arasinda kazildig1 anlagilan bir Babil
tag tabletinde bunlar gibi onbes esitlik vardir. Ba-
billiler biiyiik bir olasilikla

(0) (21)9)2 4 (p2 _ q2)2 = (pz - q2)2
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esitligini de biliyorlardi’. Bu esitlikte p ve g yer-
ine iki tamsay1 koyarsak, z? + y* = 2? denk-
lemini saglayan tamsayilar buluruz. Ornegin,
p = 127 ve q = 36 olarak aldigimizda, yukandaki
91442 + 148332 = 174257 esitligini buluruz.

2 + y* = 2% esitligini saglayan tam-
sayllara Pisagor tglilert adi verilir. Cunki, Pi-
sagor’un unli teoremine gore, bir dik t¢genin dik
agisini olugturan iki kenarin karelerinin toplami,
igincli kenarin karesine esittir.

c
”B
a

Her Pisagor liglisli, ti¢ kenan da tam-
say1 uzunlugunda olan bir dik tiggen verir.
Bunun tersi de dogrudur: ii¢ kenar da tam-
say1 uzunlugunda olan her dik tiggen bir Pisagor
uglisii verir.

z? 4+ y? = 2? esitligini saglayan tim tam-
sayilar, yani tum Pisagor iicliileri bulunabilir
mi? Evet. Eski Yunanh Oklit M.O. 300 yilinda
agagidaki teoremi kanitlamgtir.

Teorem 1. Gerekirse = 'le y 'nin yerlerini degis-
tirirsek,

(1) 1,2 +y2 — 22

denkleminin tiim ¢oziimleri soyle elde edilir: oyle
p,q,d tamsayilar vardir ki
z=d(p* +¢%)

x=2pgq, y= d(P2 = 92):

dir.

Birazdan kamtlayacagimiz bu teoremin
igiginda, z24y? = 22 esitligini saglayan tiim tam-
sayilar1 bulabiliriz. Birkagim1 bulalim (hep d = 1
alacagz).

lplalz=2pg [y=p"-¢°

[z=p+¢ | 22+ =2 l

2711 4 3 5 4° 4+ 3% = 5*

3]2 12 5 13 1224+ 5% =132
41 8 15 17 824152 =177
413 24 7 25 247 + 77 = 257
512 20 21 29 20° + 217 = 292
514 40 9 41 40° +9° = 41°
61 12 35 37 127 4+ 35% = 372
65 60 11 61 607 + 117 = 612

Yukarida, ortak bolenleri olmayan ve biri
¢ift olan p ve ¢ tamsayilarini aldik yalmzca.

Simdi z* + y* = z* denklemine gelelim.
Bu denklemin pozitif tamsayilarda ¢oziimii ol-
madigim1 Fermat kanmtlamigtir. Kanitta, birinci
teorem ve Fermat’in kendi bulugu olan ‘sonsuz
inig’ ad1 verilen yontem kullanmigtir. Aslinda Fer-
mat daha genel bir teorem kamtlamgtir:

Teorem 2. z%+ y* = 2? denkleminin, dolay-
siyla z* + y* = z* denkleminin de, pozitif tam-
sayllarda ¢6zimi yoktur.

Ikinci teoremin ilging bir uygulama-
s1 vardir. Fermat’nin teoremi salt 4 icin degil,
dorde bolinen tim tamsayilar igin dogrudur.
Ornegin, (a,b,c) tamsayllan, z8 + 8 = ;8
denkleminin bir ¢Sziimii olsaydi, (a2, b?,¢?)
tamsayillan z! + y* = :* denkleminin bir
¢ozimii olurdu. Oysa ikinci teorem bu son

denklemin ¢6ziimiinin olmadigim soyliiyor. De-
mek ki 28 + ® = z® denkleminin de ¢dzii-
mii yoktur. Aym tiirden bir akil yiiriitme, Fer-
mat’nin teoremini asal n sayilan icin kamtla-
manmn yeterli oldugunu gosterir. Ikiden biiyiik
ilk asal say1 3. Fermat, teoremi n = 3 igin ka-
mitladigini mektuplarinda sik sik yazmgtir, ama
her zaman yaptig gibi, kamtim agiklamamigtir.
Yillar sonra, Isvigreli matematik¢i Euler (1707-
1783) n = 3 igin bir kamt buldugunu mate-
matik¢i Goldbach’a yazmigtir; kamitinn n =
4 skkinin kamtindan ¢ok degigik olduguna
dikkati cekip, yakin gelecekte genel teoremin
kanitlanacagim sanmadigini da eklemistir. Eu-
ler’in 1770 yilinda yayimladig kamtinda agikla-
madig1, karanhk kalmig yerler vardi. Bu agiklan-
mayan yerlerin dogrulugunu buyik bir mate-
matik¢i olan Euler’in bilip bilmedigi tartigma
konusu. Konuyla ilgili okudugum kitaplardan,

‘Bnbi_l tag tabletindeki esitliklerden bir tanesi de 49612 + 64802 = 81612'dir! (0) esitligi bilinmeden bu esitligin
bulunabilmesi oldukga zor. Bu yiizden Babilliler'in (0) egitliginden haberli olduklar: sanuliyor.



Euler’in diigiincelerinin dogru oldugu, ancak her
nedense her tiimcesini agiklamadigi izlenimini
edindim. Bu kanit da ‘sonsuz inig’ yontemini kul-
lanmir. ‘Sonsuz inig’ yontemi diginda,

{a+bv/-3: a,b tamsayilar }

karmagik sayilar kiimesindeki kiipleri bilmek
gerekir. Fermat bu kamti o ¢agda bilebilir
miydi? Kamtin Fermat’nin ¢aginin gok ilerisinde
oldugu bir gergek. Ama Fermat da ¢agimin ¢ok
ilerisindeydi. Yamt bilinmiyor.

Yazimin kalan bolimiinde yukandaki iki
teoremin kanitim verecegiz.

Teorem 1’in Birinci Kamti. Eger (a,b,c),
(1) esitligini saglayan ii¢ tamsayiysa ve d her-
hangi bir tamsayiysa, (ad,bd,cd) sayilan da
aym denklemi saglarlar. Ornegin, (8,15,17)
bir ¢éziimdiir, bu ¢oziimii ikiyle carpacak olur-
sak (16,30,34) ¢oziimiinii buluruz. Yani, bir
¢6ziimiin ¢arpimlarim alarak yeni ¢oziimler elde
edebiliriz. Bunun tersini de yapabiliriz. Eger
(a,b,¢) bir ¢oziimse, ve d tamsayist a,b ve
¢’yi boliiyorsa, (a/d,b/d, c/d) tamsayilan da bir
¢ozumdiir. Dolayisiyla, ortak béleni olmayan
goziimleri bulmak tiim ¢éziimleri bulmak igin ye-
terlidir. Bundan béyle, (a,b,c) ortak béleni ol-
mayan bir ¢6ziimi simgeleyecek. a? + b2 = 2
oldugundan, a,b,c sayilarindan ikisi bir sayiya
boliiniiyorsa iigiinciisi de aymi sayiya boliiniir.
Demek ki, a,b,c sayllarindan ikisi aym say-
ya boliinemezler. Dolayisiyla bu sayilardan iki-
si birden ¢ift olamazlar, yani bu ii¢ sayidan en
az iki tanesi tek sayidir. Bu sayilardan ikisi
tekse iiglincjisii ¢ift olmak zorundadir. Hangi
say1 ¢ifttir? ¢ ¢ift olamaz, ¢iinkii ¢ iftse, a
ve b tek sayilardir, dolayisiyla a? + b2 dorde
boliinmez; 6te yandan ¢? dorde boliiniir. Demek
ki a ve b sayilarindan biri ¢ift. Gerekiyorsa a
ve b sayllarimin yerlerini degigtirerek, a saysinin
¢ift oldugunu varsayabiliriz. Bundan béyle a
sayisimn cift oldugunu varsayacagiz. Demek ki
b ve ¢ tek sayilar, ve dolayisiyla ¢ — b ve ¢+ b
¢ift sayilar. O halde

(2) a=2n,

c—b=2y, c+b=2w

olarak yazabiliriz. (2) esitliklerinden,

@) b= (c+b)—(c—1b) _2w-2v

3 g =w-—uv

b -b 2
(4) c=(c+ );(c .)= w;2v=w+v

NESIN

egitlikleri giktigindan, v ve w sayilarinin ortak
boéleni yoktur, ¢iinkii hem v’yi, hem w’yi bolen
bir say1, b ve c sayilarin1 da boler. a? + b2 = ¢2
egitliginden, a? = ¢ — b? = (c — b)(c + b) esitligi
cikar. Bu esitlikte, (2)’den yararlanarak, a yerine
2n, c—b yerine 2v, c+b yerine 2w koyarsak, ve
4’leri sadelestirirsek

(5) n? = vw

egitligini buluruz. Demek ki vw tam bir kare.
Ote yandan v ve w sayllarimn ortak bélenleri
yok. Demek ki v ve w de birer kare olmak
zorundalar. v = ¢? ve w = p? olarak yazalim.
Isimiz agag1 yukan bitmigtir: (3) ve (4) esitlikleri
b= p?—q? ve c = p*+¢? verir; (5) esitligi n = pq
verir, (2) egitlizi de a = 2n = 2pq verir.

Teorem 1’in Ikinci Kamiti. Bu kanmtta
geometrik bir yontem kullanacagiz.  Kanita
baglamadan 6nce, (0,1) noktasindan gecen ve y
eksenine kogut olmayan bir dogrunun denklemi-
nin, bir m sayis1 igin

(6) y=mz+1

bigiminde yazilabilecegini okura animsatinm. m
sayisina dogrunun egimi ad1 verilir.

Simdi a,b,c¢ sayiln, z2 4+ y? = 22 denk-
lemini saglayan ii¢ pozitif tamsay: olsunlar. O
zaman a/c ve b/c kesirli sayilarn,

(7 24+yi=1

denklemini saglarlar. (7) denkleminin gergel sayi-
lardaki ¢Sziimleri, merkezi (0,0) noktasinda olan
1 yarigaph c¢ember (birim gember) iizerindedir,
dolayisiyla (a/c,b/c) noktasi da bu cember
lizerindedir:

VAL
N

a > 0 oldugundan, (a/c,b/c) noktasiyla
(0,1) noktasi birim ¢emberin iki degisik nok-
tasidir. Bu iki noktadan gecen dogruya bakalim:
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Y

0,1)
afe,b/c) o

L/

Bu dogrunun denklemi

b—c

z+1

y=

dir Yani (6) denklemindeki m sayis1 (dogrunun
egimi yani) 6;—° sayisina egittir, dolayisiyla ke-
sirli bir sayidir. Ortak boleni olmayan iki p ve ¢

tamsaylari igin

(8) m=2
_ q
yazahm. Ayrica,
r=afc
©) { s=bfc

yazalim.

(v, 5) noktas, yani (a/c, b/c) noktasi, hem
birim ¢emberin, hem de y = mz + 1 denklemli
dogrunun ustiinde. Dolayisiyla (r,s) sayilan (6)
ve (7) denklemlerini saglarlar. Denklemlerimizi
yazalim:

(10) {r2+52=1

s=mr+1.

Ikinci esitlikten s’yi biliyoruz: s = mr+1. Bunu
birinci egitlige yerlestirelim:

1=r+s2 =r24 (mr+1)%
Soldaki terimi agalim: »
1=(14+m?)r?4 2mr+ 1,

yani
(1 +m?)r? 4+ 2mr = 0,

yani
r[(1 4+ m?)r + 2m] = 0.

Ote yandan r # 0. Demek ki r’yi sadelegtiferek,

(L+m?)r+2m =0,

2

ya.l.1i r= ﬁz’m%- buluruz. Bunu ve (10) denklem-
lerinden ikincisini kullanarak da s’yi bulabiliriz:

2

—-2m _ 1-m?

s=m l= —— -
r+ 1+m2+1 TTme

Demek ki

r= =2m
14m?

8= 1-m?
— 1+m?:

Jimdi (8) ve (9) denklemlerini yukaridaki denk-
lemlere tagiyip biraz hesap yapacak olursak,

=2

4= p33q7€
2__2

bsz—L’H’c'

(11)

esitliklerini elde ederiz. Ikinci esitlikten p? + ¢2
sayisinin (p? — ¢?)c’yi boldiigii gikar. Ote yandan
p? — ¢? ile p? + ¢? sayisimin ortak boleni ya I'dir
ya da 22. Ortak bolenin 1 oldugunu varsayalim.
(Ortak bolenin 2 oldugu sikk: okura birakiyoruz.)
Bu varsayimla p? + ¢2, ¢’yi boler.

c=d(p’+¢°)

esitligini saglayan d sayisim1 bulalim ve bunu
(11)’deki esitliklere yerlestirelim. Teorem 1 bir
kez daha kamitlanmistir.

Teorem 2’nin Kanit1. Teoremi kanitlayabilmek
i¢in bir onsava gereksiniyoruz:

Onsav. Tek bir saymin karesi dérde bolindii-
glinde 1 kalir.

Onsavin Kamiti. Tek sayimiza a adini vere-
lim. @& = 2b+4 1 bi¢iminde yazahm. Simdi
hesaplayalim:

@ = (26+1)? =4b2 + 4b+ 1 = 4(b + b) + 1.

Demek ki a? dérde bolindiigiinde kalan 1'dir.
Kamtimz bitmigtir.

Artik ikinci teoremi kamtlayabiliriz. ‘Son-
suz inig’ ad1 verilen y6ntemi kullanacagiz. Teo-
remin yanhs oldugunu varsayalim, yani

(12)

esitliginin pozitif tamsayilarda bir ¢6zliimiiniin ol-
dugunu varsayalim. Bir celigki elde edecegiz.
(12)’nin ¢6ziimleri arasinda 2z’nin en kiigik
oldugu bir ¢6ziim segelim ve bu ¢oziime (z,y, 2)
adim verelim. (12) denklemi sadelestirmeye

x4+y4=z2

u sayist hem p? + ¢? ’yi hem de p? — 2 'yi béliiyorsa, u bu sayilarm toplamum ve farkim da, yani 2p?'yi ve 2¢°’yi

bdler. Ote yandan p? ve ¢2 sayilarimin ortak boleni yok. Demek ki u=1 yada u = 2.



olanak verdiginden ve z en kiigiik oldugundan,
z,y, z sayilarinin ortak boleni yoktur. Bundan da
z,y,z sayllarindan herhangi iki tanesinin ortak
béleninin olmadig qikar. Demek ki bu iig sayidan
yalmzca biri ¢ift olabilir, ve en az iki tanesi tek-
tir. Sayilardan ikisi tekse, iigiinciisii ¢ift olmak
gorunda. z ¢ift olamaz, clinki z ciftse, z ve
y tektir, ve' z* + y* dorde boliinmez; ote yan-
dan z? dorde boliiniir. Demek ki ya z ya da y
cift. Gerekirse z ile y’nin yerlerini degigtirerek,
2 in ¢ift oldugunu varsayabiliriz. Simdi (z%,y?, 2)
sayilarina birinci teoremimizi uygulayabiliriz: or-
tak bolenleri olmayan oyle a ve b vardir ki,

(13) z? = 2ab,

(14) v?=ad® - b,

(15) z=a’+b°

dir. Aynca a ve b sayilanindan yalmzca biri

cifttir. a’min ¢ift olamayacagim iddia ediyorum:
eger a cift olsaydi, b tek olurdu. a = 2a;, b =
2b;+1 yazalim. Bu egitlikleri (14)’e yerlestirelim:
14 ‘
¥ W g2 _p2= (4a%) + (2by +1)?

= 4al+4b7+4b +1

= 4(ad+0bI+b)+1

ve yukarida kamitladigimiz onsavla geligtik. Iddia-
mi kanitladim: a ift olamaz. Demek ki b gifttir.
(14) denklemine gore b2 + y? = a® oldugundan
birinci teoremi gene uygulayabiliriz: ortak boleni
olmayan oyle ¢ ve d sayilan vardir ki

(16) b= 2cd,
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(17) y=c?-d?,

(18) a=c?+d*

dir. Simdi 2? yi hesaplayalim:
) (1647) 4ed(c? + d°).

Demek, 4cd(c? + d?) tam bir kare. Dolayisiyla
cd(c? + d?) de tam bir kare. Ote yandan ¢, d
ve c? + d? sayilarindan herhangi ikisinin ortak
boleni yok. Bundan da ¢, d ve ¢ +d? sayilarinin
birer tam kare olduklar gikar. Yani Oyle e, f, g
sayilan vardir ki,

(19) c=e?,
(20) d=f?
(21) A +d? =g¢?

dir. Kamtin sonuna geldik. Hesaplayahm:
et 4 f4 (19.20) 2 | g2 (21) .

Demek ki (e, f, g) sayilan da (18) denkleminin bir
¢oziimii. Son olarak, g sayismn, z sayisindan
kiigiik oldugunu kamtlayahm. Bu diledigimiz
celigkiyi verecek:

18] 2y gu(G18) (¢ + d?)? + 4c?d?
@) g +4c%d® > gt > 9.

Ikinci teorem de kamtlanmstir.

Matematik Diinyasi'na yazarak begendiklerini belirten okurlarimiza tesekkiir ederiz. Sevgili
Dilek Bagol (Kurugesme, Izmit) kardesimizin 6vgiilerini hak etmeye ¢ahisacagz.

Pergel ve cetvel ile bir agimin iige boliinmesi lizerine yazan okurlarimiza bunun yapilama-
yacaginin kamtinin Matematik Diinyasi’'nda daha dnce (cilt 1, say1 1, sayfa 11-14 ve devamm cilt
1, say1 2, sayfa 10-15) Ismail Giiloglu tarafindan yazildigini ammsatmak isteriz.

Yazi Kurulu




UNLU KADIN MATEMATIKCILER:
EMMY NOETHER (1882-1935) (II)

Hilya Senkon *
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Noether, cebirsel geometrinin kurulugu ile
daima yakindan ilgilendi ve 6nemli katkilarda bu-
lundu.

Van der Waerden 1924 Gottingen’e
geldiginde, Henzelt’in Noether tarafindan ihya
edilen ve Mathematische Annalen’de yayinlanan
caligmasim gordi ve bu kendisine, bir asal ide-
alin sifir yerleri cisminin ingas1 konusunda esin
kaynag oldu. Van der Waerden, Henzelt’in
caligmasindan bu sonuglan gikardiktan sonra
Grell kendisine Noether’in aym fikirleri igeren
ders notlarim gosterdi. Boylece van der Waer-
den ve Noether’in birbirlerinden bagimsiz olarak,
bilinen bir teoriden yola gikmak ve aym esash
kavramlar olugturmak suretiyle aym sonuca
ulagmig olduklan ortaya ¢ikti. Noether, zaman
bakimindan onceligi olmasina kargin, s6z konusu
sonuglarin yaymlanmasini, gen¢ meslektasi van
der Waerden’e birakti.  Mathematische An-
nalen’in 96. cildinde yayinlanan bu ¢alisma, poli-
nom ideallerinin sifir yerleri teorisi hakkinda adim
tagimaktadir.

Van der Waerden konugmasinin sonunda,
cebirsel yapilara operatorlii  gruplar goziiyle
bakma egilimine deginiyor ve bunun Noether’de
de bagindan beri gozlendigine dikkati ¢ekiyordu.

Noether’in oliminden hemen sonra H.
Hopf ve P. Alexandroff, Berlin’de yayinlanan iinlu
topoloji kitaplarinin 6nsoziinde “E. Noether’in
genel matematik anlayigi ve bilgisi, kendi ¢alisma
alam olan cebir ile kisitlanmig olmayip, matema-
tikle iligkili herkes tizerinde canh ve kuvvetli bir
etki yapnugtir.” diyorlardi. Bundan 30 y1l sonra
Briiksel’de yapilan Topoloji Kollokyumu’nda ve
yukarida zikredilen, Van der Waerden’in konugma
yaptigi toplantida H. Hopf, topolojinin ce-
birsellestirilmesi konusunda yaptig dogrudan ve
dolayli katkilar nedeniyle Noether’e siikran borgu
olduklarim ifade ediyordu.

1924 yrlindan beri Moskova Universitesi’n-
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de gorev yapan Alexandroff, Almanya’ya ve
ozellikle Gottingen’e defalarca davet edilmig ve
son geliglerinden birinde, Almanya’da bir pro-
fesor kadrosu elde etmek istedigini soylemisti.
Noether, bu konuyla yakindan ilgilendigi halde
bir sonuca ulagamadi; fakat Weyl’in Alexan-
droff ve Hopf’a birer Rockefeller bursu temin
etmesini sagladi. Bu sayede iki arkadag, 1927/28
yilin1 Princeton’da iinli topologlar Veblen ve Lef-
schetz’in yaninda gegirdiler.

1928/29 ders yilinda Noether, misafir
profesor olarak Moskova’da bulundu; Moskova
Matematik Dernegi’nin raporlar1 arasinda iki
rapor yaymnlandi. Bunlardan biri Noether’in
“Tam degerli fonksiyonlardan olusan maksi-
mal alanlar” ile ilgili ¢aligmas), digeri ise
I. Arnold’un, Noether’in ve Kintchine’in etki-
siyle yaptig:, komiitatif yan gruplardaki ide-
allere iligkin ¢aligmasiydi. Noether, Moskova'da
¢ok sayida konferans ta verdi ve o sirada
Moskova Universitesi’nin geng prefesorlerinden
biri olan Pontrjagin, Noether’in anlattiklarindan
¢ok yararlandi.

Gottingen’e gelip Noether okulundan
yararlanan Rus bilim adamlarindan biri de kuzey
kutbu yolunun mucidi, kutup arastirmacisi, jeo-
fizik¢i ve matematikgi Otto Julewitsch Schmidt
idi ki, Krull ve Noether’in yontemleriyle, sonlu
zincire sahip sonsuz gruplarin teorisine iligkin bir
calisma yaparak, Rusya’da cebirin gelismesinde
onemli bir rol oynadi.

Gottingen’e yurt digindan gelenler, yalmz
Ruslar degildi. Yerylizinde higbir iilke yok-
tur ki, ogrencilerini, gen¢ doktorlarini, hatta
profesorlerini uzun veya kisa siirelerle, 6grenim
veya aragtirma amaciyla Almanya’ya yollamanug
olsun. Matematik diinyasinin o6nde gelen
isimlerinden Landau, Caratheodory,! Courant,
Hilbert, Herglotz, Weyl de Gottingen’de bulun-
dular. Universite 6grenimini Tokya’da tamam-

! Caratheodory Miinih Universitesinde Prof.Dr. Nazim Terzioglu'nun Doktora hocas idi.



ladiktan sonra Gottingen’e gelen Kenjiro Shoda,
Noether tarzinda pek ¢ok aragtirma yaparak ana-
vatanina dondii, Japonya'da soyut cebirin ilk
temsilcisi oldu ve bu konuda dikkate deger iki
kitap yazdi. Shoda, hocasi Takagi ve Sue-
tuna, Japonya’da soyut cebirin daha sonraki
gelisiminde dnemli rol oynayan matematikgilerin
baginda gelmektedirler.

1920°li yillarda Fransa’da matematigin
ideal teorisi, topoloji ve cebirsel geometri
gibi yeni disiplinleri ihmal edilmigti. 1928’de
Noether, Hasse’ye yazdigi bir mektupta, ken-
disinin ve ogrencilerinin ugragtig cebir problem-
leri uzerinde ciddi olarak ¢ahgan tek Fransiz
matematik¢inin Chatelet oldugunu ifade ediyor-
du. Bir grup zeki ve iistiin yetenekli Fransiz genci,
burslu olarak yurt digina, ozellikle Almanya’ya
gonderildikten sonra durum degisti; bu gengler,
disanda aldiklan itici gilg ile Fransa’daki ma-
tematik aragtirmalarina yeni bir yon ve canhhk
kazandirdilar. S6z konusu gengler arasinda bu-
lunan Claude Chevalley, Hasse ve Noether ile
yogun bir fikir ahgverigi igindeydi. Ornegin
norm kalanlan ile ilgili aragtirmasim, Noether’in
1929/30 kig yanyilinda verdigi seminerden esin-
lenerek yapti. E. Cartan’in inli 6grencisi André
Weil de egitiminin biiyik bir bolimiini Al-
manya’da gordii ve soyut digiince yetenegini
orada daha da geligtirdi. Fransiz matematiginin
iinlii isimlerinden biri de, Paris’te Vessiot’nun
ogrencilerinden olan, Rockefeller bursiyeri olarak
1930’larda Hamburg’da Artin’in yaminda bu-
lunmusg olan Jacques Herbrand idi. Herbrand,
aym zamanda ideal teorisine de ilgi duydugu icin
Noether ile temasa gegti ve o konuda da degerli
caligmalar yapti. Berlin, Halle ve Gottingen
matematik derneklerinde kenferanslar veren Her-
brand, gerek matematik yetenegi, gerekse kigiligi
ile Noether’i ¢ok etkilemigti. Temmuz 1931 de
Gottingen’den Fransiz Alpleri'ndeki Bergtouren’a
donen Herbrand, heniiz 23 yaginda iken, bir kaza
sonucu yagamm yitirdi. Geng matematikginin
bu beklenmedik 6liimii, Noether iizerinde ok et-
kisi yarattr. Noether, Herbrand'in kendisine el
yazis1 olarak iletmig oldugu, cebirsel fonksiyon-
lar teorisine iligkin bazi sonuglarm Mathemati-
sche Annalen’da yayinlanmasim sagladi. Her-
brand’in arkadaglar, Actualites Scientifiques et
Industrielles’de yaynlanan bir dizi ¢aligmalarim
Claude Chevalley ve André Weil’in tegviki ile Her-
brand’in amsina ithaf ettiler ki, bunlar arasinda
Noether’in oliimiinden onceki son yayim olan
“Zerfallende verschrankte Produkte und ihre

SENKON

Maximalordnungen” de bulunmaktadir.

1930-32 yillar1 arasinda Robert Fricke,
Oystein Ore ve E. Noether tarafindan hazirlanan,
Dedekind’in toplu eserleri yayinlandi. Fricke,
Dedekind’in biyografisini kendi kisisel amlarina
dayanarak hazirhyordu, fakat kendisinin olumii
lizerine biyografi yarnim kaldi. Caligmayr Noether
ve Ore birlikte gergeklestirdiler. Vieweg yayimevi
1964 yilinda Dedekind’in toplu eserlerinin 3. cil-
dinin bir bolimiinii, Noéther’in agiklamalar ile,
“Uber die Theorie der ganzen algebraischen
Zahlen” adi altinda yayinladi; kitabin onsoziinde
van der Waerden, ideal teorisinin tarihgesinin
giizel bir 6zetini veriyordu.

Noether, gen¢ Fransiz Jean Cavailles ile
birlikte, G. Cantor ve R. Dedekind’in birbirle-
rine yazdiklan metuplar igeren bir eseri yaymna
hazirlad.

1931 yazinda Gottingen'de J. Herbrand ve
A. Weil’den bagka, Noether tarzinda bir mate-
matikgi olan, Princetonh Solomon Lefschetz de
vardi. Noether okuluna yakin bir bagka Prince-
ton’li profesor de Oswald Veblen idi. Caligma
konusu geometri olan Veblen’in diferensiyel in-
variyantlar alanindaki gorig ve digtinceleri,
Noether’inkilerle ayniydu.

1932 yilinda Noether, Artin ile birlikte
“Alfred Ackermann-Teubner-Gedachtnispreis zur
Forderung der Mathematischen Wissenschaften”
odilline layik gorildi. Aym yil cebirciler,
Noether’in 50. dogum yildéniimini bir torenle
kutladilar. Ozellikle H. Hasse’nin Mathematische
Annalen’da yayinlanan, komitatif olmayan cebir-
lerle ilgili bir makalesini kendisine ithaf etmesi,
Noether’in son derece sevindirdi.

1932 yihnda yasanan bagka bir anlammh
olay da Eyliil ayinda Ziirih’te yapilan Uluslararasi
Matematikgiler Kongresi idi. 800 kiginin katildig:
bu kongrede Noether, genel 21 konferanstan birini
veren tek kadin matematikgiydi; bu konferansin
konusu “Hiperkompleks sistemlerin komiitatif ce-
bir ve sayilar teorisi ile iligkileri” idi.

Kongreden sonra Gottingen Universitesi
Matematik-Fizik Bolimi igin uzintuli ginler
bagladi. Nisan 1933 te Hitler rejimi tarafindan
Noether, Max Born ve Courant’in iiniversitedeki
gorevlerine son verildi. Courant’in ayrilmasi ile
boliim bagkanhgina getirilen Hermann Weyl, E.
Noether’e Princeton’da bir misafir profesorlik
bulabilmek igin harekete gecti.

1933’te  Noether, Amerika’daki Bryn
Mawr’dan 1934/35 yaz yanyihi igin aldigi daveti
kabul etti.



SENKON

Princeton’da Veblen ve Flexner ile igbirligi
yapan A. Einstein ve H. Weyl, var giigleriyle Al-
man meslektaglari igin yer bulmaya ¢aligiyorlardi.
Fakat bu ¢ok zordu, ¢inkii s6z konusu Alman-
larin say1s1 ¢ok fazla, onlar1 misafir profesor olarak
kabul edebilecek universitelerin sayisi ise ¢ok azdi.
Bu bilim adamlarim desteklemek ve go¢menlik
iglemlerini kolaylagtirmak uzere gesitli komiteler
kuruldu. Her go¢gmen igin kefiller aramak gereki-
yordu ve buna benzer pek ¢ok problem vardi.

Noether once iinli Bryn Mawr kiz kole-
Jine misafir* profesor olarak kabul edildi. O
sirada kolejin matematik bolimii yoneticisi,
Gottingen’de  Ogrenim gormiiy ve 1910’da
Chicago’da doktorasini vermig olan Ann Pell
Wheeler idi.

Noether, 1933/34 kig yanyilinda ii¢ kiz
ogrencisi ve bir dogentiyle birlikte bir seminer
duzenledi. Bu seminerde van der Waerden’in
“Algebra” adli kitabimin 1. cildi ile E. Hecke’nin
“Theorie der algebraischen Zahlen” adh kitabimin
ilk boliimiin biiyiik bir heyecanla izliyorlard:.

1934’te Noether, haftada bir glin, Prince-
ton’daki Flexner Enstitiisii’nde konferanslar ver-
meye bagladi. 1930’da Flexner ve Veblen’in gi-
risimi uzerine kurulan bu enstitiide, vakiflarin
yardimiyla, degerli bilim adamlarinin tamamen
ozgir olarak aragtirma yapmalan ve barinmalar:
saglamyordu. Noether, Princeton’in ikinci bir
Gottingen olmak istedigini, akademik personel
bakimindan bunun pekala miimkin olabilecegini
diigiiniiyordu. Noether, Hasse’ye yazdig bir mek-
tupta goyle diyordu: “Géosterilis modiilleri ve ope-
ratorli gruplarla ige bagladim. Princeton bu kig
ilk kez, esash bir gekilde cebirle ugragacak.”

Noether, 1934 sohbaharinda Avrupa’ya
veda ederek Bryn Mawr’a dondi ve orada 1 yil
daha goérev yapti. Bu arada Richard Brauer
da Princeton’a gelmisti. Her hafta Princeton’-
daki konferanstan sonra Noether, Weyl, Veblen
ve Brauer ile birlikte oluyordu. Bu yolculuk-
lar sirasinda Noether’e Olga Taussky eslik edi-
yordu. Noether’in Gottingen’den tamdig, Olga,
1934/35 ogretim yi1linda Bryn Mawrdaki ii¢ bayan
ogrenciden biriydi ve sonradan Viyana’da Philipp
Furtwangler’in yaninda sayilar teorisi konusunda
doktora yapt1 ve akademik formasyonu, soyut
Noether tarzindan bagimsiz olarak geligti. S6z
konusu ii¢ 6grenciden bir digeri olan Marie Weiss,
Noether’in etkisiyle “Normal cisimlerde temel
birim sistemleri” adl bir makale hazirladi ve bu,
Bull. Amer. Math. Soc., 42 (1936)’da yayinlandi.
Bu ti¢ bayana bir gen¢ kiz daha katild ki, o
da Noether’in Amerikadaki tek doktora ogrencisi
olan Ruth Stauffer idi. Stauffer’in “Bir ayrilabilir
normal geniglemede bir normal bazin ingas1” adh
doktora galigmasi, Amer. J. Math., 58 (1936)’da
da yayinlandi.

Noether halkalari, Noether gruplan,
Noether denklemleri, Noether modiilleri gibi
kavramlarla matematik literatiirine gegerek
olumsiizlegen E. Noether hakkinda pek ¢ok gey -
yazildi, soylendi, pek ¢ok toren diizenlendi.

KAYNAKCA

(1] A. Dick, Emmy Noether, Kurze Mathematiker-
Biographien, El. Math.-Beiheft Nr. 13,
Birkhauser Verlag, 1970.



BILMELiYiZ, BILECEGIZ®

Kuram ile kildig1 (=pratik), diigiince ile
gozlem arasindaki iletigimi saglayan arag mate-
matiktir. Aralarinda kopriiyi matematik kurar
ve gittikge saglamlagtinir. Bu nedenle gagdag
kiiltiirimiiziin biitinii, doganin akil yoluyla
kavranip iglenmesine dayandig odlgiide, temelleri
matematikte olan bir kiiltiirdiir. Daha Galjlei der
ki: “Dogay1 ancak, bizimle konusurken kullandig
dili ve igaretleri 6grenmis olan anlayabilir.” Bu
dil ise matematik, igaretleri matematigin sem-
bolleridir. Kant su sézii sdylemisti: “Ben id-
dia ediyorum ki, her bir doga biliminde an-
cak, ne kadar matematik iceriyorsa o kadar
gercek bilime rastlanabilir.” Gergekten, herhangi
bir doga biliminin kuramim, soyup matema-
tiksel cekirdegini biitiinliyle ortaya gikarmadan
egemenligimiz altina almig olmayiz.  Mate-
matik olmadan bugiinkii astronomi ve fizik
olanaksizdir. Bu bilimler kuramsal ydnleri
bakimindan neredeyse matematigin iginde eriyip
halhamur olmug gibidir.  Matematik bugiin
genigge bir kitleden saygi goriiyorsa, bu ve
bunun gibi daha bir¢ok uygulama alanlarina
bor¢ludur o saygiyi.  Gene de biitin ma-
tematikgiler, uygulamayr matematigin degerini
olugturan kiitle olarak gormeyi reddetmiglerdir.
Gauss sayilar kuramini ilk matematikgilerin en
sevgili bilimi haline getiren biiyiili bir gekicilikten
soz eder. Matematigin biitiin obiir bilimleri
golgede birakan o tiikkenmez zenginligi akil ahr
gibi degildir. Kronecker sayilar kuramcisini lo-
tophag’lara benzetir: bu yemisi bir tattilar m bir
daha birakamamaktadirlar. Biiyiilk matematikgi
Poincaré bir keresinde Tolstoy’u gagirtic1 bir sert-
likle elesgtirir, ¢iinkii Tolstoy bilim ugruna bilim
istemenin qlginhk oldugunu soylemistir.

érnegin, endiistrinin elde ettigi basarilar,
uygulamacilar kendi baglarina ¢alisiyor olsalardi

ve ¢abalan ¢ikar gozetmeyen gilginlarca destek-
lenmig olmasaydi hi¢ bir zaman giin 158
goremezdi. “Insan diisiincesinin onurudur,” diyor
Konigsberg'li iinli matematik¢i Jacobi, “butiin
bilimlerin tek amaci.” Bugiin felsefi bir edayla
ve iistiinliik taslayarak kiiltiiriin ¢okiiguinu haber
veren ve ignorabimus demekle giizellegtiklerini
sananlara inanmamahyiz. Bizim igin ignorabimus
yoktur artik ve kanimca doga bilimi igin de yok-
tur. Ignorabimus gilgimhginin yerine bizim slo-
ganimiz su olmahdir: bilmeliyiz, bilecegiz.

Notlar

1. Lotophag’lar (Yunan mitolojisinden):
Lotos yiyen bir kavim. Bu bitkinin giizel tad:
insanlara silay1 unutturdugundan, Odysseus lo-
tos’tan tadan yoldaglarini doniig yolculuguna
katilmalari igin zorlamak zorunda kalmigti. Son-
radan, bu masalsi milletin yurdunun Kuzey
Afrika oldugu saptanmugtar.

Lotos (Yunanca, Misirca’dan alinmig ola-
bilir):  Yunan ve Misir Eskigag kiltiirinde
ad1 gegen cesitli bitkiler: i) Lotophag’larm
iilkesindeki meyva agaglari, belki hiinnap,
gitlenbik, ya da hurma; ii) Misir ve Giiney
Asya’daki niliifer ve akrabasi bitki gesitleri.

2. Ignoramus el ignorabimus (Latince):
Bilmiyoruz ve bilmeyecegiz. Fizyolog Emil du
Bois Reymond’un 6zdeyisi.

Emil du Bois Reymond (1818-1896): Ber-
lin'de profesor. Fizyolojide fiziksel yoneligin tem-
silcisiydi, kas ve sinir sistemindeki biyoelektrik-
sel olaylar iizerine qifir agan incelemeler yapt.
Doganin tanmmnabilirliginin simirlarim belirtmek

lizere 1872’de ignoramus et ignorabimus soziinii
kullandi.

* Bu yaz: biiyilik matematikgi David Hilbert’in (6nigsberg'de toplanan Alman Doga Aragtirmacilan ve Hekimleri
Dernei kongresinde yaptig konusmadan bir béliimii icermektedir. Bu metin Tevfik Turan tarafindan Tiirkgelestiriliniy

ve yaym icin Ozden Celik tarafindan hazirlanmgtir.



MATEMATIKLE EGLENELIM

Hasan Gokpinar *

Iki Yiiz Elli Yillik Sav

4 = 242
6 = 3+3
8 = 3+5
10 = 545
12 = 547
14 = 747
16 = 5411
18 = 5413
20 = 7+13
22 = 11411
24 = 11413

Goldbach, 1742’de Euler’e goderdigi bir
mektupta, “2’den biiyiikk her ¢ift say:, iki asal
saymn toplamidir” diye yaziyor. Bu iddiamn
24’¢ kadarki ¢ift sayilar ig¢in dogru oldugu
yukaridaki tabloda goriilmektedir. Bu tablo-
nun daha ne kadar uzatilabilecegini merak eden,
26,28, 30, ... ile devam edebilir. Ancak, bir mil-
yon, milyar, hatta milyar kere milyarlara kadar
dogru olan bir iddianin daha sonraki sayilar i¢in
de dogru olacagim sdyleyemeyiz.

Bir iddianin yanhghgini gostermek i¢in, id-
diay1 yalanlayan bir tek 6rnek bulmak yeter, fakat
dogruldugunu gostermek igin genel bir ispat ver-
mek gerekir.

Iki yiiz elli yildir, ne Goldbach id-
diasini yalanlayan bir 6rnek bulunabilmis, ne de
bu iddianin dogrulugu kamitlanabilmigtir. Eger
matematik diinyasinda meghur olmak istiyorsa-
niz, igte ¢oziim bekleyen bir problem size:

“2’den biiyiik her cift sayi, iki asal sayimin
toplamidir.” Dogru mu?

Sonsuz Toplamlarin Sonsuz GCarpimlar:

2-2 4-4 6-6 8-8 10-10 12-12
1-3 3.5 5.7 7-9 9-11 11-13
sonsuz ¢arpiminin 7/2’ye yakinsadigimm Wallis
gostermig olmah ki bu sonsuz ¢arpima Wallis
carpim adi verilmig.

Paylarda ¢ift sayilar, paydalarda tek
sayilar ikiger defa goziikiiyor ve garpim sonsuza
kadar siiriip gidiyor. Ve gide gide, artik ne ilgisi
varsa, gidip dairesel fonksiyonlarin “pi” sayisinin
“bolii iki”sine ulagiyor.

Ne ige yaradigl bilinmeyen ama ruh-
larda titresimler uyandiran giizellikler var boyle

seylerde. Wallis ¢arpimi

0 (21’1)2 3 o8 GO 1 \2k
E(zn—l)-(2n+1)‘gg(ﬁ—n)

ye esit oldugundan Gtiirii sonsuz toplamlarin bir
sonsuz ¢arpimidir.

1 1 1 1 =
TtptEtEto=lp

sonsuz toplammin 72/6’ya yakinsadigimi da Euler
gostermis. Iste gene tamsayilar, igte gene sonsuz-
luk ve iste gene “pi” ...

Simdi, paylarda sadece asal sayilarin, pay-
dalarda ise asal sayilarin bir eksikleri ve asal
sayilarin bir fazlalarinm goziiktigi

-5.7-7-11-11 13-13
6 6-8 10-12 12-14

2:2 3-3 8
1-3 2-4 4
sonsuz ¢arpimina bakalim. Bu sonsuz ¢arpim da
bir sonsuz toplamlarin sonsuz ¢arpimidir ve “pi”li

bir degere yakinsamaktadir. Nedir bu deger?

“Diinya bir begiktir, ama insanoglu siirekli olarak begikte kalamaz.”

K. Tsiolkavski

* Gaziantep Universitesi Matematik Boliimii Ogretim gorevlisi



35. ULUSLARARASI MATEMATIK OLIMPIYADI

TAKIM SECME SINAVI

e T Il e o s I e P e R N Sy e S e Ty ey

Birinci Giin, 30 Nisan 1994
Stre: 4.5 saat

1. Tamsaylar iizerinde tammh olan bir f
fonksiyonu tim z tamsayilarn igin

f(@)+ f(z +3) =2?

esitligini saglamaktadir. f(19) = 94 olduguna
gore f(94) degerini hesaplayiniz.

2. O merkezli [AB] ¢apli yarim ¢emberin bu
cap1 lizerinde O ile B arasindaki bir E nok-
tasindan [AB] capmna c¢ikilan dikme, ¢emberi
D noktasinda kesiyor. [DE] ve [EB]| dogru
parcalarina sira ile K ve C' noktalarinda teget

olan bir ¢cember BD yayna da_F noktasinda

icten tegettir. Buna gore EDC = BDC
oldugunu ispatlayimsz.

3. Bir 25-genin biitiin kenarlan ve kogegenleri
kirmizi ve beyaza boyamrsa, kogeleri 25-genin
kogelerinde bulunup biitiin kenarlari aym renk

olan en az 500 ii¢gen bulunacagim gosteriniz.

Ikinci Giin, 1 Mayis 1994
Siire: 4.5 saat

4. ABC iiggeninin kenarlan iizerinde P € [AB],
Q€ [BC], Re[CA] ve

4P| _1BQI _ICRI_, (.1
|4B| ~ |BC| ~ |CA| ~ ( 2)

olacak bi¢imde P,@, R noktalarnn alimyor. G,

ABC iggenirin agirhk merkezi olduguna gore

Alan(PQG)
Alan(PQR)

degerini bulunuz.
ni

> :l—l.rglo 3mi ~

1,2,3...) pozitif tamsayilarinin bulunabilecegini

gosteriniz.

6. a? +b% + 3 sayisinm a - b ile boliinebilmesini

saglayan tiim (a,b) tamsay: ikililerini bulunuz.

1 olacak gekilde n;,m; (i =

iki basamakh ab ve cd gibi iki say1y1 alt alta yazip garparken 6nce ab’nin d ile ¢arpimi

~ yazlir, sonra da, ‘bir kaydirarak,” ab’nin c ile ¢arpimi yazilir ve bu garpimlar yazildiklan hizada
toplanir. Burada kullanilan 6zellik sudur: cd sayisim 10c+d geklinde yazarsak, abxcd arpiminin
(10c + d) x ab = 10c x ab + d x ab oldugunu goriiriiz. Buradaki ‘10c x ab’ terimi, ab’nin ¢ ile
carpimimn ‘bir kaydirarak’ yazilacagini soylemektedir.
Dergimizi ziyaret eden Sincan Anadolu Lisesi orta birinci sinaf ogrencisi Tirker Ozsars,
bu gozlemi iki basamakh ii¢ sayinin ¢arpiminda kullanarak iki seferde yapilabilecek ab x cd x e f
carpimuni bir girpida hesaplayabiliyor. Carpimu (10¢ + d) x (10e + f) x (ab) = (100e - ¢ + 10c -
f+10d-e+d- f) x (ab) = 100e - ¢ - (ab) + 10e - d - (ab) + 10c- f - (ab) + d - f - (ab) olarak yazarak
Tiirker Ozsar’nin gozlemine gegebiliriz: Once d- f - (ab) ¢arpim yazilir, bir kaydirdiktan sonra
¢ f - (ab) carpim ve € - d - (ab) carpimlan ve bir daha kaydirarak e - ¢ - (ab) garpim yazilir ve
bu garpimlar yazildiklar hizada toplanarak sonug bulunur. Ornek olarak 27 x 18 x 43 garpimini
hesaplayalim:

ab 27

cd 18

ef 43
d-f-(ab) 648 (24-27)
c-f-(ab) 81 ( 3.27)
e-d-(ab) 864  (32.27)
e-c-(ab) 108 ( 4-27)

TOPLAKN 20898




PROBLEMLER VE COZUMLERI
\

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A86. Bir ABC iiggeni verildiginde,
X, X' € [BC], Y,Y' € [CA], Z,2' € [AB] ola-
cak gekilde, kargihkl kenarlar: birbirine paralel
digbiikey ve eskenar bir X X'YY'Z 2’ altigeninin
cetvel ve pergel ile gizilebilecegini gosteriniz.
(Sahin Polat)

AB7. 64 + 92" ifadesinin hig bir n dogal
sayls! igin asal olamayacagin gosteriniz. (Mehmet
Sahin)

A88. Bir ABC iiggeninde (I;) ve (Ic) dig
cemberleri BC, CA, AB dogrularina Dy, Ey, F;
ve D, E., F. noktalaninda degiyor.

alan(D, D, FyFy) S a_:'
alan(ABC) be

oldugunu gésteriniz. (Hiseyin Demir)

A89, aj,as,...a, € Rvea, <az< -+ <
an olsun. Q(z) = (z—a1)(z—az)---(z—ay) ve
it =1,2,...n igin Pi(z) = %(%)— olmak {izere,
P(z) = Pi(z) + Py(z) + - - + Pn(2) polinomu-
nun butin koklerinin gergel oldugunu gosteriniz.
(Ozan Hafrzodullar)

A90. Tepesi A olan ikizkenar ABC
ticgeninin iginde, tabana, yan kenarlara ve bir-
birine teget eg iki cember ile bu ¢emberlere ve
yan kenarlara teget bir cember ¢iziliyor. Ta-
ban agilarimin hangi degeri igin bu ¢emberlerin
kenarlara degdigi alt: nokta ¢emberdeg olur?
(Hiseyin Demir)

YARISMA PROBLEMLERI

Y86. Dar agih bir ABC iicgeninin A
kogesinden harekete baglayan bir nokta kenarlara
geldigi zaman bilinen yansima kurallarina gore
harekete devam etmektedir. Bu nokta, sirasiy-
la [BC], [BA],[AC],[BC] kenarlarina D,E F,G
noktalarinda arpip yansiyarak tekrar A kogesine

ulagiyor. ADEFGA yolunu ¢iziniz ve uzunlugu- -

nu hesaplayimz. (Hiseyin Demir)

'Y87. Eskenar bir ABC uggeninin iginde
ya da iizerinde alinan degigken bir P noktasinin
bu liggene gore ayak ucgeni DEF olmak iizere,

AD,BE,CF dogrulan noktadag ise P nok-

tasinin geometrik yeri nedir? (Hiuseyin Demir)
Y88. u = wu(z), reel sayilar kiimesinde

tammh bir fonksiyon olmak iizere, w ve 2

fonksiyonlar
/ (/[2(11')2 + 2u'"u] d:c) dz,

[/ [255] ae)

olarak tamimlaniyor. %/w degerini hesaplayimz.
(Dinger Akay)

Y89. O merkezli ve ¢api [BC] olan birim
yarigaplh bir yarigemberin iizerinde bir A noktas:
alimyor ve ABC dik iiggeni ¢iziliyor. A noktasi
yay1 gizerken, homojen kabul edilen [AB] U [AC]
kirik dogrusunun G agirhk merkezinin geometrik
yerinin denklemini elde ediniz. (Hiseyin Demir)

Y90. f gercel sayilar iizerinde tamml,
gergel degerli bir fonksiyon, ve bir pozitif a sabiti

igin
f@+a)= 3+ Vi@ - )P

denklemi her z igin gegerli olsun. f fonksi-
yonunun periyodik oldugunu (yani, her & igin
f(z +b) = f(z) veren bir b sayisimn varligini)
gosteriniz. Ayrica @ = 1 i¢in istenilen dzelliklerde
ve sabit olmayan bir fonksiyon ornegi veriniz.

€
—_

8
S

]

™
—~

8
~—"

Il

COZUMLER

(A4.1) A76. A aqs, U yarigevresi ve
[BC] kenarinin dogrultusu verilen ABC licgenini
pergel ve cetvelle ciziniz. (Hiseyin Demir)

Coziim. <qpAq = <A olacak sekilde
<pAgq aqs cizilir. p ve ¢ igmlan iizerinde
|AE| = |AF| = u olacak gekilde E ve F nokta-
lan igaretlenir. p ve ¢’ya E ve F'de teget olan
cember cizilir. Bu ¢embere, A tarafinda, ver-
ilen dogrultuyu, dogrultu kabul eden teget dogru
gizilir. Bu dogru p ve ¢’yu B ve C noktalarinda
kessin. Aranan iiggen ABC olur.

(Cozenler: Alaattin Aktag, Sevket Emrah
Aydin, Murat Aygen, Atasajun Baykal)



n-1 n-1
n n—k n
A4.2) ATT. =n"-n
(A4.2) ; (k) ; P
(n > 2) oldugunu gosteriniz. (Dinger Akay)

Z0% -

k=1 r=1

Cozim. A =

n-1n-1

EZ (:) p"~* olsun. Binom formiliinden

p=1 k=1
n

Z (n)P"_k = (1 + p)" oldugunu biliyoruz. O

k=0 k
n-1
R\ n-k _ n_ n_
halde kzﬂ (k)p =(14+p)"—-p" -1 ve
n-1
A = Y {1+p-p"-1}
p=1

= (-1t 1)+ (3" -2" 1)
+ o+ {n"=-(n-1" -1}

olur. Birbirini gotiiren terimleri ayikladigimizda
A=n"-1"-(n-1)=n"-n

kalir.
(Cozenler: Emre Alkan, Atasajun Bay-
kal, Burhan Biner, Almas Rimov)

(A4.3) A7T8. Bir ABCD dortgeninde
kogegenlerin orta noktalan X,Y, ve [AB] N
[CD] = F ise, alan(FXY) = lalan(ABCD)
oldugunu gosteriniz. (Ayhan Aziz)

Coziim. F noktas), [AB] ve [CD] ke-
narlarimin uzantilarmin kesigtigi noktadir. Bu
da ancak ABCD dortgeni, paralelkenar olmayan
genel bir dortgen olarak alindiginda gergeklesir.
Kolaylik olsun diye alan(FXY) yerine |[FXY|
kullanacagiz. [BC] ve [AD] nin orta noktalarina
Q ve S diyelim. |FXY|= |FXQ|+ |FYQ|+
|QXY| diye pargalanz. B ve F aym dogru
lizerinde olduklarindan |FXQ| = |BXQ|
Z|CAB| ve aym sgekilde |FYQ| = |CYQ|
1|BCD| olur. Ote yandan

o

QXY

1
S1XQYs|
1 :
= §(|ABCD|-1DYS|
~|ASX| - |ABQX| - |CDYQ))
1 1
= > (14BcD| - 71DAB|

1 3 3
——|ACD]| - - _2
4| | 4|ABC|. 4|BCD|)

%(4|ABCD| — |DAB]

—|ACD| - 3|ABC| - 3|BCD])
- %(4IABCDI _ |ABCD|

—|ABCD| - 2|ABC| - 2|BCD|)

- %(IABCD] _ |4BC| - |BCD)

dir. Dolayisiyla
1
|FXY| = |FXQ|+|FYQ|+|QXY|= Z[ABCDI.

(Gozenler: Alaattin Aktag, Sevket Emrah
Aydin, Atasagun Baykal, Burhan Biner, Almas
Rimov, Ergin Yaraneri)

(A4.4) AT9. Bir iiggende igagilarin
kotanjantlan aritmetik dizi olugtururlarsa, ke-
nar uzunluklarinin karelerinin de aritmetik dizi
olugturduklarim gosteriniz. (Hasan Kullap)

Coziim. 2cot B = cot A + cot C olmasi
halinde 2B? = A? 4+ C? olacagmn gosterelim.

b% + c? — a?

COSAz__QT_ ve smA:—zT2

den,

2 2 2
cotA — Ma_)

abe
ve benzer olarak \ ) \
cotB = M
abe
2,12 _ .2
cot C — M
abe

yazilir. 2cot B = cot A + cot B ise 2(a® + ¢ —
b?) = (b2 +c2—a?)+(a®+b%—c?) ve 2b% = a?+¢2
bulunur.

(Gozenler: Alaattin Aktas, Emre Alkan,
Sevket Emrah Aydin, Atasagun Baykal, Burhan
Biner, Ercan Sahin, Ruhi Tabur, Almas Rimov,
Ergin Yaraner:)

(A4.5) ABO. f(z) = /(z—-1)2+9 +
V/(z —8)2+ 16 fonksiyonunun minimum dege-

rini bulunuz. (Moskova Bagimsiz Universitesi,
1991 Girig Sinaw)

Coziim. Kartezyen diizlemde bakarsak
f(z), (2,0) noktasinn (1,3) ve (8,4) noktalarina



uzakhklarinin toplarmdir

y @49
(13)

Sekilden gorildiigi

(X ine0) (x,0)

x+y=4

(8-4)

gibi bu toplami minimum yapan (zpin,0) degeri
(1,3) ile (8, 4) "iin simetrigi olan (8, —4) noktasim
birlegtiren dogru ile z ekseninin kesim noktasi
olacaktir. (8,-4) ile (1,3) noktalarindan gegen
dogru,

y—3 8-3

z—1 —-4-1
yani y —3 = —(z — 1), yani y + z = 4 dog-
rusudur. O halde zpyin = 4 ve f(z)’in mini-
mum degeri \/(4—1)2+9+ /(4-8)2+16 =
V9+9+ V16 +16 = 7v2'dir.

(Cozenler: Alaattin Akiag, Emre Alkan,

Murat Aygen, Sevket Emrah Aydin, Atasagun
Baykal, Almas Rimov, Ozgin Simer, Ercan

Sahin, Ruhi Tabur)

(Y4.1) Y76. [AA’] ve [BB'], O merkez-
li birim ¢emberin birbirine dik iki ¢apidir. B’
noktasindan gecen degisken bir dogru, [0A]’'y1
U’da ve AB yaym P’de keserse, OUP
tiggeninin alaninin alabilecegi en biiyiik degerin
%\/ 10v5 — 22 oldugunu gosteriniz. (Hiseyin
Demir)

Cozim. OA ve OB’yi eksen kabul
eden dikdortgen koordinat sistemi kabul edersek,
U'’nun koordinatleri (u,0) ve B'U dogrusunun
denklemi de ;1‘-— ¥ = 1 olur. P noktasinin koor-
dinatlar igin, bu denklemin gemberin z%44y? = 1
denklemiyle ortak ¢6ziimiinden

_ 2u _ 1-—u?
bl i ¥=1 + u?
temin edilir. |[OUP|= S yazalim. Koordinatlar
cinsinden
u—ul 1—u?
25 = = =
S uy 172 ul T
ve
2dS 1 4u? -t
du —  (1+u?)

bulunur. %& = 0'dan v +4u? -1 = 0 ve

u = Vv/5—2 bulunur. Problemin ozelliginden
bu kritik noktanin bir maksimuma tekabiil ettigi
agiktir. O halde S’nin en biiyiik degeri

u3-v6 _u-2+42/6
26-1 2 4

. ‘/3_4‘1.\/\@-1= V10522

S =

olarak bulunur.

(Cozenler:  Tamer Adanir, Alaattin
Aktag, Emre Alkan, Sevket Emrah Aydin, Murat
Aygen, Atasagun Baykal, Buhan Biner, Almas
Rimov, Ozgir Sumer, Ercan §ahin, Ruhi Tabur)

(Y4.2) Y77. Elemanlan 0 veya 1 olan,
her satirinda ve her siitununda en az bir 0 ve en
az bir 1 bulunan kag tane farkh n x n (n > 2)
matris bulunabilir?

Cozim. Elemanlarn 0 veya 1 olabilen n
elemanli bir ‘sira’da en az bir 0 ve en az bir 1
olacak ise, bu sira 2" — 2 farkh gekilde tegkil
edilebilir. Bu tarz siralardan n tanesini alt alta
dizersek (2" — 2)" farkh sekilde, her satirda en
az bir 1 ve en az bir 0 olan n x n matrisler yaz-
abiliriz. & tane siitununun her biri tamamen 0 ve
ya 1 lerden olugan matrislerin sayis1 da 2(2"~* —
1)"+(2% —2)2"("=F) oldugundan, icerme-digarma
prensibini kullanarak istenen matrislerin sayisim

(2" -2+
_1k n 29"k _1)n 2’:_2 gn(n—k)
> * (3) o=t -1 + 2t — o)

olarak buluruz.

(Y4.3) Y78. Dig r4, 1, e yarigaplari ve-
rilen bir iiggenin pergel ve cetvelle gizilebilecegini
gosteriniz. (Huseyin Demir)

Cozim. Bir I; noktas: alimip, I; merkez
ve rq yarigaph (I;) c¢emberi uzerindeki bir E
noktasindan teget dogru gizilir. ryr. + rerg +
rary = u? yazlarak, cizilen teget dogru iizerinde
E’den uzaklig1 u olan bir A noktasi igaretlenir ve
A’dan (I;)’ya [AF] teget dogru parcas: gizilir.
% + % + ,-_l: = } egitliginden r i¢ yarigapr bu-
lunup, I merkezi [Al,] uzerinde olmak iizere AE
ve AF’ye teget r yangaph (I) ¢emberi gizilir.
Bu iki gemberin kesigmesi halinde ¢oziim yoktur.
Cemberler kesigmiyorsa ortak bir ig teget dogrusu



gizili. Bu dogrunun AE ve AF dogrulanm
kestigi noktalara B ve C denirse, ABC liggeni
aradigimz tggen olur.

(Gozenler: Emre Alkan, Atasagun Bay-
kal, Almas Rimov)

(Y4.4) Y79. Kogegenlerinin kesigme nok-
tast K olan bir ABCD dortgeninde, CAB,
DAB ve KAB iuggenlerinin i¢ teget ¢emberleri
AB’ye sirasiyla Ty, T> ve T noktalarinda
degsinler. ry ve ra, KBC ve KDA iggenlerinin
i¢ teget cemberlerinin yarigaplan ise,

ri < ry = |TTh| < |TT
oldugunu gosteriniz. (Huseyin Demir)

Cozum. <«BKC = 2a, |KA| = =,
|KC| = z', II{BI =Y, |I{D| = y’ diyelim.

_yt+ez-b c+y —d
2 2

olup, r; < rp <= y+2z'—b < z+y —d bulunur.
Ote yandan

1 tan a, T = tana

|BTy| = a+b—(s+2), |BTy|=23¥tYd
ve
|BT| = aty==
=

olup, TT} = |BT| - |BTi| = y+2' —b ve
TT; = |BTz| - |BT| = z + ¢ — d elde edilir. Bu-
radanda TT) < T <= y+z' —-b<z+y —d
bulunur.

(Cozenler: Ali Akin, Alaattin Aklag,
Atasagjun Baykal, Almas Rimov)

(Y4.5.) Y80.

d 1 1 - 1 1
1 do 1 -~ 1 1
i 1 & s~ I 1
1 1 1 dooy 1
1 1 1 1 d,

determinantini hesaplayiniz.
Coziim. 1 <k < n igin

g 1 1 .- 1
1 d 1 --- 1
D= . . . . .
1 1 1 .- dg

determinant olsun. D; = d; ve Dy = did; — 1
olur. Diy4; igin bir indirgeme bagintis1 bulalim.

Once

d 1 1 1 1

1 dy 1 1

flx)y= + &+ &+ 0
1 1 1 -+ de 1

1 1 -+~ 1 =z

fonksiyonunu tamimlayalim. Determinant agili-
mindan f(z) = Dyz+C geklindedir. Ote yandan
z=1igin f(1) = D¢ + C ve determinant kural-
larindan

dy 1 1 1
1 ds 1 1
fQQ = : :

1 1 - de 1

1 1 ..- 1 1

dp -1 0 0 0
0 do—1 0 0
0 0 di—1 0
1 1 1 1

= (di—1)(d2—1)---(dx — 1)
bulunur. O halde

C =D+ (di—1)(d2—1)--(de = 1)

ve
Diy1 = f(di41)
= Di(de41-1)
+ (- D(da=1)--(de = )
olur.
Dy=d;

Dy = dy(da— 1)+ (d1 - 1)
=(di=1)(d2—1)+(d1 — 1)+ (d2 = 1)
Ds = (dy — 1)(dz — 1)(ds — 1) + (dy — 1)(d3 — 1)
+(dz = 1)(d3 — 1) + (dy — 1)(d2 — 1)

den de

- 1 1 1
Dn= d‘—l 1
(Moo 2]

=1

bulunur. Bu kolayca tiimevarimla ispatlanabilir.

(Gozenler:  Tamer Adanir, Alaattin
Aktag, Almas Rimov)

[32]



Cozimleri gonderirken liltfen su noktalara dikkat ediniz :

1. Her sorunun ¢ozimiinii ayri bir kagida, okunakli ve anlagilir bir bigimde yazinz.
2 Kagidin sag ist kdgesine adimizi, soyadiniz, adresinizi, dgrenci iseniz okulunuzu ve sinifinizi

yaziniz.

3. Céziimleri, Orta Dogu Teknik Universitesi, Matematik Bélimii, 06531 ANKARA adresine,
30 Eylil 1994 tarihine kadar ulagacak sekilde gonderiniz.

r N

Sayin Okurlarimiz,

Matematik Diinyasinin, ilk iki cildi
kapsayan cilt kapaklan hazirlanmistir. Cilt
kapaklan i¢in posta ¢eki hesabina
80.000.-TL. yatirdiklarinda, isteyen
abonelerimize, kapaklar dniimiizdeki sayi
ile birlikte, postalanacaktir.

Ik iki cildin sayilari (on say1) tanesi
50.000.-TL. karsiiginda satisa
cikanimigtir. Bu sayilan edinmek isteyen
okurlar, tutarini posta g¢eki hesabina
yatinp agik adreslerini bildirdikleri
taktirde, istedikleri sayilar adreslerine
postalanacaktir.

Matematik Diinyasi, 1994 yili abone
Gcreti 150.000.-TL. tane satis fiyat: ise
50.000.-TL. olarak saptanmistir. Abone
olmak isteyen okurlarin, banka aracihg
ile ddemeleri yapmalarn halinde dekont
ve adreslerini Matematik Diinyasi
adresine gdndermelerinl 8nemle rica
ederiz,

Saygilanmizla )

\—

YAZARLARA

Dergimiz matematige ligl duyan herkes! yazar
kadrosunda kabul etmektedir. Yayinlanacak
Yyazilanin matematik lie liglll olmasi diginda
herhangl bir kisittamamiz yok. Fikir vermesl
agsindan su konulan sayabliliriz:

* Konu sunusglan,

" Matematiksel diistincenin deglsik
alanlardakl uygulamalanni vurgulayabllecek
yazilar,

Yillardir ¢bztim bekleyerek yenl ¢&ztimus
ya da henlz ¢bztllememis UnlU
problemlerin tanitimi,

Matematige llgl duyan &grenclierin
kendillerinl agmasina yardimc olabllecek
problemiler,

Matematiksel kavramiar tarihl ve
matematikcllerie gl yazilar,

Daha saglikl bir mifredat programn

olusturmaya y&nelik Inceleme, elestirl ve
alternatif énerller,

Matematik dinyasindan gtncel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yaymlanablleceg!
8ibl butlinlUgt bozmayacak bazi
deglsikliklerle de yayinlanabililr. Simdlitk
olanaklanmiz yazarlara tellf ticret! 8demeye
elverisll degildir. Bu nedenle anilayisla
karsilanacagimizi umuyoruz. Gonderllecek
Yazilann okunakll el yazisi ya da terclhan
daktilo lle yazilmasi, bes sayfayr gegecek
yazilarda b8lme noktas! bellrtiimesl rica
olunur. Yazilar :

Matematik Ddnyas:
ODTI Matematik BSIdma
06531 Ankara

adresine g&ndertlecekdr.
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