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YARATICI SANAT: MATEMATIK

Paul Halmos
Derleyen: Asuman Giiven Aksoy *

Hi¢ matematikgi tanmidigimz var mu? Eger
varsa onlarin zamanlarimi nasil gegirdiklerini bilir
misiniz? Pek ¢ok insan bilmez. Eger bir seya-
hat esnasinda yammda oturan kigi konugmaya
baglamig ve bana doktor, avukat, igadami veya
dekan gibi saygideger bir igi oldugunu soylemisse,
benim de ¢ati tamircisiyim veya duvarciyim de-
mek gelir icimden, ¢iinkii efer matematik¢iyim
dersem, hemen kendisinin hesap iglerinde pek iyi
olmadigim, fakat matematikte zehir gibi olmann
da pek hog olacagini sdyleyecektir. Egitilmig, iyi
niyetli, akilh insanlarin bile biiyiik bir bolimi
“matematik” nedir bilmedikleri gibi, bu konuyla
neden bazilarimin ugragtifim da kavrayamazlar.
Zeki veya egitilmig bir insanin Misir filolojisinin
veya hematolijinin varhifindan haberi olmaya-
bilir, ama agiklandiginda, kaba ve genel de olsa
bir anlayig olur, bu konularla ugraganlarada sem-
pati duyabilir. Ama matematige ve matem-
atikgilere boyle bir sempati yoktur. Bizim kon-
umuz matematik; bu kelimeyi diinyanin her
yerindeki, biitiin meslektaglanimz kullanirlar.
Belki de kafa kangikhg burada baglamaktadir,
ciinkii matematik kelimesiyle 2 ayn disiplin kaste-
dilmektedir. Gergekte ikiden de ¢ok, ama en az
iki disiplin; bunlar teorik matematik (bazen buna
piir veya saf matematik de denir) ve uygulamah
matematik.

Matematikciler Ne Yapar?

Ilkin matematikgilerin ne yapmadiklarin
anlatahm. Matematikgilerin sayilarla ¢ok az
igleri vardir; alt alta yazilmig bir dolu sayiy:
matematikginin yanhgsiz toplamasim beklemek,
bir ressamdan diizgiin bir ¢izgi ¢izmesini veya
bir operatoriin yemekte hindiyi iyi kesmesini
beklemek gibidir. Evet, halk arasinda bilinen
matematikgilerin iyi hesap yaptiklandir, ama
bu yanhg bir anlayigtir. Hatta matematigin
“gayilar teorisi” denen kisminda bile sayilarla ¢ok
ugragilmaz. Bir makine 13 + 5% + 3% = 153

oldugunu kolaylikla bulur, hatta ve hatta sadece 5
pozitif tamsayinin (1,153,370,371,407) yukaridaki
tiir esitlikleri sagladigim bile kesfedebilir, ama bu
matematikgilerin umurunda bile degildir; bir siiri
matematikgi her pozitif tamsayinin, dortten fazla
olmayan kareye esit oldugunu soyleyen bir teo-
remi sever. Her kelimesinin iginde beliren son-
suzluk, herhangi bir makineyi felce ugratir. Su
son yillarin bilim-kurgu romantik objeleri olan
dev beyinler, hesap makineleri, bilgisayarlar bile
matematikgileri fazla ilgilendirmiyor. Matem-
atik sayilar veya bilgisayar degildir; trigonometri
kullanarak daglarin yiiksekligini 6lgmek, cebirde-
ki bilegik faiz hesaplari veya integral hesaptaki
atalet momenti hesaplan da degildir. Tarilin
herhangi bir yerinde, yukandaki sayilanlar belki
6nemli, basit olmayan aragtirma konulariydi, aina
problem ¢oziilince, onun tekrarlanan uygula-
malar matematik farzedilmiyor. En az iki sey
daha var matematigin olmadig; bunlardan ilkini
higbir zaman olmad, ikincisi de bir zamanlar
dahildi, simdi digina gkarld. Ik dedigimiz
fiziktir. Bazi insanlar matematigi teorik fizikle
kangtinrlar; ornegin Einstein i¢in “biiyiik matem-
atik¢i” sifatim kullanirlar. Einstein’in biyiik in-
san oldugundan kimsenin kugkusu yoktur, ama
matematikteki ustalifi kemandaki ustahgndan
daha fazla degildir. Matematigi kullanarak
evrenin kurallarim bulmaya calismig, diferan-
siyel geometriyi bu amag igin basanyla kul-
lanmugtir.  Tabii ki relativite teorisi, diferan-
siyel geometriyle aymi sey degildir. Einstein,
Schrodinger, Heisenberg, Fermi, Wigner, Feyn-
man — hepsi biiyiik adam bunlarin fakat matem-
atikgi degiller, ve bunlardan bazilari matematige
kargt olduklan gibi, matematikgi diye katogo-
rize edilmeyi de hakaret sayarlar. Bir za-
manlar matematik sayilan konular matematik
olarak kalirlarsa da, bazen iizerlerinde oyle ¢ok
cahigilmg, yle iyi anlagilmig ve milyonlarca katki
yapilmig yle bariz konular vardir ki matematik-
giler artik onlar iizerinde ne vakit harcamak
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ihtiyaci, ne de istegi icindedirler. Meghur eski
Yunan problemleri olan bir aginin iige béliinmesi,
bir dairenin karelegtirilmesi, kiipiin katlanmasi
bu gesit matematiktir. Amator matematikgiler
igin dayamlmaz olan bu problemleri artik mate-
matikgiler ¢dzmeye ugragmiyorlar. Belki igittiniz,
matematikgilere gore bir daireyi karelegtirmek
veya bir agiyr iige bolmek imkansizdir. Yine
belki igittiniz veya bir yerde okudunuz ki matem-
atikciler korkak, zayif karakterli kisiler olup,
eger bir geyi ispat edemiyorlarsa, imkansiz deyip
cahilliklerini kapatmaya caligirlar. Belki de bu
dogrudur, istiyorsamz da inanin bayle bir geye,
ama sizin de bu iddiadaki ispatimz yetersiz ola-
caktir. Belirtmeye ¢ahigtigimiz nokta kii¢iik ama
bilinen ve tarihsel dnemi olan bir nokta, bir
parantez aqip bunu tartigalim.

Bir Kisa Parantez

Agiyr lige bolme problemi gudur: Size bir
a1 verilsin; bu aginin %’i'mii ¢izebilir misiniz? Bu
problem ¢ok kolay bir siirii yontemle yapilabilir.
Dikkat edilmesi gereken nokta bu orijinal eski
Yunan problemindeki kisitlamalardir, Ornegin
ag1y1 sadece cetvel ve pergelle cizeceksiniz. Bu da
yapilabilir, ama igin bagka piif noktalari da vardir,
ornegin cetvelin iistiinde iki noktay1 isaretleyip,
sonra bu igaretleri daha sonra kullanmak da
yasaktir. Giiniimiizde eger birisi bir agy iige
boliiyorsa, ya problemdeki kisitlamalar bilmiy-
ordur, ya da yaklagik bir cevap bulmanin yeterli
oldugunu samyordur. Cogunlukla bu tavir uza-
ydan gelmig bir adamin futbol oynamas gibidir
eger biitiin amag kaleye gol atmaksa, neden gidip
eliyle topu oraya koymasin, degil mi?

Matematigin Baglangici

Hi¢ kimse matematigin nerede, nasil ve
ne gekilde bagladifimi bilmemektedir, fakat bir
takim ilkel fiziksel gozlemlerden (saymak, slgmek
gibi) bagladigim1 saymak makuldiir. Buyiik bir
olasilikla boyle bagladi; hala da bir dolu matem-
atik fikri, saf diiginceden degil gergek hayat-
tan "urer, bir dolusu ama tabii ki hepsi deil.
Insanlar koyunlarim saymak ihtiyacim duyar duy-
maz, saylar, gekiller, hareketler ve diizeni merak
etmege baglarlar. Bu merak insan ruhuna,
diinyay1, suyu, ategi ve havay1 merak etmesi kadar
lazimdir; salt merak iste, yildizlan ve hayatin
sirlarim ¢6zmek gibi bir merak. Sayilar, gekiller,
hareket ve diizen, diisiinceler ve bunlarin siras
matematigin hammaddeleridir. Teknik fakat cok
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gerekli bir matematiksel kavram olan “grup” in-
sanlarin “simetri”yi anlamak i¢in bulduklari en
iyi kavramdir. Topolojik uzaylan, ergodik yol-
lan ¢ahgan insanlar, gekiller ve diizen hakkinda
bizim belli belirsiz algilarimiza kesin ¢ziimler
getirmektedirler. Neden matematikgiler boyle
geyleri ¢ahgirlar; bir bagka deyigle onlan bu ige
tegvik eden nedir? Toplum neden onlarin bu
cabalarim destekler, neden egitimlerini sagladig
gibi bazilarina maag da verir diigiinsiinler diye?
Bu iki soruya iki cevap verilebilir. Ciinkii matem-
atik pratikte kullamlir ve ¢iinkii matematik bir
sanattir. §imdi var olan matematigin her giin
yeni yeni uygulamalan ¢itkmaktadir. Matematigi
dugiinenlerin sayis1 arttik¢a, yeni kavramlarin
agiklanmasi beklenmekte, yeni mantik iligkileri
beni kesfedin der gibi bagirmaktadr.

Giinumiizde Matematik

Giniimiiziin matematigi ¢ok canlidir. Bin-
den fazla matematik makalelerini basan dergi
vardir; her yil 15.000 ile 20.000 arasinda mate-
matik makalesi yayimlanmaktadir. Son yiiz yilda
matematikte yapilan atilimlar, bagarilar, hem
sayisal hem de icerik bakimindan biitiin gegmis
tarihinde yapilanlardan fazladir. Hilbert, Can-
tor veya Poincaré’yi tokezleten zor matematik
problemleri gimdi ¢oziilmekte, hatta Berkeley
ve Qdessa’daki sakali gikmamg (veya gikmis)
gengler tarafindan genellestirilmeleri bile yapila-
bilmektedir.

Matematikgiler bazan kendilerini “teori
yaraticilar” veya “problem ¢ozenler” diye simf-
lara ayinirlar. Problem goziiciiler evet, hayir
diye cevaplanabilecek sorulara bakip, gerekli 6zel
durumlara veya gercek¢i orneklere bakarlar ki
bunlar matematigin kam ve etidir diyebiliriz.
Ote yandan teori yaraticilan bu ayn goziiken
sonuglar1 ortak bir teoriye oturtup hepsine g1k
tutup, gidecegi yonii gosterirler; dolaysiyla teori-
ciler matematigin iskeletini ve ruhunu yaratirlar.
Her ne kadar baz matematikciler hem teori
yaraticisi, hem de problem ¢oziiciisii olabiliyor-
larsa da, genellikle bu iki simfin birinde yer
ahyorlar.  Problem ¢oziiciiler geometrik mo-
deller yaratirlarken, teori yaraticilan Oklit ge-
ometrisinin temellerini tartigirlar. Her iki gesit
matematikte de bir kugagin yaptig ilerlemeler ne-
fes kesecek kadar iyidir. Zamanimizda hi¢ kimse,
belli belirsiz de olsa homolojik cebir, diferansiyel
topoloji ve fonsiyonel analiz hakkinda bir bil-
gisi yoksa kendisine matematik¢iyim diyememek-
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tedir. Halbuki 1930’larda daha bu konularin ne
igerikleri kesinlegmig, ne de adlarn konmustu.

Matematik soyut bir diigiincedir; mate-
matik katkisiz mantiktir; matematik yaratic
sanattir.  Bitin bu cimleler yanhstir, fakat
bir miktar dogruyu da iglerinde tagirlar; tstelik
“matematik say1 demektir” veya “matematik
geometrik gekil demektir” laflarindan da daha
dogrudurlar. Profesyonel saf matematikgi igin
matematik, titizlikle secilmig varsayimlarin gagir-
tic1 sonuglarinin, kavramsal estetik bir ispatla ver-
ilmesidir. Agiklik, derinlik, herseyden &nce de
mantik analizi matematigin belirgen unsurlan-
dir. Matematikgiler ug noktalarda ¢ahgirlar; bu
anlamda lambalar kiran, gomlekleri yirtan, ara-
balar1 hizla engellerden atlatan bir sanayi deney-
imcisi gibi hareket ederler. Bir teori nereye
kadar dayanir, hangi sartlarda goker, bilmek is-
terler. Diyelim ki bir varsaymm zayiflattimz,
sonucu bu nasil etkileyecektir; veya hangi sartlar
altinda vardigimizdan daha kuvvetli bir sonuca
varabilirsiniz? Bu gekilde devamh soru sorarak,
daha genig konulan anlayabilirsiniz, daha iyi
teknikler geligtirdiginiz gibi, gelecekteki problem-
lerin ¢6ziimii igin de daha esnek bir ortam hazir-
lamig olursunuz.

Matematik —bu sdyleyecegime gasiracak-
simz, belki goka ugratacak sizi— hig bir za-
man timdengelimle yaratilmaz.  Matematik
yapan kigi, belli belirsiz tahminlerde bulunur,
genellegtirilmeyi goziinde canlandirmaya cahgir
ve istenmeyen veya beklenmeyen sonuglarada
varr, tekrar tekrar fikirlerini dizenler, neden
sonra fikirlerinin dogruluguna kanaat getirdik-
ten sonra ki oturup, savinin mantiki ispatini ya-
par. Bu savinin dogruluguna inanma oyle ko-
lay olugmaz; genellikle bir siri deneme, sinama
ve bir siirii bagarisizhktan sonra ortaya gikar;
¢ogu zaman da aylarca ¢aligmadan sonra prob-
leme saldirigtaki kullandig metotlarin, yeterli ol-
madigini anlagilir, yeni bagtan tahmine, sonuglara
varmaya ¢aligilir. Belki problemi bagka bir gekilde
ifade etmek gerekmektedi, bu da ugragam sagirtar
belki, ama daha ¢ok fikir denemelerine ihtiyag
vardir. Bir matematik¢i eger sonsuz boyutlu
Hilbert uzaylarinda bir teorem ispat etmek is-
tiyorsa, once sonlu boyutlu uzaylarda, diyelim 2
veya 3 boyutlu uzaylarda, ne olacagina bakar, bir
takim 6zel durumlari hesaplamaya ¢alisir, bun-
lani yaparak tammlarin degig tokug edilmesinden
kazanamadif bir anlayigi, derinligi kazanmaya
cahgir. Yanlhgsiz ispat1 yazmak, bu anlama ve de-
rinligi kazanmaya gore ¢ok daha basittir.

3]

Matematik Kuliibua

Bugiinin matematikgileri yarinin mate-
matikgilerini yetigtirirler; bu pratikte “kuliip”e
kimin alinacagina karar vermektir. Bir suri in-
san bu kuliibe girmeyi kolay bulmaz. Mate-
matik kabiliyeti ve dehasi, resim ve miuzikteki
dehalar kadar ender bulunur. Tabii herkes bu
kuliibe girebilir, giiler yiizlerde karsilagabilir, agik
secik kurallan yoktur iyeligin; ama bu isi ya-
pan herkes hisseder, yanhslar ve aldkasiz sonuglar
hoggoriiliip affedilebilir, ama taviz verilmiyen gart
matematiksel derinliktir. Bence matematigin en
giizel yanlarindan birinin diigiince kanigikligina,
igerigi olmayan laf kalabaligima ve polemige yer
vermemesidir; bunlar1 matematiksel olmayan, in-
sanligin diger bilgi alanlarinda hemen gormek
daha zordur.

 Her ne kadar matematigin ¢ogu bir in-
sanin masa veya tahta baginda veya yiiriirken,
bazen de iki insan konugurken yaratilsa da,
matematik yine de sosyal bir olaydir. Yaratic,
yaratirken tegvik edilmek ister, yarattiktan sonra
da bir dinleyici grubuna ihtiya¢ duyar. Ma-
tematik sosyal bir olaydir derken, matematigin
terkedilmig bir adada yalmz yagayan bir in-
san tarafindan yaratilamayacagini soyliyorum.
(Belki boyle bir insan ¢ok kisa slire matem-
atik yapabilir.) Fakat bir grup isi de degildir;
teorem bir piramit degildir; dahi fikirlerin de
komitelerden gectigi hi¢ olmamstir. Nasil buyiik
glizel bir resim i¢in 6nceden proje yapilmazsa,
buyiik gizel bir teorem igin de boyle bir “proje”
diigiiniilemez. Bir siiri kiigiik Shakespeare’ler
nasil Hamlet’i yazmadilarsa, biiyiik bir gener-
alin yonettigi kiigik Gauss’lardan olugan bir gru-
pla da digiin poligonlarla ilgili teoremi ispatla-
mamuglardir.

Saf Matematik mi, Uygulamali Matematik
mi?

Bu iki matematik arasindaki farklan ne-
dense uygulamali matematikgiler hep kigilt-
meye, saf matematikgiler de vurgulayip biyut-
meye cahigirlar. Her matematikgi, birkag is-
tisna hari¢, bu iki simiftan birindedir. Bu
iki matematik arasinda gercekten ¢ok benzer-
likler vardir. Surasi da unutulmamahdir ki,
sonugta tarihsel gergek, biitiin matematigin bize
bir gekilde fiziksel evrenden geldigidir; bu an-
lamda biitiin matematik uygulamahdir denebilir.



Zannediyorum ki psikolojik olarak, en saf mate-
matik yapan bile, diigiincelerinin kavramlarinin
beklenmedik bir gekilde matematiksel olmayan
dinyayla temasindan biiyiik zevk alir. Iyi
bir saf matematikgi olmak igin gerekli kabiliyet
kriterleri iyi bir uygulamal matematikgi i¢in
de gegerlidir. Uygulamali matematikte yazilan
bazi makaleler, saf matematikte yazlanlardan
ayirt edilemez. Bence bu iki tiir matematigin
farki, entellektiiel meraklarinn amaglarindaki
farktir.  Sizinle gelin bir psikolojik deney ya-
palm. Diyelim ki elimizde 2 zanmiz var; bun-
lar1 her atiginizda stlerindeki sayllar toplam-
larinin (2 ve 12 dahil) aym gelme olasihigi nedir?
Bu bir matematik sorusudur, cevabi da bilinir.
Boyle bir soruyu duydugunuzda, her iki kiipteki
(zar) kiitlenin homojen dagilip dagilmadigini m
diigiindiiniiz, yoksa bu 12 sayinin carpimlarinin
toplamim mi diigiindiiniiz? Eger ilki ise siz saf
matematikci olmaya adaysimz, ikincisi ise uygu-
lamali matematige merakhsiniz. Bir aragtirma
problemini nasil segersiniz; bu segimi yaparken
size cazip gelen nedir? Dogay: m1 anlamak is-
tiyorsunuz, mantizi m? Gergek olgular1, soyut
baglantilara tercih mi ediyorsunuz? Uygu-
lamali matematikte soru her zaman digardan
gelir, “gercek diinyadan.” Uygulamali matem-
atikte alinan tatmin, olgularin iizerlerine ser-
pilen yeni igktir. Bu arada yanhs anlagilmasin;
“gercek”i “pratik”le, ”soyut”u da “faydasiz’la
ozdeglegtirmiyelim. Ornegin 211213 _ 1 bir asal
say1dir; bu gergek bir olgu, fakat tabii ki faydasiz.
Ote yandan E = me? bir soyut baglanti; ne yazik
ki cok da pratik bir baglant..

Tarihin de bu kavram kangikhigina pek fay-
dasi olmuyor. Eskiden bu iki matematik daha
yakind: birbirine. §imdiki uygulamalya karg saf
lafi en azindan semantik bir fark yaratip, aradaki
onemli baglar yerine, ufak farklar vurguluyor.

Bu iki matematigin amaglan arasindaki
farklar, zevkler ve deger yargilan arasindaki fark-
lara déniigiiyor. Uygulamah matematikgi olgu-
lan bilmek istiyor; ¢ogu kez ince ayrintilarda za-
man kaybetmek istemiyor. Saf matematikgi ise
fikirleri anlamak istiyor; estetike biiyiik deger
veriyor ve bir anlayiga nasil ulagildigi da Snemli
onun igin.  Ornegin bir ispat icin “gik” ke-
limesini kullanabiliyor. Motivasyonda, amagta,
sik stk metotta ve daima zevkte uygulamal ve
saf matematikgi ayrihiyorlar. David Hilbert’le il-
gili bir soylenti var, belki duydunuz. Bu adam
hem 19. hem de 20. yiizyilin buyuk matematikgisi
sayilabilir. Bir giin bir konugmasinda bu uygu-

(4]
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lamali ve saf matematik arasindaki farki anlat-
masin istemigler (o zaman bile!); diigiinmiisler ki
eger bu konuda birisi bir agikhk getirecekse, o da
Hilbert. Kabul edip konugmasina sdyle baglams:
“Benden uygulamali ve saf matematik arasindaki
geligkilerden bahsetmemi istediler; pek memnun
oldum, ¢inkii ger¢ekte bu bir sagmalk, arada
higbir problemin olmamasi lazim; zaten bir prob-
lem de yok; gercekte bu iki konunun birbiriyle
higbir ilgisi yok.” Oyle saniyorum ki matematigin
biiyiik bir kism1 doguyor, yasiyor; ¢iinkii en-
teresan. Kendi iginde ilgi ¢ekici Yunanhlar'in
agly1 uge bolmek istemeleri, su meshur 4 renk
problemi veya Gédel’in matematiksel mantiga
goz kamagtinial katkilan, ¢iinkii bu katkilar giizel
ve gagitnicl, cunkii biz bilmek istiyoruz. Hep-
imiz hissetmez miyiz bir bulmacanin dayanilmaz
gekiciligini?  Eger matematik insan ruhunun
yarattigr harikulade bir disiplinse, pratik bir
uygulamasi olmasa da yagamaya hakk: var der-
sek yanhg m olur?

Matematik Bir Dildir

Neden entellektiiel gokyiiziinde matematik
tek bagina kalmigtir? Neden bazi entellektiieller
matematige dayanamadiklarim ilan ederlerken,
bazilan da kikirdiyarak hi¢ anlamadiklarm iti-
raf ederler? Belki de bir sebebi matematigin bir
dil olmasidir. Matematik bazi tip fikirleri daha
kisa, daha dogru anlatabilmek igin icat edilmus,
her giin kullandiimz dilden daha kesin, daha
ince bir dildir. Ornegin agagidaki su iki ciimleye
bakalim:

(1) Eger eldeki ikisay1, kendileriyle carpimig ve
sonra da farklar alinmigsa, bu, ayn saymm
toplami ve farkim alip onlan ¢arpmaya
egitiir.

2) 22— =(z-y)(z + )

Goriilecegi gibi her giinkii konugtugumuz dille
yapilan formiilasyon liizumsuz uzun ve kabadir.
Sokaktaki insani, matematikten sogutan,
sinirini bozan bir sey, matematikgilerin  kul-
landiklari terimlerdir. Matematiksel kelimeler bir
etiket gibidirler; bazen bagtan gikarici olsalar bile
daima bir kesinlikle tanimlanmuglardir. Onlarm
sozliik anlamlar ciddiye ahnmamaldir. Akla ge-
tirdikleri diger anlamlara aldirmamak lazimdir.
Nasil bu giinlerde Fitzgerald isminden, Gerald'm
gayrimegru anlamini gikarmiyorsa, irrasyonel say
lafindandan akiler olmayan say1 anlagilmamahdir.
Bilindigi gibi dramatik siir “Ilahi Komedya™
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nasil komik degilse, sanal sayilarin da ayni
tip bir varhg vardir. Matematik bir dildir.
Hi¢ birimiz bir sinolog Cince ciimleler sdylese
alinmayiz; ya Cince bilmedigimizi kabul ederiz,
ya da ok istiyorsak yillarimizi vererek Cince
Ogreniriz. Matematige karsi taviimiz da ayn ol-
mahdir; bu bir dildir, iyi konugmay ogrenmek
yillar alabilir. Hepimiz sik sik yanhgca ve aksanla
konuguruz; bu dildeki bilgimiz “Do you speak En-
glish?” ciimlesinden bagka Ingilizce bilmememiz
gibi olabilir.  Matematikgiler bir insammn bu
dili konugabilecek hale gelmesi igin yillarin
gegmesi gerektigini bilirler, konugamayanlara da
yukaridan bakmazlar. Ama bazen insanin kafasi,
bir kag bardak igki iistiine bu dili aqiklayamadiniz

diye sizi ukalalikla suglayan insanlan goriince
atiyor.

Baz: Benzetmeler

Her benzetme gibi asagidaki benzetmeler
de eksik; fakat her haliikirda agikladiklan
geyler de var.  Once satrangla matematigi
kargilagtiralim. Satrangin oyun kurallar, mate-
matiksel aksiyomlar gibi gelisigiizeldir. Satrang
da matematik gibi soyuttur. Satrang, tahta,
plastik veya camdan (ne oldugu onemli degildir)
yapilmig parcalarla oynanir; kagit ve kalemle
matematik gibi de oynanabilir. Satrangta da
etrafli teknik bir dil vardir. Matematikle miizige
gelirsek; bir teorik matematikgi de, miizik yapan
da, neden cahgtiklarim etrafa anlatma, onlarin
onayim alma istegini duymazlar. Bir miizisyen
bir caz pargasimi, fabrikada galigan iggiler daha
hizh hareket etsinler diye yazmaz. Matematik
ve miuzik insanhgin degerleridir, ¢iinkii insanhk
béyle oldugunu hep hissetmis, bilmistir. Diye-
lim ki bir miizisyen konser verecek; onun tabii
ki dogru notalara basmasimi bekleriz, ama sadece
yanhgsiz calmak onu iyi miizisyen yapmaz. Yalan
soylemeyen, dogrulara sadik bir tarihgi de iyi
tarih yaziyor demek degildir. Iyi matematik i¢in
de sadece mantik dogrulugu kafi gelmez.

iyilik ve kalite, gecerlilikten daha yiiksekte
bir yerde olguliir. Iyi bir matematik parcasinin,
diger matematik pargalanyla alakasi vardir,
kaginilmaz bir derinlik sergiler. Kalitenin kri-
teri ise giizellik, diizenlilik, uygunluk, gikliktir.
Bitiin bu kriterler siibjektif de olsa, esraren-
giz bir gekilde matematikgiler arasinda paylasilan
degerlerdir.

Matematigin edebiyatla benzerligi, miuzik-
le benzerliginden farkhidir. Nasil gazete reklam-

larin1 veya yol igaretlerini okuma ve yazmanin,
edebiyattaki okuma ve yazmayla alakas1 yoksa,
pratik aritmetigin de matematikle alakasi yok-
tur. Hepimizin giinlik yagsam igin okuma ve yaz-
maya ihtiyaci vardir, fakat edebiyat yazmak ve
okumaktan, matematik de hesaplamaktan otedir.
Burada Ggretmenlerin rolii ile saf-uygulamal ik-
ilemine de deginelim.  Diyelim ki herhangi
bir dilin yapisi, tarihi ve estetigiyle ilgileniyor-
sunuz, ¢aligmigsiniz, fakat ogrencilerinize, bun-
lar1 degil de, o dilin pratikte nasil konuguldugunu
ogretiyorsunuz. Matematikgiler de hayatlarini

- kazanmak igin, aritmetik, trigonometri veya inte-

gral hesap ogretirler. Bu igin saglam bir ekonomik
yam vardir. Toplum kisisel olmayan ve biraz
da soyut bir gekilde dil galiganlari veya teorik
matematikgileri destekliyorsa ve onlarin zaman-
larinin bir kismini sanatlarina ayirmasina goz yu-
muyorsa, karsihginda pratik bir yarar bekleye-
cektir. Bence iyi hocalar bu ogrettikleri pratik
bilgiler igerisinde kalmayip, ruhlarini sanatlanyla
canli tutabilenlerdir.

Teorik-pratik ikilemi edebiyatta da vardir.
Edebiyatin kaynag insan yasamidir, ama ede-
biyatgilar sadece insan yagami i¢in yazmazlar.

Belki matematige en yakin benzetme, re-
simle olur. Resmin veya matematigin temeli, kay-
nag fiziksel olgulardir, ama ressam bir kamera,
matematikgi de bir mithendis degildir. Bir politik
mesajin posterini yapan bir ressam belki baz gru-
plarin onayini alir, ama bu begenme, onay, Rem-
brandt’in resimlerine verilenden ¢ok farkilidir.
Gergek hayata ne olglide uyuldugu hassas bir
denge unsurudur. Bir ressamdan “gercek bir
hikayeyi” ¢izmesini istemek, bir matematik¢iden
“gercek bir problem” ¢6zmesini istemek gibidir.
Bazlarina gore de giiniimiizdeki modern resim ve
modern matematik ¢ok uzaga gitmiglerdir. Belki
bir tutam baharat gibi, gergegin yapitlarin iginde
olmasi lazim tadim kagirmadan.

Gidin, bir ressam, bir de matematikgiyle
konugun; ikisinin reaksiyonlarn arasindaki ben-
zerlife ¢ok sagiracaksiniz.  “Ben dogru diiriist
paramin hesabim yapamiyorum.” veya “Ben
dogru diiriist bir ¢izgi ¢izemiyorum.” esit dere-
cede aldkasiz ve ilgingtir. Perspektifin bulunmasi
ressama, sifirin kegfi de matematikgiye faydal bir
teknik kazandirmigtir. Her ne kadar zevkler, her
iki konuda da zamanla degisiyorsa da, eski sanat,
yeni sanat kadar, eski matematik de yeni matem-
atik kadar kiymetlidir. 20. yiizyilin ressam nasl
magaralardaki resimlere sempati ile bakiyorsa,
20. yuzyil matematikgileri de Babilliler’in kesir-
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lerle ¢aligmalarina sempatiyle bakarlar. Bir resim
once yapilir, sonra ona bakilir; bir teorem de once
basilir, sonra okunur. Ressamlar iyi resimler yap-
may1, matematikgiler de giizel teoremler ispat et-
meyi hayal ederler.

Resimde ve matematikte iyinin baz1 ob-
jektif standartlan vardir. Ressam, yapi, gizgi,
gekil ve dokudan; matematikgi ise gegerlilik, yeni-
lik, dogruluk, genellikten konugur. Umarim size

OYUNLAR (I)

Ali Nesin *

matematik hakkinda biraz bilgi verebildim. Tabii
matematik hakkinda konusuyoruz, matematigin
dilini degil, dolayisiyle soylediklerimin matema-
tiksel anlamda ispatlar1 yok. Matematik bir
yaraticl sanattir, ¢inki matematikte harikulade
giizel fikirler yaratilir; matematikgiler sanatcilar
gibi yagar ve dugliniirler. Yaratici sanattir, giinkii
en azindan matematikgiler onun boyle oldugunu
bilirler.

Bu yaziyla basglayan yaz1 dizimizde oyun-
larn konu edecegiz.  Yazilarimiz birbirinden
bagimsiz olacaklar. Birini anlamak' i¢in bir
oncesini illd okumug olmak gerekmez.

Oyunlar1 sonlu ve sonsuz oyunlar diye
ikiye ayiracagz. Sonsuz oyunlan da ikiye
ayiracagiz: uygulamada sonsuza dek siirebilen ve
siiremeyen oyunlar. Simdilik sonlu oyunlar konu
edecegiz.

Satrang sonlu bir oyundur. Ancak sat-
rancin sonlu olmasi igin ozel kurallar konmug-
tur. érnegin, “bilmem ka¢ hamlede piyonla-
ra dokunulmazsa oyun berabere biter” diye bir
kural vardir. Bu kural olmasaydi, yalmzca iki
gahin kaldig1 oyunlar sonsuza degin siirerdi. Pisti,
bri¢ gibi oyunlar da sonludur. Genellikle kagit
oyunlarn sonludur. Bu oyunlarin sonlu oldugunu
kamtlamak oldukga kolaydir, kullanilacak kagit
sayis1 sonludur ve gittikce azalir.

Baz1 oyunlarin bitip bitmeyecegini once-
den kestirmek kolay degildir. Hatta onsezinin
bile yetersiz kaldig olabilir. Onsezi kazanmak ve
teoremin dogruluguna kendilerini inandirmak igin
matematikgiler sik sik deneye bagvururlar. Bu
yontemi bir oyun igin kullanacagz.

Yazi-Tura Uzerine

iki kigi arasinda oynanan su oyunu ele
alahm: Oyuncular yazi-tura atiyorlar. Yaz ge-
lirse birinci oyuncu, tura gelirse ikinci oyuncu
kazanacak. Birinci oyuncu oyunun baginda or-
taya 1 lira koyuyor. Kaybettik¢e ortaya koydugu

paray: iki misli arttiriyor. Ornegin, ilk atigta
kaybederse ikinci atigta ortaya 2 lira koyuyor.
Bu atigta da kaybederse, igiincu atigta ortaya
4 lira koyuyor. Gene kaybederse 8 lira koyacak.
Kazaninca arttirmay1 durduruyor ve hemen son-
raki atigta ortaya 1 lira koyuyor. Oyun boyle
suriiyor. Ikinci oyuncu para alip vermekle yeti-
niyor. Eger iki oyuncudan birinde para kalmazsa
ya da birinci oyuncu agikladigimiz stratejisini
sirdiremezse oyun bitiyor. Bu oyun bitmemezlik
eder mi?

Diyelim, oyunun basinda her iki oyuncu-
nun da dorder lirasi var. Oyunun baginda bi-
rinci oyuncu 1 lira ortaya siiriiyor. Bu duruma
(4,4,1) durumu diyelim. Buradaki birinci say,
birinci oyuncunun cebindeki para; ikinci sayi,
ikinci oyuncunun cebindeki para; tiglincii sayiysa
ortaya siiriilen para. Bu durumda tura gelirse,
yani birinci oyuncu kaybederse, (3,5,2) duru-
muna gegecegiz; c¢linkii birinci oyuncunun 3 li-
ras1 kalacak, ikinci oyuncunun 5 lirasi olacak ve
ortaya surulen para 2 lira olacak. Bir kez daha
tura gelirse, (1,7,4) durumuna ulaginz ve bu
durumda oyun biter; ¢linki bu durumda bir-
incl oyuncu 4 lira ortaya koymaldir, ancak 4 li-
ras1 yoktur,

Bu oyunun bittigini nasil gosterebiliriz?
Oyunun bir semasimi gikarabiliriz. En tepeye
(4,4,1) yazalm. Bu oyunun birinci durumu.
Bu durumdan agagi dogru sagh sollu iki ok
gikaralim: tura oku ve yaz oku. Soldaki ok tura
geldigini, yani birinci oyuncunun kaybettigini,

* California Universitesi (Irvine) Matematik B&liimii Sgretim {iyesi
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sagdaki oksa kazandigim gosteriyor. Sol okun
ucuna birinci oyuncu kaybettiginde varacagimiz
durumu yazahm: (3,5,2). Sag okun ucunaysa
birinci oyuncu kazandiginda varilacak durumu
yazahm: (5,3,1). Birinci oyuncunun stratejisini
sirdiiremedigi durumlardan ok ¢tkmaz, ¢iinkii bu
durumlarda oyun bitmigtir. Oyunun semas: bir
sonraki sayfada goriiliiyor.

Bu, sonlu bir oyunun semasidir, clinku ok-
lari izleyerek bir déngii elde edemeyiz. Oklarin

gosterdigi yollan izledigimizde son durumlardan

birine erigiriz. .

Oyuna her iki oyuncu da dérder lirayla
basladifinda oyunun sonlu oldugunu gordiik.
Okur oyunu bagka durumlardan da baslatabilir.
Her seferinde oyunun sonlu oldugunu gorecek-
tir. “Demek ki,” diye diisiiniir matematik¢i bu

agamada, “bu oyun bitmeli” Arkasindan soruyu
genel olarak yamitlar:

Teorem. Oyuncular oyuna kag parayla baglar-
larsa baglasinlar yukaridaki oyun biter.

Kamt. Birinci oyuncu hep kaybederse oyun el-
bette biter. Birinci oyuncunun pespese n kez
kaybettigini ama bir sonraki (n + 1)’inci atigta
kazandigim varsayalim. Ilk n atista birinci
oyuncu

1+2+22+...+2ﬂ—2+2n—1
lira kaybetmig olacaktir. Bu sayiya S, diyelim:
(1) Sp=1+42+22+4...490"29n-1

1 Bu giizel kamt igin Sinan Sert3z'e tegekkiir ederim.

>

Sn sayisin hesaplayalim. (1) egitliginin sagindaki
ve solundaki terimleri 2’yle arpacak olursak,

(2) 25 =24224+24...42 1 0m

esitligini buluruz. (1) egitligini (2)’den gikaralim.
Sol tarafta 2S5, — S,, yani S, buluruz. Sag
taraftaysa hemen hemen biitiin terimler sadelesir
ve geriye 2" — 1 kalir. Dolayisiyla

Sp=2"=1

dir. Demek ki, birinci oyuncu pegpese n kez
kaybederse, 2" — 1 lira kaybedecektir. Ama bir
sonraki atigta, yani (n + 1)’inci atigta kazand-
ginda 2" (toplam kaybettiklerinin bir fazlasini)
kazanacaktir. Dolayisiyla, birinci oyuncu her ka-
zamginda daha dnce kaybettiklerini gikardig gibi,
1 lira da kazangh gikacaktir. Bu ne demek-
tir? Birinci oyuncu oyunu kaybetmedikge 1 lira
kazanmay: siirdiirecek ve bir zaman sonra ikinci
oyuncunun biitiin parasim utecek demektir. Teo-
remimiz kantlanmsgtir.!

Beklenti. Bir oyunun beklentisi, oyuncunun
ortalama ne kadar kazanacagimi yada kaybe-
decegini gosteren bir sayidir. Bir ornekle bek-
lentinin nasil hesaplandigim agiklayayim. Diye-
lim bir piyango bileti aldimiz. Piyango bileti
10 lira. Toplam 100 biletin oldugunu varsaya-
hm. Diyelim 1 bilete 500 lira gikacak, 2 bilete
100 lira gikacak ve 5 bilete de 10 lira (yani
amorti) gikacak. Aym bilete iki ya da daha
fazla ikramiye ¢ikmasina kurallarin olanak ver-
medigini varsayahm. Piyango biletinden bek-
lentiniz nedir?  Yiizde 1 olasiikla 490 lira
kazanacaksimz (490 = 500 — 10); yiizde 2 ola-
sihikla 90 lira kazanacaksimz; yiizde 5 olasihkla
amorti gikacak, yani ne kazanacak ne de kaybe-
deceksiniz; geri kalan yiizde 92 olasihkla aldigimz
bilete higbirgey gitkmayacak ve bilete verdiginiz 10
lira yanacak. Biletinizin beklentisi

(490 x 11T0) + (90 X 1%)*'(0 X %0)

+(—10x %) =—%

dir. Beklenti negatif oldugundan piyango bileti
almamak daha mantikh bir davramstir.



Konumuz olan oyunun beklentisi kagtir?
Hesaplayalim. 3 lira kaybetme olasihgimiz (yani
oyundan 1 lirayla kalkma olasihgimz) 1/4’tir,
¢inki (1,7,4) durumuna ancak ilk iki atigta
ustiste tura gelirse erigebiliriz.  (Yukandaki
gsemaya bakimz.) 2 lira kaybetme olasihg-
mz 1/8 + 1/16, cinki (2,6,4) durumuna
YTT ve TYTT atarak erigebiliriz. Okur tim
olasihiklarn hesaplarsa beklentinin,

1 3 9
(-3xg)+(-2x55) + (-1 5)
27 253
+(-4xgp) + (4% 533) =0

oldugunu bulur. Demek ki bu oyunun beklen-
tisi 0. Ashnda her yazi-tura oyununun beklentisi
0’dir. Oyuncular oyuna kag¢ parayla baglarlarsa
baglasinlar ve stratejileri ne olursa olsun, yaz-
tura oyunlarinin beklentisi hep 0’dir. Bir atighk
yazi-tura oyunlarinin beklentisi elbette 0’dir. O-

kur bundan yararlanarak her yazi-tura oyununun
beklentisinin 0 oldugunu kanitlayabilir.

Tavla Uzerine Bir Soru

Onceki bolimde sonlu oyunlardan sozettik.
Bu bolumde kuramsal olarak sonsuza dek uzaya-
bilecek, ancak oynandiginda, yani uygulamada,
bitip bitmeyeceginden emin olmadigim bir oyun-
dan sozedecegiz. Hepimizin bildigi bir oyun bu:
Tavla.

Tavla sonlu bir oyun mudur? Tavlanin
uzun siirdiigi olabilir, ama bugiine dek oy-
nadiginiz her tavla oyunu sona ermigtir. Hig
yenigemeden giinlerce (bir el) tavla oynayana
raslamamugsinizdir. Qysa tavla sonsuz bir oyun-
dur. Yani kuramsal olarak sonsuza dek siirebilir.
Asagidaki durumu alahm 6rnek olarak:

Her iki oyuncunun da birer kirig var ve her ikisi
de peng (5) kapis1 diginda biitiin kapilari almiglar.
Bu durumda her iki oyuncu da durmadan gele
atarsa oyun sonsuza dek siirer. Durmadan son-
suza dek gele atmanin, yani hi¢ peng atamamanin
olasiligi —eger zarlar hileli degilse— sifirdir. Bu
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savimin dogrulugunu bir sonraki bolimde kanitla-
yacagim. Yani kuramsal olarak sonsuza dek gele
atilabilse bile, uygulamada atilamaz. Kuramsal
olarak sonsuz olabilen tavla igte bu ytizden uygu- -
lamada biter. (Saniyorum biter, kamitim yok!)

Buna benzer ornekleri ¢ogaltabiliriz. Iste
bir tane daha:

Yukaridaki durumda her iki oyuncuya da dur-
madan diibeg (5-5) gelirse oyun sonsuza dek sirer.
Bunun olasilig1 da sifirdir elbet.

Tavlanin sonsuza dek siirebilecegi durum-
lara tigiincii bir 6rnek verelim. Bu ornek yukari-
daki orneklerden degisik olacak; oyuncular iste-
yerek (ama gene zarn yardimiyla) sonsuza dek
siirdiirecekler oyunu:

Yukardaki oyunda siyahin bir kirig1 var ve zar at-
ma sirasi siyahta. Diibeg (5-5) geldi. Diyelim,
siyah kirik pulu dort kez 5 oynadi; beyazin peng
hanesindeki pulu kirip kendi peng hanesine yatt..
Dogru oyun bu degil ama varsayalim siyah boyle
oynadi. Simdi sira beyazda. Beyaza da dubes
gelsin ve beyaz da kirik tagini dort kez 5 oynasin.
Bundan sonra her iki oyuncuya durmadan diibeg
gelsin ve yukardaki oyunu yinelesinler. Oyun son-
suza dek sirer. Elbet sonsuza dek diibeg gelme
olasihg da sifirdur.

Tavla —en azindan kuramsal ve varsayim-
sal olarak— gesitli bigimlerde sonsuza dek siire-
bilir:

1) Ik iki 6rnekte oldugu gibi oyuncularin bir
secenegi olmayabilir; oyuncular ne oynarlarsa oy-
nasinlar oyun sonsuza degin siirebilir.

2) Uglincii 6rnekte oldugu gibi oyuncular bil-
erek ve isteyerek oyunu sonsuza degin siirdure-
bilirler.
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Bir de gu ayrimi yapabiliriz:

a) Her ii¢ 6rnekte de oldugu gibi oyunun son-
suza dek siirmesi i¢in oyuncular zardan yardim
beklerler. Zar istedikleri gibi gelmezse oyun son-
suza dek siiremez.

b) Zar ne gelirse gelsin oyun sonsuza degin
surebilir.

Ilk iki 6rnek 1a sikkinin, iigiincii 6rnekse 2a
sikkinin olabilecegini gostermektedir. a gikkimin
olasihg sifirdir, yani zarlarin sonsuza degin
istedifimiz gibi gelme olasihi sifirdir. Dolayisiy-
la 1b ve 2b giklan iizerine yogunlagmak yeterlidir.

1b sikkina bir 6rnek vermeye galisayim (ba-
saramayacagim, ama deneyecegim). Iki oyuncu
da alt1 kapiy: almig olsalar ve her iki oyuncunun
da birer kirig1 olsa, oyun sonsuza dek siirer. Ama
tavlada (hile yapmadan) bu duruma erigilmez.
Neden erigilmediginin kamtim okura birakiyoruz.

1b ve 2b giklan tavlada olabilir mi? Bil-
miyorum. 1b gikkinin olmamasi “gerektigini”
deneyimle biliyoruz. Ciinkii oynadigimiz tiim
tavla oyunlarn bitmigtir. Tavla genellikle on-
on beg dakikada, bilemediniz bir saatte biter.
Tavla oyununun sonlu oldugunu deneyimle biliy-
oruz. Ancak bunun matematiksel kanitim ver-
medik¢e matematiksel kesinlikle tavla oyununun
bittigini sdyleyemeyiz. Onsezimiz ve deneyimimiz
1b sikkinin olamayacagini soyliiyor. Ama onse-
zilerimizden Oteye gitmeli ve bunun matematik-
sel bir kanitim1 vermeliyiz. Onsezi, matematigin
vazgegilmez o6gelerindendir.

Genellikle, matematikgi kanitlayacag teo-
remden once kendisi emin olur. Bunun yolu
da oOnseziden geger. Matematikgi sezgiyle vardi-
£ sonucu daha sonra bigimsellegtirmelidir, yani
sonucun matematiksel bir kanitim bulmahdir.
Oyle ki, bu bigimsel kaniti okuyan hig kimse ka-
mtin dogrulugundan en kiigiik bir kugku duyma-
maldir.

2b gikkinin olamayacagim soylemek pek
kolay degil. Bir arkadagimizla anlagin ve oyunu
bitirmemeye ¢aligarak tavla oynayin. Ornegin
sik sik agik verin. Kazanmak i¢in oynamayin.
Kaybetmek igin de oynamaym. Yalmzca oyunu
sonsuza dek siurdirmek igin oynayin. Gorecek-
siniz ki yeterince zamaniniz olsa neredeyse ba-
garacaksimz. Bu yaziy1 okuyan bir arkadagim,
tavlanin bitip bitmeyecegi sorusunu babasina
agmig. Arkadagimin babasi, tavlamin her za-
man —her iki oyuncu da kazanmak igin oynasa
bile— bitemeyecegine inanabilecegini soylemis.
Ciinkii ¢ok uzun siiren, hig¢ de bitecege benze-
meyen ve yarida birakmak zorunda kaldigi bir

tavla oyunu oynams.

Yiizde Yiiz Sonlu Sonsuz Oyunlar

Ikinci boliimde kuramsal olarak sonsuz bir
oyun olan tavlanin gergekten, yani uygulamada,
sonsuz olup olmadig sorusunu sorduk. Simdi ku-
ramsal olarak sonsuz, ancak uygulamada sonlu
bir oyundan soz edecegiz.

Oyunumuz iki kigi arasinda oynaniyor.
Yazi-tura atiliyor. Yazi gelirse birinci oyuncu
ikinciden 1 lira aliyor, tura gelirse ikinci oyuncu
birinciye 1 lira veriyor. = Oyunculardan biri-
nin parasi bittiginde oyun da bitiyor. Eger iki
oyuncunun da oyuna baslarken ikiger lirasi varsa
ve siirekli bir yaz1 bir tura gelirse, oyun son-
suza dek siirer; ¢iinkii bu yaz-tura atiglariyla
oyunculardan birinin parasi bitmez. Ote yan-
dan bu oyunu ne zaman oynasaniz oyun biter!
Hatta olduk¢a gabuk biter, bir dakika sirmez
bile. Neden? Hi¢ durmadan bir yaz1 bir tura
gelme olasihi ¢ok zayiftir da ondan. Bu yazida
bunu kamtlayacagiz. Kuramsal olarak sonsuza
dek siirebilen bu oyun, uygulamada sonsuza dek
siremez. Ciinki bu oyunun sonsuza dek stre-
bilme olasihig1 oyle kiiglik, oyle kugiiktur ki ...
sifira egittir. Bu olguyu kanitlamadan once bi-
raz eglenecegiz. Eglence matematigin 6nemli
ogelerinden biridir, savsaklamaya gelmez. Yete-
rince eglendikten sonra bu olgunun matematiksel
kanitini verecegiz.

Oyunu daha iyi anlamak igin oyunun
‘agacim’ bulahm.  Oyun (2,2) durumu ile
baghyor. Yani baglangigta her iki oyuncunun
da ikiger lirasi var. Diyelim biz birinci oyun-
cuyuz ve yaz1 gelince kazaniyoruz. Agacin tepe-
sine (2,2) yazalim. Para atildi. Iki olasihik var:
ya tura gelecek ve kaybedece§iz ya da yaz1 gelecek
ve kazanacagiz. Kaybedersek oyunun yeni du-
rumu (1,3) olacak, yani bizim 1 liramiz, obiir
oyuncununsa 3 lirasi olacak. Bu (1,3) duru-
munu agacin soluna yazalim. Kazanmirsak (3,1)
durumuna erigecegiz. Bunu da agacin sagina
yazalim. Agag sagh sollu kok salar. Soluna kay-
bettigimizde, saginaysa kazandiginuzda erigecegi-
miz durumu yazanz. (3,1)’den sonra gene iki
durum ortaya ¢ikabilir: (2,2) ve (4,0) durum-
lar. (2,2)’yi sola, (4,0)"1 saga yazahm. (4,0)
durumunda oyun biter ve agag kok salmaz. (2,2)
durumundaysa oyun siirer. Iste oyunun ilk dort
agamasini gosteren agag:

[9]
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Oyun ancak (4,0) ve (0,4) durumlarindan birine
geldiginde biter, obiir durumlarda siirer. Bu
yuzden dérdiincii agamadaki (2,2) durumlarinda
aga¢ kok salmay siirdiiriir. Bu agag¢ sonsuz bir
agagtir. Koklerden bazilan bitse bile, koklerin
kokii kurumaz. Agag sonsuzdur, ¢iinkii oyun son-
suzdur. Ornegin, (2,2), (1,3), (2,2), (1,3), ...
diye durmadan sonsuza dek uzayip giden bir kok
vardir.

Oyunun sonsuz oldugunu géstermek igin
illa sonsuz bir agag¢ yapmaya gerek yoktu. Sonlu
bir semayla da bu sonsuz oyunun gidisini gostere-

biliriz. Bu gemayi gizelim. Oyunda bes durum
var:

(0v4)t (1:3)' (22)! (3:1)a (4»0)

durumlari. Bu beg durumu birer kare igine alalim.
Bir durumdan 6biir duruma nasil gegildigini bir
okla gosterelim. Eger bir durumdan &biir du-
ruma kazanarak gegebiliyorsak, okun kenarina 1
koyalim. Kaybederek gegebiliyorsak 0 koyalim.
Ornegin, (1,3) durumundan (2,2) durumuna kaza-
narak gecebildigimizden, (1,3) durumundan (2,2)
durumuna giden oka 1 adini veririz. Iste bu oyu-
nun gemasi:

1 0 1\ |0
II,3| 3,1
04 1

(0,4) ve (4,0) durumlarinda oyun bittiginden bu
iki durumdan ok ¢kmaz. Bu semaya bakarak
oyunun sonsuz oldugunu nasil anlariz? Eger bir
kisir dongii (yani bir ¢ember) varsa oyun sonsuz
demektir. (2,2) durumundan baslayarak ve ok-
lan izleyerek ya (4,0) ya da (0,4) durumlarina
gelmek zorunda degilsek oyun bitmes.

e (")rneﬁin
1<) yle

(1,3) arasinda bir kisir dongii vardr.

[22]
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Bunun Elbl (2v2)| (1:3)1 (212)1 (311)1 (2|2)- (1:3);
... dongiisii de doner durur.

Agacimza geri donelim. Agaca ahia bir
gozle baktigimizda oyunun birinci ve ligiincii yazi-
tura atiglarindan sonra bitmedigi anlagiliyor. Bi-
raz digiiniiniirsek, oyunun tek sayilh yazi-tura
atiglarindan sonra bitmeyecegini goriiriiz (Grnegin
timevarimla). Oyun 2, 4, 6 gibi ¢ift sayih atig-
lardan sonra bitebilir ancak.

Oyunun ikinci yazi-tura atiginda bitme
olasiigimi bulahm.  Paramin hileli olmadig-
n1 varsaylyoruz; yani yazi gelme olasihigi 1/2, tura
gelme olasihg 1/2. Agacin ikinci kugak kokleri-
ne bakahm. Dort dal var. Her birinin olasili-
g 1/4’tiir, ¢iinkii ikinci kugaktaki (0,4), (2,2),
(2,2) ve (4,0) durumlarina ancak sirasiyla TT
(tura tura), TY (tura yaz1), YT, YY atildiginda
erigebiliriz. Bu dort durumdan ikisinde oyun
bitiyor, ikisinde bitmiyor. Dolayisiyla, ikinci
yazi-tura atiginda oyunun bitme olasihi 1/4 +
1/4, yani 1/2'dir. Simdi oyunun en fazla dér-
diincii yazi-tura atiginda bitme olasihgim bulahm.
Agaca bakarak, oyunun en fazla dért yazi-tura
atiginda nasil bitebileegini buluruz:

TT, TYTT, TYYY, YTTT, YTYY, YY

atildiginda oyun biter. Bu 6 yazi-tura atiginin
(olayin) olasiliklar sirasiyla goyle:

1/4,1/16, 1/16, 1/16, 1/16, 1/4.

Dolayisiyla, oyunun en fazla dért yazi-tura ati-
sinda bitme olasilig bu sayilarin toplamdir, yani
3/4’tir. Oyunun en fazla alt: yazi-tura atigin-
da bitme olasihgim hesaplayalim. Yukardaki
agac siirdiirecek olursak, altinc agamada 4 tane
(0,4) ve 4 tane (4,0) oldugunu goriiriiz. Oyunu
sona erdirecek bu 8 kdkten herbirine ulagma ola-
sihg 1/2%, yani 1/64. Dolayisiyla oyunu bitiren
bu 8 kék uglarindan birine ulagma olasihigimz
8/64, yani 1/8. Bu olasihg bir onceki parag-
rafta buldugumuz 3/4 olasihgina ekleyecek olur-
sak oyunun 6 ve daha az yazi-tura atiginda bitme
olasihgim buluruz. Demek ki, oyunun en fazla 6
yazi-tura atiginda bitme olasih

3/4+1/8=1/8
dir. ikinci, dordiincii ve altine yazi-tura atis-

larindan Gnce oyunun sona erme olasiliklarinm
sirasiyla

1/2,3/4,7/8
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oldugunu bulduk. Okur, oyunun en fazla sekiz
yazi-tura atiginda bitme olasihgim hesaplarsa
15/16 bulacaktir.

Bir oyuncuda A lira, obiir oyuncuda B
lira olsun. Oyunun hangi agamasinda olursak
olahm, iistiiste 4 + B kez yau atildiginda oyun-
culardan birinin parasi biter, hatta daha once
de bitebilir. Demek ki, eger 1 olasilikla ustuste
A+ B kez yaz atacagimizi kamtlarsak, butin
yazi-tura oyunlarinin 1 olasihikla sonlu bir za-
manda bitecegini kamtlamg oluruz. Dolayisiyla
su teoremi kamtlamahyiz:

Teorem. n > 0 herhangi bir tamsay! olsun.
Sonsuz kez yazi-tura atildifinda istiiste n kez
tura gelme olasihig1 1’dir, yani yiizde yuzdur.

Bu teorem, tura gelince kazanamn oyunu
kazanacagi anlamina gelmez. Ust iiste A + B
kez tura gelecektir (1 olasihkla). Orasi kesin.
Ust iiste A 4+ B kez de yazm gelecektir. O da
kesin. Ama hangi oyuncu daha &nce kaybede-
cektir? Orasi kesin degil. Sansa bagh. Gelecek
yazida hangi oyuncunun kag olasilikla oyunu ka-
zanacagim bulacagz.

Teoremin Kamiti. Ardarda n kez yaz-tura
atildifinda hep tura gelme olasihg 1/2"’dir.
Dolayisiyla n yazi-tura atiginin hepsinin birden
tura olmama olasilig1 1 —1/2""dir. Bu sayiya o
diyelim:
1
a=1- 2_“

0 < a < 1 egitsizlikleri birazdan 6nem kazanacak,
akhimizin bir kogesinde tutalim.

Simdi 2n kez yazi-tura atalm. 2n yazi-
tura atiginda n kez st iste tura gelme olasih-
gina [, diyelim. P, sayisimi bulmak kolay ol-
mayabilir, ama bu sayimn 1 — a?’den biyik
oldugunu kamtlayabiliriz. 2n atigta nasil ust uste
n kez tura gelebilir? Cesitli bigimlerde gelebilir.
Ornegin ilk n atig salt tura olabilir, ya da son n
atig salt tura olabilir. Ne birinci n atigin, ne de
ikinci n atigin salt tura olmama olasihg o?'dir.
Demek ki ya birinci n ya da ikinci n atista salt
tura gelme olasihg 1 — a?’dir. Dolayisiyla 2n

atigta n kez iist iste tura gelme olasilifi en az
1 — a?’dir. Yani

1-a?< B <1

egitsizlikleri gegerlidir.

Yukardaki akil yiiriitmeyi 3n, 4n ve genel
olarak kn atig i¢in yapabiliriz. Soyle yapansz:
k > 0 bir dogal say1 olsun ve kn kez yazi-tura
atalim. B, kn atigta list liste n kez tura gelme
olasilig: olsun.

(3) 1-o*<B <1

esitsizliklerini kanmitlamak istiyoruz. B <
1 egitsizligi elbette dogru. Birinci egitsizlige
bakalim. Ne ilk n atigin, ne ikinci n atigin,
. ne de k’yinci n atigin salt tura olmama ola-
sihg o*’dir. Dolayisiyla bu k tane n atistan
birinde (ya birinci, ya ikinci, ... ya da k’yinci n
atiglardan birinde) salt tura gelme olasihg 1 —
a* 'dir. Dolayisiyla kn atigta ustiiste n kez tura
gelme olasilif1 1— a* 'dan fazladir. Yani 1—a* <
By esitsizligi gegerlidir. (3)’u kamtladik.
0 < a < 1 egitsizliklerinden dolayi, k£ son-
suza gittiginde o sayis1 sifira yakinsar (yaklagir,
gider) ve 1 — o sayis1 bire yakinsar:

lim (1 -—o*) = 1.
k—oco
(3) esitliginde k’yi sonsuza gotiiriirsek,
1= lim(1-0o*)< lim B <1
k—o0 k—o00 -

elde ederiz ki, bu da, k sonsuza gittiginde 0
sayllarinin bire yakinsadigim gosterir. Demek
ki atig sayimiz yukseldik¢e n kez ardarda tura
atma olasihfimiz bire yakinsiyor. Teoremimiz
kamitlanmsgtir.

Ustteki kanitta atilan paranin hilesiz oldu-
gunu pek kullanmadik. Para hileli bile olsa, tura
gelme olasihi) sifirdan biiyiikse, her n igin, son-
suz yazi-tura atiginda lstiste n kez tura gelme
olasihg 1'dir. Bunun kanit: da yukaridaki teo-
remin kamti gibi.

EGLENCELIK

8589934592 x 116415 321 826934814453 125 = 1000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000
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Bu yazida derin teorilere inmeden sayilarin
(cogunlukla da tamsayilarin) ilging ozelliklerin-
den bahsedecegiz. Bu ozelliklerin higbiri yeni
degil; yiizyillar, hatta binyillar 6nce bulunmuglar.
Ama hepsinde, biiyiitk matematikgilerin de ilgisini
¢ekmis estetik taraflar var. Keyfini ¢ikarin!

A. Yetkin Sayilar

Yetkin say: diye kendisi digindaki 1 dahil
bitiin bolenlerinin (yani é6zbdlenlerinin) toplam-
na esit olan pozitif tamsayiya diyoruz. En kiigiik
yetkin say1 6’dir, ¢iinkii 6’min 6zbélenleri 1, 2,
Jtir ve 14243 = 6. Cogu tamsay: yetkin
degildir; 6zbolenleri toplam ya saymin kendisin-
den biiyiiktiir ya da kiigiik. 24%in 6zbolenleri 1,
2,3,4,6,8 12dirve 14+2+3+44+6+8+
12 = 36 > 24; 15’in Gzbolenleri 1, 3, 5tir ve
1+3+5=9 < 15. Ilk dort yetkin say1 sunlardir:

i = 6=2(22-1)

Y, 28=2%2°-1)
Ys 496 = 24(25 - 1)
Y, = 8128=25(2"-1).

Bu kisa listeyi gordiikten sonra genellemeler yap-
maya c¢aligahm; ne de olsa matematikteki pek
¢ok teori bilinen baz1 basit orneklerden ortaya
citkmigtir. Mesela, her yetkin say1 bir 6ncekinden
bir basamak fazladir veya yetkin sayilarin birler
basamaklar sirayla 6 ve 8 olur diye tahmin ede-
biliriz. Ama bu tahminler hi¢cbir matematiksel
diigiinceye dayanmiyor ve daha oteye gidemiyor,
¢iinkil

Ys
Y =

33550336 = 2'%(2!2 - 1)
8589869056 = 215(2!7 — 1).

Dikkat ettiyseniz her yetkin sayiy:
27120 -1)

seklinde yazmaya 6zen gosterdik; iistelik a her
defasinda bir asal sayiyd1, yani 1’den ve kendisin-
den bagka boleni olmayan bir pozitif tamsay. 11k

*ODTU Matematik Boliimii 5gretim diyesi

alti yetkin say1 a = 2,3,5,7, 13,17 degerleri ile
elde edildi, bir asal say1 olan 11 atlanarak. Bu
hig de tesadif degil. )
Su gergek M.0O. 3. yiizyilda Oklit tarafin-

dan biliniyordu: Eger 2% — 1 bir asal sayiysa, o
zaman S = 291(2% —1) yetkin bir sayidir. Bunu
ispatlamak igin S’nin biitiin bolenlerini yazahm.
Tabii ki 1,2,22,...,2°"1 bolenlerden bir kismu;
bunlarin toplamina T; diyelim. Parantez igindeki
ifade asal, ama onu az onceki bolenlerle ¢arparsak
S’nin yeni bolenlerini elde ederiz (1 ve 2% — 1
dahil); bunlarin toplamuina da T diyelim. Bun-
dan bagka da boleni yoktur S’nin. Simdi hepsini
toplayahm:
To+Th = (1+2+22+---+2°71)(2°-1)
+(1+2+224--+2°71)

= T1(2“ - 1) + Tj_ = 2“T1.

Ty toplamini ise sonlu geometrik serinin topla-
mu formiilinden elde ederiz; serimizde ilk terim
1, son terim 2%~! ve ortak ¢arpan 2:

9a-19 _ 1
Tih=—=2%_1.
1 21 S

O halde
T+ =2%(2" - 1) = 2[2°71(2° — 1)] = 28S.

Neden S yerine 25 elde ettik? S’nin bolenleri
arasinda kendisini de saydik da ondan; bu fazla-
L1 gikarirsak Gzbolenler toplami olarak S elde
ederiz ve bu da S’nin bir yetkin say1 oldugunu
gosterir.

Ispatimizda, 2% — 1’in asal olmas: 6nemli
yer tuttu. Simdi bilmemiz gereken 29 — 1
seklindeki hangi sayilarin asal say1 oldugu. Bu
tip sayilara Mersenne sayilan deniyor. 2% — 1’in
asal olmasi i¢in a’mn da asal olmas: gerekiyor,
yani a asal degilse 2° — 1 de asal degil. Bunu
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gormek cok kolay. Eger a asal degilse a = bc
yazabiliriz. O zaman 2° — 1 = (2)° -1,

(2 - D) + (@22 -+ (2 +1]

seklinde carpanlara ayrilabilir. Bu onermenin
kargit: ise dogru degil, yani a asal oldugu zaman
2%—1 de asal olacak diye bir kural yok. Yukarida
ilk birkag yetkin say1y1 yazarken atladifimiz a =
11 iken 2% —1 asal degil, ¢iinkii 2! —1 = 2047 =
23 -89. Dolayisiyla 21°(2!! — 1)’in de yetkin ol-
mas1 gerekmiyor, degil de zaten.

18. yiizyilda Alman matematik¢i Euler,
Oklit’in bildigi sonucun tersinin de dogru oldugu-
nu gosterdi; yani bir gift sayinin yetkin olabilmesi
icin gerek ve yeter gartin, 2 — 1 asal iken saylnin

C = 2a—1(2a — 1)

seklinde yazilabilmesi oldugunu ispatladi. Ispa-
tinda, her pozitif tamsayinin asal sayilarin ¢arpi-
mi1 olarak tek bir gekilde yazilabildigini ve biitiin
bolenlerinin toplamim veren formiili kullands;
bu uzun ispat1 burada vermiyoruz. Cift yetkin
sayilarni bulmak i¢in artik ig hangi Mersenne
sayllarinin asal oldugunu bulmaya kaliyor. Bu da
hig kolay degil; hig bir kural kegfedilemedi gimdiye
dek. Fransiz matematikgi Mersenne 17. yiizyilda
ilk birka¢ tanesini buldu; ondan sonra bulunanlar
da bir avugtan fazla degil. Yeni bir tane bulmak
i¢in haftalar tutan bilgisayar hesaplar gerekiyor,
giinkii binlerce basamakh sayilar ve bélenleri soz
konusu. Yetkin olan tek say1 var m1, yok mu; bu
da bilinmiyor.

Cift yetkin sayilar hakkinda bilinen bir gey
ise birler basamaklarinin (sirayla gitmese de) 6
veya 8 oldugu. Bunun da dogrulugunu goster-
mek zor degil. 2°~! bir 2 kuvveti oldugu igin
birler basamagi hep 2, 4, 8, 6’dan biri ola-
caktir. Buna kargihk gelen 2% — 1’in birler
basamag ise sirasiyla 3, 7, 5, 1 olacaktir. Bir-
inci, ikinci ve dordiincii hallerde ¢arpimin birler
basamag) sirasiyla 6, 8, 6 olur. Ugiincii hal ise a
ancak 4’in kati iken miimkiindiir; bunlar ise asal
degildir ve ¢ift yetkin say1 vermezler.

Cift yetkin sayilarin bir bagka o6zelligi de
gu: Y2,...,Ys ’nin basamaklarimi toplarsak ve bu
igleme tek basamakli bir say1 kalincaya kadar de-
vam edersek hep 1 kaldigini goriiriiz. Bu bir rast-
lant1 m1? Hayir, hi¢ de degil; cevabi da modiiler
aritmetikte yatiyor. 6’y1 bir kenara ayirirsak,
diger cift yetkin sayilar, a bir tek asal say1 ol-
mak iizere, ¢ = 271(2° — 1) geklindedir. O
zaman ¢ — 1 cift say1 olur. 2 = —1 (mod 3)

denkliginden 221 = (-1)*~! =1 (mod 3) elde
ederiz [3). Bu bize, t diye bir tamsay1 igin,
29-1 = 3t 41 oldugunu soyler. Her iki tarafi 2 ile
carparak 2% = 6t +2 ve 2° — 1 = 6t + 1 buluruz.
Dolayisiyla

2a—1(2a _ 1)

(3t + 1)(6t + 1)
182+ 9t + 1
1 (mod9)

olur, giinkii 18t> ve 9¢, 9 ile bélinir. Yani
her ¢ift yetkin say1 9’a bolindiiginde kalan 1
olmaktadir. Bu ise 9’a bdliinebilme kuralindan
[3] basamaklar toplammin 1 olmasina denktir.
6’y1 bu hesabin diginda tuttuk, ¢iinkii onu veren
a = 2 ¢ift ve o zaman a — 1 ift olamuyor.

Son olarak, 6 digindaki her ¢ift yetkin
saymnin bir kiipler toplami olarak yazilabilecegini
soyleyehm Eger sayimiz 2°~1(2° - 1) ise, ilk
2°7 tek saymin kiiplerinin topla.mma. esittir.
Ornegln a =T, 8128% verir. Ilk 25 =8 tek
sayinin kuplenmn toplami da 13+ 3% +53 4+ 73 +
9341134132+ 15% = 8128. Nedenini gorebiliyor
musunuz?

B. Pascal flggeni

Once n negatif olmayan bir tamsay: iken

= Zn: (:) ohyhk

k=0

(z+y)"

agilimina bakahm. (’,:) "ye binom katsayis: ya da
n’nin k’li kombinasyonu denir. Bu say1 bize
n tane ‘sey’den k tanesinin (sira gozetmeksizin)
kag tiirli segilebilecegini ya da n elemanh bir
kiimenin k elemanh kag tane altkiimesi oldugunu
soyler; bu yiizden de tamsayidir. 0 < k < n ve
tamsay1 ise bunlarn
nn-1)---(n—k+1)

(:) = k!(nn!— BT Rk-1). 1

seklinde hesaplanz; k negatifse veya n’den bii-
yukse ifadeye 0 degerini veririz. Burada 0! =
1 ve n! = n(n-1)---2.1 diye tammlanir ve
n fakioriyel diye okunur. (Sira gozetilerek ya-
pilan segimler permitasyon adimi ahr ve n!/k!
seklinde hesaplamr; tabii daha az sayidadirlar.)
Hesaplama yonteminde k ile (n— k) nin yerlerini
degistirmek ( ) yi degistirmedigi igin,

(L) = ( - k)




dogrudur. Yani, 7 elemanh bir kiimeden 2 ele-
mani segmenin 5 elemani segme kadar yolu vardir;
bu da gagilacak bir gercek degildir, giinki 2 ele-
man segildiginde diger 5 eleman da segilmig olur.

Pascal formiilu de denilen

ny _ (n-1 n—1
(0)=0)+G2)

esitligi ispat etmek faktoriyelleri yazarak oldukga
kolay olsa da, biz gene de anlamim agiklaya-
cak bir ispat vermeye ¢alisahm. n elemanh bir
K kiimemiz olsun ve elemanlarindan birine z
diyelim. K’nin k’li kombinasyonlan z’i igerip
icermediklerine gore A ve B gibi iki tiptir. A tipi
kombinasyonlar ashinda n — 1 elemanh K \ {z}
kiimesinden k — 1 eleman segilip onlara z’i ekle-
mekle olugturulur ve dolayisiyla bu tipten (:'_'})
tane kombinasyon vardir. B tipi kombinasyonlar
ise K\ {z} kiimesinden k tane eleman segilerek
olugturulurlar ve dolayisiyla bu tipten (k’_'l) tane
kombinasyon vardir. Iki tipten kombinasyon-
lar toplayarak sonuca ulaginiz [1]. Bu formiili ve
(3) = (2) = 1 baslangig degerlerini kullanarak,
artik faktoriyele gerek kalmadan binom katsayi-
larini indirgemeli olarak hesaplayabiliriz.

Binom agiliminin elde edilmesi ve kolayca
hesaplanmasina olanak verdigi bazi toplamlar
[4)’de gosterilmigti. Biz burada sadece bazilarinin
anlamlarindan bahsedecegiz. Binom agihilminda
z = y = 1 alinarak elde edilen

@)+ () )=

esitligi bize n eleman bir kiimenin tam 2" tane
altkiimesi (0 elemanh bogkiime ve kiimenin ken-
disi dahil) oldugunu sdyler. z =1 ve y = -1
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alinarak elde edilen

(-0

75

esitligini

@) +()+= () ()

geklinde yazarsak, bir onceki egitlikten her iki
tarafin - = 2"~! oldugunu gbriiriiz ve bu da
bize n elemanh bir kiimenin tek sayida eleman
iceren altkiimeleriyle ¢ift sayida eleman iceren
altkiimelerinin esit sayida ve 2”1 tane oldugunu
soyler. Bir diger ozellik

2@ =(7)

= k n/.

esitligidir. Sag taraf 2n elemanh bir K kime-
sinin n elemanh altkiimelerinin (n’li kombinas-
yonlarinin) sayisidir. Simdi bunlan tekrar degi-
sik bi¢cimde sayahm. K'’yi n elemanh A ve B
diye iki kiimeye parcalayahm. K’nin her n’li
kombinasyonu, bir & i¢in A’min bir £’li kombi-
nasyonu ile B’nin bir n — k’li kombinasyonunun
bilesimidir. Bunlar sirayla (}) ve (,*,) = (})
tanedirler. Dolayisiyla, K’nin bu cinsten n’li
kombinasyonlar (',:)2 gekilde secilebilmektedir.
K 'nin biitiin n’li kombinasyonlarinin sayisi ise bu
ifadeyi k = 0’dan n’ye kadar toplayarak bulunur.
Binom agihminda y = 1 koyarak elde ettigimiz
ifadenin z’e gore tiirevini alip £ = 1 koyarsak

1(7)+2(5) +-4n(") = Z £(7) = -

=1

veya y = 1 koyma, tiirev alma, z ile ¢arpma,

n=0 1

n= 1 1

n= 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1

n==6 1 6 15 20 15 6 1

n="7 1 7 21 35 35 21 7 1

n=28§8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

n=9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
Sekil 1



KAPTANOGLU

turev alma, z = 1 koyma i§lem'lerini yaparsak

()2 )+ () - ()
' = n(n+1)2""?

tiriindan esitlikler elde ederiz. Bunlarm tiirev
kullanmayan ispatlarini ve daha yiiksek kuv-
vetler iceren benzerlerini bulmay1 okuyucuya
birakiyoruz [1].

Binom katsayilarinin Sekil 1’deki gibi di-
ziligine Pascal dggeni diyoruz. Bu uggen
ilk olarak Fransiz matematik¢i Pascal’dan dért
yuzyil dnce 13. yiizyilda Ginli matematikci Yang

n’yinci satirindaki k’yinci sayr (})’dir (k =
0,...,n). (}) = (,",) oldugundan, iicgendeki
sayllar en tepeden agag inen bir eksene gore
simetriktir. Yukarida elde edilen toplamlardan,
n’yinci satirdaki sayilarin toplami 2", karelerinin
toplami ise (?")’dir. Pascal formiilii, ii¢genin
gergevesindeki 1’ler diginda kalan tiim sayilarin
hemen kuzeydogu ve kuzeybatisindaki sayilarin
toplamindan elde edilebilecegini sdyler. Ikinci
ve sonraki satirlardaki ('2') diye yazilabilecek
Uciincii sayiya uggensel sayi denir, ¢iinkii bu
sayilar kadar nokta, Sekil 2’de goriildiigii gibi, her
kenarinda esit sayida nokta bulunan birer ii¢gen
halinde dizilebilir. (3) iiggensel saysi ilk n — 1

Hui tarafindan kegfedilmigtir [2].  Ucgenin tamsaymin toplamma esittir.
®
® [ ] [ ]
L4 [ ] [ ] ® [ ] @
® L] L] ® ® ® [} L) L]
1 3 6 10
Sekil 2

Dikkat edilirse, Pascal iiggeninde n’yinci
satirdaki sayilar 1’den baglayarak artmakta,
sonra tekrar 1’e kadar inmekte. n tekse ortadaki
iki say1 esit olmakta, n ¢iftse ortada tek bir en
bilyiik say1 olmakta. Bunlarin nedenini gérmek
icin 1 < k < n iken

“ n(n=1)-(n—k+2)(n—k+1)
G _ E(E=D)-1
n —1) (n—k+2
(k-l) (n)((;,n_l)%kg;)...f)
n—k+1

k

kesirinin pay ve paydasinin birbirlerinden biiyiik
veya kiigiik ya da birbirlerine esit olduklar du-
rumlara bakmamz gerekir. k¥ < n—k + 1
ile £ < -'5%'—1- egdegerdir. Eger n ciftse, k <
ol jle k < 3 egdeger, n tekse k < 24l jle
k< "T"l egdegerdir. Bu ise iiggendeki satirin
sol yarnisindaki k’ler i¢in kesirin 1’den biyiik
oldugunu ve dolayisiyla sayilarin artarak gittigini
gosterir. Azalmay: gostermek igin ise < igaretleri
>’e gevrilir. Pay ve paydanin esitligi k = n —
k+ 1 = 1 demektir ve bu da 2k = n + 1’
denktir. Buradan da satirdaki iki ardigtk sayinin
egit olabilmesi i¢in n’nin tek ve k’nin 2 ol-
mas) gerektigi ortaya cikar.

Simdi ¥ < n olacak gekilde Pascal
ig¢geninin k’yinci satinnin en son sayisindan
baglayip giineybati yonune dogru yolumuza gikan
sayilar toplayarak k + m’yinci satira dek iler-

leyelim. Ornegin, £ = 2 ve k+m = 7 ise
14+3464+10+15+21 = 56 toplamina bakalim. Bu
toplamin, k 4+ m + 1’inci satirda son ekledigimiz
saymin hemen gineydogusundaki say1 oldugunu
goririz. k’yinci satirin ilk sayisindan baglayip
k + m’yincr satira dek giineydogu yoniine iler-
lersek benzer bir toplama erigiriz. Bu iki toplam
binom katsayilari cinsinden goyle yazilabilir:

(1) (1130
(1) )

Pascal tggeninin simetrikliginden dolay: bu iki
ifadeden birinin dogrulugu digerininkini de gerek-
tirir. Ik ifade daha genel haliyle [4]’de vardir.
Ikinci ifade bulmanm bir yolu da sag tarafina k
kere Pascal formiili uygulamaktir. Ilk ifadenin
genel halinin bir bagka 6zel hali ise

B @)+ ()=C1)

esitligidir. k =1 hali bize bilinen

n(n+1)

1 2 e =
+2+4---+n 2

formiiliini, yani liggensel sayilari, verir.



Pascal iiggeninin beginci sirasindaki 1'ler
digindaki biitin saylar 5’e boliinebildigi halde
altinal sirasindakilerin hepsi 6 ile bolinmezler.
Bunun nedeninin 5'in asal sayr olmasi biraz
sagirtic1 gelebilir, ama

n\ _ nn=-1)--(n—k+1)

(k)_ k(k-1)---1
ifadesine baktifimizda n asal sayi ise paydadaki
n’'yi gotiiren hig bir gey olamaz paydada, ve n
sayisi (})’nin bir carpam olarak kalr. Tersin-
den, n asal degilse, n’nin garpam olan en kiigiik
asal sayiya k diyelim. Eger (',:) sayis1 n ile
boliinebilseydi,

(n=1)---(n—k+1)
bk = 1)1

bir tamsay1 olurdu. Bu imkansizdir, ¢linkii pay-
dadaki sayilann higbiri k’nin en kiigiik olma
ozelliginden dolayr k’ye bélinemez. Yani n’nin
asallifi gerek ve yeter garttir. 19. yiizyilda Fransiz
matematik¢i Lucas, asal sayilar, modiiler arit-
metik ve binom katsayilari arasinda agagidak’
bagntilan elde etti [2]. Bunlarin ispatim okuyu-
culara birakiyoruz. a bir asal say1 olsun.

(i) Her pozitif tamsayr n igin, () = |2]

(mod a). |b], b’den kiigiik veya b’ye esit
en kiigiik tamsayiy1 gosterir.

(i) 1<k<a-1lise (}) =0 (moda).
(i) 2<k<a-1ise ("1’1) =0 (mod a).

(iv) 0< k<a-1lise (°;') =(-1)¥ (mod a).

(v) 0<k<a-2ise (°}%) = (-1 (k+1)
(mod a).

(vi) 0 < k < a—3ise (3% = (-DF(*1Y
(mod a).

Son olarak (¢ + y)" ifadesinde r tam-
sayl degil de herhangi bir gergel sayiysa ne
olacagina bakalim. Her seyden once r bir gergel
saylysa (;) ifadesi r uzerinde faktoriyeller kul-
lanmadan

(;) _ r(r—l)--l-cgr—k+l)

seklinde tamimlanr. Ornegin, (é) su demektir:
()- Doddey 7
5 5! . 256

§imdi k’nin r’den biiyiik olmasmi engelleyen
hicbir gey olmadigindan, k negatif olmayan
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herhangi bir tamsayr olabilir, te hatta az
sonra gorecegimiz gibi bu gereklidir de. Tabii
‘kiimelerin k elemanh altkiimelerinin sayis1’ gibi
anlamlar vermek artik miimkiin degildir. Newton
17. yiizyllda || <1 igin

=3 ()t

k=0

oldugunu gosterdi. Bunun ispati birtakim de-
rin yakinsakhk kavramlar gerektiriyor ve buraya
almiyoruz. Buradan z = % ve 7 = —n alarak ve

biraz sadelegtirerek

gibi egitlikler gikartabiliriz. n = 1 koyarak ve
z'yi —z ile degistirerek elde edecegimiz

[ee]

1

F=l4z4224--
1-2

k=0

egitligi bize ilk terimi 1 ve ortak carpam =
(Jz] < 1) olan sonsuz geometrik serinin top-
lami formiiliinii verir. Newton’in formiiliinde
r = L yazarsak (j) = 0 olur ve epeyi bir

sadelegtirmeden sonra toplamimiz, |z| < 1 igin,
(- 1)" 172k -2\ ,
1+z—1+z FoE-T\k-1)°

seklinde yazilabilir. Buradan ilk birkag terimin
toplamina bakarak sayilarin karekokunu yaklasik
hesaplayabiliriz. Aslinda hesap makineleri de
benzer bir yontemle galigir. Mesela,

V20 =16+ 4 = \/16(1 + 0.25) = 4/1 + 0.25
1 1 1
=4[1+4(0.25)— =(0.25)+—(0.25)3 -
[+2(0 5)-5(0-25)"+ =(0.25)

=4.472- -
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ILGINC GEOMETRI PROBLEMLERI

Emre Alkan *

Bu yazida okuyucuya bir dizi ilging prob-
lem sunmaya ahsacagiz. P. Erdés’e ait iki giizel
problemle baglayalim.

- Problem 1. Genis agili olmayan, cevrel ve ig
yarigaplari R ve r, yiikseklikleri hg, hy, h. olan
bir ABC iiggeninde R + r < max{hq, hs, he}
oldugunu gésteriniz.

Coéziim. ABC iicgeninin ortosantrim (yiksek-
liklerinin kesim noktasim) ve cevrel gember

merkezini H ve O ile gosterelim. Su teoremleri
gozoniine alahm.

(1) O’nun ABC nin kenarlarma uzakhklannmn
toplami R + r’dir.

(i) O’dan kenarlara inilen dikme ayaklan
A',B',C’ olsun. Bu durumda HA = 2 -
OA', HB = 2-0B', HC = 2-0C'
egitlikleri gegerlidir.

(iii) H’nin kenarlara gore simetrikleri gevrel
cember iizerindedir.

Bu teoremlerin ispatlarini okuyucuya birakacagiz.

ﬂggenin agilan i¢cin A < B < C alalim.
Boylece max{hg, hy, hc} = hs olur. Ortosantrin
BC kenarina gore simetrigi H' olsun. (i), (ii) ve
(iii) kullamlarak R+r < h, esitsizliginin BH' +
CH' < AH' egitsizligine doniigtigi gozlenebilir.
Siniis teoremi yardimiyla bu esitsizligin cos B +
cosC < AH' esitsizligine donistigi gozlenebilir.
Kosiniis teoremi yardimiyla bu egitsizlik cos B +
cosC < cos(B — C) = cos BcosC + sin BsinC
esitsizligine doniigir. cosB = z ve cosC = y
alahm. Boylece z +y < zy + V1 — 22¢/1 — 2.
Uggen genig agih olmadigindan z > 0, y > 0
kisitlamalar var. Ayrica 2B > 7—C ve 2C > 71—
B oldugundan, cos B < sin % ve cos C < sin %,
yani 2z +y <1 ve z + 232 < 1 kisitlamalan da
elde edilir.

Simdi

f@y)=zy+V1-22/1-y2—z—y

* Bogazici Universitesi Matematik Baoliimii 6grencisi

\

(0.1)

x+2yL—l

| \.

X

(1.0)
fonksiyonunun z = 0, y = 0, 222 +y =1 ve
z + 2y’ = 1 ile belirli'olan bdlgede minimum
degerini arayalhm.

% = y—ﬁm—lﬂ)
‘;_31; - x_\/ly__yz\/I—_ﬁd:o
gartlarindan
ISy (VI-WI= 2 +2y/TF7) = 0
\/l—z(\/l—z\/l—y2+y\/1-|-—:r) s 0

elde edilir. T—y/1-22 4+ z/T¥y = 0
veya y = 1 olmahdir. y = 1 ise, bu ikinci
esitlikte kullanilarak z = 1 veya £ = —1 elde
edilir. z > 0 oldugundan (1,1) cifti gegerlidir.
Fakat bu nokta bdlgeye dahil degildir. Diger
olasiliklar da incelenirse_ tek miimkiin ¢Sziimiin
(1,1) oldugu anlagihr. Su halde minimumu
bolgenin sinirlarinda aramaliyiz.

z = 0 olsun. f(z,y) =

0$y_<_1igin%=—

1-y?2—y ve

LA G
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oldugundan ¢6ziim yok. y = 0 olunca da min-
imum aday1 yok.

2z24+y =1 olsun. f(z,y) = —42°+2z%+
2z—1 ve z > 0 igin —622+22+1 = 0 oldugundan
gz = Y7 = 0.6 elde edilir. Bu bir minimum
adayidir. Bu durumda f(z,y) = 0.06 bulunur.
z+ 2y® = 1 olunca da aym duruma varlacaktr.

Son olarak da kritik noktalara bakalim.

10,0 =1, 1(550) =0, £(0,%2) = 0, ve

parabollerin kesim noktasinda f (l,1 =0. Qu

halde bu bélgede f(z,y) > 0 oldugunu gozlemig
olduk.

R + r < max{h,, hy, h.} de esitlik hali
ABC' egkenarken veya ikizkenar dik ucgenken
saglanacaktir.

Problem 2. Kégeleri birim g¢ember iizerinde
olan bir ABC iiggeninin iginde alinan bir P nok-
tasi igin PA-PB - PC < 2 oldugunu ve 3 ’nin
en lyi st sinir oldugunu gosteriniz.

Coziim. Birim ¢emberin iginde bir P noktas:
alalim ve P’yi merkez O ile birlegtirerek B'C'
¢apim olugturahm. Rasgele bir ABC iiggeni
aldigimiz zaman P, ABC ’nin iginde oldugundan
A, B kogeleri ¢apin bir tarafina, C kogesi de ¢apin
oteki tarafina diigecektir. Aym nedenden dolay:
C kogesi kiigik A’C” yay iizerinde olamaz.

Al

Kolayca PC' < PA' ve PB < PC'’ oldugu
goriilebilir. PB’ = z alimarak,

PA-PB:PC<PA-PA'-PC'=z(2-z)?

elde edilir. f(z) = 2(2—2)?’nin maksimumu z =
2’te saglamr ve PA- PB. PC < f(3) =2 elde
edil‘ir. g—z’nin en iyi st simr oldugu agagidaki
gsekilden goriilmektedir.

ALKAN

Problem 3. Bir ABC ii¢geninde igmerkez I ol-
sun. AI, BI,CI dogrulan gevrel ¢gemberi sirayla
A', B' ve C'’de kessin. 2(AI + BI + CI) <
AA'+ BB' + CC’ oldugunu gésteriniz.

Coziim. Ispatim okuyucuya birakacagimiz gu
teoreme bakalim.

AI,BI,CI dogrulani, A’,B’',C’ nokta-
larini kége kabul eden tiggenin yiikseklikleridir.

B'C', AA”yi A"’de kessin. B" ve
C""’de benzer gekilde tanimlansin. Erdés-Mordell
esitsizligine gore

2(IA" +IB" + IC")< IA' + IB' + IC'.

2.14" = Al, 2.IB" = BI, 2.IC" = CI
oldugunu kullanarak, AI + BI + CI < IA' +
IB' + IC' ve istenen 2(AI+ BI +CI) < A'A +
B'B + C'C'"yi elde ederiz.

Problem 4. a,b,c bir iiggenin kenarlari, P, q,T

ise pozitif sayilar olsun. S iiggenin alani olmak
tzere,

P_ 2 4 ;2
a®+ b* +
g+r p+r pP+gq

oldugunu gésteriniz,

> 2/38

Coziim. q+r=1z, p+r=y, P+¢ = z alahm;
z,y, 2 pozitiftir.

y+z—:na?+a:+z-—ybg+z+y-—z
z y z

¢t > 438
oldugunu gormeliyiz. Boylece
Ya T2 L B 212,92
(2 +58)+ Gt v 3) + (S 4 12)

- (a® +b% + ¢%) > 4V3S.

T e 1
%az + §b2 2 2ab, ve digerleri i¢in de yapilirsa,

2(ab + ac + be) — (a® 4 b? + ¢?) > 4V/3S
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oldugunu gérmek yeterlidir.

1 1 1
b be =
R mehn 2S(sinA‘*-sinB-*-sin(.'o')
ve
ad+¥+c? = 45(cot A+ cot B + cot C)

oldugu g6zoniine alinirsa,

1 1 1
sinA  sinB + snC (cot A + cot B + cot C)
K > V3
ve
—— —cot a = tan =
g sin o D)
oldugundan,
A B €. .
tan5+tan5+tan5 > V3

elde edilir. Bu son egitsizligi okuyucuya biraka-
caflz.

Problem 5. Kenarlari a;,b;,¢;, i =1,2,...,n,
olan n tane iiggen goz ontine aliniz. Yangevrelen
vi, cevrel ve igteget cember yarigaplar R; ve r;
olmak iizere,

n n n .
n [Ha é"+I]l:t5."l"+:.|_-]1:c;-%]S]:Il:(%)%
= L R 1=
oldugunu gosteriniz.

iy i= 1329'-'1
oldugu kullamldiginda egitsizlik

Cozim. n, gevreleri gostersin,

v; Di

Riri  aibic;

n n n n

o[fTt [Tt + [Tt [T + T[T

i=1 i=1 i=1 i=1 i

.

halini alir. p;’leri sabit tutalim. Boylece sag taraf
sabit kalacaktir. Sol taraf

LHG.(Hb +Hci)+Hbe ]

i=1
geklinde yazilabilir,
n 1 n 1 n
TIor I =TT (Bica)®
i=1 i=1 i=1

ifadesi b; = ¢; oldugunda maksimumdur. Ote

yandan

Hb +Hc < - E(b-&-c.)—Sablt

i=1

Esitlik yine b; = ¢; iken vardir. a;,b; ve ¢;
simetrik oldugundan sol taraf a; = b = ¢;
oldugunda maksimum olur. Bu durum egitlik ha-
lidir.

Problem 6. Bir iiggenin iginde alinan bir nok-
tanin kogelere uzakliklari Ry, R3, Ra, kenarlara
uzakhklar1 ise T1,[3,'s olsun. RyR;R3 >
8T I';l's oldugunu gosteriniz.

Coziim. Sekilden R;/R; = sinfz/sinf, go-
riliyor. Digerleri de yazihp carpiirsa k& =
sin @, sin 3 sin §5 = sin f; sind4 sindg yazilabilir.

Ote yandan
sinf sinfs < sin? %
sinfysinfy < sin? g
sinfysinfs < sin® %

egitsizlikleri gosterilebilir, Bunlar ¢arpilip,

8l Asin—sing—— r
i T R Tl Y
<

oldugu kullanilarak, k? <

I'els
RiRaR3

k=

oldugundan istenen elde edilir.



Problem 7. F ve F’ bir g¢emberin iginde
merkeze gore simetrik iki nokta olsun. S ise
gember uzerinde, fakat FF' dogrusu iizerinde ol-
mayan bir nokta olsun. SF' ve SF dogrulan
gemberi P’ ve P'de kessin. P ve P' deki
tegetler T 'de kesigsin. FF' dogru pargasinin orta
dikmesinin ST ’'nin orta noktasindan gectigini
gosteriniz.

Cozim. Sekilde SF =z, FP=uv, SF' =y,
F'P' = v, aynca z+u =¢, y+v = b,
PP' = a, agllar igin a + 8 = A, 4SPP' = B,
4SP'P = C alinmgtir. M, ST’nin ortasidur.
Isteneni gostermek icin FM = F'M oldugunu
gosterecegiz.

22 4+ M3 - 2z MScosa,
v + M35’ — 2yM3 cos §;
su halde agagida

z? —y? = 2xMScosa — 2yM S cos 8

oldugunu gérmeliyiz.
(Cemberde kuvvetten z(c — z) = y(b — y)
oldugundan cz — by = z2 — y? olur. Boylece is-
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tenen
cz—by = 2zMScosa—2yMS cosp,
z 2MScosf — b
5 ~ 2MScosa-—c’
z v
v u

dur. Ayrica I = % oldugu kolayca goriilebilir.
Su halde istenen

cosB 2M_.§"cosﬁ—b
cosC ~ 2MScosa—c

Ote yandan,

ST? 4+ 4% — s

2MScosf = %

ve 2M S cos o ’da benzer sekilde yazilirsa istenen

JE— 3
ST —bz—Fo::TE_COSB

ST —¢? — Fg:'-‘j b cosC
olur. Son olarak,
2
=7 _ 12 cos B
o = 8 +4coszA W s A
2 a? cos C
= ¢+

4cos? A +ac cos A
oldugu kullanilirsa,

abcos B
“cosA € _ cos B

accosC E - cos C
cos A

elde edilir. Dolayisiyla FM? = F'M? ve FM =
F'M dir.

Not. Bu problem Hiiseyin Demir ve Cem Tezer
tarafindan American Mathematical Monthly’de
1991 yihnda Problem E3422 olarak yayimlandh.
Problemin aslinda F' ve F ’nin ¢emberin iginde
olmasi gerekmiyor. F' ve F ¢emberin disinday-
ken de benzer bir ispat yapilabilecegini umuyo-
rum. Fakat gu an bunu basaramadigim igin prob-
leme iginde olma kogulunu ekledim. F' ve F
digaridayken ¢izim farkh oldugundan hergeyi ye-
niden diizenlemek gerekiyor.



GEOMETRI PROBLEMLERININ

COZUM YONTEMLERI (II)

C. Alparslan Ertug

e g T e e e R

[1]’den &zetleyerek cevirdigimiz yazimin
ilk bolimii dergimizin Nisan 1994 sayisinda
yayimlandi. Bu béliimde ise, sozii gecen yazida
belirtilen ¢oziim yontemlennm dortgen ve gember
problemlerine iligkin uygulamalarm orneklerle
gostermek istiyoruz.

Ornek 1. Bir ABC tiggeninin ma, mb, mc ke-
narortaylar1 bilindigine gére, AC = b kenarini
bulunuz.

Coziim. Kenarortaylarin kesigme noktasmma M
diyelim. Bu nokta kenarortay1 2/3 oraninda boéler
(Sekil 11). Bu nedenle AMC ftiggeninin iki kenan
ve bir kenarortay1 bulunmug olur.

AN

A Sekil 11 P
AM = ma, MC = -mc, MD =1 =
AMC lggenini goz oniine a.la.hm Kena.rortayl
tendisi kadar uzatip AMCP paralelkenarini elde
:delim (Sekil 12).

>

Sekil 12

AMCP igin metrik bagintiyr yazalim:

A0+ MP° = 2AM +2MC
4 4 4
bz + §mf = 2§m§ + 2§m3

Buradan da b = 2,/2m2 + 2m2 — m{ elde edilir.

Ornek 2. Bir ABC ii¢geninin AB ve BC
kenarlar1 uzerine ABDE ve BCKM kareleri
ciziliyor. DM dogru parcasinin, uggenin BP
kenarortaymmin uzunlugunun iki kat: oldugunu
kamtlayimz (Sekil 13).

o M
B
E K
A P c
Sekil 13 7
Cozium. DM = 2BP oldugunu gostere-
cegimize gore, BP kenarortaymm kendisi kadar
uzatip ABC iiggenini ABCT paralelkenarina

doniigtiirmemiz ve sonra da DM = BT oldugunu
ispatlamamz yeterli olacaktir (Sekil 14)

E K
4 C

Sekil 14 T




DM ve BT dogru pargalannin egitligini
kanitlamak igin, bu dogru parcalarmmn ke-
narlarim iki tiggenin kenarlar olarak almak ve bu
liggenlerin eg olduklarini gostermemiz gerekecek-
tir. Simdi verilen problemi bu yonteme uygun
olarak ¢ozelim.

DMB ve BCT iiggenlerini gozoniine
alahm: BM = BC (BMKC karesinin ke-
narlan), DB = AB (BDEA karesinin kenarlar)
ve AB = CT (ABCT paralelkenarinin kargilikl
kenarlan). O halde DB = CT olur. 4<DBM =
4BCT (kenarlan birbirine dik agilar). Buna
gore, DM B ve BCT iicgenleri kenar-agi-kenar
bagintisindan esittirler. Buradan da DM = BT
bulunur ve BT = 2BP sonucu elde edilir.

Ornek: 3. z noktass ABCD dortgeninin AD
kenarinin ortasidir (Sekil 15). AD : AB = /2
oldugu bilindigine gore, BK ile AC kogegeni
arasindaki agiy1 bulunuz.

B C
()
M
A K D
Sekil 15
Cozim. Yardimci parametre yb’ntemini uygu-
layahm. AB = a dersek, AD = 2 olur.

Coziim yolumuz goyle olacaktir: Once AMK
iicgeninin kenarlarin1 a cinsinden ifade eder,
sonra da AK kenarna gore kosiniis teoremini
uygulariz. Bu, z ile gosterdigimiz ve bulmaya
cahgtiimiz AM K agismin kosiniisiinii hesapla-
mamuzi saglar. AOQ ve BK dogru par¢alari ABD
figgeninin kenarortaylandir. O halde MK =

%BK ve AM = %AO olacaktir.
1— 1 [—2 —2
1 av/2\?2 a6
_= . 2 —_) = —
= 3 as + 2) 8
T— 2— 1
AM = AO=
3 3AC
- % AD’ +CD’

ERTUG

av3

1
= 5 (am+2__3_'

AMK iiggeninde ise, AK = 93& AM =
—JC MK = JC degerlerini kullanarak kosiniis
teoremlm uygularsak agagidaki egitligi elde ede-
riz:

A + MK — 2AM MK cos z

() (%)

av/3 a6

2___.

3
o _ 2-f-i—az\/icosz:
P

Buradan da cosz = 0 ve dolaywsiyla da z = 90°
bulunur.

Ornek 4. a ve b bir dik ticgenin dik kenarlari,
c b:potenusu ve r ise 1gteget gemberinin yarigapi
olduguna gére, r = 232=¢ oldugunu gosteriniz.

Coziim.  Ig teget cemberinin O merkezin-
den ve degme noktalarindan OD, OE ve OF
yarigaplarmi ¢izelim. OD L OC, OF L AC ve
OF 1 AB olacaktir (Sekil 16).

A
F
E \ 0
C D R
Sekil 16

ODCE bir kare olacag i¢in (biitiin agilar
dik ve OEF = OD), su esitlikleri yazabiliriz:
CE=CD=r,BD=a-r, AE = b-r,
BD = BF, E:ﬁ,ﬁ:a—rve
AF = b—=r. Ote yandan AB = BF + AF
oldugu sekilden goriilmektedir. Yukarida bulu-
nan degerleri bu egitlikte yerine koyarsak sonuca
ulaginz: ¢ =(a—r)+(b—r) ve r = 2t=¢,
Uyari. Bu elde ettigimiz formil, dik uiggenlere
ait problemlerin ¢oziimiinde sik stk kullanihr.

Ornek 5. R yaricaph bir ¢cember, bir karenin
birbirine komgu iki kogesinden gegiyor. Karenin
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uguncu kogesinden gembere gizilen tegetin uzun-
lugu karenin keramnin iki katidir. Karenin kenar
uzunlugunu bulunuz.

Coziim. AB =z ve BM = 2z diyelim (Sekil

17).
) . c

Sekil 17

AB kenarim uzatahm ve bu uzantimn
cemberi kestigi nokta K olsun. BK AB = Wz,
BKz = 4z2. Buradan da BK = 4z ve AK = 3z
olarak bulunur. KAD = 90° olmas nedeniyle
KD cemberin ¢apidir. ADK dik iiggeninden
aD’ +AK = ﬁz, 2?2 + 922 = 4R? yazlr
ve buradan da z = &5@ bulunur.

Ornek 6. Bir geyrek daire dilimi verilmis ol-
sun. Merkezi, yaymn bitim noktasinda olan ve
yarigapr aymi olan ikinci bir ¢ember giziliyor, ve
bu ¢ember daire dilimini iki pargaya ayiriyor.
Bu iki pargadan kigik olanmn icine bir ¢cember
ciziliyor. Bu g¢emberin yarigapinin, daire dilim-
inin yarigapina oranini bulunuz.

Cozim. 0,0, = R diyelim ve igeri gizilen
cemberin yarigap:r r’yi R cinsinden ifade etmeye
caligalim (Sekil 18).

0, H

Sekil 18 02

Simdi 0,0,0; iiggenini gozoniine alalim.
0107 = R,0103 = R—7r ve 003 = R+ r
oldugu gorilmektedir. O3H yiiksekligini ¢izelim.

OH = 03C = r ve OH = R - r ola-
caktir. O3H’yi bir referans elemam olarak
alahm. 0,03H tgcgeninden gunlan elde ederiz:
O:‘;_H2 = 01032 —al_fiz = (R-— 1‘)2 - rz. mz
degerlerini birbirine esitleyerek su sonuca ulaginz:
(R—r)2=r?=(R+r)?-(R—-r)?. Buradan da
r= & ve dolayisiyla = £ buluruz.

Ornek 7. Yarigaplari r ve R olan iki ¢em-
ber digtan tegettirler; AB ve CD ise dig
tegetleridir. ABCD dértgeninin igine bir gember
gizilebilecegini gosteriniz ve bu ¢emberin yariga-
pini bulunuz (Sekil 19).

Sekil 19

Cozum. Tegetlerin kesigme noktasi olan O’yu
O, ve O, ile birlegtirelim ve ¢emberlerin degme
noktasindaki ortak tegetlerini gizelim. Ayrica
01,D ve O2C yangaplarimi da gizelim: O;D L
CD ve 0,C LCD.

00; dogrusunun geklin simetri ekseni ol-
masi nedeniyle A ve D noktalar ile B ve C nok-
talar1 OO, ’ye gore simetriktirler. Bu ise ABC'D
dortgeninin ikizkenar bir yamuk oldugu anlamina
gelmektedir.

ABCD yamugunun igine bir ¢ember
gizilebilmesi igin, AB + BC = AB + CD
esitliginin saglanmasimin gerekli ve yeterli oldugu
bilinmektedir. Bir tegetler dortgenini gozoniine
alarak ve cemberin digindaki bir noktadan ¢izilen
tegetlerin egit olmasi Gzelliginden yararlanarak
bunu kolayca kamtlayabilirsiniz.

. _AT = CD olmasi nedeniyle AB =
A—D‘,‘,BLG esitligi saglanmahdir. Dolayisiyla da
AB’nin ABCD yamugunun orta tabanmna esit
oldugunu kamtlamak yeterli olacaktir.

_ Sekilden kolayca goriilecegi gibi, AK =

KM, BK = KM, DP = PN v CP =
PM’dir. Dolaysiyla AK + BK +DP+CP =
KM +KM+PM +PM'dir. AB+DC = 2KP

[23]



bulunur. AB = DC oldugu gozoniine alinacak
olursa, AB = KP bulunur.

Boylece soz konusu yamugunun igine bir
cember cizilebilecegini gostermig olduk. EF bu
cemberin ¢apidir. O1E = z,0,F = y diyelim.
MF = ME esitliginden yararlanarak

R-y=r+z (1)

buluruz. O,DE ve O;CF iiggenlerinin benz-
erliginden $:E = G1Z, yani,

|8 Q

(2)

ol

yazabiliriz. (1) ve (2) numarah denklemlerin

olugturdugu sistemi gozerek, y = B;,'—_l_','_ﬂ buluruz.
O halde ig teget cemberin yangapt R —y = e
olarak elde edilir.

KAYNAKGA

[1] V. Gusev, V. Litvinenko & A. Mordkovich,
Solving Problems in Geometry, Mir, Moskova.

CALIFORNIA MATEMATIK LIGI SINAVLARI

Derleyen: Safak Alpay *

/

A.B.D.’'nin California eyaletinde orta ogre-
tim ogrencileri arasinda yapilan matematik ligi-
nin beg sinavim size aktariyoruz. Her smav 20
dakikadir.

Yarisma 1

1. /n, vn+1 ve v/n+2 sayilarmm bir
dik iiggenin kenarlarnin uzunluklan olmas: igin
n tam sayisi ne olmahdir?

2. Kenarlan 10 cm olan bir egkenar iiggeni
ortmek igin kenari 1 cm olan kag tane eskenar
tiggen gerekir?

3. /1992 = 1992,/7 egitligini saglayan z
gergel sayis1 nedir?

4. Ali 0 ile 3 arasinda 1’den farkh 100 po-
zitif say1, Alev de Ali’nin yazdig1 sayilarn ters-
lerini yazsm. Bu 200 saymm kag tanesi 0 ile 1
arasmdadir?

5. Iki takim arasindaki kupa maglarinda
dért mag kazanan bir iist tura geger ve maglarm
berabere bitmesine izin verilmez ise, dort mag
sonrasinda takimlarin iist tura gegme olasiliklary
nedir?

Yarigma 2

1. 9 sayis1 birbirini izleyen 9 tane tam-
saymn toplam ise, bu sayilarin ¢arpimlarn nedir?

*ODTU Matematik Béliimii 5¥retim iiyesi

2. z2 — 26z + 144 polinomunun iki garpa-
nmin toplamu, z2 — 25z + 144 polinomunun iki
¢arpamnin toplamindan gikarilirsa sonug nedir?

3. 2z - L +1< 1 egitsizligini ¢ziiniiz.

4. z = —664 ise |||z| -z|- :cl ifadesi
kactir?

5. (0,0) noktasmmn y = V6z —22-9

egrisine uzakhg nedir?
Yarigma 3

1. Vn?=1 ifadesinin tamsay: oldugu n
tamsayis1 nedir?

2. z(z? —1993) = z(z? - z) esitligini
saglayan kiimeyi bulunuz.

3. Bir paralelkenarin kogegenleri 10 ve 24
cm ve bir kenan 13 cm ise, gevresi nedir?

4. Bir 7 x 7 sihirli kare, 1 ile 49 arasindaki
sayllardan oluguyor. Animsanacag gibi bir sihirli
karede, sira, siitiin ve kogegenlerdeki sayilarn
toplamu aymdir [1]. Bu sihirli toplam bulunuz.

5. 100 sayisindan kiigiik 25 tane asal say1
vardir. 100’den farkh kag tane n tamsayisi i¢in
n’den kiigiik asal sayilarin sayis1 25°tir?

6. z4 4yt = 22 + y? esitligini saglayan
(z,y) iftleri arasinda z’in alabilecegi en biyik
deger kagtir?



Yarisma 4

1. 27-3 =1 ve 5Y*2 = ] ise 275¥ kagtir?

2. Birbirini izleyen 1993 tamsaymnin gar-
pimlari 0 olsun. Bu sayilarin en biiyigi kagtir?

3. N pozitif bir tamsay1 ve N3 16
basamakh ise N kagtir?

4. y=|z+2|+|z-3|,2=-2,y=0ve
z =3 ile belirlenen bolgenin alani nedir?

5. 12 cm yangaph daire digina izilen ve
hipoteniisii 65 olan dik iicgenin ¢evresi nedir?

Yarisma 5

1. A=1990-1991-1992-1993-1994-1995-
1996 ve B = 19937 ise, hangisi daha biiyiiktiir ?

2. z, y ve z egit olmayan pozitif tam-
sayllar ise, ¢ + y? + 2® = a esitligini saglayan en
kiigiik a nedir?

3. logaz +1 = 2logyz — 1 egitligini
¢ozuniiz.

4. 23'=1-2-3.--21-22-23 olarak ta-
nimlanir. 23! sayisimin birbirini izleyen sayilarin
carpimu olarak ii¢ farkh bigimde yazilabilecegini
gosteriniz.

5 V214z+V2 -2

* VATtz-Vi-:
kiimesini bulunuz.

6. flqgenlerde aglortaylar karsit kenan
diger kenarlara orantih olarak keserler. Cevre-
sinin bir tamsay1 oldugu bir lggende bir agior-
tay karsi kenan 2 cm ve 5 cm olarak boliyorsa,
cevrenin alabilecegi en buyiik deger kagtir?

.. ..
= — i¢in ¢ozum
z

KAYNAKCA

(1) A. Doganaksoy, Sihirli Kareler, Matematik
Diinyass, 1, say 2, 6-9, 1991.

JAPONYA UNIVERSITE GIRiS SINAVLARI

Derleyen: Safak Alpay *

Ulkemizde oldugu gibi Japonya’da da iini-
versitelere kabul, yarigmaci sinavlar ile yapihyor.
Japonya’da 132 devlet iiniversitesinin yamsira
342 ozel yiiksek okul bulunuyor. Bu iilkedeki
dort yillik yiksek ogrenim programlarina kabul
oran1 %60 iken, bu oran iginde universitelere
kabul edilenler sadece %26. Baska bir deyigle,
Japonya’da yiiksek 6grenim kurumlarina bagvu-
ran 1.025.000 6grenciden 681.000’i kabul edilmig.

Sinavlar ise iki agamal. Bir hiikiimet or-
ganinca yilda bir kez Ocak ay:1 ortasinda yapilan
ilk sinava herkes girmek zorunda. Ulkemizdeki
uygulamadan farkl olarak gegerli nedenlerle bu
sinava katilamayanlara bir siire sonra bagka sinav
verilebiliyor. Bu uygar uygulamaya iilkemizde
de yer verilmesini gormek isteriz.  Agagida
orneklerini sundugumuz ikinci agama sinavlari,
tniversitelerin kendilerinin diizenledigi sinavlar.
Bu smavlarin tarihleri her ogrenciye en fazla iki
farkh iiniversitenin acgtig sinava girmesine olanak
veriyor.

Universiteler birinci ve ikinci sinav ba-

* ODTU Matematik Béliimii gretim iiyesi

ganllanm farkh degerlendiriyorlar.  Genellikle
ilk agama bagansi1 %40-50, ikinci sinav bagarisi
%60-50 oranlarinda degerlendirilirken, Tokyo
Universitesi ilk sinavi %20, kendi verdigi sinavi
ise %80 oraminda degerlendiriyor. Orneklerden
goreceginiz gibi, farkh programlarda okuyacak
ogrencilerin yanitlamasi gereken matematik soru-
lar oldukga farkh.

1990 yihinda iiniversitelere kabul edilen-
lerin %6’s1 sinavsiz kabul edildiler. Uluslararasi
bilim olimpiyatlarinda iilkemizi bagan ile tem-
sil eden Ggrencilerimizin de benzeri bir uygu-
lama ile istedikleri programlara veya yargtiklan
bilim dallarindaki programlara sinavsiz kabul
edilmelerinin, bu 6grencilerin emeklerinin karsi-
hig oldugunu diigiiniiyorum.

Asagidaki sorulardan bir kismi Matematik
Diinyasi’nin problemleri iginde yer alacak. Egitici
buldugumuz bir kisminin ¢éziimlerini ise ayr bir
yazi olarak yayimlayacagiz. Once siz bir deneyin.
Iyi ¢aligmalar!
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A Sinavi (Temel Bilimler)

Sire: 150 dakika.

1. a, b ve c pozitif gergel sayilar olsun.
zyz uzaymnda |z| < a, |y| < b, 2z = ¢ kogullarim
saglayan (z,y,z) noktalarmin olugturdugu D
diizlemini diiglinelim. P noktas;, z = ¢ + 1
diizlemi tizerinde olan ve

2 yi

b2

elipsi lizerinde bir kez dolagan 1gimin kaynaj
olsun. D diizleminin, ry diizlemi iizerindeki
golgesini giziniz ve alanim hesaplayimz.

2. p bir sabit olmak iizere, 2°—3z—p=0
ifadesini diigiinelim. f(p), en biiyiik gercel kok
ile en kiigiik gergel kokiin ¢arpimi olsun. Eger
tek kok varsa, f(p) bu kdkiin karesi olsun.

(a) Her p igin f(p)’nin en kiigiik degerini bu-
lunuz.
(b) p— f(p) fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

z

a’+ =1, z=c+1

3. (a) n=1,2,... dogal sayilan i¢in
sinnd = p,(tan@)cos" @
cosnd = gp(tanf)cos™d

kogullarim1 saglayan p,(z) ve g¢n(z) polinom-
larinin varhigin gosteriniz.

(b) n > 1 igin, pj(z) = ngn_1(z) ve gi(z) =
—npp-1(z) 6zdesliklerini gosteriniz:

4. zy dizleminde koordinatlar tam-
sayllar olan (m,n) noktalarina &rgii noktalan
diyelim. Her orgii noktasinda yaricapi r olan
¢emberi ¢izelim. Egimi 2/5 olan dogru, bu
dairelerin bazilarim kesecektir. Bu &zellige sahip
r sayllarinin en kiigiik degerini bulunuz.

5. f(z), 0 <z < z2 igin 0 < f(z3) <
f(z1) kosulunu saglayan ve z > 0 igin tammh
siirekli bir fonksiyon olsun.

S(z) = ” f(t)ydt  ve

x

S(1) =1

ise, her @ > 0 igin agagida belirlenen bolgelerin
her birinin alam 35(a)’dir:

(i) (0,0) ve (a,f(a)) noktalarim birlestiren
dogru parcasi altinda kalan bolge.

(i) (0,0) ve (2a, f(2a)) noktalarim birlestiren
dogru pargas: altinda kalan bélge.

ALPAY
(iii) y = f(z) egrisi altinda kalan alan bélge.
(a) S(z) ve f(z) -

olarak ifade ediniz.
(b) z> 0 igin a(z)

2z
/ a(t) dt
degerini bulunuz.

(¢) f(z) fonksiyonunu belirleyiniz.

2f(2z)’i z’in fonksiyonu

= lim 2"f(2"z) ise
n—o0o

B Sinavi (Begeri Bilimler)

Siire: 100 dakika.

1. f(z) = 2% — 22% — 3z + 4 ifadesinin
-z < £ < 3 arahindaki en biiyiik ve en kiigiik
degerlerini bulunuz.

2. zyz uzayinda P(2,0,1) noktasini ve
yz diizleminde z = y? egrisini diigiinelim. Q, bu
egri uzerinde olmak iizere, PQ dogrusunun zy
diizlemini kestigi F noktalarini giziniz.

3. ABCD, kenarlann 1 ve a olan bir
dikdortgen, E noktasi ise kogegenlerin kesim
noktas) olsun. A, B, C, D ve EF nok-
talarinda yangapr r olan g¢emberleri gizelim.
Herhangi iki ¢emberin arakesitinin bog olacag:
gekilde r’nin en biiyiik degerini bulunuz. S(a),
¢emberlerin dortgen iginde kalan toplam alan ise,
%ﬂl ifadesinin grafigini a’mn fonksiyonu olarak
¢iziniz.

4. V, tabani kare olan diizgiin bir piramit
olsun. Karenin bir kenarina a diyelim. Merkezi
bu piramidin tabaninda olan ve her kenara degen
bir top diigiinelim. V ’nin yiiksekligini ve top ile
piramide ortak olan bdlgenin hacmini bulunuz.

-

HOKKAIDO UNIVERSITESi

A Sinawvi (Temel Bilimler ve Tip)

Siire: 120 dakika.

L avefB, z2-2pr4+p*-2p-1=0
ifadesinin kokleri olsun. p gercel sayisinin

I(a ﬁ)3~2
2(a+0)2 +

ifadesini tamsay: yapan degerini bulunuz.
_+_ ve

y(t) = ==— olarak tammlansin. M(t), koselen

(z(1), y( (w(t+1) y(t+1)) ve (2(t+2), y(t+2))
olan iiggenin agirhk merkezi olsun. ¢ gergel

2. t gerqel sayisi i¢in z(t) =
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sayilarda gezerken, M(t)’nin geometrik yerini bu-
lunuz.

3. C egrisi y = f(z) ile verilsin. P(z,y)
noktasinda C'ye cizilen teget, P ve Q(1,0) nok-
talarimi birlegtiren dogru pargasina dik ise,

[(a) y = f(z) nin sagladif diferansiyel denkle-
mi bulunuz;
(b) y=—2z+5 dogrusu C’ye tegetse, C’nin
denklemini bulunuz.
e [@a)\m
4. (a) lim (—n) degerini bulunuz.

n—oo \ nln

2n 2
.1
(b) ﬂlLrgo ;[ Z logk—nlogn] =/ log z dz

k=n+1 1
oldugunu gosteriniz.

5. 0(0,0,0), A(v2,0,0) ve B(0,v2,0)
noktalar ile cap1 /6 olan bir kiire verilsin. Kiire
merkezinin z koordinat: pozitif, kiire [0A], [0B]
ve [AB] dogru pargalarina teget olsun.

(a) Kiire merkezinin koordinatlarim bulunusz.

(b) Kiirenin zy diizlemi tizerinde kalan kismi-
nin hacmini bulunuz.

B Sinavi (Temel Bilimler ve Balikgilik)

Siire: 120 dakika.
1. avef, 22 -2pz+p*-2p -
ifadesinin kokleri olsun. p gercel sayisimin

1(e—p)-
2(a+p)?+2

ifadesini tamsay1 yapan degerini bulunuz.

2. Diizlemde 0(0,0), A(1,0) ve B(-1,0)
noktalar1 verilsin. P noktasi diizlemde hareket
etsin ve (m, ﬁ) + 3(&,@) = 0 kogulunu
saglasin.

(a) P noktasinin geometrik yerini bulunuz.

(b) |PA|-|PB| ifadesinin en biiyiik ve en kiigiik
degerlerini bulunuz.

3. ABC ii¢geninde, <A = 120° ve |AB]|-
|AC| = 1 olsun. D, A’nn agiortay ile [BC] nin
kesim noktas1 olsun.

(a) |AB| = =z ise, |AD|’yi z cinsinden bu-
lunuz.
(b) AD’yi en biiyik yapan z degerini bu-
lunuz.
@)y
4. (a) llm( o ) degerini bulunuz.

n—o00

2
z logk - nlogn] jlog:cd:c
1

_,?+1
oldugunu gosteriniz.

1=0

5. 0(0,0,0), A(3,0,0) ve B(0,4,0) nok-
talan ile gapt 2 olan bir kiire verilsin. Kiire
merkezinin z koordinat1 pozitif, kiire [0A],
[OB] ve [AB] dogrupargalarina teget ise, kiire
merkezinin koordinatlarini bulunuz.

C Sinavi (Beseri Bilimler)

Sure: 90 dakika.
l. ave B, 22 =2pz+p*-2p-1=0
ifadesinin kokleri olsun. p gercel sayisinin

l(a—p)?* -2
2(a+pB)2+2

ifadesini tamsay1 yapan degerini bulunuz.

2. Diizlemde 0(0,0), A(1,0) ve B(-1,0)
noktalan verilsin. P ncﬁ)asiﬁzlemde hareket
etsin ve (ﬁ,ﬁ) + 3(0OA,0B) = 0 kogulunu
saglasin.

(a) P noktasimin geometrik yerini bulunuz.
(b) |PA|-|PB| ifadesinin en biiyiik ve en kiigiik
degerlerini bulunuz.

3. n, 2den biiyilkk bir tamsayi ise,
tiimevarimla

1 1
—+ =+
V2 V3
oldugunu gosteriniz.
4. f(z)=az+b ve

1
+ﬁ<2\/__2

2z43
Fe)=2 jl f(t)dt

olsun. F(1) =2 ve F'(0) =

lunuz.

—-10 ise, f(z)’i bu-

SHIGA UNIVERSITESI

A Sinavi (Temel Bilimler)

Siire: 90 dakika.

1. a ve B, 22 — pz + 1 = 0 denkleminin
¢oziimleri olsun. o ve §' de 22 —z+ ¢ = 0
denkleminin ¢dziimleri olsun.

(@' —a)(a’ = B)(B' — a)(8' - B)

ifadesini p ve ¢ cinsinden bulunuz.

_ (1 -1 _f[a b
2. A= 9 3 ,B_(l _2)ve
(A+ B)? = A2+ 2AB + B? ise, a ve b sayilarim

bulunuz.



3.2-2y">0ve l—z— |y >0 esitsiz-
liklerinin saglandigi bolgeyi ve alanim bulunuz.
4. {a,} dizisi n > 1 igin

n+1
n+2
esitligini saghyorsa, S, = a; + a2 4+ --- + a,
toplamimi bulunuz.

5. ABC iicgeninin kenarlari a,b,c ve
alam S olsun. Uggen icindeki bir P noktasindan

kenarlara gizilen diklerin uzunluklan z, y ve z
olsun.

01+202+303+"'+ﬂan =

b
\
|
}
c

(a) S’yi, a, b, ¢, =, y ve z tiirinden ifade
ediniz.

(b) P’, koordinatlan (z,y,z) olan nokta ol-
sun. P, ABC iiggeni iginde gezerken, P'’niin
bir uggen betimledigi gosteriniz.

(¢) P, ABC tggeninin agirhk merkezi ise,
P''niin de (b)’de elde edilen ii¢genin agirhik
merkezi oldugunu gosteriniz.

B Smavi (Ekonomi)

Siire: 100 dakika.

1. y = 2z -1 fonksiyonunun grafigini
ve y = = + k dogrusunu diigiinelim. k sabitini
degigtirerek iki egrinin kesim noktalarinin sayisim
tartigimz.

2. Bir ABC iiggeninde @, [AC] kenan
iizerinde |AQ| : |QC| = 3 : 4, P ise [BQ) ke-
nan uzerinde |BP|: |PQ| =T : 2 olacak gekilde
noktalar ve O herhangi bir nokta olsun.

(a) E)Tj = a07+ﬂ0_(3" ifadesini a ve § ras-
yonel sayilar iken bulunuz.
(b) I, m ve n rasyonel sayilar olmak iizere,

OP =104 + mOB + nOC ifadesini bulunuz.
3. C agsi 90° olan bir ABC iiggeninde
hipoteniisiin uzunlugu |4B| = a olsun.

(a) D iggemberin [AB] kenarina teget oldugu
noktaise, |AD| = 3(|AB|+|AC|—|BC)) esitligini
kamtlayimz.

(b) 8, A agisinin yans: ise, igcemberin yarigapi
r’yi a ve # cinsinden bulunuz.

ALPAY

(¢) r’nin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.
4. Her z igin f(z), (z—a)? ve (z—a-2)?
sayilarinin kiigiik olani olsun.

1
F(a) = /U fia)idi

ise, F(a)'mn -2 < a < 2 uzerinde alacag en
biyiik ve en kiigiik degerleri bulunuz.

SHIGA TIP FAKULTESI

Stire: 120 dakika.
1. (a) a ve b dogal sayilar olmak iizere

b < a? ise, Va+vb+ Va—vb'nin dogal say1
olmasi igin gerek ve yeter kogulun n? < a < 2n®
ve b = 4n%(a%—n?) olmasim saglayan bir n dogal
sayisinin varhig oldugunu gosteriniz.

(b) V30 + Vb + V30— /b ifadesini tamsay1
kilan b dogal sayilarim bulunuz.

2. ABC iiggeninin zaman t ile degisgtigini,
ancak bu degigimlerde # ile gosterecegimiz A
agisinin hep dar ag1 kaldigini ve tiggenin alaninin
degismedigini varsayahm. a = |BC|, b = |CA|
ve ¢ = |AB| alalim.

dd »

(a) $'yi, b, ¢, &, 4 ve 0 tiiriinden bulunuz.

(b) i—‘:’yi, b, ¢, d’:, %% ve @ tiirinden bulunuz.

(¢) ABC iiggeninin kenar uzunlugu 10 olan
egkenar iiggen oldugu durumda $ =2 ve % =

t
—1 ise, %% ve %“i’yi bulunuz.

3. A(s,0) (0 < s < 1), z ekseni
ustinde bir nokta ve B(0,f) (0 < t < 1),
y ekseni istiinde bir nokta olmak iizere [AB]
dogru pargasi uzunlugu her zaman 1 birim kala-
cak gekilde degigsin.

(a) [AB] dogru pargasi ile 0 < 2o < s olmak
uzere £ = zo dogrusunun kesim noktasinin y ko-
ordinatim s ve zy tiiriinden bulunuz.

(b) (z,y), AB dogru parcas iistiindeyken,
z’in ve y’nin alabilecegi olasi degerleri esitsizlik-
ler ile belirtiniz.

4. II) caz+y+z=avelly: z—ay+az =
1 diizlemlerinin arakesitleri I dogrusu olsun.

(a) 1 igin bir y6n vektérii bulunuz.

(b) a degisirken { bir yiizey belirler. (z,y), bu
yiizey ile z = t diizleminin arakesitindeki nokta
olsun. z ve y arasindaki iligkiyi belirleyen denk-
lemi bulunuz.

(¢) £ =0 ve 2 = 1 diizlemleri ve (b)’de bu-
lunan yiizey ile belirlenen hacmi, t degigkenine
bagh olarak bulunuz.



35. ULUSLARARASI MATEMATIK OLIMPIYADI

SORULARI

Derleyen: Ali Doganaksoy *

“

35. Uluslararasi Matematik Olimpiyadi,
12-19 Temmuz 1994 tarihleri arasinda Hong
Kong’da yapildi. Bu olimpiyatta iilkemizi Hasan
Fehmi Ateg, Murat Atlamaz, Riza Ertugrul, Zafer
imgek, Bayram Yenikaya ve Bilal Yurdakul’dan
olugan takim temsil etti. Ates, Atlamaz, Ertugrul
ve Yenikaya bronz madalya, Simsek ve Yurdakul
mansiyon kazandilar.

1. ECO (Ekonomik Igbirligi Tegkilati)
Matematik Olimpiyadi Tahran’da 17-22 Eyliil
1994 tarihleri arasinda yapilacak.  Dergimiz
yayna hazirlandigi sirada heniiz baglamamg olan
bu olimpiyatta yamgacak ogrencilerimiz, Halil
Bayrak, Ethem Canakoglu, Mustafa Giinseli,
Ali Ekber Giirel, Caner Kazanai ve Bayram
Yenikaya. Bu Ogrenciler, ulusal ve uluslararasi
matematik olimpiyatlarina hazirhk amaci ile
7-19 Agustos 1994 tarihlerinde Abant Izzet
Baysal Universitesi tesislerinde yapilan ¢aligma
kampinda yapilan siavla belirlendi.

Bu saymmizda 35. Uluslararasi Matematik
Olimpiyadi’nda sorulan sorulan veriyoruz.

Birinci Gun, 13 Temmuz 1994

Siire: 43 saat. Her problem 7 puan degerindedir.
1. m ve n pozitif tamsayilar olsun.
ai,asz,...,am, {1,2,...,n} kiimesinin farkh oyle
elemanlar olsun ki, 1 < i < j < m olmak tizere
aj + aj < n oldugu her durumda, a; + a; = ay
olacak sekilde bir £ (1 < k < m) bulunsun.

G+t tam  ntl

m - 2

oldugunu kamtlaymiz.
2. ABC ikizkenar iiggeninde |AB| = |AC]|

olsun. >

(i) M, BC’nin orta noktas;; O da, AM
dogrusu iistiinde bulunan ve OB’nin AB’ye dik
olmasimi saglayan nokta olsun.

(i1) @, BC kenan iistiinde, B ve C’den farkh
herhangi bir nokta olsun.

* ODTU Matematik Boliimii 5gretim iiyesi

(i) £, Q@ ve F aym dogru iistiinde bulunan
farkli noktalar olmak iizere, E’nin AB dogrusu,
F’nin de AC dogrusu iistiinde bulundugunu
kabul edelim.

OQ’nun EF’ye dik olmasinn, |QFE| =
|OF| olmasi i¢in gerek ve yeter bir kogul oldugunu
kanitlaymz.

3. Her k pozitif tamsayis: igin, {k +
1,k+2,...,2k} kiimesine ait ve 2 tabanina gore
yazilimlarinda tam olarak ii¢ tane 1’in gegtigi ele-
manlarin sayis1 f(k) olsun.

(a) Her m pozitif tamsayisi i¢in, f(k) = m
olacak gekilde en az bir k pozitif tamsayisinin bu-
lundugunu kanitlayimaz.

(b) f(k) = m egitliginin tam olarak bir k igin
saglandifi tiim m pozitif tam sayilarim1 bulunuz.

Ikinci Giin, 14 Temmuz 1994

Siire: 41 saat. Her problem 7 puan degerindedir.

nd+1

‘ sayisimn bir tamsay1 olmasim
mn — 1

saglayan tiim (m,n) sirali pozitif tamsay: ikilile-
rini bulunuz.

5. §, —1’den kesin biiyiik reel sayilarin
kiimesi olsun. Asagidaki iki kogulu saglayan tiim
f:8 — S fonksiyonlarim bulunuz:

(i) S’yeait her z,y igin, fz+f(y)+zf(y)) =
y+ f(z) + yf(z) olup,

f(=)

(i) ==, 1<z <0 ve 0 < z araliklaninn
her birinde kesin artan bir fonksiyondur.

6. Asagidaki kogulu saglayan ve pozi-
tif tamsayilardan olugan bir A kiimesinin var
oldugunu gosteriniz: '

Tim elemanlar1 asal sayilar olan sonsuz
her S kiimesi i¢in, m ve n sayillarindan her
birinin S’ye ait k farkh elemamn ¢arpimi ol-
masim saglayacak bicimde K < 2, m € A ve
n ¢ A porzitif tamsayilan vardir.



PROBLEMLER VE GOZUMLERI
#

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A91. Kenar uzunlugu 23 olan kare iginde
99 nokta geligigiizel segilmigtir. Cevre uzunlugu
14’ten kiiciik olan ve kogeleri segilen noktalar
iizerinde bulunan en az bir iiggen bulunabilecegini
gosteriniz. (Yaman Duruman)

A92. cos3z —cos2z +cosz -1 =0
denkleminin (0, 27) arahgindaki ¢6ziimlerini bu-
lunuz. (Hiseyin Demir)

A93. cos®z+5in°z = 1 denklemini cosz
igin ¢oziiniiz (Hiuseyin Demir)

A94. Atilan beg tavla zanmn toplam-
larmin ¢arpimlarindan kiigiik olmasi olasihgini
hesaplayiniz.

A95. Dizlemde her iki koordinat1 da
tamsay1 olan noktalara orgii noktalar denir.
Diizlemde (0, 0)’dan gegen her dogru mutlaka bir
orgii noktasindan geger mi? (Jafak Alpay)

YARISMA PROBLEMLERI

Y91. ABC, kenar uzunluklan a,b,c ve
alam S olan bir ii¢gen olsun. b,¢; c,a ve a,b
ciftlerinin geometrik ve aritmetik ortalamalarina
sirayla aj, by, ¢1 ve ag,bo,co diyelim.

(a) Kenar uzunluklan a;, b; ve ¢, olan bir
A1B;C; iiggeninin varhgim gosterip ABC ve
A1B,Cy’in S ve S; alanlan arasinda S; > S
bagintisinin bulundugunu ispatlayimz.

(b) Kenar uzunluklan ag, bo, co olan bir tgge-
nin varhgim gosteriniz. (Hiseyin Demir)

Y92. Dar agh bir ABC iiggeninin I,
dig ¢emberinin bulundugu bolgede bir kosesi
[BC]’nin D orta noktas: ve iki kogesi AC ve AB
dogrular iizerinde bulunan kare diigiiniiliiyor.

(a) Kareyi pergel ve cetvelle giziniz.

(b) Karenin kenar uzunlugunu hesaplayinz.
(Hiseyin Demir)

Y93. [1’den k’ye kadar numaralanmg
k tane oksijen tipi farkhh basingta doldu-
rulmugtur. k numarah tipin basina p; olmak
lizere p; < p2 < .-+ < pi oldugu bilinmekte-
dir. Tiplerden istenildigi kadar paralel baglana-
bilmekte ve bu halde baglanan tiiplerin basinglar:,
ortalama basinca egit olacak sekilde dengelenmek-

tedir. Tiipleri baglayip ¢ozerek, 1 numarah tiipiin
basincinin alabilecei en yiiksek degeri bulunuz.

Y94. Bir digbiikey 12 yiizlude

(a) biitiin yiizler ikizkenar iiggendir,
(b) her kenar ya z ya da y birim uzunlugun-
dadir,
(c) her kogede ya 3 ya da 6 kenar bulugur,
(d) biitiin yanal agilar egittir.
y : ¢ oramm hesaplayimz.

Y95. Kenar uzunluklan |[BC| = 5,
|CA| = 3, |AB| = 4 birim olan bir ABC
iicgeninde, A, B,C’nin sirasi ile B,C, A’ya gore
simetrikleri A’, B!, C’ ise A’, B',C' ii¢geninin R’
cevrel yarigapim hesaplayiniz. (Huseyin Demir)

¢OZUMLER

A81. Birbirine eg olan dért gemberden
ligliniin her biri, verilen bir ABC licgeninin
icinde olup, agilardan birinin iki kenarina tegettir.
Dérdiincii gember bu iig ¢embere teget ise bu
emberlerin cetvel ve pergelle cizilebilecegini
gosteriniz.

Coziim. Kenarlara teget olan gemberlerin
merkezleri A’,B’,C' olsun. ABC ve A'B'C’
iiggenlerinin kenar uzunluklan a,b,¢ ve a’,b',c’;
ortak yarigap da r ise, @ = z cot %+a’+z cot % =
(2 + %)+ = 2z+4d ved =a(l - %)
elde edilir. (Burada z = |BB'| = |CC'| = |AA|
ve S = (a+b+c)/2’dir.) Dordiincii gemberin
merkezi O' ise, |0'A| = |O'B’| = |0'C'| = 2r
nedeniyle, bu nokta A’B’C’’niin ¢evrel ¢ember
merkezidir. A’B'C' ~ ABC benzerligi ve a’' =
a(l — £)’den % = 1-£ = z(%+%) =1
= Ll_-142 - L 14 Ll hylunur. O

rt - r TR 22z — r T R]2
halde 2z uzunlugu r ile R/2’nin harmonik orta-
lamas: olup ¢izilebilir [1].

(Gozenler: Murat Aygen, Ozgiir Simer,
Atasagun Baykal, Cineyt Girsoy, Emre Alkan,
Ruhi Tanbar.)

A82. Tabam [BC] ve A agis1 genig olan
bir ABC iiggeninin A kogesi ve yan kenarlarinin
birer kism gizim kagidinin digina tagmigtir. Bu
iiggenin [AD] kenarortaym, [AE] ig aglortayim
ve [AF] yiiksekligini belirleyiniz.



Cozim. B'den CA'ya ve C’den
BA’ya izilen paralel dogrular A’ 'nde kesigsinler.
A'BC ~ ACB olup A'BC iiggeninde [(4'D],
[A'E], [A'F], kenarortayi, i¢ agiortayr ve
yuksekligi cizilir. [A’D]’nin uzantiss ABC 'nin
aramlan kenarortayi, £ ve F’nin D’ye gore
simetrikleri E' ve F' ise, E' ve F'’nden A'E’ye
ve A'F’ye cizilen paralel dogrular cevap olur.

(Cozenler:  Ozgir Simer, Atasagun
Baykal, Cineyt Giirsoy, Ergin Yaraneri, Murat
Aygen.)

A83. O kesigme noktas ¢izim kagidinin
digina diisen @ ve b dogrular ve bunlarin diginda
bir C' noktasi veriliyor. CO dogrusunu cetvel ve
pergelle belirleyiniz. (Hiseyin Demir)

Coziim. Noktadas iig dogru ile ilgili teo-
remlerden istifade edebiliriz. Ornegin, verilen
ug ¢emberin ikililerinin kuvvet eksenlerinin nok-
tadashgimi kullanabiliriz.  Bunun igin a’yi P
ve Q noktalarmmda, b’yi R ve S’de kesen bir
¢ember cizer, CPQ ve CRS ¢emberlerinin ikin-
ci D arakesit noktasim buluruz. CD dogrusu
aranilan dogru olur.

(Cozenler: Emre Alkan, ézgﬁr Simer,
Cineyt Girsoy, Ergin Yaraner:, Ulki Oztas,
Atasagun Baykal, Murat Aygen.)

A84. Iki ve iig basamakh sayilarla ilgili
olarak
ABC = (DE)?
CBA (ED)?
sistemini ¢6ziiniiz. (Hiseyin Demir)
Cozium. Esitlikleri
100A4+10B+C =
100C+10B+A =

100D? + 20ED + E?
100E? + 20ED + D?

bi¢ciminde yazip taraf tarafa gikarirsak, A — C =
(D — E)(D + E) elde ederiz. Burada A > C ve
D > FE alabiliriz. D <3 ve E < 3 olup, DE
igin ¢oziimler 32°den kiigiik olan 31,22, 21,11 dir.
Ozetle 961 = 312, 169 = 13?, 484 = 292,
441 = 212, 144 = 122, 121 = 11? ¢oziimlerdir.

(Gozenler: Ilker Bajriagik, Namak Gk,
Ergin Yaraneri, Seyhun Kesim, Ruhi Tabur,
Atasagun Baykal, Ciineyt Girsoy, Ozgur Sumer,
Ali Satilmig, Emre Alkan, Levent Kogoglu.)

AS85. \/13 +30\/2+V9+ 42 sayisini

n, m tamsayi olmak tizere n+m+/2 seklinde ifade
ediniz.

Cozuim. 9+4v2 = l+2-2\/§+(2\/§)2
(1 + 2v2)? oldugundan, aradigimiz say1 z

\/13 +30v2 + 1 + 2v/2'dir. Benzer yolla 241+

2v2 = 14+2v2+(V2)? = (1+V2)? olur. O halde

z = /134 30(1+ v2) = V434 30v3 bulunur.
43+30v2 = 2542-5-3v2+(3v2)? = (5+3v2)?
ve z = 5+ 3v/2 olacaktir.

(Cozenler: Ali Satimag, _Ruhi Tabur,
Levent Kogoglu, Hasan Kullap, Ozgir Simer,
Cineyt Gursoy, Seyhun Kesim, Namik Gk,
Fikret Barlas, Ergin Yaraneri, Ulki Oztag, flker
Bagriagik, Murat Aygen, Atasagun Baykal.)

o

Y81. F odag ve d dogrultmanm ile be-
lirli parabol ile bir m uzunlugu verildiginde,
paraboliin odagindan gecen m uzunluktaki bir
kirigin pergel ve cetvelle gizilebilecegini gosteriniz.
(Hiseyin Demir)

Coziim. Parabolin Ozy dik koordinat
sistemindeki denklemi 4ay = z? (a > 0) ol
sun. Odak F(a,0) olur. Odaktan gegip = ek-
senine paralel olan kirig [UoVp] ise, Vy(—2a,a)
ve Up(2a, a) oldugu goriliir. Aranilan kiriglerden
biri [UV] ve UgFU = a (0 < a < 7/2) ol-
sun. |FU|=r, |FV|= s koyarsak U(r cosa, a+
rsina) bulunur. Bunlar paraboliin denkleminde
yerine konursa, 4a(a + rsina) = r? cos? a, yani
(cos? a)r? — 2(2asin a)r —4a? = 0 elde edilir. Bu
da r igin r = Qa%‘% = 2aliif‘a";:,kio verir. Bir-
inci kok r(a) = (22— > 0 olup, r(a+ ) de
s =|FV|’yiverir. Ohalde u=r 45 = 22 4

l-sino

2a 4
TFeng = ooy Ve dolayisiyla cosa = s <1

olup, u > 4a igin ¢izim vardir.
(Gozenler:  Emre Alkan,
Baykal.)

Atasagun

Y82. Egkenar bir ABC iiggeninin iginde
ya da lizerinde alinan degisken bir P noktasina
gore ayak lcgeni DEF ise ve AD, BE, CF
dogrulari noktadag ise P’nin geometrik yerini be-
lirleyiniz. (Hiseyin Demir)

Cozim. AD, BE, CF dogrulan
bir Q noktasinda kesigsinler. QBC, QCA,
QAB iiggenlerinin alanlan sirasiyla z, ¥,z olsun.
ABC'’nin kenar uzunlugu a ve alan s ise, D’nin
[BC]'yi blme oram A = 1821 — 1BC1 — _a_ _
7=z olup |DB| = 2 ve |DC| = ;2 bulunur.

LAt 8=

E ve F’nin [CA] ve rAB] ’yi bolme oranlarindan

EC|= =, |E4]=-2

s=y

s—Y



|FA|= ——, |FB|=
§—2 8§—2

elde edilir. DP, EP, FP dikmelerinin nokta-
daghg ile [2])’deki formiilden
alys?

)P [(s -z (s-2)

olarak yazilir. Bu da )} =2 =0 olarak kisaltilip

Sly-2)(s-y)s—-2) = 0 esitligini verir. Bu-
radan agafidakileri elde ederiz:

D=2 -(y-2)s+ys =

2 -2)s - (s-2)s+ys] =

2 y-2)@s+yz) =0

sY o(y—2)+) ya(y—2)=0
yx(y—z)+z22(z—z)+zy(z —y) =0
(y-2)(z-2z)(z—y)=0

y=z, F=iT; z=y.
O halde geometrik yer yiiksekliklerin bilegimi olan
nokta kiimesidir.

(Cozenler: Emre Alkan, Murat Aygen,
Atasagun Baykal.)

=0

Lrey il

Y83. 1,2,...,n tamsayillanim rastgele
ai,as,...,a, seklinde siralayip T' = |a; — a2| +
l|ag —as|+ - - -+ |an-1 — an| + |an — a;1| toplamm

hesaplarsak, elde edebilecegimiz en biyuk T
degerini bulunuz.
Cozim. Mutlak degerleri acarsak T

toplaminda her a; sayis1 iki kere gorilir ve
2n terimin yarns: arti, yarisi ise eksi igaretlidir.
Toplamin en biiyik olmasi igin eksi igaretler
kiigiik sayilara ait olmahdir. = 2k ift ise,
1,2,...,k’nin igaretleri hep eksi ve k + 1,k +
2,...,2k’mn igaretleri hep art1 oldugu durumda
T =2[k+1)+(k+2)+ - +2k-21+
24 -+ k) = 2% = "T? toplami, Grnegin,
1,k+1,2,k+2,...,k, 2k siralamasi ile elde edilir.
n = 2k + 1 tek ise, 1,2,...,k sayilan iki kez
eksi, k+2,k+3,...,2k 4+ 1 sayilan iki kez art1
ve k + 1 bir kez eksi, bir kez art1 olacak bir
siralama igin, T = 2[(k+2)+ (k+3)+ --- +
(2k+1)]+(k+1) 2(1424---+k)—(k+1) =

2k(k + 1) = 2L bulunur. Bu toplam, Srnegin,
1,k+2,2, k+3 . k,2k+1,k+1 siralamasiyla
elde edilir.

(Gozenler: Emre Alkan, Ergin Yaraneri,
Atasajun Baykal, Ilker Bagriacik, Seyhun
Kesim.)

[32]

Y84. Her z € [-1,1] igin f(f(z)) =
—z kogulunu saglayan bir f : [-1,1] — [-1,1]
fonksiyonu var mlghr? (H. Turgay Kaptanoglu)

Coziim. Istenen fonksiyon birebir ola-
caktir, ¢linki f(z1) = f(z2) ise —-z; =
f(f(z1)) = f(f(22)) = =22, yani 21 = 2,

olmahdir. f siirekli olsaydi, siirekli ve bire-
bir bir fonksiyon monoton (artan ya da azalan)
olacagindan f o f artan olacakti. (Iki artan
ya da iki azalan fonksiyonun bilegkesi artandir.)
Halbuki f(f(z)) = —z azalan bir fonksiyon-
dur; o halde istenen kogulu saglayan sirekli bir
fonksiyon yoktur. Siireksiz fonksiyonlarda ise
cesitli ¢oziimler bulunabilir, 6rnegin

—z-4, -l1<z<—j3ise

z—3, -3 <z<0ise
flz)=10, z =0 ise;

a:+%, 0<z§%ise;

—::+%, %<z‘51ise;

istenen kogulu saglar. [—1,1] arahginda f mono-
ton degildir; bu nedenle de fo f’nin artan olmasi
gerekmesz.

(Cozenler:  Sultan Yamak, Atasajun
Baykal.)

Y85. Bir X kimesinin h elemanh
k tane alt kimesi X, Xs,..., X veriliyor:
Xi C X, |X4§] = &, i = 1,..,k.
min|X; UX,U---UXi|nin, k& < C(m,h)

ozelligine sahip en kigik m sayisina esit
oldugunu gosteriniz.

Coéziim. X, U---UX =Y C X diyelim.
XiCY ve |Xi|=h (i=1,...,k) oldugundan,
k < C(|Y],h) bulunur. Buradan da min|Y|’nin
C(m,h) > k ozelligini saglayan en kiigik m
oldugu anlagilir.

Cozenler: Atasajun Baykal, Emre
Alkan.)
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