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OYUNLAR (II)

Ali Nesin *
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Yoksulun Sans1

Bolimleri birbirinden bagimsiz olan bu
yazi dizisinin okumak tuzere oldugunuz boli-
mii girige gereksinmiyor. Dogrudan kanitlaya-
cagimiz sonuca gegelim:

“Teorem.” Yoksulun zengine kars sansi yoktur.

Bu ¢ok bilinen ‘teorem’i kamitlayabilmek
i¢in hergeyden once 6nermeyi matematiksellegtir-
meliyiz. Zenginin —tanim geregi— ¢ok para-
s1 var. Yoksulunsa az parasi var. Zenginle yoksul
yazl-tura oynayacaklar. Yazi gelirse yoksul zen-
ginden 1 lira alacak. Tura gelirse yoksul zengine
1 lira verecek. Opyun iki oyuncudan birinin
parasi bitene dek siirerecek. Daha Once sona
eremez. Bu kuralla oyun hig bitmeyip sonsuza
dek siirebilir. Ornegin yazi-tura atiglarmi sirayla
bir yoksul bir zengin kazanirsa oyun sonsuza dek
sirer. Bu oyun sonsuza dek siirebilir ama sonsuza
dek siirme olasihi sifirdir. Bunu gegen yazimzda
kanitlamigtik. Bu bolimde yukaridaki yazi-tura
oyununu kag¢ olasihkla kimin kazandigm bu-
lacagiz. Once paranin hilesiz oldugunu varsay-
acagiz; bu bolimin sonunda hileli parayla oyna-
nan yazi-tura oyunlarim inceleyecegiz.

Iki oyuncudan birinin kesinlikle (yani 1 ola-
silikla) kazanacagm biliyoruz. Hangi oyuncunun
kag olasilikla kazanacagim bulmak istiyoruz. Or-

negin birinci oyuncunun 1, ikinci oyuncunun 100 .

liras1 varsa, biiyiik bir olasilikla ikinci oyuncu
oyunu kazanir. Birinci oyuncunun kazanma olasi-
h azdir, ama 0 degildir. Okurun, “yiizde 1 ola-
silikla birinci, yizde 99 olasihkla ikinci oyuncu
kazanir” dedigini duyar gibi oluyorum. Dogru
degil. Yamt yanhg ama okuru yamlgiya bilerek
sirikledim. Bir bagka ornek ele alahm.

Diyelim birinci oyuncunun 2, ikinci oyun-
cunun 3 lirasi var. Birinci oyuncunun oyunu
kazanma olasihg kagtir? Bu kez okur 2/5
yamtm verecek ve hakh gkacaktir. Bir onceki
ornekte, birinci oyuncunun kazanma olasih-
g 1/100’dir, ikinci oyuncununkiyse 100/101°dir.

Bu bélimde, oyuna birinci oyuncu n, ikinci
oyuncu m lirayla bagladiginda, birinci oyuncu-
nun oyunu - olasihikla kazanacagini kamtla-
yacagiz.

Teorem 1. Hilesiz parayla oynanan yazi-tura
oyununa birinci oyuncu n lirayla, ikinci oyuncu
m lirayla baglarsa, birinci oyuncu oyunu =
olasilikla kazanir.

Teoremi bir an igin kamtlanmg varsayip,
6nemli bir sonucunu irdeleyelim. Teoreme gore,
ikinci oyuncunun ne kadar ¢ok parasi varsa, bi-
rinci oyuncunun kazanma gansi o kadar azdir.
Ciinkii n sabit kalrsa ve m artarsa, I
sayis1 gittikce kiigiiliir. Zengin ne denli zenginse
ve yoksul ne denli yoksulsa, yoksulun kazanma
olasih o denli azdir. Biraz abartalm ve zenginin
sonsuz parasi oldugunu varsayahm. (Para mu ba-
siyor ne!) O zaman, yoksulun oyunun (sonlu) bir
aninda beg parasiz kalma olasih 1 olacak. Yani
yoksul yiizde yiiz kaybedecek. Oyuna kag parayla
baglarsa baglasin ... Giinkii m sonsuza gittiginde
o saysl sifira gider. Yoksul milyoner olarak
oyuna baslasa bile, zenginin sonsuz parasi varsa
kesinlikle kaybeder. Dolayisiyla bu teoremden gu

¢ikar:

Birinci Teoremin Bir Sonucu. Hilesiz parayla
oynanan bir yazi-tura oyununda, birinci oyuncu-
nun sonlu, ikinci oyuncunun sonsuz parasi varsa,
oyunu 1 olasilikla (yani yiizde yiiz) ikinci oyuncu
kazanir.

Simdi teoremimizi kamtlayalim. s = n+m
olsun. Yani s, iki oyuncunun toplam parasi.
ps(n), birinci oyuncunun n, ikinci oyuncunun
s — n liras: oldugunda, birinci oyuncunun oyunu
kazanma olasihg olsun. Ornegin, p,(0) = 0.
Ciinkii birinci oyuncunun hig parasi yoksa, za-
ten oyunu kaybetmistir ve kazanma olasihg1 yok-
tur. Ote yandan, p,(s) = 1. QCiinkii birin-
¢i oyuncunun s lirasi varsa, ikincl oyuncunun
hi¢ parasi kalmamgtir ve oyunu birinci oyuncu
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kazanmigtir.  Teorem 1, p,(n) sayismin n/s
oldugunu soyliiyor. Demek ki

(1) P:(") ==

esitligini kamtlamahyiz.  p,(n) sayilan bir-
birinden bagumsiz degillerdir. Aralarinda bir iligki
vardir. Bu iligkiyi bulahm. 0 < n < s olsun. Bi-
rinci oyuncunun n lirasi var. Oyun, iki yoldan
birini alabilir. Birinci oyuncu ya kazanacaktir
ya kaybedecektir. Kazamirsa n + 1 liras1 ola-
caktir, kaybederse de n — 1 liras1. Her iki du-
rumun da olasihg 1/2’dir. Demek ki n lirayla
oyuna baglayan birinci oyuncunun ilk oyundan
sonra yarim olasiikla n — 1 lirasi, yarim olasi-
lkla da n + 1 lirasi olacaktir elinde. Bu son iki
durumda birinci oyuncunun oyunu kazanma ola-
sihg), sirasiyla, p,(n — 1) ve ps(n + 1)’dir. Yani,
0<n<sise,

Ds (n) — p-'(n2_ 1) + Ps(n2+ 1)

dir. Bunu gdyle de yazabiliriz: 0 < n < s igin,

(2) ps(n+1) = 2ps(n) — ps(n — 1).
Simdi bir 6nsav kanitlayalim:
Onsav. Eger 0 < n <'s ise, ps(n) = np,(1).

Onsavin'Kamti. n iizerine tiimevanmla ka-
mtlayacagiz. Eger n = 1 ise, kamtlanacak
esitlik ps(1) = ps(1) olur ve bu durumda onsavin
dogrulugu apacik. Simdi esitligi n = 2 igin

kamtlayahm. p,(2) = 2p,(1) esitligini kanitla-

mak istiyoruz. (2) esitliginden,

2:(2) 2 2p,(1) - ps(0)

elde ederiz. Ama p,(0) = 0 esitligini biliyoruz.
Demek ki, ps(2) = 2ps(1) ve bu durumda da
onsavimiz kamtlanmgtir. Simdi n > 3 olsun.
Onsavin n—1 ve n i¢in dogru oldugunu varsayip
n+ 1 i¢in kanitlayalim. Bu varsayimlardan ve (2)
esitliginden,

—

ps(n+ 1) 2 2ps(n) — ps(n—1)
2np,(1) — (n — 1)p,(1)

= (n+1)ps(1)

¢ikar. Onsavimiz kamtlanmgtir.

NESIN

Yukaridaki onsavda n = s alalim: 1 =
ps(s) = sp,(1) buluruz, yani p,(1) = 1/s.
Onsavi bir kez daha uygularsak bu esitlikten
ps(n) = n/s qikar. Teoremimiz kanitlanmistir.

Hileli Paranm Oykiisii. Bolimiin siireginde
paranin hileli oldugunu varsayacagiz'. Yazi gel-
me olasihigina y diyelim. Birinci oyuncu yazi gel-
diginde kazansin. Tura gelme olasiligs ¢ olsun.
y+1t =1 esitligi gecerli elbet. Toplam paraya
gene s diyecegiz. p,(n), birinci oyuncunun —
yani yaz1 geldiginde kazanan oyuncunun— n li-
rasi varken obiir oyuncunun biitin parasim it-
me olasihg olsun. Eger y = 0 ise, yani para
hi¢ yaz1 gelmeyecekgesine hileliyse, oyunu ikinci
oyuncu kazanir elbet. Eger y = 1 ise, birin-
ci oyuncu oyunu kazanmir. Ayrica y = 1/2 = ¢
sikkin1 yukarida irdelemigtik. Demek ki, bundan
boyle 0 < y < 1 ve t # y esitsizliklerini varsaya-
biliriz. Bu varsayimla oyunun sonsuza degin sur-
me olasihginin sifir oldugunu gegen yazinin so-
nunda gostermigtik.

Teorem 2. Yazi gelme olasiliginin y, tura gelme
olasihginin t oldugunu varsayallm (t = 1 —y).
Birinci oyuncu yaz geldiginde kazansin ve oyuna
n lirayla baglasin. Ikinci oyuncunun s — n li-
rasi olsun. Birinci oyuncunun yazi-tura oyununu

s=nyn

kazanma olasilig1 *"'—?’T “dir.

(2) formiiliiniin bir benzerini bulahm once.
Birinci kanittaki gibi bir akil yiiritmeyle,

ps(n) = tps(n — 1) + yps(n + 1)
esitligini buluruz. Bundan da

3)  pynt1)= ) _tps(n=1)
3 y y

gikar.  Aynen birinci kanittaki gibi yapacagiz.
ps(n) sayisim p,(1)’i kullanarak bulacagiz.

Onsav. Eger 0 < n < s ise?,

3 yn _m
ps(n) = sy v t)p,(l)-

6nsav1n Kamti. n iizerine timevanmla ka-
nitlayacagiz. n = 1 igin bir sorun yok. n = 2
i¢in kamitlayahm. (3) esitliginde n = 1 alirsak

! Soruyu bu genel bigimiyle soran ve yamtlayan Prof. Dr. Nazif Tepedelenlioglu'na tegekkiir ederim.
2 Bu formiilii nasil buldufumuzu okur merak edebilir. Daha énceki énsavda Ps(n) = nps(1) esitligini tahmin etmek
oldukga kolaydi. Bu énsavdaki formiilii bulabilmek igin biraz lineer cebir bilmek gerekebilir. Ama formiil bulunduktan

sonra kamitlamas: oldukga kolaydur.
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ve p;(0) =0, y+t=1 esitliklerini kullanirsak,
énsavin n = 2 i¢in dogru oldugunu buluruz.
Simdi formiilin n ve n—1 sayilar i¢in dogru ol-
dugunu varsayip n+ 1 igin kamitlamak gerekiyor.
Ayrintilar1 okura birakiyoruz.

Artik ikinci teoremi kanitlayabiliriz. Yuka-
ridaki onsavda n = s alirsak ve ps(s) = 1 esit-
ligini kullanirsak,

v i(y—1)

y.’ _t.!

ps(1) =
buluruz. Bu esitligi onsava uygulayarak

y -ttty y-t)
yn—l(y — t) ya — 1

ps(n) =

buluruz. Sadelestirerek,

) ys " ys—ﬂtn

(4) ps(n) = vt

esitligini buluruz. Ikinci teorem de kamitlanmis-
tir.

Birinci oyuncuda n lira, ikinci oyuncuda
sonsuz para varsa, birinci oyuncunun oyunu
kazanma olasih nedir? Bu soruyu yanitlayalim.
Bu sorunun yamitim1 bulmak igin lim,_, o ps(n)
sayisini bulmahyiz, yani (4) esitligindeki s
sayisini sonsuza gondermeliyiz. Bu limitin hesap-
lanmas! y < t yada ¢ < y olduguna gore degisir,
ama bulunan sonug degigmez, her iki sikta da sifir
bulunur:

ikinci Teoremin Bir Sonucu. Yazi gelme
olasihigi y olsun ve y < 1 olsun. Birinci oyuncu
yazi1 gelince kazansin ve ikinci oyuncunun sonsuz
parasi olsun. Birinci oyuncu 1 olasilikla (yani %
100) butun parasim kaybedecektir.

Ornegin %99 olasihikla yazi bile gelse,
eger tura geldiginde kazananin sonsuz parasi,
yaz1 geldiginde kazananin sonlu parasi varsa,
oyunu oniinde sonunda sonsuz parasi olan kaza-
nir. Sonsuz igin dogru olan biiyiik sayilar igin de
dogrudur agag yukary: para tek yanh olmadik¢a
(yani y < 1 oldukga), zengin ¢ok zenginse yazi-
tura oyununu buyuk bir olasihkla kazanir.

Zugirt Tesellisi

Onceki bolimde, yazi-tura oyununda yok-
sulun zengine karsi sansimin ¢ok az oldugunu

kamtladik. Oyle ki, zengin sonsuz zengin ol-
dugunda oyunu 1 olasilikla (yani yiizde yiz) kaza-
nacaktir. Bu béliimde bu olgudan giizel bir esitlik
cikaracagz:

> e ()=

Yoksulun cebinde 1 lira oldugunu varsaya-
hm. Zenginin de sonsuz zengin oldugunu, yani
sonsuz parasi oldugunu varsayahm. Dolayisiyla
zenginin parasi bitmez ve zengin oyunu kaybede-
mez. Yoksulun tek sansi sonsuza degin oynaya-
bilmek. Bunun da olasihginin sifir oldugunu daha
onceki bolumden biliyoruz.

Birinci yazi-tura atildi. Tura gelirse yok-
sulun cebindeki tek lira gidecek, bes parasiz
kalacak ve oyun bitecek. Diyelim ilk oyunu
yoksul kazandi. Simdi cebinde iki liras1 var.
Ikinci oyunda kaybederse gene 1 lirasi kalacak.
kazanirsa 3 liras1 olacak. Oyun bdylece, sure-
bildigince, yani yoksulun parasi oldugu surece
stirecek.

Oyunun alabilecegi biitiin durumlar bir
‘agag’la gosterebiliriz. Agacin en tepesine |
yazalim. Bu 1, yoksulun oyuna baglamadan on-
ceki biitiin serveti. 1’den sonra asagiya dogru
sagh sollu iki ok (kok) gikaralim. Bu oklardan
soldakinin ucuna 0, sagdakinin ucuna 2 yazalm.
Soldaki ok, yoksulun kaybettigini, sagdakiyse ka-
zandifim gosteriyor. 0 ve 2 sayilan da, bi-
rinci oyunun sonunda yoksulun cebindeki para.
Kaybederse 0, kazanirsa 2 liras1 olacak. Kay-
bettiginde oyun duruyor, dolayisiyla 0’dan sonra
kok biiyiimiiyor. Kazanmigsa, yani 2 lirasi ol-
mugsa oyun suriyor. 2’den sonra kok buyuyor,
ikiye ayrihyor. Soldaki kék her zaman yoksu-
lun kaybettigini gosterecek, sagdakiyse kazandigi-
n1. Oyun sonsuza dek uzayabileceginden, agacin
kokleri sonsuza dek uzar. Bu sonsuz agagtan bir
boéliim sunahm:




Daha ilk turda yoksulun oyunu kaybetme
olasihg 1/2 elbet: tura gelirse kaybedecek
ve oyunu bir daha hi¢ oynayamayacak, yani
elenecek. Yoksul, ilk turda kaybetmemigse ikinci
turda elenemez, ¢iinkii yukaridaki agacin iistten
ugiinci katinda 0 yok. Ama ugiincli turda elene-
bilir. Eger sirasiyla yazi-tura-tura (YTT) gelirse
yoksul beg parasiz kalacaktir. Sirasiyla yaz-
tura-tura (yani YTT) gelme olasiigiysa 1/2%,
yani 1/8°dir. Demek ki yoksulun iigiincii turda
elenme olasihg 1/8. Birinci turda elenme ola-
sihi da 1/2’ydi. Bu olasiliklar toplarsak, yok-
sulun iig¢ oyun dayanamama olasihgim buluruz:

n(0) =0, p(1)=1,

pz(O) = 1’ pz(l) = 0: P2(2) = 1,
p3(0) =0, p3(1)=1, ps(2)=0,
pa(0) =1, py(1)=0, p4(2)=2,
PS(O) = 0) p5(1) = 2) P5(2) = 0:

Bu sayilan nasil bulabiliriz? drnegin
pe(4)'ii agaca bakmadan bulabilir miyiz? pe(4),
agacin altinci katindaki 4’lerin sayis1. Altinc: kat-
taki 4 sayilan bir tst kattaki 3 ve 5 sayilarnndan
gelir; dolayisiyla

pe(4) =ps(3) +ps(5) =3+1=4
esithifi gecerlidir. Bunun gibi, her 2 < k < n igin
(1) pa(k) = Pn-1(k—1) +pnt1(k+1)

esitligi gecerlidir. Ciinkii n’yinci siradaki k’lar
ancak n — 1’inci siradaki £k — 1 ve k +
’lerden gelebilirler. pn(0) ve p,(1) sayilan igin

NESIN

1/2+1/8 = 5/8. Yoksul ilk ii¢ tur dayanabil-
migse, dordiincii turu oynamaya hak kazanir. Bu
turda elenemez, ginkii en az 1 liras: kalacaktir.
Ancak beginci turda elenebilir. Sirasiyla YTYTT
yada YYTTT gelirse elenecektir. n > 1 herhangi
bir dogal say1 olsun. Yukaridaki agacin (iistten)
n inci katinda kag tane 0, kag tane 1, kag tane 2
vardir? Bu sayilara p,(0), pa(1), pa(2) diyelim.
Genel olarak, 0 < k < n ise

pn(k) = agacin n’yinci katindaki & sayisi

olsun. Ornegin,

ps(3) =1,
pa(3)=0, ps4) =1,
ps(3)=3, ps(4)=0, ps(5)=1.

formiilimiiz degigik. n’yinci siradaki 0 sayilan,
n — 1’inci siradaki 1 sayilarindan gelebilir ancak.
Bunun gibi, n’yinci siradaki 1 sayilan bir 6nceki
siradaki 2 sayilarindan gelebilir®. Dolayisiyla

(2) Pn(0) = pn-1(1) = pn-2(2)
egitlikleri gegerlidir.
3) pn(n) =1

egitligini bulmak da zor degildir. Yukardaki
egitlikleri kullanarak bir tablo ¢izelim. (Bu
tabloda p,(k) sayisim n’yinci sirayla k’yinci
situnun kesigtigi yere koyduk.)

( ||0[1]2[3|4|5|6|7|8|9|10[11|12]

1 1

21 1

3 1 1

4| 1 2 1

5 2 3

6| 2 5 4 1

7 5 9 1

81 5 14 14 6 1

9 14 28 20 7 1
10 || 14 42 48 27 8 1
11 42 90 75 35 9 1
12 || 42 132 165 110 44 10 1

3 Bir onceki sirada 0 varsa, oyun orada bitmigtir.

[4]
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Oyunun ikinci katta (yani birinci atigtan
hemen sonra) bitme olasihg 1/2; bunu daha &nce
de gormiigtik. Oyun tek sayih katlarda bite-
mez, ¢linki tek sayih katlarda 0 yok. Oyun an-
cak ¢ift sayih katlarda bitebilir. Dordiincii kat-
ta bir tek 0 var. Dolaysiyla oyunun dérdiin-
cii katta (yani iigiincii atigta) bitme olasihg 1/23.
Altinc katta iki tane 0 var. Her sifir igin olasihk
1/2%, dolayisiyla oyunun altina katta bitme ola-
sthii 2/2°. Sekizinci katta beg tane 0 var. Her
sifir igin olasihk 1/27, dolayisiyla oyunun sekizin-
ci katta bitme olasihg 5/27.

Genel olarak oyunun 2n’yinci katta bitme
olasih
Dan (0)
22n-1"

Demek ki oyunun 2n’yinci katta ve daha once
bitme olasihig boyle sayilarm toplam olan

dir. Dolaymsiyla oyunun sonlu bir agamada
bitme olasihiin1 bulmak i¢in yukaridaki egitlikte
n = oo almak gerekiyor, yani n’yi sonsuza
gotiirmek. Demek ki oyunun sonlu bir agamada
bitme olasih

4)

> ER -

dir. Biz bu saymin 1 oldugunu 6nceden biliyo-
ruz. pok(0) sayilan kagtir? Bu sayilann bir
formiilinii bulsak ve bu formiilii (4) esitligine
yerlestirsek, (4) egitligi ilging bir egitlik olur mu?
Evet, olur! p;(0) sayilanm bulahm. p2n(0)
sayllarim bulmak igin, her 0 < k < n igin,
P2n(2k) sayisin1 bulmahyiz. Yukandaki tablodaki
tek sayih siralan ve siitunlari atahm ki dikka-

n
PR O 2O i i 2k) savlanna tam oloak verebieim:
k=1
[ | 2] 4] 6] 8] 10]12]14] 16|

2 1 1

4 1 2 1

6 2 5 4 1

8 5 14 14 6 1

10 14 42 48 27 8 1

12 || 42| 132 | 165 | 110 | 44| 10| 1

14 [ 132 | 429 | 572 | 429 (208 [ 65 [ 12 | 1

16 || 429 | 1430 | 2002 | 1638 | 910 [ 350 | 90 | 14 | 1

Yukaridaki tabloya uzun siire, ama oldukga
uzun bir siire bakarsaniz, ps,(2k) saylarm tah-
min edebilirsiniz: Eger n > 1 ise

®) =3 (27,
ve 1<k<nise
©) ==,

Bu formiiller sihirbazin gapkasindan ¢ikan tavgan-
lar gibi sunuldu, ama okur bana inanmak zorunda

degil, bu formiillerin dogrulugunu, (1), (2), (3)
formiillerini kullanarak, n iizerinde tiimevarimmla
kanitlayabilir. Yukarida buldugumusz (5) egitligini
(4) egitligine yerlestirelim; elde ettigimiz egitlikle
biraz oynayacak olursak,

(21'

() Z Gkt 0@ !

egitligini buluruz. Giizel bir esitlik.



GERCEL SAYILARDA DOKUZ TEMEL ESDEéERLiK

Nurettin Ergun *

1. Amag

Matematikteki temel ve onemli kavram ve
yontemlerin pek gogu gergel (= reel) sayilarin
ana ozelliklerinden soyutlama ve genellegtirme
yoluyla elde edilmigtir dersek hig¢ abartrms ol-
may1z. Gergel sayilarin kesin, saghkh ve eksik-
siz ingalarina ulasmak matematigin yiizlerce yihm
almigtir. Bu nitelikteki ingalara ancak 1870l
yillarda Heine, Dedekind ve Cantor gibi usta
matematikgilerin gabalaniyla ulagilmigtir. Peki
gergel sayllar nedir? Gergel sayilar herseyden
once tam siralanmg, degigmeli bir Argimet cis-
midir. Yani gercel sayilar kiimesi R iizerinde
degigmelilik ozelligine sahip ¢arpma ve toplama
iglemleri tammhdir ve bu iglemler cisim ak-
siyomlarin1 gergeklerler.  Okuyucunun cisim
adi verilen cebirsel yapiy1 az ¢ok tamdifim
varsaylyoruz. Sonra R kiimesinin ¢arpma ve
toplama iglemlerine goére kapah olan Gyle ozel
bir R* altkiimesi vardir ki, her bir z € R igin
yvaz € RY yaz = 0, yada -z € Rt
bagdagmaz durumlarindan birisi gegerlidir. Bu
ozel altkimeye pozitif gergel sayilar kiimesi denir.
Ancak ve yalmz z — y bu kiimeye ait oldugunda
y < z yazlirr. Dikkat edilirse ya z < y,
yar = y, ya da y < z gergeklegecek, bagka
bir deyigle farkl iki gergel sayidan birisi mut-
laka digerinden “buyuk” olacaktir. Bu bigimde
tamimlanan biyuklik kigiklik iligkisince belir-
lenen siralamaya dogrusal siralama ya da tam
siralama denir. Ancak z = y yada z < y
gegerliyse z < y yazihr. Ustelik herhangi bir
z € R i¢in 2z < n olacak bigimde bir n dogal
sayis1 vardir. Bu son ozellige de gergel sayilarin
Argimet ozelligi denir. Peki bu cebirsel ozellikler
gercel sayllan olaganisti onemli kilmaya yeterli
midir? Hayir! Onu gergekten olaganiistii ya-
pan bu yazida kisaca deginilecek olan dokuz
temel ozelligidir. Bu temel 6zelliklerin matema-
tiksel mantik agisindan timiyle esdejer olduk-
larin: kanitlamak bu yazinin amaci olacaktir. Bu
yaziyl, ornegin @ < b ve ¢ € Rt ise ac < be

* Istanbul Universitesi Matematik Békimii 5gretim diyesi
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gerceklendigini kamitlayabilen ve kavrama istegi
ile okuyan her okuyucu kolayhkla kavrayacaktir
inancindayiz. Simdi bu temel 9 ozelligi gorip
tanimadan once baz1 hazirhklar yapalim.

2. Hazirhik

{1,2,3,...} dogal sayilar kiimesine N
diyecegiz. zo — € < z < zo + € egitsizliklerini
gercekleyen tiim z gergel sayillarinin kiimesini
her zaman oldugu gibi (zo — €, 2o + €) igaretiyle
gosterecegiz. Bu kimeye zo gercel sayisimin
¢ yarigaph agtk dolay: ya da agik komgulugu
denir. Bu dolayr bu yazida D(zo,€) igaretiyle
gosterilecektir. R kiimesinin bir A altkiimesine,
ancak ve yalniz, her elemanmin uygun bir agik
dolayim1 kapsayabiliyorsa agik kime denir. O
halde R kiimesinde bog olmayan herhangi bir agik
kiimenin sayilamaz sonsuz elemam vardir, neden?
R\ A timleyen kiimesi agik kiime ise ancak bu
takdirde A kumesine kapali kime denir. (a,b)
ve (a,00) seklindeki arahklar, @ < b ne olursa
olsun agik kiimedirler. Gergekten z € (a,b) ise,
€; < min{zr — a,b — z} gergekleyen pozitif ¢,
gercel sayisi sayesinde a < z —€, < z+¢e, < b
ve dolayisiyla D(z,e;) C (a,b) gergeklendigini
kolayca gorebiliriz. y € (a,00) ise 6, < y—a
gergekleyen pozitif 6, sayesinde a < y— 6, < y+
by ve sonunda D(y,dy) C (a,00) bulunur. Gerek
[0,1) arahg, gerekse (0,1) arahgmndaki tiim ras-
yonel sayilarin kiimesi ne agik ne de kapahdrlar,
neden? Peki acaba {0,1,1,1,...} altkiimesi ne-
den kapahdir? Ciinki tiimleyeni olan

0] (2. 2) v

n=1

kiumesi agiktir, peki neden? Evet hakhsimz,
herhangi sayida agik kiimenin birlesiminin agik
oldugunu kamtlamak gii¢ degildir.  (—o0,a)
arahginm agik ve dolayisi ile tiimleyeni (—oo,a)U
(b,00) agik kiimesi olan [a,b] arahgnmn kapali
oldugunu gézlemek de kolaydir. ¢* = min{e, 6}



ERGUN

olmak iizere daima D(z,¢*) C D(z,€) N D(z,4)
oldugunda iki agik kiimenin kesigiminin de agik
oldugunu kolayca gozlemleyebiliriz. Bir takim
agik kimelerin olusturdugu bir G ailesine, an-
cak ve yalmz A C |J{G : G € G} kapsamasi
gegerliyse, bagka bir deyigle her a € A igin a € G
gergeklenecek bigimde bir G € G bulunabiliyorsa,
A ktumesinin bir agtk ortuligu denir. Ornegin ko-
layca gozlemicnebilecegi gibi

1
() e
n 2
e {(nane
Y Tl \nrrom_1/) "€

aglk aralk aileleri sirasiyla (0,1) ve E =
{1,1,1,...} kiimelerinin birer aqik 6rtiiliisiidir.
Oysa yine kolayca goriilebilecegi gibi G ailesinin
uygun sonlu sayida iyesinin (0,1) arahgim
“ortebilmesi” olanakl degildir. Aynen G*
ailesindeki higbir sonlu tyeli altaile E kiimesini
“ortemez.” Her agik ortilugunden secilmis uy-
gun sonlu sayida iiye ile 6rtiilebilmeyi bagaran bir
altkumeye t1kiz kime (= kompakt kiime) denir.
Demek ki (0,1) arahg ile {1,3,%,...} kiimesi
tikiz degildir. Dikkat edilirse

ve

R=(-1,1)U(-2,2)U(-3,3)U---

gecerlidir; oysa sag yandaki agqik araliklarm
yalnizca sonlu tanesi ile R kiimesini 6rtmek
olanakl degildir. Demek ki R kiimesi de
tikiz degildir. Peki hangi altkiimeler tikizdir?
Bekleyelim! Bir zp gergel sayisina, ancak her
0 < ¢ igin (zg — €,z9 + €) agik dolayinda A
kumesinden sonsuz tane eleman bulunabilirse, A
kiimesinin bir yigilma noktas: denir. Her dolayda
A kiimesinden sonsuz tane eleman bulunmasi
kosuluyla her dolayda A \ {z¢} kiimesinden en
az bir eleman bulunmasi kogulu, belki gagirtici
gelebilir ama, egdeger kogullardir. Bu egdegerligi
gostermeyecegiz. Bu onermenin tersinin dogru ol-
masi gerekmez. Aslinda bir gergel sayilar dizisinin
yigilma noktalari, o dizinin yakinsak olan tiim alt-
dizilerinin limit noktalandir. Soz gelimi a, =
(—1)" dizisinin y1gilma noktalar1 z = —1 ve z =
1'dir; oysa {a;,as,as,...} = {—1,1} kiimesinin,
yukarida anlatilan nedenlerden 6tiirii hig¢ y1gilma
noktas1 yoktur. Tim elemanlan birbirinden
farkli bir {a,}32, gergel sayilar dizisinin tiim
yigima noktalar ile {aj,as,as,...} kiimesinin

yigilma noktalar ise tastamam aymidir. Okuyu-
cunun, ancak bir ve yalmz bir y1gilma noktasina
sahip olan bir gercel sayilar dizisinin yakinsak
olabildigi gercegini bildigini varsayiyoruz. Bu
ve benzeri bilgiler igin [1]’e¢ bakilabilir. Aym
yazida supremum ve infimum kavramlan da
tammlanmaktadir. Dikkat: Herhangi bir K ka-
pali altkiimesinin tiim yigilma noktalan zorunlu
olarak K kiimesine ait olurlar; ¢inki R \ K
a¢ik kiumesinin tim noktalarinin, K kiimesi ile
aynik olan, yani R\ K tarafindan kapsanan, en
az bir agik dolay: vardi, animsadik degil mi? Son
olarak, [a,b] seklindeki bir arahk tarafindan kap-
sanabilen bir altkimeye gercel sayilarda sinirh
kime denildigini belirtelim. Yukarida sozi gegen
E kiimesi sozgelimi simirhdir, neden? $imdi de
birkag temel esitsizligi kisaca elde edelim. n € N
ve z,y € R ne olursa olsun gegerli olan

Eﬂ_yﬂ:

(z-y) ("' +2" Py + -+ 2y

E yﬂ—l)

ozdesligini gostermek ¢ok kolaydir; sag yandaki
ikinci parantez igindeki tim terimleri 6nce z ile
sonra —y ile ¢arpip gerekli kisaltmalar1 yapmak
yeterlidir. Hem z ve hem de y sifirdan farkh
olduklarinda, sozu edilen ikinci parantez iginde
toplama katilan terim sayisi n’dir. O halde =z
pozitif gercel sayisi ve n € N ne olursa olsun

n<(l+)" T+ (1+2)" 24+ +(14+2)+1
oldugundan, yukardaki 6zdeglik nedeniyle kolayca

l+z)*-1=(l+z)"-1"=
g((I+2)" '+ (1+2)" 24+ (14+2)+1)

ve sonugta unlu Bernoulli esitsizligi

l+nz<(1+z)" (z€RY)

elde edilir.! Dikkat edilirse 6zellikle z = 1 alarak
n < 1+ n < 2" bulunur. Benzer bigimde aym
ozdeslik ve benzer diglincelerle 0 < z < 1 igin
once 1 — (1 —z)" < nzr ve dolayisiyla 1 — nz <
(1 = z)™ gegerli oldugunu gorebiliriz. Iki terim-
linin agthm bagmntisi olan

(z+v)" =

n n n
:L‘"+ (1)zn—1y+ (2)z"_2y2+~--+( )yn
n

! Bu esitsizlik asinda —1 < z gergekleyen tiim = gergel sayilan igin gegerlidir.



ve onun kolay bir sonucu olan

e ()0 )

saniyoruz ki okur tarafindan bilinmektedir.

3. Dokuz Temel Ozellik

(1) Dedekind kesim ozelligi: R kimesi, ik-
isi birden bogtan farkh ve her a € A ve her
b € B icin a < b gergeklenecek bigimde A ve
B altkimelerinin birlegimi ise, ya

A= (_wl‘Y]l B= (7,@),

ya da
A= (—°°»‘T),

gergeklenecek bigimde (kesim sayi1 adim alan)
tek bir 7 gergel sayis1 vardar.

(2) Supremum G&zelligi: R’nin bogtan farkh
ve ustten sinirh her altkiimesinin (tek) bir supre-
mumu -va.rdlr.

(3) Infimum &zelligi: R’nin bogtan farkh ve
alttan simirh her altkimesinin (tek) bir infimumu
vardir.

(4) Baglantihhk ozelligi: R kimesinde hem
acitk hem kapal: hig bir dzaltkiime yoktur.

(5) SMDY ozelligi: R kiimesindeki her
smirli monoton dizi yakinsaktar.

(6) Heine-Borel ozelligi: R kiimesinde ka-
pah ve simirh her arahk tikizdir. _

(7) Bolzano-Weierstrass ozelligi: Sonsuz
noktal her sinirh gercel sayilar kiimesinin en az
bir y1gilma noktas: vardr.

(8) Cantor azalan arahklar Gzelligi: Her
n €N iin [a,41,b041] C [an,bn] gergekleyen ve
uzunluklan sifira yakinsayan herhangi bir kapah
ve simrh arahklar dizisinin kesigim kiimesi tek el-
emanhdir.

(9) Tamhk ozelligi:
Cauchy dizisi yakinsaktir.

= [r,00)

R kumesindeki her

4. Egdegerlik Kamtlamasi

Yukaridaki dokuz ozellik birbirlerine eg-
degerdirler. Kamtlama (1) = (2) & (38) =
(4) = (1) ve (2) = (6) = (7) = (5) = (1) gerek-
tirme zincirleri gosterilerek yapilacaktir. (2) =
(8) = (9) = (2) gerektirme zinciri ise, Cauchy
dizilerine ait temel bazi bilgileri elde etmek bu
yaziyl uzatacag i¢in yapilmayacaktir.

B

&
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(1) = (2): Bostan farkh ve stlen smuwh
herhangi bir A C R altkiimesinin kesin st
sinirlar kiimesi olan

{z€ER:heracAigina <z}
={zeR:AC(-c,z}}

kiimesi Uy ile gosterilsin. z; gergel saym A
kimesinin bir ust smin se 1 + zo gergel saym
U, kimesine aittit. ANU4 = B pedeniyle
0 £ ACR\U, ve iistelik her y € B\ U,
ve her z € U, igin y < z gergeklendiy ko
layca goriilebildiginden, (1) ozelligi nedeniyle bu
pa;m—fgihwkhwkamsayﬂmdn
v = sup A olur, neden? Cankn ister R\ U4 =
(—00,7) ve Uy = (7,00), isterse R\ U
(—00,7) ve Uy = (7,00} gergeklesmis olsun.
her a € A igin @ < 7 gergeklendigi ve herbir
0<eigin 7—¢ ¢ Uy nedeniyle 7 —= < g,
gercekleyen bir a, € A elemanmm varhg ko
layhkla goriilecektir. Bunlar 7 = sup A demektir.

(2) © (3): Alttan smurh ve bos olmayaa
bir A C R altkimesiicin —A={-a:a< A}
kiimesinin bog olmadigm, @stten smwrh clduguss

ve —sup(—A) = inf A gerceklendigini gormek
gugdegildn Ashnda (2) ve (3) ozellikleri denktir.
neden?

3) © (2) = (4): A # R altkumesam
hem agk hem kapah oldugunu varsayalim Bx
Zo ¢ A gergel saym var oldugundan. her a € 4
iKin ya @ < 25, ya da 75 < a gergkles. O
halde A = (AN (—o0,2)) | J{((xs.20) N 4) olur.
AN (—o0,zg) kesigm kumesi bog olmak zorun-
dadwr. Apagkir ki zp gergel savim il Gstten
samxhdmbuagxkkﬁmequnmydl. 3o
(2) ozelli§i nedeniyle @ = sup(A N (—2c. 2))
supremumu var olacak, a < xy gergeklenecek ve
ustehk a gercel saym -lmnbnyngﬂmanokm
olacakty; cinki her 0 < s igin @a—s < a. < ry we
dolayisiyla a—¢ < a; < a gergeklenecek bicimde
bir tane (ashnda sonsuz tane) a, € A vardir, ne-
den? A kapah oldugundan a € 4 ve sonugta
@ < zo bulunacakti. Q halde 4 agk oldugundan
D(a, &) C A gergekleyen 0 < & vardir. Simdi

a<y<mn{ra+d)
gergekleyen y gergel say iin
ye€ [0.a+§u]n(-c¢.r.) C A n{—x, o)

nedeniyle ¥y < a qeliskii sonucu dogacaktr.
Tumuyle benzer diiincelerle (xp, c0)N A kesigm
kumesi bog olmahdir. Sonugta bunlann birkeginu
olan A bog olmak zorundadir. Demek ki R mn

+

!
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bog olmayan higbir dzaltkimesi hem agik hem ka-
pal olamaz.

(4) = (1): Bogtan farkh A ve B
altkiimeleri (i) R = AU B ile (ii) her a € A
ve her b € B i¢in a < b kogullarim gergeklesin.
Her a € A igin (—o00,a) C A ve her b € B
icin (b,00) C B gergeklendigi apagiktir. Bu
parcalamigin bir kesim sayisi tanimlanamasayd,
ozellikle herbir a € A igin a < z, gergekleyen en
az bir z, € A var olurdu, neden? Benzer olarak
herbir b € B igin y < b gergekleyen bir y» € B
var olurdu.

yazilirsa her a € A ve her b € B igin D(a,64) C
A ve D(b,6) C B gerceklesirdi. Sonugta A ve
B kiimeleri agik (ve birbirlerinin tiimleyeni olduk-
larindan) ayni zamanda kapal olurlardi. Bu (4)
ozelligine aykiridir.

(2) = (6): [a,b] kapal ve siurh arah
G = {Ga a € I} agk kimeler ailesi
tarafindan ortiilsin. Ancak ve yalmz bir z €
[a,b] gercel sayisi icin [a,z] arahg bu ailenin
sonlu tane uygun iyesi tarafindan ortiilebiliyorsa
z € A yazilsim. Amacimz b € A gostermektir.
Béyle tammlanan A kiimesi bog degildir, ginki
a € Gg olacak bigimde bir g € I indisi ve
Ga, kiimesi agik oldugundan D(a, 6c) C Gao
gergeklenecek bigimde 0 < 6, vardir. (a,a+64) C
A kapsamasi apagiktir. A C [a,b] ve (2) ozelligi
nedeniyle £ = sup A vardir ve a + 1’-21 <E£E<b
olur. £ < b olsaydr ¢ € G, gergekleyen pozitif
€o sayesinde
o= 3]ole-e0 %

(_: [as yO] U Ga;

i

elde edilirdi. Burada, supremum tanimi geregi
var olan yo € A eleman1

€
a<£—50-<yo<¢’=supA

gergeklemektedir. Sonugta [a,§ + 2] arahgn G
ailesinin sonlu tane iiyesi tarafindan ortiilebilir
oldugundan £ + 2 € A ve {+ £ <supA=¢
celigkisi dogardi. Demek ki hem § = b ve hem de
be A gerceklenmesi gerektigi artik anlagilmugtir,
nasi?

(6) = (7): Sonsuz elemanh A C R
altkiimesi A C [a,b] gerceklesin. A kiimesinin
hi¢ y11lma noktasi olmasaydi her z € A igin oyle
bir €, € R* olurdu ki (D(z,€;)—{z})NA =0 ve

dolayisiyla D(z,e-) N A = {z} gergeklenir. [a, 8]
kapal ve sinirh arahi tiim bu [z —é, z+¢ez] agik
arahiklan ile R\ A agk kiimesinin (bu kiime ne-
den agiktir?) olugturdugu aile tarafindan ortulir,
nasil? Oysa bu ortiiliigiin herhangi bir iyesi A
kiimesinden en fazla bir eleman kapsadigmndan
bu ailenin sonlu sayida iiyesinin [a,b] arahgim
(ve sonugta A kiimesini) ortmesi (6) hipotezine
aykiridir. Demek ki A’nin en az bir yi1gilma nok-
tas1 var olmahdir.

(7) = (5): {an}sZy gergel saylar dizisi
monoton (6rnegin monoton artan) ve siirli olsun.
O halde a; < az < --- < ap L ang1 < - < ag
gergeklegir. Bu dizinin tiim elemanlarnin kiimesi
A = {a1,as,...} apagiktir ki A C [a1, 0] ne-
deniyle simirhdir. Eger A kiimesinin sonsuz ele-
mam varsa (7) ozelligi nedeniyle A kiimesinin var
olan yigilma noktasi {as}7l, dizisinin y1gilma
noktas1 ve aslinda limit noktasi olur, neden? A
kiimesinin yalmzca sonlu tane elemam varsa, her
n > ng igin @n = Gn, gergeklenecek bicimde bir
no dogal sayis1 vardir ve dizi elbette a,, gergel
sayisina yakinsar.

(5) = (2): Ustten smirh ve bog olmayan
A C R altkiimesinin elbette Zo gibi bir kesin ust
smin vardir. Simdi ap € A alnsin, sabit tutul-
sun ve 0 < § = zo — ap yazsin. Ua her zaman
oldugu gibi A’nin kesin ust smirlarinin kiimesini

gostersin.

Hern €Nigin zp41 £ Zn < Zo,

6
z, €Us ve In_2_n¢UA (*)

gergekleyen bir {zn}3%; kesin iist smirlar di-
gisinin varhfm timevarmla tamimlayabiliriz.
[ao, zo) arahgmm orta noktasi L(zo +a0) € Ua
ise 1 = %(::0 + ag), yok eger 5(zo + ag) € Ua
ise z; = zo tanimlansm. Kolaylhkla z; < o,
1 €U,z ve zl—'% ¢ Ua gergeklegir. (*) kogullan
gerceklenecek sekilde z1,z3,...,2%n tamimlanmsg

olsun. [z, — 55;, ] arahgmm orta noktas: olan

1220 — 3%) = zn - st eger Ua kiimesine
aitse Zp41 = Tn — 2—,,".;—1; ait degilse Tn41 = Zn
tammlansin. Yine kolayca zp41 < Zn, Zn+1 €
Ug ve Tpy1 — F‘S?T ¢ Uy gozlenecektir. Mono-
ton azalan {z,}2%, dizisinin (5) ozelligi ile varhg
giivence altina alman £ = lim, 00 £ limit nok-
tas;, £ = sup A gergekler; giinku her a € A
ve her n € N igin a < z, nedeniyle kolayca
a < lim,_ 0 Tn = £ gegerlidir ve ustelik 0 < ¢
verildiginde Arsimet 6zelligi nedeniyle var olan ve

% < n gergekleyen n € N yardimyla 56; < € ve

[9]



£—s§xn-e<zn—5"; ve :n,,—zi,.éUA ne-
deniyle £ —¢ < z,, — 2% < ay, olacak bigimde bir

an € A var olmak zorundadir.

5. Uyan ve Bir Uygulama

Gergel sayllarin Dedekind kesim ozelligi
gergeklenecek bigimde bir insasi ilk kez biiyiik Al-
man usta Richard Dedekind tarafindan 1872’de
verilmigtir. Dolayisiyla gergel sayilar (i) tam
siralanmug, (i) degigmeli, (iii)) Dedekind ke-
sim ozellifine sahip, bir (iv) Argimet cismidir.
Sonugta R kiimesi i¢in (1) ozelligi ve dola-
ysiyla yukandaki tiim dokuz ozellik gegerli-
dir ve yukarida verilen egdegerlik kamitlama-
s, aym zamanda bu ozelliklerin R kiime-
sindeki gecerliliklerinin  kanitlamasi olmaktadir.
Simdi supremum ozelliginin basit fakat olagan-
usti onemli bir uygulamasim gorelim: Koklii
degerlerin (radikallerin) varh!

Onerme. 0 < a gercel sayis1 ve n sabit dogal
sayist verildiginde " = a gercekleyen (tek) bir
pozitif x gergel sayisi vardir.

Kamitlama. E = {yeR:y" < a} kiimesi
bog degildir, ¢iinkii 0 € E’dir. Argimet ozelligi
nedeniyle 1 < n, gergekleyen ng dogal sayisi igin
)t < ns < @ nedeniyle ;L € E gergeklesir.
O halde Bernoulli esitsizligi yardimiyla 0 < z =
sup E' <1+ a gegerlidir, neden? Amacimz z" <
a ve a < z" gergeklenemeyecegini kamtlamak
olacaktir. 2" < a gegerli olsayd, Argimet ozelligi
fle Lt < m gercekleyen m € N var

a—-z"
olur ve sonugta

(+1)" _ n_l_1'z.'.r:"‘1_|_11:t:"_2
‘ m - * 1/ m 2/ m?2

Analytic
Geometry

H.i.Karakasg

ERGUN

n) L
+...+ n mn

n __ n-=1
oy e

nedeniyle z + L < sup E = z celigkisi dogard..
Eger a < z" olsayd, bu kez de & 4 22— < N
gergekleyen N € N sayesinde

(=3 (- )21 ) >

oldugunu gozleyerek, supremum tanim geregi var
olan uygun bir y € E yardimiyla a < (z— Il\,)n <
y" ve sonugta y € E ¢eligkisi dogardr. Demek ki
z" = a gergeklenmelidir. Varligz kamitlanan bu
pozitif z gercel sayis1 apagiktir ki tektir ve /a
igareti ile gosterilir.

Not.  Dedekind’in ingasin1 6grenmek isteyen
okuyuculara agagidaki iki kitabi sahk veririz. [2]
bir klasik, [3] daha gagdagdr.
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MEKANIK KAVRAMLARININ
GEOMETRI PROBLEMLERINE UYGULANMASI

Mehmet Tagiyev & Belgin Mazlumoglu *

’

Bana bir destek noktas: verin; dinyay:
yerinden oynatayim.
Argimet

1. Temel Kavramlar ve Ornekler

M.O. 3. yiizyillda yagamyg olan Argimet,
mekanigin sade ve agk bir kavramu olan agirhk
merkezini geometri problemlerinin ¢6ziimiinde
ustalikla kullanmugtir. Bu yazimizda Arsimet’in
metodu nasil kullandigini inceleyecegiz.

Agirhk merkezi kavramim ve onun ozellik-
lerinin ciddi matematiksel tanimlarim vermeden
once, agirhk merkezinin sezgisel olarak agik olan
manasini anlatalim.

Asagida, tamamen mekanik digiincelerden
dogan maddesel nokta, maddesel noktalar sis-
temi, kiitle, v.s., gibi terimleri kullanacagiz. Mad-
desel nokta denilince anlagilmas) gereken, kiitlesi
¢ok kiigiik hacimde toplanmig cisim olmahdur;
veya kiitle ile techiz edilmig geometrik bir nokta
anlagilmahdir. Eger A noktasi bir m kiitlesi ile
techiz edilmisse, bunu (m, A) veya mA geklinde
gosterecegiz. A1, Ay, ..., An noktalar sistemi si-
rasiyla my,ms, ..., m, kiitleleriyle techiz olun-
mugsa bunu (mjA;, mzds,..., myA,) geklinde
gosterecegiz.

Kiitleleri m; ve mz olan iki kugik K, ve
K> kiirelerini gézoniine alahm ve onlarn kiitlesiz
sert bir qubuk vasitasiyla birlegtirildiklerini farze-
delim. O zaman bu gubugun iizerinde dyle bir G
noktas1 vardir ki, gubuk bu noktadan asildiginda
kiireler dengede kalir (Sekil 1). G’nin bu sistemin
agirthk merkezi oldugunu mekanikten biliyoruz.

Ky d, dy Jlf)Z
m, mj
Sekil 1

Simdi kiitleleri m;, m3,m3 olan ve dogru-

sal olmayan K, K,, K3 kiirelerinin kiitlesiz sert
qubuklar yardimiyla (Sekil 2) birlegtirildigini far-
zedelim. Bu durumda K;K;Kj3 liggeninde oyle
bir G noktas: vardir ki sistem bu noktadan asil-
diginda dengede kahr. Ki3K2Ks iiggeninin bu
ozel noktasina (lel,'mng,m;;Ka) sisteminin
agirhk merkezi denir.

m, K2

m1K1

m3 K3

Sekil 2
Maddesel noktalar1 herhangi bir sayida
alip, olugan sistemin agirhk merkezini bulmak
miimkiindir. Simdilik (m; K1, m3K2, m3K3) sis-
temiyle yetinelim ve agirhk merkezinin sezgisel
olarak agik olan agagidaki 6zelliklerini kabul ede-
lim:

(G1) Herhangi (m;K;,myK3,m3K3) sisteminin
tek bir agirhk merkezi vardir.

(G2) (m1Ky,m3K3) sisteminin agirhk merkezi
G, bu noktalar birlestiren dogru pargasinin
tizerindedir ve bu noktanmn yeri Argimet’in
tinlii “kol kuraly” ile bulunabilir:

mydy = mad;

(G3) Eger (m1 K1, maK2,m3K3) sisteminde her-
hangi iki noktayr (ornegin m;Kj;,maKj
noktalarmi) aymp onlarin agirhk merkezi
olan G; noktasma m; + my kiitlesini
yerlestirirsek, yani (miKi,m2Kz) altsis-
temi yerine ((ml + m2)G;) sistemini
yazarsak, gimdi elde ettigimiz ((m1 +

* Mimar Sinan Universitesi Matematik B&liimii 5¥retim dyeleri



m2)Gy,m3K3) sisteminin agirhk merkezi
ile (m; Ky, m3K3,m3K3) sisteminin agirhk
merkezi aymdir.

Teori bu kadar. Simdi mekanigin basit ve agk
gerceklerinden kaynaklanan bu teori ile agagidaki
geometri problemlerini ¢6zelim. Ilk once bir
uggenin kenarortaylarinin 6zelliklerini bulalim.

Teorem 1. (Argimet, M.O. 3. yy) Herhangi bir
uggenin ug kenarortayr bir noktada kesigirler ve
kesisme noktasinda 2:1 oraninda boliintirler.

1A

1B 1C
2A,

Sekil 3

Kamit.  ABC iiggeninin A, B,C tepe nok-
talarina 1’er birim kiitle yerlestirelim. (G1)
ozelligine gore (1A4,1B,1C) sisteminin tek bir
G agrhk merkezi vardir. (G3) ozelligine
gore (1B,1C) sisteminin toplam kiitlesini on-
larin agirlik merkezine yerlegtirirsek tiim sistemin
afirhk merkezi degismez. B ve C noktalarmm
kitlesi aym oldugundan (G2)’ye gére onlarn
agirhk merkezi BC ’nin orta noktas: olacaktir:

1x|BA;|=1x|A;C|  (kol kurali).

Al noktasina B ve C noktalarinin toplam kiitlesi
olan 1 +1 = 2 birim kiitleyi yerlegtirerek
(14,24, ) sistemine bakahm. O zaman (14, 24,)
sisteminin agirhk merkezi ile (14;,1B,1C) sis-
teminin agirhk merkezi aym olacaktir. (14,2B)
sisteminin agirhk merkezi AA; dogru parcasi
uzerindedir ve gene kol kuralm kullanarak

1x |AG| =2 x |GA,|
ve buradan da
|AG|: |GA|=2:1

buluruz.

Benzer olarak, 1A ve 1B noktalarinm
agithk merkezi 2C; noktasidir ve (2C4,10) sis-
temi ile tim (1A4,1B,1C) sisteminin agirhk
- merkezi de yine G noktas) olmak zorundadir. Bu
durumda G € [CCy] ve |CG| : |GCy| = 2 : 1

TAGIYEV & MAZLUMOGLU

elde ederiz. Aym metotla G € [BB,] ve |BG]| :
|GB1| = 2 : 1 oldugunu gérmek ¢ok kolaydir.
Boylelikle G € [AA;] N [BB;] N [CC}] oldugunu
anlariz ki bu da bize kenarortaylarin bir nok-
tada kesigtiklerini ve birbirlerini 2 : 1 oraninda
boldiiklerini gosterir.

Teorem 2. Herhangi bir ABC iiggeninde
[AAi], [BB1), [CCi] agiortaylart bir N nok-
tasinda kesigirler ve birbirlerini |AN| : |NA;| =
(b+¢c) : a, |[BN| : |[NBy] = (a+1b) : b,
[CN|:|NCy| = (b+ a) : c oranlarinda bélerler.

aA

cC
bB A,

Sekil 4

Kamit. A, B, C noktalarina sirasiyla a, b, ¢
kiitlelerini yerlegtirelim ve (aA,bB,cC) sistemi-
ne bakalim. Bu sistemin (G1) ozelligine gore tek
bir agirhk merkezi vardir. (G3) ozelligine gore B
ve C noktalarmin agirhk merkezini bulup oraya
bu noktalarin toplam kiitlesini yerlegtirirsek sis-
temin agirhk merkezi degigmez. (bB,cC) siste-
minin agirhk merkezi A1 noktasidir. Gergekten
de bu noktada Argimet’in kol kurah saglanr:

bx |BA;| = ¢ x |A:C.

(f]ggende aglortay teorimini hatirlayalim!) Simdi
(aA,(b + c)A;) sistemine baktifimzda tiim
(aA,bB,cC) sisteminin agirhk merkezinin [AA;]
dogru pargasi iizerinde oldugunu goriiriiz; yani
N € [AA)]. Simdi de (aA,(b+ c)A;) sistemine
kol kurali uygularsak

(b+c) x INA;| =a x |AN|,

buradan da
|AN|:|NA;j|=(b+¢):a

oldugunu goriiriiz. Benzer olarak N € [BB]
ve N € [CCi] oldugu kolaylkla kamtlanabilir.
Bu da aglortaylarm bir noktada kesigtigini ve

yukarida verilen oranlan sagladigimi gostermis
olur.
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Not 1. f]ggenin aglortaylarinin kesisme nok-
tasinin igteget cemberin merkezi oldugu bilinen
bir gergektir. Yukarida kanmitladifimiz teorem-
den ise goyle bir sonug daha gikmaktadir: “Eger
ABC tggeninin tepe noktalarina sirasiyla a,b,c
kiitleleri yerlestirilirse elde edilen sistemin agirhk
merkezi igteget gemberin merkezi olur.”

Ornek. ABC iiggeninin igindeki bir M nok-
tasini uggenin A,B,C kogelerine birlestiren
[AA1],[BB:),[CC\] dogrulan gizilmistir. |AC,| :
|C1B| = p ve |ABy| : |BC| = ¢ olsun. Bu du-
rumda |AM| : |[M A,| = p+q oldugunu gésteriniz.

Coziim. ABC iiggeninin A, B,C kogelerine
sirasiyla 1, p ve ¢ yiiklerini yerlegtlrehm yani
(1A,pB,qC) sistemine bakahm. Bu sistemin
agirhk merkezi M noktasidur.

Sekil 5
Gergekten de |AC| : |C1B| = p ise (14,pB)
sisteminin agirhk merkezi 1 + p kiitleli C,
noktasidir. (G3) ozelligine goére (1A,pB,qC)
ve ((1 + p)C1,qC) sistemlerinin agirhk merke-
zleri aymdir. ((1 + p)C,¢C) sisteminin agirhk
merkezi (G2)’ye gore [CCy] iizerindedir. Ben-
zer olarak (1A, pB, ¢C) sisteminin agrihk merkezi
[BB,] ilizerindedir, yani agirhk merkezi [CC}] ve
[BB,;] dogru pargalarimin kesigme noktasi olan
M noktasindadir. A; noktasina p + ¢ kiitlesini
yerlegtirirsek M noktasi aym zamanda (14, (p+
q)A,) sisteminin de agirhk merkezi olur. (G2)’ye
gore
(P+4q) x |[MA| =1x |AM]|

ve buradan da |AM| : |[MA;| = p+ ¢ oldugu
kanitlanmsg olur.

Soru. Yukaridaki problemde M noktas: [BB]
ve [CC4] dogru pargalarim hangi oranda boler?
2. Agirhk Merkezinin Ozellikleri

Agirhk merkezinin matematiksel tanimm
verelim ve kanitlayahm ki herhangi bir maddesel

noktalar sisteminin agirhik merkezi gergekten de
(G1), (G2) ve (G3) ozelliklerine sahiptir.

Negatif kiitleli bir maddesel noktaya fizik-
sel bir mana vermek gii¢ olmasina ragmen biz
tamimimizi yaparken kiitlelerin herhangi bir reel
say1 olmasina izin verecegiz. Kiitlesi m olan bir
maddesel A noktasimi biz matematiksel anlamda
m reel sayis1 ve bir A noktasi olarak diigiinecegiz.
Yukarida oldugu gibi m kiitleli maddesel bir A
noktasini mA ile gosterecegiz.

Tammm. myA;,...,mpAn, mp,...,m, € R,
my + -+ mp, # 0 sistemi verilmig olsun.
mlG;'il + -4 m,,GAn =0 gartini saglayan bir
G noktasma bu sistemin adirltk merkezi denir ve
my,...,m, saylarina da G agirhk merkezinin
Ay, ..., A, sistemine gore barisentrik koordinat-
lars ad1 verilir.

Al Az

Ay
Sekil 6
Teorem 3. G noktasinin (mA;,...,muA,)

sisteminin agirhk merkezi olmasi igin gerek ve
yeter sart herhangi bir O noktasi igin

(m10A; + --- + maOA,)

i+ +my)=0G (1)

olmasidir.

Kamt. G noktasi (myA,,...,m,A,) sistemi-
nin agirhk merkezi olsun. Bu durumda

miGA; + -+ maGA, =0 (2)

olur k = 1,2,---)n igin GA; = OAk—
oG oldugundan bu esitligi (2) igin kullanirsak

m1(0A1 OG) + - + mn(OAn - OG) = 0 ve
m0A; + -+ m,.OA,. = (m1 + --- + m,)OG
bulunur.



Ay

Sekil 7

my +---+m, # 0 olduguna gore (m10;11+- cod
m,04,) : (m1+4---+my) = OG yanlabilir. Teo-
remin bir yonde soyledigi de budur.

Diger taraftan, eger bir G noktasi igin
(1) egitligi saglamyorsa yukanda yaptiklarimzi
ters sira ile tekrar edersek G noktasinin agirhk
merkezi oldugunu goriiriz.

Bu teoremden, toplam kiitlesi sifir olma-
mak kaydiyla, herhangi bir (myA;,...,myAL)
sisteminin agirhk merkezinin var ve tek oldugu
derhal anlagilir. Gergekten, O herhangi bir nokta
olsun. Bu durumda (1) formiili ile tammlanan
bir OG vektdriiniin varhg ortaya gikar ve bu
vektor de (demek ki G noktasi da) tek bir gekilde
belirlenir.

Boylelikle (G1) ozelligi kamtlanmug oldu.

Teorem 4. Iki noktadan olugan (m1A;,myAj)
sisteminin' agirlik merkezi G, bu noktalan
birlegtiren dogru pargasinin tzerindedir ve bu
noktanin yeri “kol kurali” ile bulunabilir:

|mi| - |GA1| = [m2| - |GA|

dy m,; A,

m; A, d, G

Sekil 8
Kamit. G noktasi (m;A;,m3A;) sisteminin
Teorem 3’e gore var ve tek olan agrlik merkezi
olsun. Tanima gore mlGAl + 7TI2GA2 0’dan

mlG'Al = —szAz (3)

bulunur. Buradan da |my|-|GA;| = |m3| - |GAz|
elde ederiz. Bagka bir deyigle |m, |- d; = |my|-d,
yazabiliriz.

Not 2. (3) numarah esitlikten kolayca
goruldiigii gibi, eger mymy > 0 olursa G nok-
tasi [A)A;] dogru par¢asmin iginde, myms; < 0
olursa digindadur.

Bu teorem ile (G2) de kamitlanmug oldu.

TAGIYEV & MAZLUMOGLU

Teorem 5. (myA;,...,mn,A,) sisteminde, k
tane noktadan olugan (mjA,,...,mgAyx) altsis-
temini ayiralim. Bu noktalarin agirhk merkezi G,
olsun. Bu noktalarin toplam kiitlesini my + - - -+
my # 0 olmak gartiyla) G; noktasmna koyalim.
(Gi(my + -+ mp),mey1Ak41,. .. ,mpAp) sis-
temi ile (myA,,...,myA,) sisteminin agirlik
merkezleri aymdir.

Kamt. G noktasi (m14;,.. m,,A,.) sistemi-
nin a&nhk merkezl olsun. O zaman mlGAl-{- -+
mnGA,. = 0 olur. Slmdl de (mlAl, m,,Ak)
altsistemini diigiinelim. = Bu sistemin agirhk
merkezi de G; olsun. Teorem 3’e gore

miGA; + - -+ mrGAs .
= (ml + -+ mk)GGl (4)

olmalidir. mlG}.11+ +mkG;4k+mk+1GAk+1+
-+ maGA, = 0 ifadesinde (4) egitligini kul-
lamrsak (m1+ +mk)GGl+mk+1GA;,+1+ -+
mnGA = ( elde ederiz. Bu da bize G noktasinin
(G1(my + -+ + m), mp41Ak41, ..., MaAy) sis-
teminin agirhk merkezi oldugunu gosterir.

3. Uygulamalar

Agagidaki ahgtirmalar geometri problem-
lerinin ¢6ziimiinde ¢ok faydah olabilirler; bunlarin
kanitlanmasim okuyucuya birakiyoruz.

Ahstirma 1. (m14,,...,m,A,) sistemindeki
biitiin noktalarin kiitleleri aym bir k sabitiyle
carpilirsa, sistemin agirhk merkezi degigmez.

Abgtirma 2. G noktasi (m;A,m,B,m3C)
sisteminin agirhk merkezi ise, AG dogrusu BC
kenarmi (m3B, m3C) sisteminin agirhk merkezi
olan A; noktasinda keser.

Ahstirma 3. (m1A,,...,m,A,) sistemin-
de herhangi bir noktammn kutlesml “pargalar-
sak” sistemin a.glrhk merkezi degismez. Ornegin
my = myu + --- + my; seklinde pargala-
nirsa, (mnA],...,mlkAl,mg.Ag,. v yMpAp) sis-
temi ile (myA,,...,mpA,) sisteminin . agrhk
merkezi aymdir.

Abhsgtirma 4. Eger bir G noktasi hem
(m1A1,mpAs,...,myA,) sisteminin, hem de
(p1B1,p2A2,...,prB) sisteminin agirhk merkezi
ise, bu G noktast aym zamanda bitin
(miAy,...,ma Ay, p1By,...,prBt)) sisteminin
agirhk merkezidir.



TAGIYEV & MAZLUMOGLU

Ahgtirma 5. Not 1'de ABC iiggeninin ig-
teget cemberinin merkezinin, (aA,bB,cC) siste-
minin agirhk merkezi oldugunu gordik. ABC
licgeninin a kenarna ait digteget c¢emberinin
(yani [BC] kenarmna teget ve [AB] ve [AC]’nin
de uzantilarina teget olan ¢emberin) merkezinin
(aA,—bB,—cC) sisteminin agirhk merkezi ol-
dugunu gosteriniz.

Problem 1. (Matematik Diunyass, problem
Y28) Bir ABCD digbiikey dértgeni iizerinde A =
|PA|: |PB| = |RD) : |DC| ve 4 = |QB| : |QC| =
|SA| : |SD| olmak izere P,Q,R,S noktalari
aliniyor. [PR] ve [QS] dogrulari T noktasinda
kesisiyorsa, |T'S| : |TQ| = A ve |TP|:|TR| = u
oldugunu gésteriniz.

D
R
C
S
/ / T / Q
A
P B
- Sekil 9 ,
Cozim. A,B,D,C noktalarma sirasiyla
1, A, p ve Ay yiklerini yerlegtireim ve

(1A,AB,uD,A\uC) sistemine bakalm. |PA| =
A|AB| oldugundan (G2) 6zelligine gore (14, AB)
sisteminin agirhk merkezi 1+ A kiitleli P noktasi
olacaktir. Bunu goyle gosterelim:

(1+A)P = (14,AB).

Benzer olarak (pD,ApC) sisteminin agirhk
merkezi p + Ay kiitleli R noktas: olacaktir:

(b + Ap)R = (4D, AuC).

O zaman (1A,AB,pD,ApC) sisteminin agirhk
merkezi [RP] dogru pargasi tuzerindedir ve
(G2)’ye gore

(B4 Ap)|GR| = (1+ A)|GP|
veya
|GP|:|GR| = (p+Ap): (14+A) =p

elde ederiz. Simdi (1A,AB,uD,AuC) sistemi-
ni (14,u4D) ve (AB,AuC) altsistemlerine ayirip

agithk merkezimizi bir de bu gekilde bulalim.
(1A, uD) sisteminin agirhk merkezi 1+ u kiitleli
S noktasi, (AB, ), uC) sisteminin agirlik merkezi
dse A + Ay kiitleli Q noktasi olur. Bu durumda
tum sistemin agithk merkezi G, [SQ] dogru
pargas: iizerindedir ve (G2)’ye gore

(1+p)IGS] = (A + 2p)|GQ|
veya
IGS|: 1GQl = (A+Mp) : (1 +p) =2

elde ederiz. Boylece (14,AB,uD, AuC) sis-
teminin agirhk merkezi [RP] ve [SQ] dogru
pargalannin izerinde olmahdir. Bu da G nok-
tasmin bu iki dogru pargasinin ortak noktasi olan
T noktas: oldugunu gosterir. Dolayisiyla T'= G
yazarsak istenilenin kanitlanmg oldugu gorilir.

Problem 2. Eger G noktasi ABC' ii¢geninin
iginde herhangi bir nokta ise, A, B,C kdoselerine
sirastyla Gyle my,my, mg kiitleleri yerlestiriniz ki
G noktasi (myA, my;B, m3C) sisteminin agirhk
merkezi olsun.

Coziim. A ve G noktalarindan gegen ve BC
kenarim1 A; noktasinda kesen AA; dogrusunu
cizelim. |BA;| = d;, |CA;| = da, |AG| = d3,
|GA1| = d4 olsun. d1d4 + d2d4 =m, dadz =
my, dids = mg olsun. Bu durumda A; nok-
tasi (mgB,msC) sisteminin agirhk merkezi, G
noktas: ise (myA,m2B,m3C) sisteminin agirlik
merkezi olur.

Problem 3. (Seva Teoremi) ABC iiggeninin
[BC], [CA] ve [AB] kenarlan izerinde sirasiyla
Ay, By, C1 noktalar! aliniyor.

|A:C| |B1A| |CyB|

olduguna gore, AA;, BB;,CC, dogrularinin bir
noktada kesigtigini gosteriniz.

1A




Céziim. |AC)|:|CiB| = a, |BA1| : |AiC| =
B, |CBy| : |BiA| = 7y olsun. Verilen garta gore
afy = 1 olur. A,B,C noktalarma sirasiyla
1,a,af yiiklerini yerlestirip, (14, @B, afC) sis-
temini gozonine alahm. |ACy| = a|CiB|
oldugundan, C; noktasi (1A,aB) sisteminin
agirhk merkezi olur. Benzer gekilde A; nok-
tasi (af,aBC) sisteminin ve B; noktasi da
(14,aB,afC) sisteminin agirhk merkezi olur.
(14,aB, afC) sisteminin agirhk merkezini G ile
gosterelim. Agirhk merkezi olan G, hem [A4,],
hem [BBi], hem de [CCi] dogru parcalarmm
iizerinde olmahdir. Bu bize bu dogru pargalarmin
bir noktada (G noktasinda) kesigtigini gosterir.

Problem 4. (Seva Teoremi’nin tersi) Eger her-
hangi bir ABC iiggeninde [AA,:], [BB], [CCi]
dogrular bir noktada kesigiyorlarsa, Problem 3’te
verilen (5) kosulu saglanir.

XA

' vB A, zC
Cozum. [AA,], [BB,], [CC;] dogrulannin bir
G noktasinda kesigtiklerini farzedelim. A, B, C
noktalarma, G noktasini sistemin agirhk merkezi
yapacak gekilde, sirasiyla z, y, z kiitlelerini
yerlegtirelim. (Bunun mimkiin oldugunu Prob-
lem 2’den biliyoruz.) O zaman G’den gegen
[AA;] dogrusu [BC] kenarm (yB, zC) sistemi-
nin agirhk merkezi olan A; noktasinda keser.
(G2) ozelligine gore A; noktasinda y|BA;| =
z|A;C| bagmtisi vardir. Benzer gekilde [AC;| =
y|C1B| ve z|B;A| = z|B,C| bagmtilarim kolay-
lkla bulabiliriz. Buradan [BA;|: |[Ai1C|=2z:y,
|ACy| : |C1B| =y : z ve |B14| : |BiC| =1z : 2
elde ederiz. Bu iig esitligi taraf tarafa arparsak
Seva gartmin saglandigini goriiriiz.

Problem 5. (Newton Teoremi) ABCD teget-
ler dortgeninin igteget cemberinin merkezi, bu
dortgenin kogegenlerinin orta noktalarin: birleg-
tiren dogru pargasinin lizerindedir.

Cozim. M noktasi gemberin merkezi, F' nok-
tas1 ise [BC] ve [AD] kenarlarinin uzantilarinm
kesigme noktasi ve E, K noktalan da [AC] ve
[BD] kogegenlerinin orta noktalar: olsun.
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Baktiimiz ¢ember ABF iicgeninin igteget cem-
beri oldugu i¢in bu gemberin merkezi olan
M noktas, m; = |BF|, my = |AF!,
m3 = |AB| almrsa (mlA,sz,maF) sistemi-
nin agrhk merkezi olur (Not 1). Bu gembe'r
aym zamanda DCF iiggeninin f kenarmna ait
digteget gemberi oldugu igin, M noktasi ayni za-
manda (m4C,msD,meF) sisteminin de agirhk
merkezi olur (my = —|DF|, ms = -|CF|,
me = |CD|, Algtirma 5). Dolaysiyla M nolf-
tas1 (my A, meB, maF,myC, msD, meF) sistemi-
nin agrhk merkezi olur (Ahstirma 4). Diger
taraftan ms + mg¢ = m; + mz + mg + M5
oldugundan (ABCD kirigler dortgeni), |AB| +
|IDC| = |AD| + |BC| esitligini elde ederiz.
F noktasma baktigimizda bu noktamin hem
(mi1C,msB), hem de (m;D,m4A) sisteminin
agirhk merkezi oldugunu goriiriz. Yani F nok-
tast (m;C,msB,m;D,m4A) sisteminin agirhk
merkezidir.

Boylece kiitleyi pargalama (Algtirma 3)
fikrini kullanarak M noktasinin agagida yazdig-
mz sistemlerin agirhk merkezi oldugunu goru-
riz: (M = (aA,bB) seklindeki bir egitligi, “M
noktas1 (aA,bB) sisteminin agirhk merkezidir”
manasinda kullanacagz.)

M = (mA,meB,m3F,myC,msD meF)
= (m1A,m2B,msC,msD,(m3+ ms)F)
= (miA,m2B,m4C,msD,myA, msB,
m;C, myD)

= ((my+my)A,(my +my)C,
(m3 4+ mg)B,(ms + m3) D)

= (2(m1 4+ m4)E,2(my + ms)K)

Boylece M noktasimn kiitlesi 2(mj+m4) olan E
ile, kiitlesi 2(ma+ms) olan K noktasinin agirhk
merkezi oldugunu goriiriz. (G2) ozelligine gore
M noktas1 E ve K noktalarin birlegtiren dogru
pargasi uzerindedir.



4, Problemler

Asagidaki problemleri once aligtiginiz yolla
cozmeye ¢ahgimz. Sonra bu yazida kullamlan
metotlarla ¢oziiniiz. Mekanik kavramlarinin ko-
layliklar sagladigim goreceksiniz.

1. ABC tggeninin agirhk merkezinin, gevrel
cemberinin merkezi olmasi igin, A, B,C kogeleri-
ne yerlestirilinesi gereken kiitle miktarlarini bu-
lunuz.

2. Herhangi bir tiggenin yiksekliklerinin bir
noktada kesigtiklerini gosteriniz.

B N €
M P
A Q D
Sekil 13

3. ABCD tegetler dortgeni cembere M, N,
P, @ noktalarinda teget ve |AM|=a, |MB| =

b, |CN|=c, |DQ| = d olsun. |MG|: |GP| ve
ING| : |GQ| oranlarim bulunuz.

4. SABCD piramidinin tabanmi ABCD pa-
ralelkenandir. p diizlemi bu piramidin SA, SB,
SC, SD kenarlannm siraile A, , By, Cy, D; nok-
talarinda kesiyor ve |SA;| = |SA|/3, |SBi| =
|SB|/5, |SCy| = |SC|/4 veriliyor. |SD,|/|SD]

oranini bulunuz.
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Yazarlar, bu makaledeki konunun incelenmesinde,
bigim verilmesinde ve miizakere edilmesinde
biiyiik yardim gostermis olan sayin Riza Burak’a
derin minnettarhklarini sunarlar.

DENKLEMLERIN COZULMESI

C. Alparslan Ertug *

1. Girig

Agirlikh olarak [4]’ten yararlanarak hazir-
ladigimiz bu yazida, gesitli denklem tiplerinin
¢6ziim yollarmi vermeyi degil, denklem ¢ozerken
genel olarak dikkat edilmesi gereken hususlar ve
cok sik yapilan hatalar gostermeyi amaghyoruz.

Okuyucularimiza cebirsel denklemlerin ¢o-
ziimleri igin [2] ve [3]’ii, Diofant denklemleri i¢in
[5]1, trigonometrik denklemlerin ¢oziimleri igin
[1)', iistlii ve logaritmik denklemler iginse [4]i
incelemelerini oneriyoruz.

2. Tanimlar

Daha fazla ilerlemeden dnce, yazida kul-
lanacagimiz bazi kavramlari tanimlamamz uygun
olacaktir.

* Gemi ingaat1 mithendisi

a. Bir denklemde degigkenin (bilinmeyenin)
tanam kimesti, denklemin her iki tarafim anlamh
(tammh) kilan degerler kimesidir.

b. Bir a sayisi, bilinmeyenin yerine koyul-
dugunda denklemi dogru bir ifade haline ge-
tiriyorsa (denklemi dogru bir sayisal ifadeye
donigtiiriyorsa), denklemin bir ¢ézimudir, yani
kokidir.  Bu tanima gore, bir denklemin
¢oziim kumesi (tiim ¢oziimleri), degigkenin tamm
kiimesinin bir alt kiimesidir.

c. Bir denklemi ¢ozmek, tiim koklerini bul-
mak ya da kék bulunmadigim kamtlamaktir.

d. Eger bir denklemin tiim kokleri (goziim
kiimesi), bir bagka denklemin de kokleri ise, ik-
inci denklem birincinin sonucudur.

e. Iki denklemden biri digerinin sonucu ise,
bu iki denklem denktir denir. Bir bagka deyigle,



denk denklemler aym ¢6ziim kiimesine sahiptir-
ler.

f. Iki denklem, degiskenin baz1 degerlerinden
olugan bir kiimeye ait ayn1 ¢ozumlere sahiplerse,
bu kiime iizerinde denktirler denir.

Simdi bu kavramlan iki ornekle gosterelim:
(@) z+ 1 = +/z—1 denklemini gézoniine
alahm. Bu denklemin tanim kimesi, sol taraftaki
z+ 1 ve saf taraftaki +/z — 1 ifadesinin anlam
olacagy tim z degerlerinden olugacaktir. Sol
taraf z’in her degeri i¢in tanimhdir. O halde bu
denklemin tamm kiimesi, z > 1 degerlerinden
olugur.
(b) Simdi de su iki denklemi gozoniine alalim:

logs(z — 3) + logs(z + 5)
logs(x — 3)(z + 5)

Kolayca goriilecegi gibi, birinci denklemin her
koku ikincinin de kokidiir ve dolayisiyla ikinci
denklem birincinin sonucudur. Ikinci denklem
cozillerek, kokler (¢oziim kimesi) z; = 4 ve
z2 = 6 olarak bulunur. z5 koki birinci denklemi
saglamaz ve ilk denklemin tanim kiimesi iginde de
degildir. Oyleyse bu iki denklem denk degildirler;
fakat ilk denklemin tanim kiimesi izerinde denk-
tirler. Tanim kiimesi tzerindeki ortak kokleri
z; =4 degeridir.

Ikinci dennklemin kékii olan fakat ilk denk-
lemi saglamayan z3 = —6 degerine ise yalanci kok
diyoruz.

Dikkat edilecek olursa, ilk denklemin tanim
kimesi z > 3 degerlerinden olugmaktadir. Ikinci
denklemin tanim kiimesi ise, z > 3 degerlerinin
yamisira £ < —5 degerlerini de igermektedir.
Yani ilk denklemden ikincisine gegilirken, tanim
kiimesinde bir genigleme 56z konusu olmug, ve bu
bir yalanci kokiin dogmasina yolagmmgtir. Sunu
da belirtelim ki, yalanc1 kok dogmayabilirdi de.

Bir denklemi ¢ozerken, bir dizi iglem ve
doniigimler yapilarak bir denklemden o6tekine
gecilir ve en sonunda da ¢ozim kiimesi elde
edilir. Bir bagka deyigle, ¢oziim siirecinde “her
denklemin yerini bir bagka denklem alir. Dogal
olarak, yeni gelen her denklemin tanim ve ¢6ziim
kiimeleri ilk denkleminkinden farkh olabilir. O
halde denilebilir ki en iyi ¢oziim yontemi, veri-
len denklemin yerine her defasinda denk bagka
bir denklem yazmaktir. Boylece son denklemin
¢ozum kiimesi ilk denklemin de ¢oziim kiimesi
olur. Fakat bu sdyleneni her zaman uygulamak
olanag bulunmaz ve genellikle her denklem, ken-
disine denk olmayan bir sonugla degistirilir. Bu
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durumda “sonucun” tammna uygun olarak, ilk
denklemin kokleri ikincinin de kokleridir; yani
kok kayb sozkonusu degildir, fakat yalanci kokler
dogabilir.

Onemle belirtilmesi gereken bir diger husus:
ise, verilen denklemin yerine ilkinin sonucu ol-
mayan bir denklem yazilmayacagidir. Ciinki ilk
denklemin, yerine yazilan ikinci denklemin koki
olmayan kokleri de bulunabilir ve dolayisiyla ikin-
ci denklemi ¢6zmek, birincinin tim koklerini ver-
mez. Yani, en iyi olasihkla bir kokin kaybolmas:
86z konusu olabslir.

Ozetlersek, herhangi bir denklemi dogru
olarak ¢6zmek iglemi, tanim ve ¢oziim kiimelerin-
deki degigsmeleri dikkatle izlemek, koklerin kay-
bolmasma izin vermemek ve dogmus olan yalanci
kokleri atmak olarak 6zetlenebilir.

3. Yalanc1 K6k Dogmasinin Sebepleri

Bir denklemi ¢ozerken uyguladigimiz, iki
tarafin karesini, logaritmasin1 veya antilogarit-
masim alma, iist alma, ya da denklemin bir
boliimiiniin yerine ona egit bagka bir ifade
koyma. gibi iglemler, degigkenin tanim kiimesinin
geniglemesine ya da daralmasina yolagar.

Tamm kiimesinin geniglemesi yalanci kok-
lerin dogmasma yolagabilir. Bu nedenle kokleri
bulduktan sonra, yalanci kokler ayiklanip atilma-
hdur.

Yalanc1 kokleri ayirirken, elde edilen
koklerin ilk denklemi saglayip saglamadigina bak-
mak ¢ok uygulanan bir yontemdir. Fakat koklerin
ilk denklemde yerine konulmasi giig ve uzun
hesaplar yapilmasm gerektiriyorsa, bir bagka ku-
rali uygulayabiliriz. O da sudur: Eger denkle-
min ¢oziimii sirasinda yapilan déniigiimler sonucu
tanim kiimesinin geniglemesi sozkonusu olmugsa,
elde edilen koklerden yalmzca ilk denklemin
tamm kimesinin eleman olanlar gercek kok,
digerleri ise yalanci koktiirler.

Genellikle tanim kiimesinin geniglemesine
ve dolayisiyla yalanci kéklerin dogmasina yolagan
iglemler gunlardir:

e Denklemin iki tarafinin karesini almak.

e Logaritmalarin toplamu yerine bir ¢arpimin
logaritmasinin yazilmasi.

e z%:N = N bigimindeki logaritmik formii-
lin kullanilmasi.

e Denklemin iki tarafindaki benzer terimlerin
kisaltilmas.
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e Denklemdeki kesirlerin kisaltilmasi1 ya da
kaldirilmasu.

Asagida bunlara 1h§lnn iligkin Srnekler ver-
Umistir.

Tanmim kimesinin daralmasmna yolagan
doniigimlerden ise, kok kayb1 sozkonusu ola-
bilecegi i¢in, kagimlmahdur.

4. Ornekler

Asagida cesitli ornekler izerinde, yalanci
koklerin dogmasina yolagan farkedilmesi giig kay-
naklar, daha sonra da koklerin kaybolmasina
yolagan kaynaklar ele ahnacaktr.

Ornek 1. vz + 342z — 1 = 4 denklemini ¢6-
zunuz.

Coziim.  Denklemin tanim kiimesinin z >
1/2 degerlerinden olustugu kolayca bulunabilir.
Simdi iki tarafin karesini alahm

(\/z e 3)2+2\/.z' T3V — 1+ (\/2:, - 1)2 =16

Kokleri kaldirarak (bu iglem tamm kiimesini
genigletmektedir) ve gerekli diizenlemeleri ya-
parak su denklemi elde ederiz.

222 + 52 — 3= 14— 3z (1)

Simdi de goyle diigiinecegiz: (1) denklemi-
nin sol tarafi, (izin verilebilir) her z degeri igin
negatif degildir; fakat sag taraf z > 14/3 igin
negatiftir. Aciktir ki z’in bu degerleri ¢o6ziim ola-
mazlar ve bundan sonra (1) denklemini yalmzca
z < 14/3 araliginda ele alacagiz. Bu aralikta her
iki taraf pozitif oldugu igin, kare almak, z < 14/3
araliginda (1)’e denk bir denklem verir.

(2v/222 + 52 - ) = (14 - 3z)?

Buradan da tamim kiimesini bir kez daha genigle-
terek, z2 — 104z + 208 = (0 denklemini elde ed-
eriz ve bunun kokleri z;5 = 52 + 81/39 olarak
bulunur. Kolayca gorilecegi gibi, bu koklerin
ikisi de ilk denklemin tamm kiimesi i¢inde bu-
lunmaktadir. Dolayisiyla, z < 14/3 kogulunu
saglayip saglamadigim kontrol etmek yeterli ola-
caktir, z; = 52+8v/39 ve z, = 52—8\/@'dersek,
z1 > 14/3 ve z9 < 14/3 oldugu goriiliir. Oyleyse
yalmzca, z, degeri koktiir.

Burada bulunan kokleri denklemde yerine
koyarak kontrol yapmanin bir hayli gii¢ ve zaman
alic1 oldugu kolayca goriilmektedir.

Bir parametre iceren denklemlerde ise,
dogrudan saglama yapmak daha da giiglesir.
Simdi de gu ornegi ele alahm:

Ornek 2. z—1=+v/a - z2 denklemini ¢oziinliz.

Cozim. Sag taraf z’in izin verilebilir tim
degerleri igin, sol taraf ise z > 1 igin negatif
degildir. Bu yiizden, verilen denklem, z > 1

araliginda, (z — 1)? = (Va-— 32)2 denklemine;
sonra da agagidaki denkleme indirgenebilir.

2z -2z +1-a=0 (2)

Bu iglem yapihirken degigkenin tanim kiimesi ge-
nigletildiginden, sonugta bulunan koklerin kont-
rol edilmesi gerekecektir. Dolayisiyla (2) denkle-
mini ¢6zmemiz ve bulunan koklerden, z > 1 ve
a — z2 > 0 kogullarim saglayanlar1 almamz ge-
rekecektir. Bu denklemin diskriminant1 2a — 1’e
esittir. O halde a < 1/2 i¢in bu denklemin gergek
kokleri yoktur. O halde ilk denklemin de bu a
degerleri igin koku yoktur.

Simdi a > 1/2 oldugunu kabul edelim. (2)
denkleminin kokleri,

1+v2a-1
2

z12 =

sayllanndir. z, kokimin, z > 1 kogulunu
saglamadig) acik¢a goriilmektedir, dolayisiyla bu,
ik denklemin kokii degildir. z; hakkinda karar
verebilmek i¢in, (1 4+ +v2a—1)/2 > 1 ya da
v2a—1 > 1 egitsizligini ¢6zmemiz gerekir.
Bu egitsizligin @ > 1 igin sa.glandlgl kolayca
goriilmektedir. O halde a < 1 igin, ilk denklemin
gergek kokleri yoktur. Fakat hald, a > 1 igin
a — z? > 0 esitsizliginin saglamp saglanmadiim
incelememiz gerekmektedir. Bu esitsizlik, a >
v2a —1 esitsizligine denktir. a > 1 durumunu
gozonine aldigimuz igin, esitsizligin iki tarafi da
negatif degildir ve dolayisiyla kare ahnabilir:

a? 2a—1

2
a?-2a+1 > 0

Bu esitsizlik a’mn tum degerlen i¢in saglanmak-
tadir. Oyleyse a<l 1§1n ba§langlg denkleminin
kokleri yoktur. @ > 1 iginse denklemin koku,

z = (1++2a=T1)/2dir.

Yer darhg nedeniyle kokleri yerine ko-
yarak saglama yapmanin gucligini burada



gosteremiyoruz. Fakat okuyucularimz bu iglemi
kendileri yapabilirler.

Yalanc1 koklerin olugmasinin kaynaklarin-
dan biri de gesitli logaritma formiillerinin, ozel-
likle de bir ¢arpimin logaritmasinin alinma-
s1 formiliniin kullanilmasidir.  Gergekten de
log f(z) + logg(z) yerine log(f(z)g(z)) yaz-
makla, degigskenin tanim kiimesini genigletmis
ve x bilinmeyenin log f(z) < 0 ve logg(z) <
0 kosullarim aym anda saglayan degerlerine
izin vermig oluruz. Dolayisiyla yalanci. kokler
dogabilir. Fakat bunlar yalnizca degigkenin tanim
kiimesinin genigletilmesinden dogduklarindan,
bunlar1 ayirmak igin, tamim kiimesinin elemam
olup olmadiklarina bakmak yeterli olacaktir.
Aynca sunu belirtelim ki, tersine bir uygu-
lama, yani bir ¢arpimin logaritmasi yerine logar-
itmalarin toplamim yazmak ise, degigkenin-tanim
kumesini daraltacag igin, yapilmamaldir.

Ornek 3. logy(z + 2) + log,(3z — 4) = 4 denk-
lemini ¢6ziiniiz.

Coziim. Bir carpimin logaritmasina gegerek
log,(z+2)(3z—4) = 4 ve buradan da (z+2)(3z -
4) = 16 elde ederiz. Bu denklemin kokleri z; ; =
(-1 + +/73)/3 bicimindedir. Yalmazca, z;’in ilk
denklemin tamm kiimesinin elemam oldugu ve
dolaysiyla yalmizca bunun kok oldugu kolayca
gortlebilir.

Temel logaritma formiiliiniin uygulanmasi
da degiskenin tanim kiimesini genigletmesi ne-
deniyle yalanci koklerin dogmasina yolagar.

Ornek 4. z'%/72% = 4 denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim.  log ;2¢ = log,(2z)? oldugunu
biliyoruz. O halde ilk denklemi goyle yazabili-

riz: 2'°8=(22)’ = 4. Temel formiili kullanarak
(22)2 = 4 elde ederiz. Buradan 2? = 1;
dolayisiyla £, = —1 ve z3 = 1 bulunur., Fakat
ne r; ne de z, ik denklemin tamim kiimesinin
elemam degildirler: z; < 0 ve /Z3 = 1 logarit-
ma tabani olamazlar. O halde verilen denklemin
koku yoktur.

Yalanal koklerin dogmasi her zaman bu
problemdeki kadar dikkat gekici olmayabilir. Ku-
ral olarak bu durum, hesaplar yapihrken degis-
kenin tanim kiimesinin geniglemesinden dogmak-
tadir. Simdi ¢ozecegimiz problemde goriilecegi
gibi, benzer terimlerin kargilikl kisalalmasindan
da yalancs kokler dogabilir. Bunda da gagiracak
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bir gey yoktur. Kisaltma yapmakla, silinen ter-
imleri anlamh kilan simirlamalan kaldirmig ve
dolayisiyla tanim kiimesini genigletmig oluyoruz.

Ornek 5. logvI+z + 3logvI—z =
logv/1—z2 + 2 denkleminin ¢6ziim kiimesini
bulunuz.!

Coziim. logy/1— z? ifadesini agagidaki gibi
doniigtiirebiliriz:

log V1 - 22 logvV1l+zvl—=z

= logvV1+z+logv1l—z.

Bu doniigiimiin degigkenin tanim kiimesini degig-
tirmedigi kolayca goriilebilir ve donigum sonu-
cunda ilk denklem asagidaki sekle gelir:

logvVl+z+3logvl—=z
=logvVl—z+logvl+z+2

Her iki taraftaki log+/1+ r ifadesini kisaltarak
sunu elde ederiz: 2logy/I—z = 2. Bu denk-
lemin tamm kiimesi r < 1 kogulunu saglayan
sayllardan olugmaktadir ve bu tamm kiimesi ilk
denklemin tamim kiimesinden daha genigtir. O
halde yalanci kdk dogmasmi beklemeliyiz. Son
denklemi ¢ozerek z = —99 buluruz. Bu ise ilk
denklemin tanim kiimesinin elemani degildir. O
halde verilen denklemin koki yoktur.

Hata kaynaklarindan bir digeri ise, kesir-
lerin kisaltilmasi ya da kaldirilmasidir. Bu iglem
de degiskenin tamm kiimesinin geniglemesine ve
paydayi sifir yapan degerlerin ortadan kalkmasina
yolagar.

2o, 4—z

log. 32) ~ = 1 denkle-

= "
Ornek 6. Tog, (3%2) +

mini ¢ozliniiz.

Coziim. Biitiin logaritmalar 2 tabanina ¢evirip
gerekli diizenlemeleri yaparak agagidaki denklemi
elde ederiz:

10g2 6 — 1082(4 = Z) _
10g2(3 + 27) -

3)

Buradan da log, 6 — logy(4 — z) = log,(3 + z) ve

4_z=3+x (4)

bulunur. Bu denklemin kokleri ise z; = 3 ve
z3 = —2’dir. (3) ve (4) denklemlerinde kesir-
leri kaldirmakla tanim kiimesini genigletmig ol-
mamiz nedeniyle yalanci kok dogmug olabilir.

1 Taban belirtmedi}imiz zaman 10 tabanma gre logaritma alindi anlagilmalidur.
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Bu yuzden, buldugumuz koklerin ilk denkle-
min tamm kiimesinin eleman1 olup olmadigina
bakmamz gerekir. Boylece de z3’nin tamm
kumesinin eleman1 olmadig, fakat z,’in kok
oldugu bulunmug olur.

Sol tarafi bir kesir, sag tarafi ise sifir olan
denklemlerin ¢6ziiminde sik sik goyle bir hata
yapilmaktadir. Payi sifira egitleyip kokler bulun-
makta, payda ise hig gozoniine alinmamaktadir.
Oysaki bulunan kdkler iginde payday sifir yapan-
lar varsa bu degerler atilmahdur.

Ornek 7. tan3z = tan5z denklemini gozunuz.
Coziim. Verilen denklemi soyle yazabiliriz:

sin 3z
cos 3z

sin bz
cosbzr

Buradan da paydalan esitleyip gerekli dizenle-
meleri yaparak asagidaki denklemi elde ederiz:

sin 2z

cosdzcosbhr

sin2z = 0 denklemini ¢bzerek, z = km/2,
k = 0,41,42,..., sonucunu buluruz. Simdi
yalanc1 kokleri, yani payday: sifir yapan ¢oziimleri
gikarmarmz gerekir. k’mmn tek degerleri igin,
cos 3z cos 5z ifadesi sifir olur. O halde ilk den-
klenmin kokleri, z = kn/2 degerlerinden k’nin
gft, yani k = 2n, n = 0,£1,42,..., oldugu
agllardir. Dolayisiyla kokler; z = ar, n =
0,4£1,%2, ..., degerleridir.

Sol tarafi ¢arpanlara ayrnlmus, sag tarafi
ise sifir olan denklemleri g¢ozerken, tamm kii-
mesine dikkat edilmemesi sonucu ciddi hatalar
yapilmaktadir. Boyle bir denklem g6ziiliirken
genellikle her bir ¢arpan sifira egitlenerek kokler
bulunmaktadir. Oysa ki g¢arpanlardan birini
sifir yapan bir degigsken degeri, bir diger ¢arpan
anlamsiz kilabilir. Dolayisiyla da bu degerler
kok olamazlar. Bu yiizden, elde edilen koklerin
degigkenin tamm kiimesinin elemam olup . ol-
madiginin mutlaka kontrol edilmesi gerekir.

Ornek 8. (z+2)(z2—1)y/z = 0 denklemini ¢6-
zliniiz.

Cozim. Her carpam tek tek sifira egitleyerek
z1=-2,23=1, 3= —1 ve z4 = 0 koklerini
buluruz. Opysa ki ilk denklemin tanim kiimesi,
z > 0 degerlerinden olugmaktadir. . Oyleyse,
z) = —2 ve z3 = —1 degerleri yalanc1 koktiirler
ve atilmalar1 gerekir.

5. Kok Kaybmm Sebepleri

Simdi de kok kaybinm kaynaklarim ve
bunu 6nlemenin yollarim gérelim. Genellikle kik
kaybi, verilen denklemin yerine, tanmim kiimesi
daha dar bagka bir denklemin yazilmasindan
dogar. Tamim kiimesinde boyle bir daralma,
daha once gordiigimiiz gibi, logaritmik ve
trigonometrik formiillerin kullamlmasiyla mey-
dana gelir.

Daha once de belirttigimiz gibi, bir gar-
pimin logaritmas: yerine logaritmalarin toplam-
n1 yazmak, tanmim kiimesinin daralmasina yola-
¢ar. Aym durum, iistli bir terimin logaritmasinin
alinmasi i¢in de gegerlidir. Bu sakincay1 ortadan
kaldirmak igin,

(a) log, MN =log, M +1log, N (M,N >0),
(b) log, N* = alog, N (N > 0, a herhangi
bir say1),
bigimindeki logaritma formillerinin yerine agagi-
daki formiilleri kullanmak gerekir:
(c) log, MN =log, |M|+log, [N| (MN >0),
(d) log, N* = 2klog, |N| (N #0, k bir tam-
sayl1).
Bu formiillerin kullanilmasi, tamim kiimesini
genigleterek yalanci koklerin dogmasina yolagsa
bile, bunlari nasil ayiklayacagimz biliyoruz.
Oysa kaybolan kokleri sonradan bulma sansimz
yoktur.

Ornek 9. 2 logy/4(z+4)? -3 = log, /4 (4—z)* +
log 4(z + 6)% denklemini ¢éziiniiz.

Coztim.  logy/4(z + 2)> = 2logy)y |z + 2|,
log1(4—z)* = 3logi(4—z), ve logy(z +6)° =
3logi(z + 6) degerlerini denklemde kullanarak,
su sonucu elde ederiz:

logy|z+2|-1 = logs(4 — z) + logy(x + 6)
logy |z + 2|~
logi(1/4) = log%(4—z)+log%(z+6)
logy 4|z2| log1(4 - z)(z + 6)
logy 4|z + 2] logy(4 - z)(z + 6)
4le+2 = (4—z)(z+6)
Bu denklemin kokleri, z; = 2 ve z3 = 1 —

V/33’tiir. Her iki deger de, ilk denklemin tamm
kimesinin elemamdirlar ve gergek koktiirler.

Tanim kiimesinin daralmasi ve bu nedenle
de koklerin kaybolmasi, yeni bir logaritma ta-
banina gegilmesi sirasinda da olabilir.



Ornek  10. log, 5, =2 14log e, 2° +
40log,, v/ = 0 denklemini ¢éziiniiz.

Co6zim. i§te size bir ¢oziim: Taban degigtirme
formiiliinii kullanarak ve z’i yeni logaritma ta-
bani alarak asagidaki sonucu elde ederiz:

40log, \/z
=0.
log, 4z

log, z>  14log, z*
log, 0.5z  log, 16z

Kolayca gorulecegi gibi, denklem z = 1 i¢in an-
lamsizdir. Oysa ki ilk denklemin z = 1 igin an-
laml olmasinin yamsira, bu deger yeni denklemin
bir kokudir de. Iste bu noktada bir kék kaybe-
dilmektedir.

Bu nedenle goyle akil yiliritmeliyiz. z ta-
banina gegmek istiyoruz; bu durum z > 0 ve
z # 1 kosullarim getirmektedir. Ik denklemin
tamm kumesi z > 0 kogulunu zaten getirdigi
igin, bu kosul saglanmaktadir. z = 1 degeri,
ilk denklemin tanmim kiimesinin elemam oldugu
icin, bu degerin kok olup olmadigimi kontrol et-
memiz gerekir. Bu degeri ilk denklemde yerine
koyarak denklemi sagladigim goriiriiz. Boylece
bir kok bulunmus olur: z; = 1. Simdi diger
kokleri arayahm. Artik z tabanina gegebiliriz.

Buradan sonra ¢6ziim gii¢ degildir. Loga-
ritma ozelliklerini kullanarak ve log, 2 yerine y
koyarak asagidaki denklemi elde ederiz:

2 42 20

— =0.
1-y 1+4y+1+2y

Buradan da 2y? + 3y — 2 = 0 bulunur. Bu den-
klemin kokleri ise y3 = 1/2 ve y2 = —2’dir.
log,2 = 1/2 diyerek z; = 4 ve log,2 = -2
diyerek de z3 = 1/ V2 elde edilir. z5 ve
z3 degerlerinin de ger¢ek kokler oldugu kolayca
gorilmektedir. O halde denklemin ii¢ koki bu-
lunmaktadir.

Koklerin kaybolmasina yolagan en onemli
hatalardan biri ise, bir denklemin her iki tarafin-
daki ortak bir ¢carpanin kisaltiimasidsr. .

Boyle bir durumda izlenecek en iyi yol,
tum terimleri sol tarafta toplamak ve sonra da
agagidaki iki durumu gézoniine almaktir:

(1) Ortak garpanin sifira egit olmasi.
(2) Ortak garpanin sifira egit olmamasi.

Kugkusuz ikinci durumda ortak ¢arpanin diginda-
ki ¢arpan sifir olacaktir.

Ornek 11. z29°+1 4 Qls #3142 — 29lo-3+4 4
2°=1 denklemini ¢éziiniiz.

ERTUG

Coziim. Iki durumu gozoniine alacagiz:
(a) z > 3 olmas: hali. Bu durumda denklem
agagidaki bigimi alacaktir:

£22=+1 +2r—1 - z22r+1 +2z—1'

Bu denklem =z’in her degeri i¢in saglamr;
dolayisiyla £ > 3 degeri verilen denklemin kokle-
ridir.

(b) z < 3 olmas: hali. Bu durumda denklem
agagidaki bi¢imleri alacaktir:

z227—z & 2::-1
25-7(42% - 1).

z22.'::+1_|_25—a: =
2°-1(4z% - 1)

Iste burada iki taraftaki- (422 — 1) garpamm ki-
saltmak hatasma diigiilmemelidir. Biitiin terim-
leri sol tarafa toplayalim:

(2°°1 - 25-") (42 - 1) = 0.

Simdi de her garpam sifira esitleyerek kokleri bu-
lahm: 422 — 1 = 0 ise 22> = 1/4’ten z; = 1/2
ve 3 = —1/2. z < 3 kogulunu sagladiklan i¢in
bunlar kéktiir. 251 — 25-% = ise 2~} = 257
ver—1l=5—-zten2r=6vezz=3. <3
olmas gerektigi icin bu kok degildir. O halde
verilen denklemin kokleri, z > 3 ile z; = 1/2
zy = —1/2 degerleridir.

Cok sik yapilan bir diger yanlyg ise, gu ku-
ralin yanhs kullanilmasidar:

“Tabanlars 0 ve 1 ’den farkls olmak kaydiy-
la, birbirine egit iki iustli ifadenin tabanlar bir-
birine egitse, ustleri de birbirine egittir.” Genel-
likle bu kuralin tabanlari-0 ve 1’den farkh ol-
mak kaydiyla bolimi unutulmakta ya da gézden
kagirilmaktadir. Sonug, tabam 0 ya da 1 yapan
kok degerlerinin kaybolmasidir.

Ornek 12. zV% = \/z* denklemini ¢ozunuz.

Goziim. Bu denklem soyle yazilabilir: zVZ® =
z?/2 . Boylece tabanlan esit olan iki iistlii terimin
birbirine egitligi durumuna geldik. Herhangi bir
kokiin kaybolmasima yolagmamak igin, tabanin 0
ya da 1 olup olamayacagm inceleyelim. 0° be-
lirsizlik oldugu i¢cin z = 0 kok olamaz; z, = 1
ise koktiir. Simdi de 0 ve 1’den farkh kokleri
arayahm. Ustleri birbirine egitleyerek /z = z/2
buluruz. Buradan da z; = 4 elde ederiz.

Zaman zaman da gu hatah akil yiiriitmeyle
kargilagiriz: “Bir ustli sayt 1’e egitse, ustu sifir-
dir.” Oysa ki bunun bir istisnasi vardir: Taban 1
ise, iistii ne olursa olsun iisthi ifade 1’e esit olur.

[22]
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Ornek 13. |cosz|’i“’ s-}sins+} = 1 denklemi-
ni ¢ozunuz.
Cozim. $Soyle akil yiiriitecegiz: Eger |cosz| =
1 ise, tist ne olursa olsun sonug 1’e egit olacaktir.
Fakat |cosz| # 1 ise, lstin sifira.egit olmas
zorunludur. O halde denklemimiz ikiye ayrilmig
olmaktadir:

(a) |Jcoszl=1.

(b) sin’z— 3sinz+1=0.

ilk denklemden, & herhangi bir tamsay:

olmak iizere, £y = kw bulunur. Ikinci denk-
lemden ise, sinz = 1/2 ve buradan z; =
(—1)"% + k7 ya da sinz = 1 ve buradan da
z3 = 5 + 2kxm kokleri elde edilir. Ancak bu
z3 degerleri, ilk denklemi 0° haline getirdikleri
igin kok degildirler. Dolayisiyla denklemin kokleri
§0yle olacaktir. z, = kx ve z3 = (=1)* ¥+ kn;
burada -k herhangi bir tamsayidr.

Ozetleyecek olursak, iisthi ifadelerin egit-
liginden iistlerin esitligine gecerken ii¢ durumun
gozonline ahnmas) gerekir: Tabanin 0 olmasi, ta-
banin 1’e egit olmasi ve iistlerin esit olmasi hal-
leri. Bu tiir bir uygulama kéklerin kaybolmas:
durumunu ortadan kaldirir.

Bununla beraber yalanci kokler dogabilir.
Gergekten her durumda, birbirinden yahtilmmg
denklemleri ¢6zmek zorunda oldugumuz igin, bu-
ralardan hulunacak bazi koklerin ilk denklemin
tamm kumesinin elemam olmamasi olasihi
vardir. Son ornekte bu durumla kargilagtik; ikin-
ci denklemin baz ¢6zimlerinin, ilk denklemin
tanim kumesinin diginda kalmasi nedeniyle bun-
lan attik.

Bu yiizden iustli bir denklemin ¢6ziimiin-
de, yukarida belirttigimiz kurahh uyguladiktan
sonra buldugumuz kokleri kontrol etmemiz gere-
kir. Bunun i¢in de bulunan koklerin, ilk denkle-
min tamm aralig: icinde olup olmadiklarina bak-
mak yeterli olacaktir.

Son olarak da koklerin kaybolmasina yola-
¢an, bir bagka kaynaktan, trigonometri formiille-
rinin kullanilmasindan sozedelim.

Bir trigonometri formiliiniin sag ve sol
taraflar1 farkhi tanim kimelerine sahip olabilir-

ler. (")rnegin, siniis ve kosiniisii yarim aginin tan-
jant1 cinsinden ifade etmemizi saglayan doniigiim
formiilleri boyledir. Bu formiillerin sol tarafi daha
genig bir tamm kiimesine sahiptir ve dolayisiyla
sol tarafin yerine sag tarafin yazilmasi halinde
tanim kiimesi daraltilmig olacak ve koklerin kay-
bolmasi tehlikesi dogacaktir.

Ornek 14. sinz —2cosz = 2 denklemini ¢6zu-
niz.

Co6zim. Yarim aginin tanjantlarim kullanarak
su denklemi elde ederiz:

2tanf 2(1 —tan’%)
1+ tan® £ 1+tan®Z

Buradan da, tan § = 2 ve z = 2arctan2 + 2nm,
n=0,%1,42,..., bulunur.

Fakat yukaridaki c¢ozum kumesi, tum
¢ozimleri icermez. Kolayca kamitlanabilecegi
gibi 2 = 2n 4+ )7, n = 0,£1,42,... aglan
da ¢oziimdiir. Yarnm a¢imin tanjantim kullan-
makla bu ¢oziimleri kaybetmis olduk. Ilk denk-
lemin, z’in tim degerleri i¢in anlamh olmasina
ragmen, ikinci denklem yalmizca tan(z/2) an-
lamh iken, yani £ # (2n + 1)7 oldugunda an-
lamh olur. O halde ikinci denklemi anlamsiz
kilan bu degerlerin, ilk denklemin kokii olup ol-
madiklarinm kontrol edilmesi gerekir.
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V0.16 + v0.04 aetir?

v0.36 \/ 0.04
Cozum. Verilen sayilann karekoklerini alarak
—‘*‘——02 gg g— 3 buluruz.

2. z,y,2 pozitif tamsay1 ve 2z + 3y —z = 94 ise,
z’in en kiguk degeri kagtir?

Cozum. Verilen denklemden z ¢ozilerek z =
47 — 3=% buluruz. z’in alabilecegi en kiigiik
deger 1 igin 3y = 92+ z denkleminin pozitif tam-
sayllarda ¢ozulebilir olmasi gerekir. Aramilan z,
92 + z says1 3’le bollinebilir kilan en kigik say1
olmahdir. Bu gozlem z = 4, y = 32 ve sonugta
z =1 verir.

3. Ardisik iki pozitif tamsayidan kiiglik olaninin
3 kat: ile buyik olaninin 2 katinin toplami
107 °dir Buna gére kiigiik say1 kagtir?

Cozum. Tamsayllardan kiigiik olanmna z der-
sek, digeri z+1 olur. Verilenlerden 3z+2(z+1) =
107 denklemini elde ederiz. Denklemin ¢6ziimi
kuguk tamsayiy: 21 olarak verir.

4. Birler basamag: 0 olan, 3 ile boliinebilen iki
basamakl en buyik pozitif dogal sayinin, birler
basamag: 0 olan, 3 ile bélinebilen iki basamakli
en kiictik pozitif dogal sayiya oran1 kagtir?

Cozim. - Verilen kosullar biiyik tamsayiyr 90,
kiigligiinii ise 30 olarak belirler. Oranlan 3’tiir.

5. Iki basamakli ve birbirinden farkli 4 pozi-
tif tamsaymin toplami 86’dir. Bu sayilarin en
buyugi en ¢ok kag olabilir?

Coziim. Diger i say1 toplaminin en kiigik ol-
mas1 gerekir. Ornegin 10, 11 ve 12 ahndiginda
aranilan say1 86 — 33 = 53 olmaktadir. Ancak bu
sayr yanitlar arasinda yok! Yamitlar arasindaki
50, diger sayilarin 10, 12 ve 14 ahnmasm gerekli
kiliyor. Belki de sayilar ¢ift olarak verilmeliydi.

* Emekli matematik 6gretmeni
t Ugler Egitim Dersanesi S¥retmeni

6. Ug basamakl abc sayismn birler basamagi
4’tiir. Birler basamag ile yiizler basamag: yer
degigtirildiginde olusan yeni say1 abc sayisindan
297 kiigiiktiir. Buna gore abc sayisinin yuzler
basamag kagtir?

Coziim. abc’nin yiizler basamag a’dir. Veri-
lenler (100a + 10b + 4) — (400 + 10b + a) = 297
denklemini, yani 99a — 396 = 297 gerektirir ki,
bu da @ = 7 verir.

7. Bir bidonun agirhigi, bog iken z gram, yarisi
su ile dolu iken y gramdir. Bu bidonun tamami
su ile dolu iken toplam agirhg: nedir?

Coéziim. Sorudan yanm bidon suyun agirhg
olarak y—z elde ederiz. Bu gozlem bidonun dolu
oldugu haldeki agirhgim 2(y —z)+z =2y —=
olarak verir.

8. Toplamlari 166 olan 28 sayma sayisi vardir.
Bunlardan bir kisminin ortalamasi 7, otekilerin
ortalamasi ise 5 ’tir. Buna gore ortalamasi 7 olan
sayllar kag tanedir?

Cozum. n tane sayl ),Zs,...,Z, Nin ant-
metik ortalamasi %(zl + z3 4+ -+ + z,) olarak

tamimlanir. 28 sayidan z tanesinin ortalamasi 7
ise, bu z tane sayinin toplami 7z olacaktir. Ben-
zer gekilde geriye kalan 28 — z tanesinin toplam
ise 5(28 — z) olacaktir. Elde edilen 7z + 5(28 —
z) = 166 denkleminden x = 13 bulunur.

9. Ayhk geliri sabit olan bjr kimse her ay
gelirinin 2;’inu A kasasina, 1 ’ini de B kasasina
koymaktadir. Bu iki kasaya koyulan toplam mik-
tar bu kimsenin gelirinin yizde yirmisi olduguna
gore, z ne olmaldir?

Coziim. Sorudan 5; + 1 = L veya l =33
denklemi ve sonugta da z = 40 elde ederiz.
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10. Bir miktar kumagtan es boyda 9 perde
ctkmaktadir. Boyu bunlardan 60 cm daha kisa
olan perdelerden ise 12 tane gikmaktadir. Buna
gore toplam kumas kag metredir?

Cozim. Metre, cm tuzagma diigmeden, soru-
dan §—0.6= {5 veya —"— = 0.6 bulunur. Bu
da z =216 venr

11. z,y pozitif tamsaylar ve y < 6 ve === =5
ise, = kagtir?

Coziim. Sorudan z = y—SET =5+ y—fl- denklemi
elde edilir. 0 < z tamsay1 oldugundan yi—l- tam-
say1 olmahdir. 0 < y < 6 arahgnda gsT1 say1sini
tamsay: kilan tek say1 y = 2’dir. Buradan z = 10
bulunur.

12. di? 2 1

=2 ve 52 = —5 ise, £ kagtur?

Cozum. Ikinci denklemden elde edilen b = 2a—

c ifadesi ilk denklemde kullanilirsa a+2(2a—c) =

2c veya 5a = 4c elde edilir. Bu da & = $ verir.

13. ;B*L = (z+a)? olduguna gore a kagtir?

Coziim. 1Ilk once 922 — 6z + 1 = (3z — 1)?
gozlemini yapalim, sonra da

3z —1)*—9(z +a)® = [(3z — 1) = 3(z + a)]
[(3z — 1) + 3(z + a)]
= (-1-3a)(6z+3a—1)

yazalim. Garpim sifirdir ve ¢arpanlardan birinin
sifir olmas: gereginden z = —3 bulunur.

14. a + b ile a — b sayilar1 aralarinda asal ve

atd — M jse, 1 - %;- kagtir?

C6ziim. a+ b ve a — b’nin aralarinda asal ol-
malarindan a+b = 17 ve a—b = 7 denklemlerini
elde ederiz. Coziim a = 12, b = 5 olur. Buradan

2
dal-$r= 119 buluruz.

15. Thmsay:lar kumes: lizerinde her a ve b igin
axb = 2a—b iglemi tamimlanmugtir. kx7 = 5x13
ise, k kagtir?

Cozlim. k%17 = 513 egitliginde * igleminin
tanimim kullanip 2k — 17 = 10 — 13, buradan da
k = 2 buluruz.

16. 3% =z (mod 5) oldufuna gére z kagtir?

Coziim. 3 = 3 (mod 5), 3? = 4 (meod §),
3 = 2 (mod5) ve 3* = 1 (mod5) bu-
lunur. Son bagintida iki tarafin “gerekli” kuvveti
ahnirsa (3)**® = 1% (mod 5) buluruz. Bu-
radan 3'%%2 = 1 (mod 5) elde ederiz. Iki tarafi
32 ile arparsak 3!°%* =4 (mod 5) buluruz.

17. E evrensel kiime olsun ve bir C' kiimesinin
eleman sayis1 s(C) ile gosterilsin. s(E) =
s(AUB) =6, s(ANB) =3, s(B) = 4 olduguna
gore, A kiimesinin timleyeni olan A’ kiimesinin
eleman sayisi kagtir?

Coziim. s(AUB) = s(A) + s(B) — s(AN B)
formiiliinii animsamamiz yeterli. B yerine A’nin
timleyeni A’ alrsa AN A’ = §’dir. s(E) =
s(AU A') = s(A) + s(A’) buluruz. Verilenler
yerine konursa s(A) = 5 ve ikinci formiilden
s(A") = 4 buluruz.

18. 67+ = 3°+2 olduguna gore 2°+! kagtir?

Coziim. Ustlii ifadeleri ammsayahm. 67*! =
(2-3)=+! gs+1.37+1 = 3.3°+1 egitliginde
3¢+l £ 0 oldugundan, her iki tarafi 3**!’in
carpimsal tersi ile arparak 95+1 = 3 buluruz.

z-y
19. 22 —y? =15 ve :y_: = 16 olduguna gore
z+y kagtir?
Coziim. L= = 16 ifadesini 4’in istlerini

kullanarak yazahm. 4°~¥12~¥ = 42 egitliginden
2¢ —2y = 2 veya £ — y = 1 buluruz. Bunu

2?2 —y? = (z + y)(z — y) = 15 egitliginde kulla-
narak z + y = 15 elde ederiz.

20. Pz -2) = 22+ 1)Q(z — 1) —z — 1
esitligi verilmigtir. P(z) polinomunun = — 3 ile
boliimiinden kalan 20 olduguna gore, Q(z) poli-
nomunun z — 4 ile béliminden kalan kagtir?

Coziim.  Oklit algoritmasina gére p(z) =
r(z)(z — 3) + 20 ve Q(z) = q(z)(z —4) + k
kogullarim saglayan r(z) ve g(z) polinomlan
vardir ve p(3) = 20, Q(4) = K saglanir. p’nin
3’'teki degeri verilen ifadede z = 5 alinarak bu-
lunabilir. Bu da p(3) = 26Q(4)—5—1=26k—6
verir. Buradan da k = 1 buluruz. '

21. z bir gercel say1 ise, |4z — 10| + |2z + 5|
ifadesinin en kiigik degeri kagtir?

Coziim. Mutlak degerin ozelliklerinden
—6z+5, egerz < - 1se,
f(z) = { —2z + 15, eger < z < 3 ise;
6z — 5, eger 3 < T ise;

olur, f(z) her yerde siireklidir, fakat —3 ve
§ noktalarnda tiirevlenebilir degildir. Ornegin



z = 3 noktasmda sagdan tiirev 6 ve soldan tiirev
—2'dir. Dolayisiyla olas: kritik noktalar sadece 3
ve —3’dir. Ancak f(z), 3’ye kadar azalmakta,
3°den sonra ise artmaktadir. Birinci tiirev testi,
% noktasinda minimum oldugunu gosterir. Mini-
mum deger ise 10’dur.

22. 3 — 422 — £ +4 = 0 polinomunun kékleri
Ty =1, 23 =b ve 23 = ¢ ise, b® + c? kagtr?

Coziim. Kokler ve katsaylar arasinda bilin-
mesi gerekli bagintilardan z, + 3 + 23 = 4 ve
212223 = —4 buluruz. Bunlardan da b+ ¢ =3
ve bc = —4 elde ederiz. Ik egitlikte her iki tarafin
karesini alarak b? + 2bc + c2 = 9 ve ikinciyi kul-
lanarak b + ¢? = 17 buluruz.

23. f(z) =logyz ve (go f)(z) =z +2 ise, g(z)
nedir?

Coziim. Gergel 0 < a says igin genellegti-
rilmis iistel fonksiyon a® = e*!"% olarak tanim-
lanr. y = log,z igin gerekli ve yeterli kogul
z = a¥ olmasidir. Bu ise a tabanna gore lo-
garitma fonksiyonu log, z ile a® fonksiyonunun
birbirlerinin tersi oldugunu gésterir. a = 2 igin
f(z) = log, z fonksiyonunun tersi f~!(z) = 2°
fonksiyonudur. Buradan g(z) = (gofof~!)(z) =
(g0 F)(f~1(z)) = g o £(2°) = 2° + 2 bulunur.
24. log(9-3°+3) = 3z + 1 egitliginin ¢6zim
kiimesi nedir?

Cozim. y=log, z igin gerekli ve yeterli kogul
z = a¥ egitliginin saglanmasidir. a = 3 igin,
log3(9-37%3) = logg(32-3*+3) = log, 3°+5 = 3z +
1 esitliginden 37%5 = 33+! veya 2 +5=3z+1
elde ederiz ki, bu da « = 2 verir.

25. O merkezli [AB] ¢aph yarim ¢gemberde AB
yayl tzerinde [OC] L [AD] olacak gekilde C' ve
D noktalar1 aliniyor. DAB = 20° ve OCB = a
ise, a kagtir?

Cozum. OC ve OB kenarlan yarigapa
esit olduklarindan COB iiggeni ikizkenar bir
uggendir. Bu nedenle AOC ags1 2a’dir. AD
ve CO dogru pargalarimin kesim noktas: E ise,

OZTAS & SAGSEN
AOE dik iiggeninde 20° + 2a = 90° egitiginden
a = 35° elde edilir.

26. A,B,C,D,E noktalari diizlemsel, AE L
BD, CAE =118°, ve CBD = « ise, o kagtir?

Cozim. AE dogrusunun BD dogrusunu
kestigi noktayr H ile gosterelim. BHA bir
dik iicgen olarak verildiginden, bir dig ag1 olan
CBD = 90° + 62° = 152°a’dur.

Degerlendirme

Bildigimiz kadar1 ile OYS sorularinin
degerlendirilmesi ilk kez yapiliyor. Matematik
Diinyasi, uzmanlan gesitli yénlerden bu sinavlar
degerlendirmege davet ediyor.

Ik bakigta sorular 3 bolime ayrilabiliyor.
Bunlardan ilki zaten birinci agamada sorulan
oldukga kolay sorular. Ik agamada sinanan bilgi
ve yeteneklerin bir kez daha smmanmasi olgme
ve degerlendirme uzmanlan tarafindan irdelen-
melidir. Ilk 26 sorudan bu tire 6rnekler 1, 3-7,
14 ve 25 numarah sorulardir.

ikinci tiirden sorular konularin ana hat-
larimi bilen ve biraz da iglem yapma yetenegini
geligtirmig 6grencilerin yapabilecegi tiirden olan-
lar. Bunlarin ornekleri ise 2, 8-13, 15-20, 22-24
numaral sorulardir.

Ugiincii tiirden sorular gerek birikim, ge-
rek matematiksel yetenekleri geligmig 6grencileri
ayirt etmek amaci ile sorulmug olabilirler. 21 nu-
marali soru bu tire ornektir.

Ders programlarina gore incelendiginde ilk
26 sorudan 7’sinin Orta 2 ve 6’smin Orta 3
sorusu olmak iizere 13 tanesinin ortaokul der-
slerinden, diger 13 tanesinin ise Lise 1 ders-
lerinden oldugu goriliyor. Oranlardaki isabet
tartiglmahdir. Bir yi1l boyunca hazirlanan soru-
lardan 4 soruda iki basamakh pozitif dogal say:
ifadesi yamltic1 olabilir. Zira dogal sayilar tam
sayllar iginde diigiiniildiiklerinde (sifir diginda)
pozitiftirler.  Aym Ozensizligi 8. soruda da
goriyoruz. Sorunun gidiginden aritmetik orta-
lama anlagilmasina kargin, agikca belirtilmesinde



yarar olabilirdi. 9, 10, 11 ve 23 numarah
sorularda oldugu gibi segeneklerin denenerek
dogru yamtin bulunabilecegi sorularin olma-

OLIMPIYAT HABERLERI

Ali Doganaksoy *

masina dikkat edilmemigtir. 24. soru igin gerekli
bilgilerin 23. soru igin gerekli bilgileri kapsadigim
da soyleyebiliriz.

II. Ulusal Matematik Olimpiyadi 23-25
Aralik 1994 tarihlerinde Ankara’da yapilacaktir.
Bu olimpiyatta, Mayis ayindaki birinci agamay:
kazanan 39 ogrenci yangacaktir.

I. ECO (Ekonomik Igbirligi Tegkilati)
Matematik Olimpiyadi 17-22 Eylil tarihleri
arasinda Tahran’da yapildi. Takim siralamasinda
ev sahibi Iran birinci olurken, 1 giimiig ve 4
bronz madalya alan Tiirkiye ikinei oldu. Bu
yanigmada ilkemizi Halil Bayrak (Bronz), Ethem
Canakoglu (Bronz), Mustafa Giinseli, Ali Ekber
Giirel (Bronz), Caner Kazanc (Bronz) ve Bayram
Yenikaya (Giimiig) temsil ettiler.

Asagida bu olimpiyatta yer alan sorular
verilmektedir.

Birinci Giin, 18 Eyliil 1994

Siire: 4% saat.

1. Kenar uzunluklar tamsay ve ¢evre uzun-
lugu ¢ift (tamsay1) olan bir liggende, kenar uzun-
luklarinin, karelerinin toplamumin sifirdan farkh
dort tam karenin toplam geklinde yazilabilecegi-
ni gosteriniz.

2. 6 <r,y,z <73 olmak uzere

z-y-z = 73-3%.2
z+y+z = 106
denklemlerini saglayan biitiin z,y, z reel sayilar-
n1 bulunuz.

3. Birim ¢ember tizerinde alinan A ve B nok-
talari, tamamen ¢emberin i¢ bolgesinde kalan

*ODTU Matematik Béliimii dgretim tiyesi

bi egri ile birlegtiriliyor. Egrinin, ¢emberin ig
bolgesini alanca iki esit parcaya bolmesi halinde,
uzunlugunun en az 2 olacagim gosteriniz.

Ikinci Giin, 20 Eyliil 1994

Siire: 4% saat.

4. Her z,y,z € N igin

fU@)+ W)+ f2)=z+y+2

sartinl saglayan butin fonksiyonlar1 bulunuz.
(N={1,2,3,...})

5. iqteéet ¢emberinin yarigapr r olan ABC
licgeninin (B = 90°) [BC] kenan tzerinde
|BD| = r olacak sekilde D noktasi igaretleniyor.
O: ve O,, srasiyla ABD ve ACD tiggenlerinin
igmerkezleri olmak tzere,

IAOlIz + |D02|2 = |A02|2 + |DO}_|2

oldugunu gosteriniz. (igmerkez: icteget cemberi-
nin merkezi.)

6. 2n x 2n boyutunda (n > 1) bir satrang
tahtasina, her adimda n x 1 boyutunda bir
dikdgortgen yerlegtiriliyor.  Yeni bir dortgen
yerlegtirilemeyecek konuma gelinceye kadar bu
igleme devam ediliyor. Geriye en fazla kag tane
bog kare kalacagim hesaplayiniz.

(Yerlegtirme iglemi, her dikdortgen tam n
tane kare ortecek ve herhangi iki dikdortgen ortak
bir kare ortmeyecek gekilde yapihyor.)



PROBLEMLER VE COZUMLERI

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A96. Eger Z = Grprisior—t(iot
ise (n bir dogal say1), | Z|’yi hesaplaymz. (Hasan
Kullap)

A97. Bir ABC ii¢geninde ABC = 18° ve
ACB = 54° i ise, ’%—} oramim hesaplaymz. (Al
Akmn)

A98. Bir ABC iiggeninin igmerkezi O, A
agis1 kargisinda olugtan teget cemberin merkezi
O olsun. [00'| = MEILEl _ 40| oldugunu
gosteriniz. (Ergin Yaraner)

A99. Bir ABCD karesinin iginde
DAK = DCK = 10° olacak gekilde bir K nok-
tasi ve BC kenar iizerinde BAL = = 35° ola-
cak gekilde L noktasi igaretleniyor. AKL agisini
hesaplayimz. (Alaattin Akiag)

A100. i basamakh bir saymn, birler
basamag ve i’yinci basamagindaki rakamlarinin
yeri degistirilerek bulunan say: ile ilk saymin
farkimin mutlak degerinin rakamlar toplamm z;
ile gosterelim. z3 + z3 + -+ + z, toplamm
hesaplayimz. (Cem Giizel)

YARISMA PROBLEMLERI

Y96. Bir iicgenin a, b, ¢ kenar uzunluklar
ve r icteget cember yaricapi igin

s > 4r?
at+b+ec™
egitsizliginin gegerli oldugunu gosteriniz. Egitligin
hangi hallerde saglanacagim bulunuz. (Tamer
Adanar)

Y97. Bir uggenin S alan ve r igteget
gember yangcap: igin § > 3v/3r? eitsizliginin
gecerli oldugunu gosteriniz,  Egitligin hangi
hallerde saglanacagim bulunuz. (Dinger Akay)

Y98. z,y,a,b,c dogal sayilar olmak iizere

:t:z + a3 =y
2+ad+5 = yt
$2+03+ba+c3 = y4
denklemlerinin herbirinin sonsuz sayida tamsay)
¢6ziimii oldugunu gésteriniz. (Almas Rimov)

Y99. iqteget ¢cember yarigapt r olan
bir ABC iggeninin igmerkezinin A, B,C ko-
gelerine uzakliklan sirasiyla X4, Xp, X¢ olsun.
ABC iiggeninin A, B,C aglan kargisindaki dis-
tan teget ¢emberlerin merkezlerinin igmerkeze
uzakhklan sirasiyla Y4,Yg,Yc olsun. (Y4 +
Yp+Ye) = XaXp + XaXc + XpXc oldugunu
gosteriniz. (Ergin Yaranert) h

Y100. Bir ABC dik iiggeninde (A =
90°), hipoteniise inilen dikme AD olsun. ABD
ve ACD iiggenlerinin igmerkezlerini birlegtiren
dogru AB ve AC kenarlarimi sirasiyla K ve L
noktalarinda kessin. ABC ve AK L uggenlerinin
alanlan sirasiyla S ve S’ ise, S > 25’ oldugunu
gosteriniz. (Turgay Uckun)

COZUMLER

A86. Bir ABC iiggeni verildiginde,
X, X' € [BC), Y,Y' € [CA], Z,Z' € [AB] ola-
cak gekilde, kargilikh kenarlan birbirine paralel
digbiikey ve egkenar bir X X'YY'ZZ' altigeninin
cetvel ve pergel ile cizilebilecegini gosteriniz.
(Sahin Polat)

Cozim. Uggenin kenar uzunluklar
a, b, c; altigenin ortak kenar uzunlugu d, |BX| =
z ve |CX'| =2 ise

|XZ'| _ = d =z _a
b a = b_a=>$_3d (1)
XI ! ’
X2 4y
c a c a c
bulunur. Bunlardan da
d ad
d—a—%——a—=>(1+ + )d—a
b
ve
1 1 1 1
T @)

elde edlllr b ile ¢ nin harmonik ortalamas: k ise
(3)ten y = 141 = :—+;}§ = 44 = =+ 53 olup,
2d’nin @ ile k/2'nin harmonik ortalamasi oldugu
sonucu gikar. k ile d gizilebilir [1). d gizilince
(1)'den z de gizilebilir, O halde XX’ ve sonug
olarak XX'YY'ZZ' de gizilebilir.



(Cozenler:  Murat Aygen, Atasajun

Baykal)

A8T. 64+ 9" ifadesinin hig bir n dogal
sayisi igin asal olamayacagim gosteriniz. (Mehmet
Sahin)

Cozim.

6449 = (8+9")*-2.8.9
s (8 +9n)2 _ 4232n
(B+9"—4-3")(8+9" +4.3").

Her dogal say1 n igin 8 + 9" —4-3" > 1 ve
8+9" +4-3" > 1 oldugundan, 64 + 92" sayis1
I’den biiyiik iki sayimin ¢arpim olur.

(Cozenler: Murat Aygen, Ruhi Tabur,
Atasagun Baykal, Cagatya Candan, Seyhun
Kestm, Ergin Yaraneri, Ali Akm, Ulku -Ortag,
Emre Alkan.)

ABS8S. Bir ABC iiggeninde I ve
I. digcemberleri BC, CA, AB dogrulanna
Dy, Ey, Fy ve D, F,, E. noktalarinda degiyor.

alan(DcD;,F,,Fc) a"
alan(ABC) be

oldugunu gosteriniz. (Hiseyin Demir)

Cozim. ABC’nin alam S, doértgenin
alam S’ l¢genin yarn cevresi u ve gevrel cember
yarigapl R ise,

S' = |BDyFy|+|CF.De| - S + |AFRF.|
= %uzsinB + —;—uzsinC- ur
+%(u —b)(u—c)sinA
= é[lm2 +cu+a(a—b)(u—c)]—ur
= ﬁ%-[(a + b4 c)u? — a(b+ c)u + abe) — ur
= %[2112 —a(b+¢)+4Rr] —ur

olur. Buradan da

/4
S? = LS[Zuz—a(b+c)]
= 8RS[(a+b+c)2—2a(b+c)]
_ 2 —
= BRS[a +(b+c)]>2b2a
_ (a+b+c)d® 2a-a® _ a*
- 2abc 2abc ~ be

(Gozenler: Atasajun Baykal, Ali Akn.)

A89. aj,a3,...0, ERvea; <az<---<
ap olsun. Q(z) =(z—a1)(z—az) - (z—an) ve
i=12..n ign P(z) = _', olmak iizere,
P(z) = Pl(r) + Py(z) + + P (z) polinomu-
nun biitin koklerinin gergel oldugunu gosteriniz.
(Ozan Hafizogullars)

Cozim. Q(z)’in birbirinden farkh n tane
kokii vardir. Rolle teoremi geregi, herhangi iki
kok arasinda Q’(z)’in sifir oldugu en az bir nokta
bulunacaktir. O halde Q’(c) = 0 olacak sekilde
en az n — 1 tane nokta vardir. Ote yandan
@'(z)’in derecesi n — 1 oldugundan, koklerinin
sayisi n — 1’den fazla olamaz. O halde @'(z)’in
birbirinden farkh tane n — 1 tane gergel koku
vardir. Q'(z) = P(z) oldugundan P(z)’in bitin
kokleri gerceldir.

(Cozenler:
Atasajun Baykal,
Kesim, Emre Alkan.)

Ruhi Tabur, Ugur Yildiran,
Cagatay Candan, Seyhun

A90. Tepesi A olan ikizkenar ABC
tiggeninin iginde, tabana, yan kenarlardan birine
ve birbirine teget eg iki cember ile bu ¢emberlere
ve yan kenarlara teget bir cember ciziliyor. Ta-
ban aglarimmn hangi degeri igin bu ¢emberlerin
kenarlara degdigi alt1 nokta c¢emberdeg olur?
(Htseyin Demir)

Cozum. [BC],[CA],[AB] iizerindeki
degme noktalar sirasiyla X, X')Y,Y' Z,Z' ol-
sun. Y,Y',Z,Z' cemberdeg olup, X,Y’,Z,2Z’
noktalar gemberdeg ise ZX Y'=Y'ZA = B ol-
malidir. Bu bl]gllerden, CXY'=x— (:-5-
B_ 2+§ ve XY'C—ar—-C’XY’—c_vr—

) -B = 5—— olup, CY X tiggeni ikizkenar
olur 0 halde |CX]| = |CY | olup, |XX'| = |YY|
elde edilir. Bu da iigiincli ¢emberin ilk ikisine
egligini gosterir ve B = 60° bulunur.

(Cozenler: Muammer Keles, Atasajun

Baykal, Ugur Yidiran, Ergin Yaraneri, Al
Akin.)

Y86. Dar agth bir ABC iiggeninin A
kogesinden harekete baglayan bir nokta kenarlara
geldigi zaman bilinen yansima kurallarina gore
harekete devam etmektedir. Bu nokta, sirasiy-
la [BC),[BA],[AC],[BC] kenarlarina D, E,F,G
noktalarinda garpip yansiyarak tekrar A kogesine
ulagiyor. ADEFGA yolunu giziniz ve uzunlugu-
nu hesaplayimz. (Hiseyin Demir)

Cozim. A’'min BC'’ye gore A’ simetrigi
almrsa, D ve G’deki yansimalar nedeniyle



E,D,A' noktalan dogrudag ve F,G,A’ nok
talan dogrudag olur. A'’niin AB ve AC'ye
gore A; ve A, simetrikleri ahndiginda E ve
F’deki yansimalar nedeniyle A;, E, F, A; nokta-
lar1 dogrudag olur. Su ¢izim elde edilir.

1) A’} A, A; cizilip Ay Az’nin AB ve AC ile
olan E ve F arakesitleri ¢izilir.

2) EA' ve FA"nin BC ile olan D ve G
arakesitleri ¢izilir.

|AD| + |DE| = |EA'| = |EA;| ve benzer

olarak |AG|+ |GF| = |FA;| olup, aramlan yol
uzunlugu |AAz| olur. |AA;| = |[AA'| = |AA,|
oldugundan AA; A, ikizkenar tiggendir ve tepe
agis1 2A°dir. O halde

|Ay Az| = 2|AA;|sin A = 2|AA'|sin A = 4k, sin A

bulunur.

(Gozenler: Tamer Adanir, Murat Aygen,
Ergun Yaraneri, Atasajun Baykal.)

Y87. Egkenar bir ABC iiggeninin iginde
ya da uzerinde alinan degigken bir P noktasinin
bu iggene gore ayak iiggeni DEF olmak iizere,
AD,BE,CF dogrulan noktadag ise P nok-
tasmin geometrik yeri nedir? (Hiseyin Demir)

Cozim. Bir yanhghk sonucu, Y82 nu-
marah yarigma problemi Y87 numarasi ile tekrar-
lanmgtir. Oziir dilerim. (A.D.)

AD, BE, CF dogrulan bir @ noktasinda
kesigsinler. QBC, QCA, QAB iggenlerinin
alanlan sirasiyla z,y,z olsun. ABC’nin kenar
uzunlugu a ve alam s ise, D’nin [BC]’yi bolme
oramA:lQl:lM:L—Lolup

+z — s—z
|DB| = 22 E ve

2 v v
22 ve |DC| = ;2 bulunur.
F’nin [CA] ve [AB]’yi bolme oranlarindan

ECl= —=—,  |EA|= —

s—y s—y

|FAl= —, |FB|=
§—2 S z

elde edilir. DP, EP, FP dikmelerinin nokta-
daghg ile [2])’deki formiilden

Z[ a2y? B alyz? | .
(s—2)* (s—-2)]
olarak yazihr. Bu da ) =% =0 olarak kisaltilhp

Y(y—2)(s—y)(s — z) = 0 egitligini verir. Bu-
radan agagidakileri elde ederiz:

Y (y-2)s*-(y—2)s+ys] = 0
E(y —2)s* - (s—z)s+ yz] = 0

ar

Z(y -2)(z8+yz) =
s)_z(y—2)+) vy -2)

yr(y—z)tzz(z—z)+zy(z —y) =
(y-2)(z—2z)(z-v)

z=y.

I
©c o o o

y=2

O halde geometrik yer yiiksekliklerin bilegimi olan
nokta kiimesidir.
(Gozenler: Atasagun Baykal.)

z=z,

Y88. u = u(z), reel sayilar kiimesinde
tammh bir fonksiyon olmak tizere, w ve z

fonksiyonlari
/ (/ [2(u')? + 2u"u] dz) dz,

f[=] )

olarak tammlamyor. %/w degerini hesaplayimz.
(Dinger Akay)

Coziim. (uv') = (v)?+ uu” ve (v?) =
2uu’ oldugu gozoniine ahnarak

o= / ( f 2(un’)) dz) dz =2 / (uw') dz = o2,

"

(L) = wsu” ve (Inu) = £ oldugu digiinii-
lerek,

z=/(/(%l)’da:) dz=/%'dx=1nu

oldugu goriilir. Buradan
W:(uz)ﬂh =uyhv =e¢

elde edilir.

(Cozenler: Atasajan Baykal, Suayyip
Salim Ozkurt, Emre Alkan.)

w(z) =

2(z) =

Y89. O merkezli ve gapr [BC] olan birim
yarigaph bir yarigemberin tizerinde bir A noktas:
almiyor ve ABC dik ii¢geni ¢iziliyor. A noktas
yay gizerken, homojen kabul edilen [AB]U [AC]
kink dogrusunun G agirhk merkezinin geometrik
yerinin denklemini elde ediniz. (Huseyin Demir)

Cozim. |AC| = b, |AB| = c diyelim.
|BC| = 2’dir. [AC]’nin agirthk merkezi B’ nok-
tasinda, [AB]’nin agirhk merkezi ise C’ nok-
tasinda olmak iizere, arasindan G agirhk merkezi
vektorel olarak

G-C' B -G
b ¢




esitligini saglar. Bu da

(b+c)G = BB +cC'
(sinB+cos B)\G = (sinB)B'+ (cos B)C'
2(sinB+cosB)G = (sinB)(A+C)
+ (cos B)(A + B)

verir. O’yu koordinat dizleminin merkezi kabul

eder ve G'nin koordinatlarma (z,y) dersek, bu.
radan

sin B(cos 2B + 1) + (cos B)(cos 2B — 1)

cos B +sin B
sin B(2 cos? B) — cos B(2sin® B)

cos B +sin B
sin 2B(cos B — sin B)
cos B + sin B
sin B sin 2B + cos B sin 2B
cos B + sin B

sin 2B(cos B + sin B)

= cos B +sin B L

sin 2B _ 2sinBcos B
2 2
bulunur. O halde

2 (z\? (cosB-sinB)\’
5= () =(2522)
1—-2cos Bsin B
14+ 2cosBsin B

2 _ 21 2y
1+2y

2z =

2y =

y = =sin Bcos B

elde edilir.

(Cozenler: Murat Aygen, Ugur Yildiran,
Tamer Adanir, Cagdatay Candan, Atasagun
Baykal, Ergin Yaraneri.)

Y90. Gergel sayllar iizerinde tanml,
gercel degerli bir f fonksiyonu ve bir pozitif a
sabiti igin

= + Vi(z) - [f(2))*

denklemi her z igin gegerli olsun. f fonksi-
yonunun periyodik oldugunu (yani, her z igin

flz+a)=

f(z +b) = f(z) veren bir b sayisimmn varhgim)
gosteriniz. Ayrica a = 1 igin istenilen ozelliklerde
ve sabit olmayan bir fonksiyon ornegi veriniz.

Coziim. Verilen denklem f(z +a)>1
oldugunu gosterir ve boylece her z igin f(z) > %
olur. g(z) = f(z)—1 dersek, her z icin g(z) > 0
olur ve verilen denklem

feta) = \fole) + 3~ b(eN o)

= /7l

halini ahir. Kare alarak

petal =7 -bE"  ©
ve bu egitlikler her z i¢in dogru oldugunda.n z
yerine z + a koyarak [¢(z + 2a)]% = 1 Lg(z +a)?
elde ederiz. Son ikisi [g(z + 2a)]? = [g(:t:)]2 verir.
g her yerde pozitif oldugundan karekok ahr ve
g(a:+2a) 9(z) buluruz. Buise f(z+2a)—1 =
f(z)—3 veher z icin f(z+2a) = f(z) demektlr
Yani, f periyodiktir ve periyodu da 2a’dr.
Verilen denklemin biitiin ¢6ziimlerini bul-
mak i¢in h(z) = 4[g(z)]> — } yazanz ve bu ()2
h(z+a) = —h(z) haline sokar. Kargit olarak, eger
h(z) > —3 ise ve bu son denklemi saglarsa, g(z)
de (*)1 saglar. Boylece kolaylhkla bir A bulup
ondan f’yielde edebiliriz.

a =1 igin h(z) = sin’ 3z — 1 fonksxy-
onunu kullanabiliriz. Bura.dan 9(z) = |sm 2::[
ve de f(z) = 2|sm ro|+1 3 elde ederiz.

(Cozenler:  Muammer Keles, Tamer

Adanir, Murat Aygen, Ufur Yildiran, Atasadun
Baykal, Seyhan Kesim.)
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