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GIRIigS

Giineyin sicak ve giizel kenti Antalya’dan Mate-
matik Diinyasi’nin 7. cildinin 2. sayisiyla sizle-
re yeniden merhaba diyoruz. Bu sayimizda bolca
olimpiyat haberi ve olimpiyat problemleri bula-
caksimiz. 38. Uluslararasi Matematik Olimpiyadi
.(IMO'1997) ‘nin sorulari ve gozlimleri, 3. Antalya
Matematik Olimpiyadinin birinci agama soru-
laninin gogunu ¢oziimleriyle birlikte zevkle oku-
Yacaginiza inaniyoruz.

Matematik Diinyas1 'nmin abone sayisimin
simdilik istenen boyutlarda olmadig bir gercektir.
Tamtim ve dagitim olanaklanmiz ok kisithdur.
Sevgili okurlanmizin, derginin tamitimi ve yeni
aboneler saglanmas) konusunda gayret ve destek-
le.rini bekliyoruz. Ulkemizin, tiiriinde tek de:-
gisi olan Matematik Diinyasi 'nin geligmesi
Ve yagamasi i¢in iilkemizin tiim matematiksever-
lerinin siirekli destegi gerekmektedir.

Bir sonraki sayida bulugmak iizere Apollonius
un anavatan Antalya 'dan bol giinegli ve bol
matematikli giinler dilegiyle...
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UCUNCU ANTALYA MATEMATIK
OLIMPiYADI BiRINCi SEGCME SINAVI

Halil I. Karakas - Ilham Aliyev

Ilki 1996 yihnda yapilan Antalya Matematik
Olimpiyadinin igiincustniin birinci segme sinavi,
Matematik Diinyasinin bundan onceki sayisinda
(Cilt 7, Say1 1) duyuruldugu gibi, 7 Mart 1998
Cumartesi gini yapild.

Akdeniz  Universitesi ~ Saghk  Kiiltir
ve Spor Dairesi - Matematik Kulubu tarafindan
diizenlenen Antalya Matematik Olimpiyatlan,
Akdeniz Universitesi Rektorligii, Antalya Egitim
ve Aragtirma Vakfi ve Akdeniz Universitesi
Sosyal Dayamisma Dernegi tarafindan desteklen-
mekte; Lise III ogrencilerinden dereceye giren-
lere bu kurumlarca ogrenim burslari verilmekte,
Lise I-II ogrencilerinden dereceye girenlere de
cesitli odiiller verilmektedir. Yediyiize yakin
yangmacinin katildify segme smavi Lise I-II ve
Lise III adiyla iki kategoride yapildi. Lise I-
I1 ve Lise 1II ogrencilerine ayr testler verildi,
ancak testlerin 8 'er sorusu ortak idi. Sinava,
ok az olmakla beraber bazi liselerin hazirhk
simifindan da ogrenciler katildi. Lise I, Lise II ve
Lise III dgrencilerinden birinci segme sinavinda
bagarih olanlar 25 Nisan 1998 Cumartesi guni
yapilacak ikinci sinava cagrilacaklar. Hazirhk
sinifindan katilan ogrenciler bagarih bulunduklan
takdirde ikinci sinavda Lise I 6grencileri ile bir-
likte yangacaklar.

Birinci Segme Sinavinda sorulan sorulardan
bazilarini goziimleri ile birlikte sunuyoruz.

Lise I-II, Soru 1.

T=142 43"+ +1997! + 1998! toplaminin
son iki basamagindaki rakamlarin toplami kagtir?

A)13 B)9 C)6 D)4 E) Higbiri

Yanit. 10! ’den sonra gelen terimlerin son iki

basamag 00 oldugundan sadece
U4+2'43 44 +5!+6/+7+8+9!
toplaminin son iki basamagina bakmak yeter, ki
bu da
1+2+6+ 24+ 20+20+40+ 20+ 80

toplaminin son iki basamagl, yani 13 ile aymdur.
Yanit 1+ 3 = 4 tiir, D segenegi.

Lise I-1I, Soru 2.

A = 921998 sayisimin onluk say1 sistemindeki
yaziliginda en bagtaki rakam silinip en sona
yazilarak B saysi elde ediliyor. |A — B| ’nin
rakamlar toplamina a, @ nin rakamlan toplamina
b, b nin rakamlar toplamina c denirse ¢ nin rakam-
lar toplami agagidakilerden hangisidir?

A)3 B)18 C)9 D)19 E)1+9+9+8

Yamit. |A — B| ’nin rakamlan toplami 9 un bir

kat1 olacaktir. ¢ sayisinin bir basamakl olacagini
gormek zor degildir. Dolaysiyla, dogru yamt C
secenegindeki 9 dur.

Lise I-II, Soru 6.

[a] ile a reel sayisimn tam kismi gosterilmek
iizere z — [z] = [(0,5)z — 2] denkleminin reel
goziimlerinin say1s1 kagtir?

A)4 B)3 C)2

D)1 E) Sonsuz

(Bu soru Lise III ’lerin 3 no’lu sorusudur.)

Yamit. Denkleme dikkatle bakihrsa z = [2] +

[(0,5)z — 2] sayisimin tamsay1 oldugu goriilur.
Dolaysiyla,

0=z -[z]=[(0,5)z -2

ve buradan
0 _<_ (015)’:_2 < 1)
2<(0,5z <3,
4<z<6,

z € {4,5}
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oldugu goriilir. Dogru yamt D seqenegindeki 2
dir.

r

Lise I-I1, Soru 8.

Bir dizinin ilk terimi 1 'dir ve her n > 2 igin ilk
7 teriminin garpimi n? ‘dir. Dizinin altinc ve
onbirinci terimlerinin toplami kagtir?

A)2 B)3 )% DB gL

Yamt. Dizinin n- inci terimi a, olmak izere,

2

—_— 2102 Ap-10n _ n
"7 o aiag---ano; (n—1)2
dir. O halde,
62 112 53
BrME=EtE Ty

ve dogru yanit D segenegidir.

Lise I-II, Soru 10.

Bir ABC'D yamuguuun kogegenleri birbirine dik
olmak iizere, uzunluklari 5 ve 12 'dir. Yamugun
orta tabanmnin uzunlugu kagtir?

“A)6 B)5 C)65 D)85 E)8

|
(Bu soru Lise III lerin 8 no’lu sorusudur.);: .

Yamt. [AB] yi saga dogru | DC| kadar uzatarak
F noktasimi bulahim. Bu takdirde, DBFC bir

paralelkenar olur. Pisagor Teoremi ile,

D C

|AF|? =|AC|*+ |CF|?
= |4C* + |DBJ?
=52 +122 = 169.

Boylece, |AF| = |AB| + |BF| = 13 ve yamugun
orta tabani

|AB| +|DC| _ |AB|+|BF| _ 13 e
2 - 2 2

olur. Dogru yanit C segenegindeki 6,5 ’tir.
Lise I-II, Soru 11.

2% + az + 3a = 0 denkleminin kokleri tamsay ise
a reel sayisinin alabilecegi degerler sayis1 kagtir?

A)10 B)8 C)6 D)4 E)1

Yamit. Denklemin kokleri toplami —a ya esit

oldugundan, a bir tamsayr olmak zorundadir.
Denklemden
z? 9
T z¥3

olur ve buradar da (z + 3)’ iin alabilecegi
degerlerin F1,F3,F9 oldugu gorilir. Basit
hesaplamalardan sonra a igin dort ayr1 deger bu-
lunur: —4,0,12,16. Dogru yanit D secenegidir.

z+3

Lise I-II, Soru 12.

z%+y? = z® denklemini saglayan (z,y) dogal say
ikililerin sayis1 kagtir?
A)l

B)2 C)4 D)Sonsuz E) Higbiri

(Bu soru Lise III ’lerin 10 no’lu sorusudur.)

Yamit. y? = 23 — 22 = z%(z - 1) egitliginde

z — 1 = k?, dolaymsiyla, z = k% + 1 olursa, y =
k(k* 4+ 1) (k € N) olur. Yani denklemin dogal’
sayllarda sonsuz goklukta goziimii vardir. Dogru
yanit D segenegidir.

Lise I-1I, Soru 14.

101.102.103---300 = T*.n; k,n € N egitligini
saglayan en biyiik k sayis1 agagidakilerden hangi-
sidir?
A)26 B)29 C)30 D)31 E)32

(Bu soru Lise III ’lerin 12 no’lu sorusudur ve
ne yazik ki, Lise III soru kagidinda dogru yamt
olan 32 yerine 33 verilmig, bu nedenle bu soruya
Lise III ’lerin tiimiiniin dogru yamt verdigi kabul
edilmistir.)



Yanit. Her m dogal sayisi1 igin m = T".n eyitligini

saglayan en blyiik r sayisi

m m m
r=[Fl+Hl+ o+ S+

toplami hesaplanarak bulunur. Bu yolla 300! =
7".n  esitligini saglayan en biyik r sayms
48; 100! = T".n esitligini saglayan en biiyik r
sayisi da 16 dir. Buradan, istenilen k sayisinin 32

oldugu gorilir. Dogru yanit E secenegindeki 32
dir.

Lise III, Soru 7.

222 — 3z = 22.//22 — 3z + 1 denkleminin kag reel
¢ozumi vardir?

A)0 B)1 C)2 D)4 E)Sonsuz

Yamt. Verilen denklemi

z? - 2z\/x? - 3z + (z* —3z) =1,
(z—V22-3z)* =1

bigiminde yazarsak, z — V22 — 3z = F1 elde e-
deriz. z — v/z2 — 3z = 1 denkleminin hig reel
goziimii yok; z? — v/z2 — 3z = —1 denkleminin
ise tek reel ¢coziimi vardir: z = —%. Dogru yamt
B segenegindeki 1 ’dir.

Lise III, Soru 9.

Her iigii de sifirdan farkh z(y—2), y(z—=2), z(z—
y) sayilar bir geometrik dizi olusturmaktadir.
Dizi carpam g ise, ¢ agagidakilerden hangisini
saglar?

B) ¢ —¢*+1=0
D)¢*—q+1=0

A)g*+¢*-1=0
C)g*—¢g-1=0
E)g?+q+1=0

Yamit. Cok zor gibi goriinen bu sorunun hilesi
verilen terimlerin toplaminin sifir olmasdr:
z(y—2)tylz—z)+z(z-y) =0

Buradan uygun bir @ # 0 igin a + ag + ag® =
ve boylece g2 + ¢ + 1 = 0 oldugu goriiliir. Dogru
yanit E ’dir.

Lise III, Soru 17.

P(z) = (14z+2z%+- -+2°°+2'%)* polinomunda
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parantezler agildiktan sonra, z!!!
olacaktir?

in katsayisi ne

A) 6432 B) 6328 C) 6130 D) 5640 E) 5600

(Bu soru Lise I-II ’lerin 15 no’lu sorusudur ve
ne yazik ki, her iki kategoride de dogru segenek
olmasi gereken C segenegi eksik yazildigindan
bu soruyu tiirn yangmacilarin dogru yanitladig
kabul edilmigtir.)

Yanmit. P(z) igin verilen ifade

Plz)=(1+z+ - +z'
Q+z+--+2'%)
carpimi olarak diginilirse, bu carpimin

acilmasiyla elde edilen
$P+q+r’ 0<p g r< 100,

terimlerinden p4+r+¢ = 111 olanlarin sayisini be-
lirlememiz gerek‘mektedir. p, ¢ ve r, 111 ’e kadar
degerler alabilseydi, bu say1

G 1143-1 _
2 ¢ )=

olurdu. Ancak p, q.ve r en ¢ok 100 degerini ala-
bilirler, bu nedenle bu sayidan

= 6328

111.112
2

3.(1+2+---+10+11) = 198

sayisini gikarmaliyiz. (Bunun nedenini diginu-
niiz!) Boylece, dogru yamt 6130 'dur; C segenegi.

Lise III, Soru 18.

No ={0,1,2,---} olmak tizere f : Ng x Ng = Ny
fonksiyonu her (z,y) € Ny x Ny igin
f0,y)=y+1
f(z +1,0) = f(z,1)

fle+Ly+1) = f(z, f(z+1,y))

egitliklerini saglamaktadir.
lerden hangisidir?

f(1,1998) agagidaki-

A) 1998 B) 1999 C) 2000 D) 2002 E) Higbiri

Yamt. £(1,0) = £(0,1) = 2;
f(l,l):f(O,f(l,O))= (0 )=
f(1,2)= f(0, f(1,1)) = £(0,3) = 4.
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Timevarimla, f(1,z) = z+2 oldugu goriilir, De-
mek ki, f(1,1998) = 2000 'dir. Dogru yamt C
secenegidir.

Lise III, Soru 19.

Iki cocuk birlikte 10 menekse, 15 lale, 14 karan-
fil topl.adn. Her gocuga, her cicekten en az 3 er
t?_l.n.t_e diigmek tizere, tiim gigekler kag farkh sekilde
bolistiirilebilir?

A)2640 B)1998 C)900 D)450 E)120

(Bu soru Lise I-I ’lerin 20 no’lu sorusudur.)

Yamt. Cocuklar her gigekten 3 er tane aldiktan

sonra, geriye 10 — 6 = 4 menekse, 15— 6 = 9 lale,
14 — 6 = 8 karanfil kalir. Bu gigekler iki gocuk
arasinda ‘

(4+1)(9+1)(8+1) =450
farkh bigimde dagitilabilir. Dogru yamt D ’dir.
Lise III, Soru 20. |

Reel sayilarin bir geometrik dizisinde ilk 2 terimin
t,opla_rru 7 ve ilk 6 terimin toplam da 91 *dir. Ilk
4 terimin toplam kagtir? :

TA)25 B)28 C)32 D)35 E)49'
Yanit. Verilere gore -’

atag=T = a(l+q) =T,
a+ag+...+ag®=91 = a.%:vgla'

Taraf tarafa bolersek, (il

(®-1)(*+¢2+1) 91 ~ 14
? -1 ="

>4 +1=13 = =3

bulunur. Boylece, ilk 4 terimin toplamu,
a+aq+ag®+ag® = (a+agq)(1+ q"’) =74 =198
olarak bulunur. Dogru yamt B 'dir. |

Lise I-II kategorisinde sorulan ve olimpiyadin
N

en basit sorusu olan 16 no’lu sorunun..cevabi

segenekler arasinda verilmediginden bu, sorunun

da tiim yarismacilar tarafindan dogru coztldigi’
kabul edilmigtir. (Sozkonusu soruyu hatirlatalim:
0,1,2,3,4,5 rakamlan kullamlarak yazilabilen
tiim dort basamakl cift sayilarin en bagtaki
rakamlarnin toplami nedir?) Bdylece, yukanda
belirtilenlerle birlikte, Lise I-II kategorisinde 15
ve 16 no'lu sorular, Lise III kategorisinde ise 12 ve
17 no’lu sorularin her yarigmaci tarafindan dogru
goziildiigii kabul edilmigtir. Antalya Matematik
Olimpiyada jiirisinin, bu satirlarin yazarlan dabhil,
daha dikkatli olmasini ve gelecek olimpiyatlarda
hatasiz sorular iiretmesini, Antalya Matematik
Olimpiyatlarinin siireklilik kazanmasini diliyoruz.



ASKIN SAYILAR UZERINE

Aytek Erdil
Bilkent Universitesi, Matematik Boliimii, Bilkent/ANKARA

Bu yazida transandant ya da iistiin diye de anilan agkin sayilarla ilgilenecegiz. Askin sayilardan s6z

etmeye baglamadan once, ilerde kullanacagimuz kimi tanimlar: verelim:
Tamm. K kiimesi icin, bir f : Z* —s K orten fonksiyonu varsa, K sayilabilir bir kiimedir denir.
Ornek 1. f: Z* — Z fonsiyonunu
f(n)=1%, n gift ise
fln)=-251, ntekise
bigiminde tammlarsak f orten bir fonksiyon olur, ve Z sayilabilir bir kiimedir.

Ornek 2. Rasyonel saylar kiimesi Q da sayilabilir bir kiimedir. f : Z* — Q orten fonksiyonunu

soyle tammlayabiliriz:

,  n=2m3F bigimindeyse (k > 0)
f(n) = -2, n=5m7* bigimindeyse (k > 0)
f(n) =0, diger durumlarda

Ornek 3. Acaba [0, 1] araligindaki tiim gergel sayilarin kiimesi sayilabilir midir ? Bu sorunun yaniti
‘Hayir I’ dir. [0, 1] ’in sayilabilir olmadigini, olmayana ergi yontemiyle gosterecegiz:

[0,1] ’in sayilabilir oldugunu varsayahm. Tanim geregi, bir f : Zt — [0,1] orten fonksiyonu
bulunmahdir. Simdi, (1), f(2), ..., f(n),. .. sayrlanmn ondalik diizendeki yazihmlarm listeleyelim:

f(1) =0.a1,181,2a13---@1,5 "+

f(2) = 0.a2,1822a2,3 " -az, - -
f(i) =0.ai1ai2ai3 " aij

Yazilistan da anlagilacag iizere a; j, f(i) nin 0 ’dan sonraki j 'yinci basamagim gostermektedir. f

érten oldugundan, bu listede [0, 1] araligindaki tiim noktalar bulunmalidir. b sayisini g6yle tammlayalim:

Her i € Zt i¢in

b; =8, a; i # 8 ise

b =T, a;; = 8 ise
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Bu tanima gére b nin 0 dan sonraki i-inci basamag), f(i) 'nin i-inci basamagindan farklidir, bu yiizden
b, listedeki her sayidan farkhdir ve aym zamanda [0,1] arahgindadir. Bu da, [0,1] 'deki her gercel
sayinin listede bulundugu varsayimyla geligir. Boylece [0,1] ’in sayilabilir olmadigint kanitladik.

Tanim. Sayilabilir olmayan kiimlere sayilamaz denir.

Teorem 1. Sayilabilir kiimelerin sayllabilir birlegimni sayilabilirdir.

Kamit. Saylabilir birlegimle sdylenmek istenen, birlesimi alinan kiimelerin olusturdugu kiimenin

sayllabilir olmasidir, yani birlesimi alinan kiimeler A, ’lar ise, S = {Aq} kiimesinin sayilabilir ol-
masidir. S sayilabilir oldugu icin Grten bir f+Z* — S fonksiyonu vardir. f(i) = A; olacak bigimde
Aq ’lan adlandiralim. [ orten oldugundan S = {4, A, ... +An, ...} yazabiliriz. Bu yazligta kimi
i# jigin A; = A; olabilir.

Her j € Z7 icin bir 6rten fi &t — Aj fonksiyonu vardir, ¢iinkii A; ’lerin her biri sayilabilirdi.

9:Zt — U A; fonksiyonunu sdyle tanimlayahm:
' jem+
m,n € Z% ise, g(2™3™) = f(n),

k,2™3" bigiminde degilse f(k) = a; oyle ki a, A ’in herhangi bir eleman.

Bu sekilde tanimladigimiz ¢ fonksiyonunun érten oldugu agiktir, bu yiizden U Aj, bagka bir deyigle

JEZ*
Aq ’larin birlesimi de sayilabilirdir. O

Tamim. Verilen sonlu sayida kiimenin kartezyen garpumi goyle tanimlanr:

HK,- =K x Ky % x K i=A{(a1,0aq,...,a,) | a; € K;}

i=1

Teorem 2. Sayilabilir kiimelerin sonlu ¢arpinn sayilabilirdir.

Kanit. ilk énce iki sayilabilir kiimenin garpiminin sayilabilir oldugunu kanitlayalim:
K ve K sayilabilirse, orten fy : ZT — K ve fo:ZY — K, fonksiyonlan vardir. f: 7zt —
K x K fonksiyonunu soyle tanimlayalim:

f(2"3") = (fu(m), fa(n)) ,
k, 273" biciminde degilse,  f(k) = (f1(1), f2(1)).

f fonksiyonunun 6rten oldugu agikca gorulir ve K x Ky sayilabilirdir.

Simdi, teoremi, kiimelerin sayisi iizeri"ne tumevarun yaparak kamitlayabiliriz. m = 1 tane kiune
igin teorem dogrudur, 1n = k(> 1) tane kiime igin savin dogru oldugunu varsayalim. Verilen k41 kiime
Ky, ..., K, Kiq1 olsun. Tiimevarim varsayimimuzdan Ky x -+ x K kiimesinin sayilabilir oldugunu
biliyoruz, bu kiinieye K’ diyelim. O zaman K; x --- x K x Ki41 = K’ x Kgqq olur. Sayilabilir
iki kilmenin garpiminin sayilabilir oldugunu kamtlamgtik. Bu yiizden K’ x Kjyy = Hf:ll K; de

sayilabilirdir; boylece kanit tamamlanir, O
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Tamim. Bir say1, rasyonel katsayili bir polinomun kokiiyse, o sayiya cebirsel say1 denir. Bir cebirsel

sayimin derecesi, o sayinin kokii oldugu en kiigiik dereceli, rasyonel katsayih polinomun derecesi olarak
tanimlanir.

Ornek. /5, ikinci dereceden bir cebirsel sayidir, giinkii v/5 ’in kokii oldugu en kiigiik dereceli,
rasyonel katsayih polinomlar (22 — 5) ’in rasyonel katlandir.

Rasyonel sayilarsa birinci dereceden cebirsel sayilardir.

Acaba cebirsel olmayan sayilar var mi? Bu sorunun yanitim vermek igin once bir teoremi
kanitlayalim:

Teorem 3. Cebirsel sayilar kiimesi sayilabilirdir.

Kamnit. A ile cebirsel sayilar kiimesini, .4, ile de n-inci dereceden cebirsel sayilar kiimesini gosterirsek,
A = UR,A; olur. Yani, A, A; ’lerin sayilabilir birlegimidir. n-inci dereceden rasyonel katsayil
polinomlarla, her bilegeni rasyonel olan siral (n+1)-liler arasinda dogal bir birebir egleme vardir. ap+
a1z +---+anz" polinomuyla (ag, a1,. .., an) sirali (n+ 1)-lisini egliyoruz. {(a0,a1,...,8n) | ai € Q}
kiimesi, []{_, @ seklinde de belirtilebilir, ve bu kiime sayilabilir kiimelerin (her biri rasyonel sayilar
kiirnesi) sonlu garpimi oldugu igin sayilabilirdir (Teoremn 2’den). Demek ki n-inci dereceden, rasyonel
katsayili polinomlar kiimesi sayilabilirdir. n-inci dereceden bir polihomun en ¢ok n tane degisik koki
olabilir. Buna gore n-inci dereceden ve rasyonel katsayili polinomlarn koklerinin olugturdugu kiime
n tane sayilabilir kiimenin birlesimidir, dolayisiyla sayilabilirdir. Bu kiime A, olduguna gore, A,
‘nin sayilabilir oldugunu kamtlamg olduk. A, yani cebirsel sayilar kiimesi, n € ZZ olmak uzere A,

lerin sayilabilir birlesimi oldugu igin, sayilabilirdir (Teorém 1'den). D
Sonug. Cebirsel olmayan sayilar vardir.

Kamt. ANR = A’ diyelim. A’ C A oldugundan A’ kiimesi de sayilabilirdir. IR kiimesi [0, 1] kapah
araligwi ierdigi ve [0, 1] sayillamaz oldugu icin IR de sayllamaz bir kiimedir. Demek ki A" C IR ve
A’ # IR 'dir ve IR\ A’ kiimesi bog kiime degildir. Bu kume cebirsel olmayan gergel sayilarin kiimesidir.
O

Burada kanitini vermeyecegimiz, ama bir sonraki teoremin kanitinda kullanacagimz bir teoremi

amimsatalim:

Teorem [Ortalama Deger Teoremi]. f, [a,b] iizerinde siirekli ve (a,b) lizerinde tiirevlenebilir bir
fonksiyou olsun. f(b) — f(a) = f'(c)(b — a) olacak bigimde bir ¢ € (a,b) vardr.

Teorem [Liouville]. «, derecesi n (n > 1) olan bir cebirsel saylysa, oyle bir ¢ = ¢(a) > 0 vardir ki,
her p/g, (g > 0) rasyonel sayisi igin |a — p/q| > ¢/q" 'dir.

Kanit. o nin kokii oldugu, rasyonel katsayili en kiigiik dereceli polinomlardan biri P olsun. Poli-
nomlar her noktada tiirevlenebilir oldugundan P ’nin tirevi olan P’ tammhdir. Ortalama Deger

Teoreminden, her p/g € @ (g > 0) igin dyle bir £ vardir ki P(a) — P(p/q) = (a — p/q)P'(£) 'dir ve
£, « ile p/q 'nun arasindadir.

p/q, P ’nin koki degildir, dyle olsaydi, zg — p, P ’yi bolerdi ve Q = rq}:p derecesi P ’nin
derecesinden az olan rasyonel katsayili bir polinom olurdu. o ’nin derecesi 1 'den biiyiik oldugu igin
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@ rasyonel olamaz, dolayisiyla a, p/q ’ya esit degildir. Bu yiizden a ayni zamanda @ polinomunun

da kakiidiir. Buysa P 'nin en kiigiik dereceli olmasiyla geligir.

P rasyonel katsayih bir polinom oldugundan aP = R tamsayi katsayil bir polinom olacak bigimde
bir a > 0 tamsaysi vardir. R(a) = aP(a) = 0, R(p/q) = aP(p/q) # 0 ’dur.

R ’nin derecesi n oldugundan, ¢" R(p/q), 0 ’dan farkh bir tamsayidir. Dolayisiyla |[¢" R(p/q)| > 1,

yani |R(p/q)| > X ‘dir.

|R(p/9)] o 1

a.gn

“ Iﬂ IP'(€)l = |P(e) = P(p/q)| = |P(p/9)] =

dir.

la — p/q| > 1 ise c(a) = 1/2 segeriz ve teorem saglanir. |o — p/q| < 1 ise, &, « ile p/q arasinda
oldugundan | — a| < 1 dir. Buradan || — |a| < |6 —a| < 1 ve €] < 1+ || elde edilir. [€] iistten
sinirh oldugu igin |P!(€)| de iistten bir s > 0 sayisiyla simirhdir. ¢(a) = 1/sa segersek

_’M

P

1 1 c
—|P > = —
: > <IP(p/g)| 2 -

o P
asq™ ¢

buluruz ve kanit tamamlanir. O

Bu teoremde Gnemnli olan nokta, ¢ ’nin sadece o ’ya bagl olmasidir. Bu teoremin yardimiyla agkin

sayilar kurmak kolaylagiyor:

Sav. £ =10~V 4+10"2'4+10"3 +... a§k‘1.n"bir sayidir.

Kanit. £ 'nin agkin olmadigini, yani cebirsel oldugunu varsayahm. £ ’nin derecesi k olsun. Liouville
Teoreminden, Syle bir ¢ > 0 vardir ki, her p/q rasyonel saysi igin | —p/q| > c/¢f dir. nl(k=n—-1) <
logyg 9¢ — 1 olacak bigimde bir n > 10 tamsayis bulabiliriz. Buradan —(n + 1)< —k-n!+log,,9c—

log,, 10 buluruz. Buna gore
] |9 ]
gt 10-“-0”"1'8 ve 10-(n+1r10 & — (*)

9 = 1087

buluruz. p/q rasyonel sayisin1 107! + ... + 10~™ olarak tanimlarsak, g = 10™ 'dir.

Pl _ 10-(+1)! 4 10-(n 42! o .. o 10-(n+1)! 11 ~(n+1)110
~El=10 +10  vss 2 30 (A SO, »
§ i += T <10 5

'dur. Liouville Teoremine gére |€ — p/q| > r:/q“ oldugundan

c _c P —(ns1) 10 c —(n410 10
o = < E—E <10~ )a—g- ve dolayisiyla o < 10~ (n+1) T bulunur.

Buysa () 'da buldugumuzun tam tersidir ve geligkiye ulasmis olduk; demek ki £ cebirsel olamaz,

yani £ agkin bir sayidir. O

Askin Sayilarm Tarihinden
Matematigin en tnlii sayilarindan e ve 7 de askindir. e ’nin agkinligi 1873’te Hermite tarafindan
kanitlanmig, 7 "nin askinhgiysa 1882°de Lindemann tarafindan agiklanmus. 7 ’nin cebirsel olmadigim

gostermek, insanhgm yanitin yiizyillardir Aradigi bir soruyu da acikhga kavusturdu. Bu soru, alan,
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verilen bir dairenin alanina egit olan kareyi cetvel ve pergelle gizme problemiydi. 7 'nin agkin olmasinn
énemli sonuglarindan biri, /7 oraninin cetvel ve pergelle gizilmesinin olanaksiz olduguydu, yani sadece

cetvel ve pergel kullanarak, alan: verilen bir dairenin alanina egit olan kare gizilemezdi.

1934’te aciklanan Gelfond-Schneider Teoremi, a ve b cebirsel, a, 0 ve 1 ’den farkh ve b rasyonel
degilse, a® 'nin agkin oldugunu soyliiyordu. Bu teoremden 2V? ve \/_ lin agkin oldugu kolayca
goriililyor. Ashnda elimizde bir agkin say1 varken, bir ¢ok yeni agkin say bulabiliriz, ¢iinki £ agkinsa,
n € Z%t olmak lizere €™ de agkin bir sayidir. (5y]e. olmasaydi £ ’nin koki oldugu rasyonel katsayih
polinom P olmak iizere, Q(z) = P(z") alirsak, Q da rasyonel katsayih bir polinom olur ve Q(§) =
P(£™) = 0 bulunur, bu da £ ’nin askin olmasiyla geligir.

Gelfond-Schneider Teoreminin yardimiylae™ 'nin agkin oldugu kanitlanabilir: '™ = —1 oldugundan
e™ = (=1)~* ’dir. —i,2? + 1 = 0 denkleminin bir koki oldugunddn cebirseldir. —1 de ceblraeldu- ve
0 ve 1 ’den farklidir. —i rasyonel olmadigindan, Gelfond-Schneider Teoreminden e™ = (—1)7" ’'nin

agkin oldugunu buluruz.

e, 7™ ya da 7 'nin agkin olup olmadigiysa hala bilininiyor.

Merakhlara

Asgkin sayilara iligkin en 6nemli kaynak Alan Bakerin Transcendental Number Theory adh
kitabi. Bu kitap oldukga zor okunan bir kitap, amna daha okunakl kitaplar da var. Shidlovskii'nin
Transcendental Numbers adli kitabi bunlardan biri. Asgkin sayilar lizerine yazilnus kitaplar olmasa
da Ian Stewart’in Galois Theory ve A. Jones, S. A. Mégris, K. R. Pearson’in Abstract Algebra

and Famous Inpossibilities adh kitaplar1 e ve  'nin agkin oldugunun kamtlarin igeriyor.

KAYNAKCA o
[1] A. Baker, A concise introduction to the theory of numbers, Cambridge University Press, 1984.
[2] J. R. Munkres, Topology: a first course, Englewood Chffs N.J., Prentice Hall, 1975.
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Yukandaki baghk, yazinin bir fizik ya da
astronomi dergisinde yayimlanmasi gerektigini
diigiindiirebilir. Yazinin temel eksenini olugturan
Kepler kanunlan ile Newton’in kiitle cekim ka-
nunu kendi baglarina astronomi ve fizigin konu-
laridir da. Bu yazida inceleyecegimiz bu iki kanun
sistemi arasindaki iligkiler ise tamamen matema-
tik metotlariylaolacak. Bu da matematigin diger
bilimler igin ne kadar vazgegilmez oldugunu bir
daha gozler oniine serecek.

A. Tarih

. Tarih Oncesi zamanlardan beri insanlar
giinegin, aymn ve gokte sabit olmayan yildiz-
lar gibi goriinen gezegenlerin hareketlerini in-

celediler. Mezopotamya ve Misir uygarhklanmn'

yaptig1 ayrintih gozlemler eski Yunan ve Roma
caglarinda geligtirildi ve gezegenlerin hareketini
tarif eden teoriler ortaya atildi. 1Ilk teorilerde
hep diinya merkezdeydi; giines, ay ve gezegenler
onun etrafinda bir yoriingede donerlerdi, giinkii
insanin evrenin merkezinde olmasi gerrektigine
inamhyordu. En mikemmel egri o gaglarda
bir gember olarak diigiiniiliiyordu, halbuki geze-
genlerin yoriingelerinin diinyadan bakildiginda
gember olmadig1 apagikti. O zaman giines siste-
mindeki cisimlerin diinyanin gevresinde merkez-
leri sabit gemberler iizerinde dolanan daha kiigiik
gemberlerden (dig gemberler) olugan ydriingeler-
de dondiikleri varsayildi. Bu teori Iskenderiye-
li Batlamyus (Claudius Ptolemy) (100(?)-168)
tarafindan ay tutulmalarim bir-iki saat farkla
tahmin edebilecek derecede gelistirildi. _Halbuki
yiizyillar 6nce eski Yunanh Aristarhus (1.0. 310~
230) diinyanin ve gezegenlerin giinesin, ayin da
dinyanin gevresinde dondigiinii, yildizlarin g6-
rinen hareketinin diinyanin kendi ekseni etra-
finda dénmesi nedeniyle oldugunu sylemisti.
Ancak bu goriigler yanhiy temellere dayanan
Aristo fizigiyle celigtiginden ragbet gormemisti.
Aristarhus, dinya-giines uzaklhginin diinya-ay
uzakhgmaoranim da ilk hesaplayan kigiydi. Buna

ragmen diinyanin evrenin merkezi oldugu inanc
15. yiizyila kadar yaygin olarak devam etti.

Polonyali Kopernik’e (Nicholas Coper-
nicus) (1473-1543) gelinceye dek, giines, ay
ve o zamanlar bilinen beg gezegenin hareket-
lerini o zamanlar elde edilebilen hassashkla
tarif etmek icin gereken g¢ember sayis1 77’ye
yikselmigti.  Kopernik, diunya merkezli sis-
temin dogrulugu konusunda giipheye diigiip giineg
merkezli bir sistem ve genme dig gemberlerden
olugan ydriingeler tasarladi; bu sefer 34 ¢ember
yetmigti. Bu sadelestirme onu giinesin sistemin
merkezi olduguna iyice inandirdr. Ustelik giinege
diinyadan daha yakin olan gezegenlerle daha uzak
olan gezegenleri farkh olarak gormek gerekmi-
yordu. Kopernik de Batlamyus gibi gezegen-
lerin hizini sabit olarak gérmek istediginden, son-
radan giinesin tam merkezde degil de yakininda
oldugunu séyledi.

Simdiye kadarki birgok teorinin temel yan-
hs1, gozlenen hareketlere uyan teoriler geligtir-
mek yerine, bu hareketleri insanlarin inanclan-
na ve digincelerine uydurma gabasiydi. Ayrica
gezegenlerin neden bilinen gekilde hareket ettik-
leri konusunda mistik veya dini bir takim iddi-
alardan bagka agiklama getirilememisti.

Kopernik’in teorisini 6grenenlerden biri de
Alman Johannes Kepler’di (1571-1630). Onun
devrinde bilinen gezegen sayisi altiya gikmagti.
Kepler onceleri eski Yunan’dan beri bilinen beg
miikemmel cismin (dortyiizlii, kiip, sekizyiizli,
onikiyiizlii, yirmiyiizli) aralarina yerlestirilmig
alt1 kiire ile giineg sistemini agiklamaya cahgt.
Giineg merkezdeydi ve kiirelerin yangaplar geze-
genlerin giinese olan uzakhklanydi. Ashnda
dokuz gezegen oldugunu bilseydi ne yapardi
acaba? Ciinkii miikemmel cisimler tam beg tane.
Tahmin edilebilecegi gibi bu teorinin hatalan
o zamanlarin gozlemlerindeki hatalardan daha
biyik gikta.

Danimarkah Tycho Brahe (1546-1601),
eski caglardan beri kullanilan verilerin yanliglarla
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dolu oldugunu ve daha hassas gozlemler ya-
pilmadan gezegenlerin hareketi hakkinda kesin
bir yargiya varillamayacagin farkeden ilk kigiydi.
Bunun tizerine Brahe onyillar boyunca gok cisim-
lerini gozledi ve yilin degisik zamanlarinda geze-
genlerin gokteki yerini gosteren verileri kay-
detti. . Kepler de onun verileri olmadan geze-
genlerin hareketini agiklayamayacagini anlayinca
onun asistani oldu ve Brahe'nin olimiinden sonra
verileri onun diger asistanindan kagird: [2].

Bu verileri yillarca inceleyen Kepler, ilk
olarak gezegenlerin hareketinin inigli ¢ikigh ol-
mayip birer diizlemde meydana geldigini fark
etti. Sonra gezegenlerin sabit lizlarla hareket
ettikleri yamlgisim tamamen terketti. Yorun-
gelerin cember olmadigim da artik goriiyordu.
Ayrintilart yanhs olsa da, glinesten yayilan bir
kuvvetin buna yakalanan “tembel” gezegenleri
yoriingelerinde hareket ettirdigi ve bu kuvvetin
uzaklikla azaldig: diisiincesine ulagt1 yavag yavas.
Bu ana fikirlerin 11g altinda uzun ve birbirini
gotiiren yanhghklarla dolu hesaplarin sonucunda
Nepler kanunlar: diye bilinen iig genel ilkeden
agagidaki ikisini elde etti ve bunlari 1609’da Yen:
Astronomi adh kitabinda duyurdu.

(K1) Gezegenler giinegi iceren bir diizlemde
hareket ederler ve yériingeleri bir odaginda
giinegin bulundugu birer elipstir.

(K2) Giinegten bir gezegene gizilen dogru pargasi,
egit siirede esit alan siipurur.

Kepler aslinda kiitle ¢ekimi kavramina cok
vaklasnngt1. Bahsettigi kuvvet sayesinde, hagka
hir kuvvet olmasa, diinya ile ayin birer miknatis
gibi birbirlerini gekecegini soyliiyordu kitabinda.
Ustelik bu kuvvet 11k gibi uzaklara yayilyor ve
bunun etkisine kapilan cisimleri hareket ettiriyor-
du. Kuvvet alan ima eden bu fikirler, Newton’'m
kiitle cekimi icin evrende her yeri kaplayan esir
adli maddeyi gerekli gérmesinder gok daha mo-
derndi [2].

Kepler 1618 yilinda yayimlanan Dunyanin
U/yumu adh kitabinda, miikkemmellik arama
tutkusuna geri dondii ve gezegenlerin hareket-
leri ile miizik ve notalar arasinda iligki kurmaya
caligti. (iene de bu eserde uzun denemelerden
sonra buldugu Snemli bir bilimsel sonug vardi;
tigiincti “Kepler kanunu:

(K3) Bir gezegenin yoriingesinin asal eksen yar
uzunlugunun kiipiiniin, gezegenin yoriunge-
sinde bir tam doniig yapma siiresinin kare-
sine orani biitiin gezegenler i¢in aymdir.
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Italyan Gialileo Galilei (1564-1642), hare-
ket.kanunlari i¢in mistik veya estetik inanglar di-
ginda fiziksel nedenler aradi ve modern bilim iize-
rinde derin etkiler yapti. Uzaklk, zaman, hiz,
ivine, kuvvet, kiitle gibi kavramlara aqikhk ge-
tirdi. Teleskopu gok cisimlerine bakmak igin kul-
lanan ilk kisi oldu. Fakat ilgingtir, belki de dini
otoritelerden cekindigi igin, 1632’de hala gezegen
yoriingelerini dig gemberler olarak goren bir kitap
yayimhyordu [2]. Gezegenlerin hareketi ile ilgili
modern goriiglerin genel kabul gormesi uzun za-
man aldi. 18. yiizvilin ortalarinda bile Avrupa’da
diinya merkezli sisteme gore ayin ve gezegenlerin
hareketini anlatan kitaplar yazihiyordu.

ingiliz Isaac Newton (1642-1727), Cam-
hridge Universitesi’ndeki 6grenciligi sirasinda (sa-
lileo ve Kepler’in eserleriyle tanigti. 1664-1665
yillarindaki biiyiik veba salgiinda iiniversite ka-
paninca ailesinin koyiinde tek bagina zamaninin
onemli bilimsel problemleri tizerinde galigti ve
bilin tarihinin en énemli sonuglarindan birkagina
ulagti. Newton 6nce Kepler kanunlarinin gegerli
olmasi halinde giinegle gezegen arasinda bir ¢ekim
kuvveti olmasi gerektigini gosterdi. Sonra bu cins
bir kuvvetin yarhg halinde Kepler kanunlarinin
tarif; ettigi bigimde gezegen hareketi olacagim
gosterdi. Daha sonralar1 merkezkag kuvvetinden
formiiliiyle Kepler kanunlarindan gikan sonuglan
birlegtirerek, kiitle ¢ekim kanunu’nun matematik-
sel ifadesini verebildi:

sl
(G) Kiitlesi olan iki cisim Dbirbirlerini, her
~birinin kiitlesiyle dogru orantih ve arala-
. nindaki uzakhigin karesiyle ters orantil bir
kuvvetle gekerler.

Bu kanunu, tiirevsel ve integral hesab da igeren
diger ; buluglariyla birlikte, 1687 yilinda Doga
Felsefesinin Matematiksel llkeleri adli bilim tari-
hinin.en 6nemli eserinde yayimladi.

- Newton’in teorilerinin biiyiik bagarlarin-
dan biri 1846’da Neptiin gezegeninin kesfi oldu.
Uraniis’in hareketindeki baz diizensizlikleri in-
celeyen Ingiliz John Adams ve Fransiz Urbain le
Verr_igl_j, pirbirlerinden bagimsiz olarak daha uzak-
ta onu ¢eken bagka bir gezegen olmasi gerektigi
sonuc__lipa vardilar. Berlin rasathanesinin telesko-
punu Le Verrier’nin hesaplarimn isaret ettigi yone
g,evi're‘lnj Alman Johann Gialle, o zamana kadar bi-
linmeyen Neptiin’ii birkag saatlik bir aramadan
sonra !gardﬁ .

Daha sonralari, Merkiir’iin yoriingesinde-
ki kiigiik sapmalarin Newton teorisiyle tamamen
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agiklanamayacag anlasildi.  Agiklama igin iki
buguk yiizy1l sonra 20. yiizyin baglarinda Albert
Einstein’in (1879-1955) ortaya attig1 gorecelilik
teorisi beklenecekti. Ancak Newton teorisinin
gozlemlenenden belirgin farklar gostermesi, giines
gibi ¢ok biiyiik bir kiitleye Merkiir kadar
yakin gezegenlerde soz konusu. Bu tip etkiler
diinya tizerindeki bizlerin hayatim veya giindelik
miihendislik hesaplanim degistirmiyor. Ote yan-
dan kiitle gekimi kavrami o derece temel bir
kavram ki, gorecelilik kuram onu yanhslamuyor,
sadece genelliyor.

Osmanllar’in yeni astronomi ile tanigmala-
1 gok siirmedi. 1660’larda eski ve yeni astronomi
teorilerinden bahseden, fakat gezegenlerin hareke-
tini gene de diinya merkezli sisteme dayandiran
bir kitap Fransizca’dan gevrildi [1]. Bu geviride
merkezin diinya veya giines olmasindan teknik
bir ayrinti gibi bahsedildi. Cevirilen kitap-
lar takvim yapilmasinda yararh olan, aymn ve
gezegenlerin hareketlerini tarif eden kitaplarla
simirh kaldi hep; Kepler'in ve Newton’mn teori-
lerinden ve fiziksel agiklamalardan bahseden ki-
taplar hi¢ 6nemsenmedi. Bu gevirilerde ‘eski
ve yeni astronomi karsilagtirilsa da dini ne-
denlerle eski astronomiden yana tavir ahndi
daha c¢ok. 19. yizyihn baslarinda bile diinya
merkezli sisteme dayandirilan astronomi kitaplar
yazihyordu. Ancak 1834’te Ishak Efendi’nin (7-
1836) yayimladigs Mecmida-i Ulim-i Riydziye adh
kitapta, yeni astronomi tartismasiz bir bi¢imde
savunuldugu gibi kiitle ¢ekim kanunu .da ilk
olarak yer aldi [1]. Lo

Diinyadan bakildiginda sabit goriinen yil-
dizlar, ay ve giines tutulmalart ve bunlarin
sureleri, ve trigonometri gibi araglarla diinyanin,
aymn, ginesin yarigaplarim ve birbirlerine olan
ortalama uzaklhklarimi bulmak mimkiin. ~An-
tik ¢aglardan beri bu hesaplar yapilmig. Dogru
degerlere varmak ok hassas gozlemler gerek-
tiriyor, ama kaba hesapla bile iki uzaklhigin oranim
bilmek astronomiye biyik yararlar saghyor.
Kepler de oldukga hatah rakamlarla ise baglasa
bile dogru sonuglara varabildi.

Bu yazida tiirevsel ve integral hesap
ile vektorler kullanarak gézlemlenen gergéklerin
(Kepler kanunlarn) Newton’in ikinci hareket ka-
nunu (kuvvet esittir kiitle carpi ivme) ile bir-
likte teoriyi (kiitle ¢ekim kanununu) dogur-
dugunu gorecegiz; sonra da teorinin ‘matema-
tik yardimiyla nasil gozlemlenen gercegi gerektir-
digini gorecegiz; bunlar yazinin ikinci kisminda
yer alacak. Bilimsel metot budur iste; ince-
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lenene bilimsellik kazandiran da inceleme meto-
dudur. Deneysel bilgi bir diizen bulununcaya
kadar incelenir; sonra bu diizeni agiklayacak bir
kural ortaya atiir. Eger bu kuralin sonucu
olarak gozlenen elde edilmezse, gozlenen olay!
aciklayacak yeni kurallar aramr; ta ki olay
aciklanana kadar. Newton kiitle cekimiyle Kepler
kanunlan arasinda iligki kurdugunda tiirev veya
integral kullanmamigt1 ashnda; fakat kullanmak
igimizi kolaylagtiriyor; vektdrler ise o donemde
hayal bile edilmiyordu. Biz énce vektorlerle ilgili
ihtiyacimiz kadar bilgiyi ozetleyecegiz.

B. Vektorler

Kiitle gibi yalmz biiyiikligii olan ¢okluklar
gostermek icin gercel sayilar1 kullaminz. Birim
biiyiikliik kararlagtirildiktan sonra bir tek sayi
bir cismin kiitlesini belirtmeye yeter. Hiz ve
kuvvet gibi ¢okluklarin ise hem biiyikliikleri
hem de yonleri var. Bir cismin ne yone gittigi
veya onun ne yonde gekildigi de belirtileli.
Bu ¢okluklar gostermenin akla hemen gelebile-
cek bir yolu oklar kullanmak. Okun uzunlugu
coklugun biyuklaginu, igaret ettigi yon ise
goklugun yoniini bildirir. Biraz daha matema-
tiksel diisiinerek, ok yerine yonli dogru par¢as:
diyecegiz. Ayrica diizlemde veya uzayda bu-
lunduklan yer farkli olsa da uzunlugu ve yonii
aym olan biitiin dogru pargalarini egdeger sa-
yacagiz, ¢unku dedigimiz gibi énemli olan von:
ve biiyiiklik, bulunulan yer degil. Diizlemnde
veya uzayda bu denklik altindaki yonli dogru
pargalarina vektor denir. Vektorleri elle yazarken
genellikle uzerlerine bir ok koyariz: @. Basili
yazilarda ise cogunlukla koyu yazilan harfler kul-
lanihr: v.

Bir vektoria bir s gergel sayisiyla carpam-
linz ve sonugta aym dogrultuda ve uzunlugu |s|
oraninda artmig (veya azalmig) bagka bir vektor
elde ederiz; say1 pozitifse yon korunur, negatif-
se tersine doner. Birbirlerinin bir gergel say
ile garpimi olarak yazilabilen vektorlere paralel
vektorler denir. Vektérler toplanabilir de. Iki
vektorii, yonlerini ve uzunluklarimi degigtirmeden
kaydirarak dip dibe koyariz ve bu vektorleri ke-



14

nar kabul eden paralelkenan gizeriz. Paralelke-
nann, vektorlerin dip noktalarindan baglayan ve
ucu kargi kosedeki yonlii kogegeni, iki vektoriin
toplamudir. Bir vektori sifirla garptigimizda elde
ettigimiz, uzunlugu sifir ve yonu olmayan vektore
stfir vektoru denir ve bunun baska bir vektorle
toplandiginda higbir etkisi yoktur. Bir vektorii
baska bir vektorden gikartmak demek, —1 ile
- ¢arpinnni obiir vektore eklemek demektir.

Boyu 1 olan her vektore birtm vektor adi
verilir. Uzayda pozitif z, y, = yoniindeki birim
vektorler i, j. k olarak adlandirihirlar. i yoniinde
a, j yonunde b ve k yoninde ¢ uzunlugunda
ug vektorin toplamu olan v = ai + b0j + ck
vektoru, ti¢c vektorin bileskesidir; li¢ vektoriin
her biri de v’nin vektor bilegenidir. a,b,c
sayllarina ise v’nin bilegenleri diyecegiz. Ter-
sine, verilen her v vektorini, x,y, s eksenlerine
paralel dogrular yardimiyla 1,j.k bilegenlerine
ayirabiliriz. Bilegenlerin iistiinde durmanuzin ne-
deni. vektorleri toplama, gikarma, gergel sayilarla
carpma iglemlerini, vektorlerin her bir bilegeni
tizerinde uygulamanin yetmesi. u = ai+3j+1k,
v = ai + bj + ck ve s bir gergel say ise,

u+v=(ata)i+(f+0)i+(y+ck
sv = (sa)i + (sa)j + (sa)k

olur.

X

Bir v vektoriiniin buytklugtini (boyunu,
uzunlugunu) |v| veya v ile gosterecegiz. v =
ai + bj + ck seklinde verilmig bir vektorin
uzunlugunu, bir dik iiggenin hipoteniisiiniin
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uzunlugunu hesapladigimiz yontemle

v=|v|=Va*+ b+ ¢*

olarak elde ederiz. Bir v vektoriyle ayni yonde
bir birim vektor ( by ) elde etmek igin v 'yi boyuna
boleriz, yani 1/v ile carpanaz:

Boylece her vektorii, uzunluguna esit bir gergel
sayi ile ayn1 yondeki bir birim vektorin ¢arpimi
olarak yazahiliriz:

v = |v|by = vby.

Heniiz iki vektoriin ¢arpirm gibi bir kav-
ramdan soz etmedik, ¢iinkii bu iki say1y1 carpmak
gibi basit degil ve birkag degisik carpim var. Iki
vektorin nokta ¢arpumne,

u-v = |u||v|cosf = uvcosf

olarak tammmlamir; burada @, vektorler dip dibe
dokunduklarinda, aralarindaki agilarin kigugi-
diir; yani 0° < 6 < 180° ahnz. Goriildigi gibi
nokta carpimu bir gercel sayr verir. v 'nin ken-
disiyle nokta garpimindan

v=|v|=Vv- v

cikar.

Iki vektériin arasindaki agl dik aq ise,
nokta carpimlan sifirdir, ¢inki cos90° = 0’dir
ve bagka bir @ icin bu saglanmaz. Aynica i,j,k
birim vektorlerinin kendileriyle nokta ¢arpimlan
1, digerleriyle nokta ¢arpimlari 0’dir. O zaman
bilegenler cinsinden

u-v=aat+ 3b+c

elde ederiz. Bir vektorun i, j, k ile nokta ¢arpimu
onun bilesenlerini verir: v-j = a, v-j = b,
v -k = ¢. Nokta ¢arpiminin tanimm iki vektor
arasindaki agiyr bulmak igin de kullanabiliriz.
Nokta ¢arpiminin degisme ve birlesme ozellikleri
vardir. Aynica gergel sayilarla garpma ile yer
degistirebilir ve toplama iizerine dagitilabilir.

Iki vektorii birbiriyle carpmamn bir bagka
yolu ¢apraz ¢arpundir ve

uxv= |u||v|(sinf)n = uv(sin f)n

ile tammlamr. Burada 6 gene vektorler arasin-
daki kigiik agi, n ise hem u hem de v’ye dik
bir birim vektordir. n’nin yoni sag el kuralt
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ile belirlenir: sag elin dért parmag u’dan v’ye
dogru kapamiyorsa, bag parmak n’nin yéniini
isaret eder. Bu kural sayesinde ¢apraz carpimin
degigme ozelliginin olmadigini, fakat

uxv=-—(vxu)

esitligini sagladigim goririiz. Capraz ¢arpimin
birlesme 6zelligi de yoktur. Bunun ornegini bul-
may1 okuyucuya birakiyoruz. (iene de capraz
sarpim gergel sayilarla carpma ile yer degigtire-
bilir ve toplama iizerine dagitilabilir.

Paralel vektorlerin ve sadece onlarin bir-
birleriyle gapraz carpimlan 0’dir (ciinkii sin0° =
sin 180° = 0); dolayisiyla her vektériin l-ceh'disiy]e
Gapraz carpim da. Birim vektorler arasinda
agagidaki egitlikler de gecerlidir:

ixj=-(xi)=k,
ixk=-(kxj)=i,
kxi=—(ixk)=j.

Buradan bilegenler cinsinden

uxv=(fc-9b)i
+ (ya - ac)j + (ab - fa)k

elde ederiz. (Bunu kisaca sembolik olarak
1 J k
uxv=la g %
a b ¢

determinant1 geklinde de yazmak miimkiindiir,
ama biz bu yazilim hig kullanmayacagz.) capraz
carpum dikkat edilecegi iizere bir vektdr: verir ve
u X v vektori u ve v vektorlerinin belirledigi
diizleme diktir.
Vektorlerin birbirleriyle olan carpimlarin
gergel sayilarin carpimlan gibi gormek yanilticy
sonuglara yol agabilir. Gergel sayllarda p # 0
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ise, pr = ps denkleminden r = s ¢ikar. Fakat
vektorlerde u# 0 ve u-vy =u-vy ise, vi = vo
diyemeyiz. (iene u # 0 ve u X vi = u x vy
ise, v; = v, diyemeyiz. Buna uygun ornekleri
bulmay1 okuyuculara birakiyoruz.

Vektorler, uzaydaki dogru ve diizlemlerin
denklemlerini yazmada, bunlarin kesisim nokta-
larim ya da birbirlerine veya bir noktaya olan
uzakhiklarini bulmada ¢ok yararhdirlar ve basit
formiiller verirler. Konumuzun diginda kaldig
i¢in hi¢ anlatmayacagiz.

Diizlemdeki vektorler igin de yukarida an-
lattiklarimizin  hemen hemen hepsi gegerlidir.
Vektorleri bilegenleri cinsinden yazdigimizda i ve
J bilegenlerini kullaminiz yalmizea; k bilegenleri
0’dir.  Yani aslinda igler daha kolaydir. Bir
fark capraz garpimda ortaya cikar. wu ve v
diizlemdeyken, u x v 'nin her ikisine de dik olmasi
gerekir; o zaman da u x v diizlemin diginda bir
vektordiir. Bagka bir deyigle, diizlemde kalarak
capraz ¢arpun tanimlamak imkansizdir.

C. Konum. Hiz ve Ivine Vektorleri

0(0,0,0) noktasim basnokta diye adlan-
diriyoruz.  $imdi uzaydaki noktalar da birer
vektor olarak dusiinecegiz. N noktasim dibi
bagnoktada ve ucu N'de olan ON vektoriyle
ozdeglestirebiliriz.  Yaptiginuz, N(z,y,z) nok-
tastyla xi + yj + zk = r vektorii arasinda bir
birebir egleme kurmakla ayn sey. r vektoriine
konum vektori ady verilir. N noktas) bir cismin
bulundugu yerse, r vektorii basnoktadan o cis-
min bulundugu yere igaret eder. ('isim hareket
ediyorsa, N ve r zamana bagh olarak degisir;
yani zamanin bir fonksiyonudur; tabii x, ¥, = de.
Zamam t ile gosterirsek, bu durumda

r(t) =z(t)i+y(t)j + =()k

yazariz. r, t’nin yeteri kadar tiirevlenebilir bir
fonksiyonuysa, birinci tiirevine hiz vektGri v,
ikinci tiirevine de ivme vektorti a ad verilir. Yani

d . . ,
v(t) = d_: =2 ()i+y' )i+ ')k
_dv _ d’r

al)= =

= 2(t)i+ (0 + " (O)k
olur. Hizin biiyiikliigiine siirat diyelim; yani

stirat = |v| = v.

Sabit siirat altinda bile hiz degisebilir:
degigtirerek.

yon



16

Bir cisim uzayda veya diizlemde bir egri
boyunca hareket eder. Konum vektorii r’nin
ucu da bu egri iizerinde dolamr. x(f)’yi ve-
ren formiil aym zamanda bu egrinin de denk-
lemidir. Hiz vektorii v’nin yoni cismin gittigl
yonii gosterdiginden, v(t) egriye r(t) noktasinda
tegettir.

v(t)

Hareket sirasinda cismin O’ya olan uzak-
g yani |r(t)] = r(t) sabitse, ornegin bir kiire
yizeyinde veya diizlemde bir cember uzerinde
harekette, konum da iz da sabit olmayabilir.
Ama
r(t) - r(t) = |r(t)]* = sabit

exitliginde carpim kurahyla tiirev ahrsak,

dr . dr
;H-l(l)+r(t)-d—t =0

dr
21‘(” % Ft' =

r(t)-v(t) =0

elde ederiz. Bu. konum ve luz vektorlerinin hep
birbirlerine dik olmasi demektir. Buna benzer bir
sekilde, eger hareket boyunca siirat sabitse, hiz ve
ivine vektorleri birbirlerine diktir.

Hareket bir diizlemde meydana geliyorsa,
k bilesenlerine gerek kalmaz. O zaman konum
vektoriiniin boyu »(t) = |r(t)|, agikca kutupsal
koordinatlarm r’sidir. Kutupsal koordinatlarda
r'in ve y'nin r ve @ cinsinden nasil yazildigim
hatirlarsak,

r = rcosfi+ rsinfj (1)

vazilabildigini goriiriz. Bir noktamn etrafinda
donerek yapilan harekette, konum, hiz ve ivme
vektorlerini Kartezyen koordinatlara siki sikiya
bagh i ve j cinsinden yazmak yerine, kutupsal
koordinatlardan elde edilen baska iki birim vektor
cinsinden yazmak biiyiik kolaylik saglar. Bu iki
hirim vektor, r ve @ yoniindeki b, ve bg birim
vektorleridir.  Simdi bunlarin i ve j ile arala-
rindaki ligkiyi yazalun. »'yi uzunlugu olan r’ye
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bolersek
b, = cos fi + sinf}

buluruz. Bu vektorii saat yoniiniin aksi yonde
90° dondiiriirsek. boyu degismez ve 6’nin arttig)
yonii gosterir:
by = —sin i + cos ).
i ve j’'den farkh olarak, b, ve bg "nin sabit birer
yonleri yoktur; 8’ya bagh olarak degisirler; ama
rden bagimsizdirlar. Ama
b, x bg = (cosfi + sin8)) x (— sin 81 + cos 6))

= cos2 f(i x j) —sin® 8(j x i)

= ((‘os"’0+sin2 Pixj)=k (2)
hep sabittir.

Dogrudan hesapla

%’1 — —sinfi+ cosfj = by
—(d!%s- = —cosfi—sinfj = —b,

oldugunu da goririiz. Zamana gore tirevi degig
kenin iizerindeki bir nokta ile gosterelim. Zincir
kural yardimyla

db, _db,df _

Lm0 =
At do dt ’
. dby _dbpdf _
bo= =g =
da ¢ikar.
¥ v
fébs
b,
r N(f. 8)
8 — X
0
g~

Konum, hiz ve ivme vektorlerini artik b,
ve by cinsinden yazabiliriz.

r=rb, (3)

oldugu goriliyor. Digerleri de ¢arpim kurahyla
tiirev alarak kolaylikla hesaplamr:

dar  d ’ .

= = E(rb,):rb,+10bg. (4)
dv d . .

a= —d? = E(rbr + rebg)

= #b, + rfbg + rfbg + rfbs — ré6b,
(i — r62)b, + (rf + 2r0)by. (5)

il
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C. Kutupsal Koordinatlardan Bir Formiil

Kutupsal koordinatlarda r = f(6) fonk-
siyonuyla verilen bir egri ile O arasinda kalan
bolgeyi diigiinelim. oyle ki bu bolge sabit bir ¢
agisiyla verilen 1ginda baglasin ve degigken bir 8
agisina kadar devam etsin. Simdi amacnmz, 6
degistikge bu bolgenin alam1 A’min degigiin hizi
icin bir formil gelistirmek. 6, diyelim, At za-
mani suresince Af kadar degigsin; aym siirede
alandaki degisiklige de AA diyelim. Degigiklikler
ufaksa r degeri, 0 ile # + Af arasinda yaklagik
olarak sabit kalacaktir. Bu ise bolgeye daire
kesmesi gibi dilim eklenmesi demektir. Tim

dairenin agisal genigligi 27 oldugundan, dairenin
alamyla oranlayarak,

A, L,
AAx ETI’T""’ = 57".36‘
yazabiliriz. Her iki tarafi At’ye holer ve At — 0
iken limit ahrsak,

dA . AA 1 ,Af
— = lm — = 2

dt At—0 At

I | ., dé (6)
PRl AL e
A:I—>llu 21 Al 2 dt
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esitligini elde ederiz.

N(r. 6)
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38. ULUSLARARASI MATEMATIK
OLiMPIYADI

Halil ibrahim Karakas
Akdeniz Universitesi, Matematik Bolimi,

07058-ANTALYA

38.  Uluslararasi Matematik Olimpiyad1 18-
31 Temmuz 1997 tarihlerinde Arjantin’in sahil
kenti Mar del Plata’da yapildi. 82 iilkeden 460
yangmacimn katildig olimpiyatta iilkemizi Umut
Akdemir, Deniz Gindiiz, Isa Emin Hafalr, Fatih
Sulak, Mehmet Bumin Yenmez ve Muhammet Al
Yildirsm *dan olugan ulusal takimimiz temsil etti.
Takim lideri olarak, aym zamanda Uluslararasi
Olimpiyat Komitesi Danigma Kurulu (Advisory
Board) iiyesi olan Semih Koray, lider yardimcisi
olarak bu satirlarin yazan Halil [. Karakag ve
gozlemci olarak Zafer Nurlu gorev yaptilar.

O 38th

/~ "\ International

@ Mathematical

Olympiad
| ARGENTINA |

Ulusal takimimuz, bu satirlarin yazan ile 20 Tem-
muz 1997 Pazar giinii Istanbul’dan hareket ede-
rek Paris iizerinden 21 Temmuz 1998 Pazartesi
giinii Buenos Aires’e, oradan da Mar del Plata’ya
ugtu. Arjantin’e indigimizde mevsim kis, hava
yagmurlu idi. Takim liderimiz Semih Koray ve
gozlemcimiz Zafer Nurlu 3 giin once Arjantin’e
ulagmiglardi. Ancak, olimpiyat kurallarina gore
onlar ancak sinavlarin bitiminde gorebilecektik.

Sinavlar, yazihi olarak, birincisi 24 Temmuz 1997
Pergembe giinii; ikincisi 25 Temmuz 1997 Cuma
ginii olmak iizere herbiri 4,5 saat siiren 3 ’er soru-
luk iki seansta yapildi. Takimimiz 1 giimiis, 4
bronz madalya kazanarak madalya siralamasinda
simdiye kadar bulundugu yeri korudu.

38.0limpiyatla ilgili ayrintilan ve takimimizin hog
anilarini anlatmayi takim mensuplarina birakarak

(Deniz, Fatih, Umut, isa, Bumin ve Mali! Biriniz
bu gorevi yapmalisiniz...) olimpiyatta sorulan 6
soruyu ve goziimlerini veriyorum. Kugkusuz, bu-
rada verilen ¢oziimlerden daha farkhi goziimler

vardir.

Sevgili okurlanimiz! Sorulari okuduktan sonra,
goziimlere bakmadan once, her soruyu kendiniz
¢ozmeye caliginiz. Kolay gelsin...

Iste 38. Uluslararasi Matematik Olimpiyadinda
sorulan sorular...

BIiRINCI GUN SINAV SORULARI

SORU 1. Koseleri diizlemdeki tamsay: koordi-
nath noktalar olan birim karelere bakalm. Bu
kareler (satrang tahtasindaki gibi) sirayla siyah ve
beyaza boyanmis olsun. Her (m,n) pozitif tam-
say1 cifti igin, kogeleri tamsay: koordinath nokta-
lar olan ve m ve n uzunlugundaki dik kenarlan
yukandaki karelerin kenarlar istiinde bulunan
bir dik iiggen alahm. S ile bu iiggendeki siyah
bolgelerin toplarn alanini; S; ile de aymi iiggendeki
beyaz bolgelerin toplam alanim gosterelim.

f(m,n) = [S1 - S|
olsun. *
a) Her ikisi de tek veya her ikisi de ¢ift po-
zitif m ve n tamsayllan igin f(m,n) degerini
hesaplayiniz.

b) Her m ve n igin f(m,n) < §max{m,n}
oldugunu kanitlayimz.

¢) f(m,n) < C kosulunu m ve n ’nin tim
degerleri igin saglayan bir C sabitinin bulunmadi-
gin1 gosteriniz.

SORU 2. A agsi ABC iiggenindeki agilarin
en kigugidir. B ve C noktalan bu uggenin
cevrel cemberini iki yaya ayinyor. U , B ve C
arasindaki, A noktasim .igermeyen yayin bir ig
noktasi olsun. [AB] ile [AC] 'nin orta dikmeleri
AU dogrusunu sirasiyla V ve W noktalarinda ke-
siyor.* BV ile CW dogrulan da T noktasinda
kesigiyor.
|AU| = |TB| + |TC]|

oldugunu gosteriniz.
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SORU 3. T1,T32,...,2y, |31+32+---+3n| =1
vei=1,2,...,nigin

|-"~‘-‘|Sn+1

kogullarin1 saglayan gergel sayilar olsun.
z),Z2,...,Z, ‘Min

1
i+ 202+ ..+ nya| < 2

kogulq saglanacak bigimde bir yy,ys,...,%n
permiitasyonu bulundugunu gosteriniz.

IKINCI GUN SORULARI

SORU 4. Elemanlan S = {1,2,...,2n — 1}
kiimesine ait bir n x n matrise (n siitun ve n
satirdan olugan kare bigimindeki bir tabloya), eger
her i = 1,...,n igin i-inci satir ile -inci siitun
birlikte S ’nin tim elemanlarini kapsiyorsa, bir
gumusg matris diyoruz.

a) n = 1997 i¢in hig bir giimiig matrisin bulun-
madigini; i '

b) n ’nin sonsuz sayida degeri igin giimiig
matrislerin bulundugunu gosteriniz.

SORU 5. a > 1,b > 1 olmak tzere,

a®”) = p°

esitligini saglayan tim (a,b) tamsayr sirah
ikililerini bulunuz.

SORU 6. Her n pozitif tamsayis) igin, n
*nin, 2 'nin negatif olmayan tamsay kuvvetlerinin
toplami olarak yazihg bigimlerinin saywsini f(n) ile
gosterelim. Toplamda gegen terimlerin yalmzca
sirasinin degisik oldugu yazihg bigimlerini aym
sayiyoruz. Ornegin 4 sayis;; 4,2+2,2+1+1,1+
1+ 1+ 1 olarak dort gekilde yazilabileceginden
f(4) = 4 olur. Her n > 3 tamsayisi igin

9% < f(2") < 2%

oldugunu kamtlaymz.
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COZUMLER

SORU 1 ’IN COZUMU a) Késeleri tamsay
koordinath noktalar olan ve dik kenarlar prob-
lemin kogullarina uyan,

m(A) = 90°, |AB| = m ve |AC| = n

olan bir ABC dik iicgeni alalim. Asagidaki
sekilde gosterilen ABCD dikdortgenini dugu-
nelim.

B *}

Herhangi bir P poligonu igin o poligonun siyah
kisminin toplam alanini S; (P) ile beyaz kisminin
toplam alamm S3(P) ile gosterelim. Eger m
ve n her ikisi de tek veya her ikisi de qift
ise, ABCD dikdértgeni BC hipoteniisiiniin (veya
kogegeninin) orta noktasina gore simetriktir.

Bu nedenle,

S1(ABC) = 5,(BCD) ve S;(ABC) = S3(BCD)
'dir. Boylece

f(m,n) |S51(ABC) — S2(ABC)|

= 115,(ABCD) - S,(ABCD)|

olur. Buradan, eger m ve n her ikisi de gift ise,

f(m,n) = 0; her ikisi de tek ise f(m,n) = 1

oldugu gorulir.

b) Eger m ve n her ikisi de tek veya her ikisi de
cift ise kanitlamamiz gereken esitsizlik (a) tkkinin
sonucu olarak hemen gorilir. $imdi m 'nin tek
ve n ’nin ¢ift oldugunu kabul edelim. Asagidaki
sekilde goriildigi gibi, {AB] uzerinde

|AL|=m -1

olacak bigimde bir L noktasi alalim.



20

m — 1 cift oldugundan f(m —1,n) = 0; yani
S1(ALC) = S5(ALC)
dir. Dolayisiyla,

f(m,n)

1S1(ABC) - 5,(ABC)|
IS1(LBC) - $,(LBO)

< Alan(LBC) = g

< %max{m,n}.

c) Her & > 1 tamsaysi igin F(2k + 1,k)
'y1 hesaplayalm. Yukanda oldugu gibi, [AB]
uzerinde, |AL| = 2k olacak bigimde bir L noktasi
alahm. Bu takdirde, f(2k,2k) = 0 ve S; (ALC) =
-S2(ALC) oldugundan

F(2k+1,2k) = |S,(LBC) - S3(LBC)|

olur. LBC iiggeninin alan k 'dir. Genelligi boz-
madan [LC] 'nin tamamen siyah bolgede kaldigini
varsayabiliriz (agagidaki gekilden izleyiniz). Bu
durumda, LBC ’nin beyaz kismi, her biri BAC
'ye benzeyen BLNy, May_y1Log-1Nok—q, ...,
My Ly Ny liggenlerinden olugur. Dolayisiyla LBC
‘nin beyaz kisminin toplam alan)

am+ 1R T )t
1 2
+ (2—k)_)

Sy(LBC) =

— 1 1 2 2
= m(] +2°4... 4+ (2k)%)
. 4k+1

= c—

12’

siyah kisminin toplam alam

4k+1 8k—1
=k— )
shllEse) 12 12

olur.
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Sonug olarak,

f(2k+1,2) = -2-"6"_1

istenildigi kadar biiyiik degerler alabileceginden
f(m,n) < C

kogulunu her m vd n pozitif tamsayisi icin
saglayacak bir C sabiti bulunamaz.

Gozlem: f(m,n) 'nin, m ve n ’nin biri tek digeri
¢ift aralarinda asal sayilar olmas: durumunda da
istenildigi kadar biiyiik degerler aldigini gérmek
miimkiindiir. Gergekten, m tek ve n cift, m ve n
‘nin en biiyiik ortak béleni d ise,

m n

f(m,n) = f(?; E)

RS tA T
'dir.

SORU 2 'NIN ¢O6ZUMU: BV dogrusunun
gevrel cemberi kestigi nokta X olsun.

B {1

‘m(VAB) = m(VBA) = a,

olsun. Bu takdirde,
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) _
m(TX C) = m(BAC) = a + f olur (aym yay
goren cevre agilar). Boylece,

m(TCX) = m(TXC) = a+ 8

ITX | olur.

ve TCX iiggeni ikizkenar; |TC| =
|VB|,|VU| = |VX] ve do-

Diger yandan, |VA| =

layisiyla,
|AU| = |VA|+ |VU| = |VB|+ |VX| = {AX]|
’dir. Boylece, .
. |AU| = |AX| = |TB|+ |TX| = |TB| +.|TGC}
oldugu goriilir. S
. “ e - el
SORU 3 'UN COZUMU: (z;,%3,...5&n) 'nin

herhangi bir permiitasyonu m = (y1,¥z5i4:,Yn)

igin Do

ST =y +22+...+0Ynid -
olsun. 2#! = r diyelim. Her  igin S(x) < r

oldugunu gostermemiz gerekiyor. Birim permi-
tasyonu 7 ile, tersine siralama veren permutasyo-

nu da 7 ile gosterelim:

1~l'= (:Bﬂ, . .’.‘,fg,ali). '
9y

Eger |S(m)| < r veya |S (7)| < r ise kamtlanacak
birgey kalmaz; iddia dogrudur. Bu nedenle,
|S(m0)| > r ve |S(7)| > r kabul edebiliriz. Simdi,

:"r0=(z1""1zﬂ) )

~ ot
S(m) +S(m) = (z1 +2z2+ ... + nzy)
+ (zn + 22,1 +_y,-‘, 'h!‘zl).
= (n+1)(z1+2z2+...+2n)
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ve boylece
1S(m0) + S(F) = n+1=2r

"dir. Yukandaki kabuliimiize gore |S("°l| >r
ve |S(m)| > r oldugundan S(mp) ve S(w) ters
igaretli olup biri r ’den biiyiik, digeri de (—r) ’den

kugliktir. Bagka bir ifadeyle, S(mo) ve S (7) her
ikisi de [—r, r] arahiginin digindadir.

Birim permiitasyon m, ’dan baglayarak, sonlu
adimda, her adimda iki komsu elemanin yerlerini
degistirerek, her permiitasyonu elde edebiliriz.
Ozel olarak, 6yle bir permiitasyonlar dizisi

yTm=1,Tm =7

bulunabilir ki, her ¢ € {0,1,...,m — 1}
igin my1,m 'nin iki komsu elemaninin yerleri

o, M1, - -

degistirilerek elde edilmigtir. Daha agik bir
ifadeyle, eger

= (‘ul,‘U2,. .e ,un) ve Ti41 = (vl,‘llg,...,‘l}n)
ise, uygun bir k € {1,...,n— 1} igin

Uk = Uk41, Vk41 = Uk,
tg {k,k+1} icin v; = u,.

Diger yandan, |z;| < r oldugundan
1S(mi41) = S(ms)|

= Ikvk + (k + 1)Uk+1 == kuk = (k + 1)“k+1|
= |ug — uggr| < Jul + |upeqa]| < 27

'dir. Bu durumda, say1 ekseni iizerinde

S(m0),S(m1),...,S(Tm=1),S(7m)

sayllarindan ardarda gelen herhangi ikisi arasin-
daki uzakhk 2r ’den biyik olamaz. S(m) ve
S(T) = S(mm) sayilan [-r,r] arahginin diginda
kaldiklarindan, -S(#;) ’lerden en az biri bu arahk
iginde olmak zorundadir. Boyle bir i igin S(m;) <
r olur ve iddiamn dogrulugu goriiliir.

SORU 4 ’UN GOZUMU: a) n > 1 bir tamsay
olsun ve bir n x n giimiig matris A bulundugunu
kabul edelim. {1,2,...,2n — 1} kiimesinin, A nin
kogegeni iizerinde bulunmayan bir z elemanim
alalim. (Kogegen iizerinde sadece n yer, kiimede
ise 2n — 1 eleman bulundugundan boyle bir z
vardir.) i-inci satirla i-inci siitunun olugturdugu
gekle i-inci gatal diyelim. z elemani her gatalda
tam bir kez goriilir. Eger z, A 'nm (1, j) gir-
disi (yani i-inci satir ve j-inci siitunun ortak e-
lemani) ise, bu takdirde, z hem i-inci gatalda
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hem de j-inci gatalda gorilir. Bu durumda
t-inci ve j-inci catallara z-gegigli catallar diye-
lim. (Ornegin, asagidaki A matrisinde birinci
ve dordiincii gatallar 6-gegiglidir.) Boylece A
‘min tim catallan (ki, n tanedir) z-gegigli ikililere
ayngmaktadir. O halde n gift olmahdir. 1997 tek
oldugundan, 1997x1997 giimiis matris yoktur.

b) n =2 igin

1 2
3 1

bir gimiig matristir. n = 4 igin cesitli giimiig
matrisler yazabiliriz. Ornegin,

o]

125 6
3175
Ae=1461 9
7431)]
1245
316 7
34‘7513
6 4 2 1

Burada dikkat edilirse, A4 matrisi A5 ’yi altmat-
risler olarak icermektedir. A4 ’iin A, 'den elde
edilisi genellestirilebilir. A, giimily matrisi ve-
rilmigse (n cift!) Aj, ’yi soyle olusturabiliriz:
A, ’nin her girdisine 2n eklenerek elde edilen
matris B, ve B, ’'nin kosegen girdilerini 2n ile
degistirerek elde edilen matris C, olsun. Bu
takdirde,

A, B,

¢ o

matrisi bir giimiig matristir. Bunu gormek igin
Azn ’nin i-inci gatalina bakalim. Eger ¢ < n
ise, bu chtal A, ’nin ¢-inci ¢atal ile B, ’nin i-
inci satiri ve C, ’nin ¢-inci slitunundan olusur.
An 'nin #-inci catal {1,2, ...,2n — 1} kiimesindeki
tum sayilan kapsar. B, ’nin t-inci satin ile
Cn nin i-inci siitunu da {2n,2n + 1,...,4n — 1}
kimesinin elemanlarm kapsar. i > n igin
de benzer tartigma ile Ay, ’nin i-inci gatahnm
{1,2,...,4n — 1} kiimesinin tiim elemanlarini kap-
sadig goriilebilir.

A2n=[

SORU 5 'IN COZUMU: a,b > 1 tamsayilan
verilen denklemin bir ¢6ziimii; a ve b ’nin en

Halil Ibrahim Karakas

buyik ortak boleni d olsun. a = dz, b = dy diye-
lim. z ve y aralarinda asal tamsayilardir. Verilen
denklem

(d2)#" = (dy)* (1)
denklemine denktir. (1) denkleminde iisler

kargilagtinilirsa asagidaki i durum soz konusu
olur:

1.Durum: dy? = z. Bu durumda, (1) ’denz = y
olmas gerekir. z ve y aralarinda asal olduundan
g=y=1;dy’ =z ten d=1 ve boylece a = b =
1 ¢ozumii elde edilir.

2.Durum: dy? > z. Bu durumda, (1) denklemi-
ni

‘,jdg,y?—:_md!,r2 = y:: (2)
bigiminde yazarsak, z%’ ’nin y® i boldugunu
goruriiz. z ve y aralarinda asal oldugundan z = 1
ve

a1 2y ®)
elde ederiz. Eger d = 1 ise, (3) ten y = 1 olur ve
bu durum dy? > z ile geligir. O halde, d > 2 ve
her y > 1 igin

¢
d‘dya-] 2 22!}:—1 2 22y—1 > Y

olmaldir (buradaki son esitsizlik tiimevarimla
goriilebilir). Bu esitsizlik (3) ile celisir ve bu du-
rumda hig ¢6ziim bulunmadig goriiliir.

3.Durum: dy? < z. Bu durumda, z > d olur ve
(1) denklemini

z¥’ = 7 go-dy’ (4)
bigiminde yazarak y* ’in 2%’ ‘yi boldigini
goruriiz. z vey aralarinda asal oldugundan, y=1
ve (4) denkleminden

2% = dv-¢ (5)
elde edilir. (5) ’teki iislii ifadelerin tabanlar
¢ > d kosulunu sagladigindan isler de d < z — d
kosulunu saglar. z ’i bolen her p asal sayisi d ’yi
de boler. Boyle bir asal sayinin z ve d ’yi bélen
en biyuk kuvvetleri, sirasiyla, p* ve p® olsun. Bu
takdirde, (5) 'ten ad = B(z — d) ve boylece a > 3
oldugu goriilir. Dolayisiyla, d sayis1 = ’i bler;
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uygun bir k igin & = kd dir. ¢ > 2d oldugundan

k > 3 olduguna dikkat ediniz. (5) denkleminde
r = kd alinirsa

k =d*-2 (6)

elde edilir. Buradan, d # 1 oldugu, yani d > 2
oldugu goriiliir.

k =3 icin (6) 'dan d = 3 ve bdylece, z = 9 ile
a=27,b=23 ¢éziimi elde edilir.

k =4 igin (6) 'dan d = 2 ve boylece, z = 8 ile
a =16, b =2 ¢oziimii elde edilir.

k > 5 igin tiimevarimla, d*=2 > 25-2 > k ve
béylece (6) "min baglanma.dxgl goruliir.

Sonug olarak, denklemin ¢Sziim kiimesi
{(1,1),(27,3) (16 2)} ’den ibarettir.

SORU 6 'NIN GOZUMU: n = 2k 4+1 > 3
herhangi bir tek say1 ise, n nin belirtilen bigimde
her yaziliginda toplanan terimlerden en az biri
?1” olacaktir. Bu terim silinirse, 2k ’nin bir
vaziligi elde edilir. Karsit olarak, 2k ’min her-
hangi bir yazihgina "1” toplamrsa 2k + 1.
bir yazilisi elde edilir. Boylece, 2k ’ ‘nin behr-
tilen bigimde yaziliglarinin kiimesi ile 2%k +1'n
belirtilen bigimde yaziliglarimin kiimesi bire-bir
eglenebilmekte, yani ayni sayida elemana sahip-
tir. Bagka bir ifadeyle,

£(2k+1) = F(2k). (1)

Ek olarak, eger n = 2k herhangi bir pozitif ift
tamsayi ise, n 'nin belirtilen bigimde her yazihisi
icin agagidaki iki durumdan biri gegerlidir: Ya bu
yazihigta toplanan terimlerden en az biri ”1” dir ya
da hig biri ”1” degildir. Birinci durumda, n ’nin
yazihgindan bir ”1” silerek 2k — 1 ’in bir yazihgim
elde ederiz; bu durumda, daha 6nce oldugu gibi
n = 2k ’'min "birinci tur” yazihglan ile 2k — 1 ’in
yazihiglarl arasinda bire-bir bir eslerne oldugunu
goriiriiz. lkinci durumda, toplanan terimlerin her
birini 2 ’ye bolerek k 'nin bir yazihgin elde ederiz.
Boylece, ikinci durumda da n = 2k 'nin ”ikinci
tiir” yazihglan ile k 'nin yazihglan arasinda bire-
bir bir esleme oldugunu gériiriiz. Bu goézlemlerden

£(2K) = f(2k = 1)+ £(8) (2)

elde edilir. (1) ve (2) formiilleri her & > 1 igin

gecerlidir. Tamumdan hemen f(1) = 1 oldugu
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goriiliir. f(0) = 1 tanimlarsak (1) denklemi k =0
igin de dogrudur. (1) ve (2) 'den f 'nin azalmayan
bir fonksiyon oldugu gorulur.

(2) denkleminde, (1) 'den yararlanarak f(2k —
1) yerine f(2k — 2) yazarsak her k > 1 igin

f(2k) = f(2k - 2) + f(k) (3)

elde ederiz. Herhangi bir n > 1igin (3) "teki denk-
lemler (k = 1,...,n igin) taraf tarafa toplanirsa
her n > 1 igin

f(2n) = f(0)+ f(1) + ... + f(n) )
elde edilir.

Sindi f(2") igin alt ve ust sinirlart bulmaga
cahgahm. Ust sinin bulmak zor degil. f(2) = 2
oldugundan ve f azalmayan oldugundan her n >
2 igin ((4) ’e gore)

f(2n) = £(0) + f(1) +
<2+ (mn-1)f(n)
< f(n) + (n = 1)f(n) = nf(n)
'dir. Dolaysiyla,
f(2h) <

S 271-1211—?.211—3):(-211—3) S

(f(2) + ... + f(n))

2n-1f(2n—1) S 2n—12n—2f(2n—2)

< 2(n—1)+(n-2)+...+lf(. ) 9.

LN

n

Tiimevarimla, her n > 3 igm 242_“.2 < 27

< 2% oldugu

oldugu ve sonug olarak f(2")
gorulir.

Altsiniri elde etmek igin, once a ve b her ikisi de
tek veya her ikisi de ¢ift tamsayilar ve b > a > 0
ise,

fo+1) = f(b) 2 fla+1)-f(a)  (5)

oldugunu gosterecegiz. Gergekten, eger a ve b her
ikisi de cift ise, bu takdirde (1) ’den dolayi, (5)
esitsizliginin her iki tarafi da sifir olur; eger a ve
b her ikisi de tek ise, bu takdirde (2) ’den dolay,

fo+1) - £y = (L),
fla+1) - fla) = F(*3)
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oldugu goriiliir ve f ’nin azalmayan olmasi (5)
egitsizligini verir.

Simdi, r > k > 1 olan bir ift say1 r alahm ve
(5) te j = 0,1,...k — 1 igin, ardarda, a = r — j,
b = r + j yazalim ve ortaya gikan esitsizlikleri
taraf tarafa toplayalim. Sonugta

fr+ k) = f(r) 2 f(r+1) = f(r—k+1)

elde ederiz. r gift oldugundan f(r + 1) = f(r) ve
boylece her k=1,2,...,7 igin

flr+k)=f(r—k+1) 22f(r)

elde edilir. Son esitsizlikler de k = 1,2, ...,7 icin
taraf tarafa toplaninca

FO)+f@)+ ..+ f@r)22rf(r)  (6)

elde edilir. (4) denklemine gore (6) *nin sol tarafl
f(4r) — 1 ’dir. Bdylece, her r > 2 i¢in

fldr) > 2rf(r)+1>2rf(r); |

r = 2™-2 alinarak

f@m) > amifemy ()

“
S
= .
f :
. i ¢

‘,"' pates |

7
Olimpi
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olur. r = 2™-2 "nin ¢ift oldugundan emin olmak
igin m > 2 olmaldir; ancak, (7) 'nin m = 2 igin
de dogru olduguna dikkat ediniz.

(oziimi tamamlamak igin n > 1 herhangi bir
tamsayi olsun. 2p < n olacak gekilde bir pozitif
tamsayi p alalim ve (7) egitsizliginim =n, n—1,
.., — 2p+ 2 igin ardarda uygulayalim:

f(?") > 2n—1f(2n-2) > 2n—]2n-3f(2n—4)
> 2n—l2n—32n-5f(2n—6) > ..
> 2(11—l)+(n-3)+..,+(n-2p+1-)'f(2n—2p)
> 2P(n=P) f(n=7P)

Eger ncift jsep=2; ntek ise p = 11;—11 alalim.

O zaman, her n > 2 igin
n gift ise £(2) > 2% .f(2°) = 27,

ne— n’—l 2
ntek ise £(27) > 25T f(21) = 252 2 > 9%

elde edilir. Boylece, problemde iddia edilen alt
sinirin her n > 2 igin gegerli oldugunu kanitlammsg
olduk. Aym altsimirin n = 1 igin de gegerli
oldugunu gorebilirsiniz.

yat takimumz Arjantin yolunda, Paris’t
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HINDISTAN CEVIZLERIi... VE DIYOFANT DENKLEMLERI

Dogan Goker _
Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii, 07058-ANTALYA

Girig

Yazimizin amac1 Sayilar Kuraminda gecen onemli bir kavram olan diyofant denklemleri [5,7]
konusuna kisa bir girig yapmak. Burada, okuyucuya kurallarin tiimiinii verecegimiz diye bir kaygimiz
olmayacaktir. Onun yerine, okuyucudan, verilen temel kavramlar istiiste koyarak yeni yontemleri
kendi elleriyle kurabilmesi yéniinde ¢aba harcamasini isteyecegiz. Bu konuya bulmaca tarihinin belki
de en iinlii problemi ile basglamak istiyoruz. Asagida oykilleyecegimiz bulmaca ilk kez 1926 yihinda
“Saturday Evening Post” gazetesinde “Ben Ames Williams” adh bir yazarca yayinlanan “Hindistan

Cevizleri” adli bir kisa ykiiye dayanmaktadir ve olaganiistii 6l¢iide biiyiik bir ilgi kazanarak iiniini
gunumiize dek siirdiirmiistiir [4].

Hindistan Cevizleri‘ Bulmacasi

igin adada bulunan hindistan cevizi agacina gikip uyurlar. Uykuya dalan gemicilerden birincisi aghk
nedeniyle uyanip agagtaki hindistan cevizlerini 5’e boliip kendi payina diigeni yer, bu arada artmig olan
bir hindistan cevizini de agactaki maymuna verip yeniden yatar. Bunun ardindan, sirayla, 2.gemici,
3.gemici, 4.gemici ve 5.gemici uyanir, agacta kalan hindistan cevizlerini 5’ boliip kendi payini yer,
her bir paylagimda artan bir hindistan cevizini agactaki maymuna verip yeniden yatar. Sabah olunca
hepsi birden uyanan gemiciler kendi paylarina diigen hindistan cevizlerini yediklerini belirtince igin
iginden gikamaz ve bu kez agagta kalan hindistan cevizlerini 5% bolip bunlan yerler ve bu arada
artan son hindistan cevizini de agactaki maymuna verirler. Dogal olarak bu oykiide scrulabilecek
olan soru su: Acaba ilk baslangigta agacta toplam ka¢ tane hindistan cevizi vard1?

Tekneleri batan 5 gemici giigliikle kiiciik bir adaya yiizerek cikarlar. Gece olunca gok yorgun olduklar

Bulmacaya saldirmanin en iyi yolu degiskenlerimize ad vermek olmali. Baglangigta agagta bulunan
hindistan cevizi sayisini z ile, 1.adimda 1.gemicinin yedigi hindistan cevizleri sayisini «, ile, 2.adimda
2.gemicinin yediklerini z; ile, ... , 5.adimda 5.gemicinin yediklerini zs ile ve son ortak paylasimda
her bir gemicinin yediklerini ¢ ile gosterecek olursak, ¢ozmemiz gereken denklem,

r=5z,+1, 4ry = Sy + 1, 4ry =bzz + 1,

4z3 =524+ 1, 424 =525+ 1, 425 =5t +1

paylasimlarim yaptiktan sonra ara degigkenleri elersek,
1024% = 15625t + 11529

bigiinine doniigecektir. Buradan da gén'iiébj}ecegi gibi, 21, 3, 23, 24, 25 deiskenleri artik 6nemlerini
yitirmekte, ve sorunumuz t ve sonugtaﬁ;a;:‘-degigkeninin bulunmasina indirgenmektedir. Yazmig ol-
dugumuz denklem, gergekte, bir diydfant denklemi olup denklemin katsayilarinin birer tamsayi
olmasinin yanisira denklemin aranan ¢ozifimleri de birer tamnsayi olmak durumundadir. Burada gecen
"diyofant” sozciigii Yunanh matematik ,'r‘;i_?iohhantos (I.S. 325-410) 'un adindan kaynaklanmaktadr.
Belirtmis oldugumuz bu iki ozellik diyd'ﬁ;xﬁ denklemlerinin bir yerde tanimini olustururlar. Siz aligmig
oldugunuz gibi, katsayilar tamsayi oé_‘jn ;"iki bilinmeyenli bir dogrusal denklemle kargilastigimizda
bunun gergel sayilar iginde sonsuz sayida goziimiiniin bulundugunu bilirsiniz. Ancak ¢dziimiin tam-
sayllar olmasi zorunlulugu ¢éziimlerin gayisim biyik olgiide kisitlayacaktir.
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Diyofant Denklemlerine Girig

1024z — 15625t = 11529 denklemninin tamsayisal ¢ozimiinii gerektiren yukarda anlattigimz bul-
macay1 ¢ozme gorevini biraz gildirtici zevkli bir ugras olarak size birakiyoruz. Ne kadar aglarsamz
aglayin, bulmacamn ¢oziimiinii burada vermeyecegiz, ve bunu ilerde de vermeyecegiz. Sunu belirt-
mekle yetinelim, gergekten gok estetik coziimler de var. Ancak biz burada biraz daha kaba gug
gerektiren bir ¢oziime iligkin bilgiler verecegiz.

Once a.b tamsayilar olmak iizere az + by = ¢ denklemini saglayan z ile y tamsayilarini bulmak
istedigimizi belirtmekle ise baslayalim dilerseniz. Bu tir bir denkleme diyofant denklemi adin
verecegiz. Bu dogrusal tirde iki bilinmeyenli bir diyofant denklemidir. Gergekte dogrusal olmayan
ya da ikiden daha ¢ok sayida bilinmeyen igeren diyofant denkletnlerinden de soz edebiliriz. Ornegin
z.y, z birer tamsayiyi gostermek tzere x + y> = z* ikinci dereceden ii¢ bilinmeyenli bir diyofant

denklemi olup bunuu ¢ozimlerinin Pisagor uchileri adim alan
z=4(a®-20?), y=2ab, z=a’+2b"

tamsayilan oldugu (burada a,b birer tamsayidir) bilinmektedir [5,7]. Bir bagka 6rnek olarak, n >
2 ve z,y,z birer tamsayl olmak koguluyla z" + y* = z" diyofant denkleminin de ne denli inlu
oldugunu sanirn animsayacaksiniz. Daha da agik olmak istersek, sozkonusu denklemi saglayan z, y,
tamsayilarinin var olup olmadiklari sorunu Fermat Teoremi adiyla bilinmektedir. Cok uzun bir siire
bunun dogrulugu gosterilememis, ancak 1995 yilinda A. Wiles, Fermat Teoreminin kanitini vererek
Fermat tgliisii adimi alan bu tiir tamsayilarin bulunmadigi sonucunu elde etmistir [8]. ligilenen
kisiler [1,2,3] numaral kaynaklarda gesitli tiirde diyofant denklemleriyle ilgili bilgiler bulabilirler.

Simdilik biz burada ozel bir durum olarak, a ile b aralarinda asal tamsayilar olmak tizere ax + by = 1
denklemiyle ugragacagiz. ax + by = ¢ genel durumuna ise daha sonra deginecegiz

Her seyden once az + by = 1 denkleminin zp, yo gibi bir 6zel ¢éziimii varsa, diger tiim géziimleri
de bulunabilir. Gercekten, @, y bu denklemin genel bir ¢6ziimii ise, bu duruinda az + by = 1 ve
axg + byy = 1 eyitliklerinden a(z — zo) = —b(y — yo) bulunur. a ve b aralarinda asal olduklarindan, ¢
biitiin tamsayilari dolagmak iizere z = o +bt, y = yo — at diye genel ¢oziime ulagilabilir. Dolayisiyla,
eger bir ¢oziim bulabilirsek, az + by = 1 denkleminin sonsuz sayida ¢oziimiiniin bulundugu sonucuna
kolayca ulasabiliriz. O halde yapmamiz gereken sey, ne yapip edip bu denklemin ozel bir ¢oziimiinu
bulabilmek olacaktir. Gergi kiiciik sayilar igin deneme-yamlma yontemiyle ozel ¢oziimi bulabilirsiniz,
ancak boyle bir yolun saghkh oldugunu pek soyleyemeyiz. '

Yukarda degindigimiz gibi a, b tamsayilan aralarimda asal olarak alinmaktaydi; bir bagka deyisle, bu
iki sayinin en biiyiik ortak bolenini gosteren (a,b) sayisi 1 ‘e esittir. Cebir bilgilerimize goz atarsak
su bilgiyle kargilaginz: (a,b) = 1 olmasi igin gerek ve yeterlj kosul az + by = 1 eyitligini saglayan z, y
tamsayilarimin bulunabilmesidir [6]. O halde ¢6ziimiin kesinlikle var oldugunu soyleyebiliriz. Simdi,
ornegin 215z + 48y = 1 denklemini ¢ozmek isteyelim. Bu diyofant denkleminde (215,48) = 1 olup
Li¢ bir kuskuya yer verilmeksizin ozel bir ¢oziin vardir; ancak bu 6zel ¢Sziimii bulmak, en azindan
'sitndilik, biraz gii¢ goriiniiyor...

Biraz da Cebir Yapalim!

215

Konudan biraz uzaklasmak gibi gozikecek belki ama, simdi size =5 Tasyonel sayisinin “siirekli ke-
sir” olarak yazihsini anlatacagiz [6]. Bu konuyu bilmiyorsaniz iiziilmenize hig gerek yok, sézkonusu
kavram ve uygulamasi gok kolay olacaktir. Isin temeli tamsayi olmayan bir z pozitif rasyonel sayisi
verildiginde

1
r=[z|]]+ — ve z;>1
Iy
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4
olacak bigimde bir z, rasyonel sayisinin varhigidir. Burada (|z[], z ’ten kiigiik ya da egit olan en bilyiik
tamsayiy1 gostermektedir. Ornegm

?._12—4.;. 1
48~ T B
23

gibl. Bunun ardindan anlatilan olayi, sonugta en sag yanda bir tamsayinin carpimsal tersi gelene dek
yinelersek, istenilen “siirekli kesiri” elde edebilirsiniz. Onceki ¢ ornegi siirdiirecek olursak, gu iglemleri
yapmamiz gerekecektir:

2w _, 1, 1, 1
, P 2+
2 il 1+
2 2

Boylece, sonugta, istenen kesiri

44 ————
I
2+ —

11+§

diye bir siirekli kesire déniistiirmiig oluruz. Cebirciler yukarda vermis oldugumuz siirekli kesiri, genel-
likle, 212 = [4,2,11,2] bigiminde gosterirler.

Bu yaptigimizla diyofant denklemlerinin iligkisi nedir diye kendinize soru sordugunuzu duyar gibiyim,
ancak bunun nedenini 6grenmek istiyorsaniz yaziy1 okumay: siirdiirmeniz gerekecektir. Bu ig igin, g
sayisimn “siirekli kesir” olarak yazihginda sagdaki gosterimde son kesir olan ; sayisinin atilmasiyla
elde edilen

1 11 103

44 — =44 — = —
Bi 11

rasyonel sayisinin (bir bagka deyigle [4,2,11] sayisinin) bizim agimizdan, oldukga giizel bir sayr

oldugunu goézlemlememiz gerekir. Gergekten her iki sayiy birbirinden gikartjrsak

215 103 1

48 23~ 48-23
bulunur. Son yazlan esitlik, umarim, ¢ok hogunuza gitmigtir. Bunu 215z + 48y = 1 denklemiyle
kargilagtiracak olursaniz, ¢éziimiini aradigimiz denklemin o6zel bir ¢oziimiiniin 2o = 23, yo = —103
oldugunu gorebilirsiniz. Boylece denklemimizin genel ¢oziimiinii, ¢ parametresi tiim tamsayilar
dolasmak koguluyla, z = 23 + 48¢, y = —103 — 215¢ diye elde ederiz.

ya da’'bagka bir deyigle, 215-23 +48-(-103) =1

Simdi de Bulmacamizi C6zmeye Girisir misiniz?

Size daha 6nceden soz vermis oldugumuz gibi “Hindistan Cevizleri” bulmacasinin ¢6ziimiinii yapmay-
acagiz, ancak ¢oziime giden yolu sanirim agmig durumdayiz. Bunun igin sizden sunlan isteyecegiz:

* Dogrusal diyofant denklemlerinin genel bigimini, simdilik (a,b) = 1 varsayim altinda, az+by =
¢ diye vermis olmamza kargin, daha sonra, belirli kosullar altinda, az + by = 1 diyofant
denklemi ile ilgilenecegimizi soylemigtik. O halde birinci sorumuz goyle: Eger az + by = 1
diyofant denkleminin bir 6zel ¢oziimiini biliyorsamz, az + by = ¢ diyofant denkleminin 6zel bir
¢oziimiinii nasil bulursunuz? Ornegm 2152+ 48y = 11 denkleminin 6zel bir ¢éziimini bulabilir
misiniz?

* (1024,15625) = 1 oldugunu diguniirsek, 1024z — 15625t = 1 diyofant denkleminin bir 6zel
¢oziimiini bulabilir misiniz?
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10242 - 15625t = 11529 diyofant denkleminin genel ¢éziimiinii bulabilir miniz? Sanirim sonsuz
sayida ¢ozuim bulacaginiza gore, bunlar arasinda en gergekgi ¢oziim hangisi olacaktir?

“Hindistan Cevizleri” bulmacasinin diger gegitlemelerini yapmaya ne dersiniz?

Diyofant denklemlerinin genel goziimleri tamsayilar iginden secildigine gore, bunlarin ozel
goziimler arasinda eksi tamsayilar da olabilir. Ba ‘gercegi aklinizdan ctkarmayarak, yazimizin
baginda s6z etmig oldugumuz “estetik ¢oziimi” bulabilir miniz?

Simdi az + by = ¢ denkleminde (a,b) = I bigiminde almig oldugumuz kisitlamayi yok edelim;
yani (a,b) = dved # 1 olsun. Bu durumdaa = Adveb = Bd olup denklemimiz d(Az+By) = ¢
bigimine girer. O halde az + by = ¢ diyofant denkleminin en az bir ¢oziimiiniin olmas igin
gerek ve yeterli kogul nedir? Bulacagimz bu kogul altinda, denklemin ozel bir gozumu z*, y*
ise, denklemin genel ¢oziimiinii nasil bulursunuz?
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PROBLEMLER VE GOZUMLERI

U‘{ARI: Dergimize aligtirma problemlerinin
goz'u'rnlerlm degil, yalmizca yarisma problem-
lerinin goziimlerini yollayiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.156. 0 <a<1<b<e< 3 olmak iizere,
kf:-nar uzunluklan a,b,¢ olan iiggenler icinde en
biiylik alana sahip iicgenin alani kag olabilir?

A.157. 11 111 den 99 999 ’a kadar tim
bes basamakh sayilar, her kart iizerinde birer
sayl olmak iizere yazilmig ve bu kartlar rasgele
(geligigiizel) ‘bigimde yanyana dizilmigtir. Bu
sekilde elde edilen 444 445 basamakl sayinin 3’
in bir kuvveti olamayacagim ka.mtlaymlz

A.158. (0,
igin
" sinfa+sin?g =sin(a+p)

) arallgmda buluna.n avef sayllan

esitligi saglamyorsa « + f§ = % olldugunu

gosteriniz. v

A.159, 2 V1998 | 9 V1098 y 9 V1958+1

ispatlayimz.

egitsizligini

A.160. Tiim kosegen ve kenar uzunluklarn ras-
yonel sayilar olan konveks ABC D dortgeni verili-
yor. Kogegenlerin kesisim noktasi O olmak iizere,
AQ dogru pargasimin uzunlugunun bir rasyonel
say1 oldugunu kanitlayiniz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y.156. n herhangi bir dogal say1 olmak iizere,

n,n+l,n+2 -, n+37, n4+38

dizisinde, rakamlarn toplami 11 ile bélinen bir
sayl bulundugunu gosteriniz.

Y.157. Konveks ABCD dortgeninin AB, BC,
CD ve DA kenarlarinin uzantilari iizerinde
BB = AB, CC' = BC,

DD’ = CD, AA’ = DA
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saglanacak bigimde B’, C', D', A’ noktalan
alinmigtir. A’, B’, C’, D’ dortgeninin alaninin
ABCD dortgenin alanimin 5 kat1 oldugunu
kanitlayniz.

Y.158. a = gz + 32+ F + -+ Vimwews

sayisinin tam kisminin 1998 ile bo]unmeamden
kalan nedir?

Y.159. Alfa burcunun 1001 gezegenden ibaret
bir gezegenler sisteminin her gezegeninde bir as-
tronom, kendi gezegenine en yakin olan geze-
geni gozlemektedir.  (Gezegenler birbirinden
farkli uzakhktalar.) Astronomlarin hig birinin
gozlemedigi bir gezegenin varhgini kamitlaymz.

Y.160. Alam S ve gevre uzunlugu P olan kon-
veks dortgenin igine, yarigapl 2 olan bir daireyi
(digariya tasmaksizin) yerlegtu'mek miumkiindiir;
kanitlayiniz.

COZUMLER

A.146. Bir XY dogrusu kogeleri aym olan iig
dik agimin kenarlarim sirasiyla A, B, C, D, E, F
noktalarinda kesiyorsa
AB CD EF _
BC DE'FA ~
oldugunu gosteriniz. (Cemil Ugurlu,

1946).
Coziim. Sozkonusu iig dik aginin ortak kosesi O
olmak iizere, AOB=DOE= o, BOC=EOF= f
ve CéD: v diyelim.

|AB|/|BC| = |OA|sin a/|OC|sin 8
|CD|/|DE] = |OC|sinv/|OE|sin
|EF|/|FA| = |OE|sin 8/|0A|sin(~7)

oldugundan garpim (—1) olur.
(Gozenler: Ulkii Oztay)
A.147. (Soru dergide eksik basiimeg; dogrusu:)

Bir ABCD kirigler dortgeninin 13 agist dik
olup, [BD] kosegenine A ve C 'den indirilen dik-

melerin ayaklarisirasiyla E ve F ise, |BE| = |DF|
oldugunu kamtlayimniz.
A
Cozim. FDC= f olsun. |DC|cosf = |DF),
A
BAC= f olacagindan,
|AB|/|AC| = cos 8

ve dolayisiyla,

|DC|.|AB|/|AC| = |DF|



30

A A .
olur. HAC= a olsun, DAC= B —a olur. sin(f -
a) = |DC|/|AC| ve |AB|sin(8 — a) = |BE]| ve
dolayisiyla, |DC|.|AB|/|AC| = |BE| bulunur. O
halde |BE| = |DF| 'dir.
(Gozenler: Cemal Ozboja)
A.148. Bir ABC iiggeninin [BC] kenar uzerine
DBC ve EBC eskenar iiggenleri kuruluyor.
|AD|*+|AE)? = a?+b?+¢? oldugunu ispatlayiniz.
(a,b,c, ABC iiggeninin kenar uzunluklandir.)

Cozim. [BC] ’nin orta noktasi F' olmak izere,
DAE jggeninde [AF] kenarortay olacagindan,

) —bﬂ 2 2
app =42 g

bulunur. Buradan,
|AD|> + |AE|* = a® + b2 + % .

(Cozenler: Cemal Ozboga, Ulkii ézta§, Fatih
Karakog, Kadir Gengay, Hasan Karabuyk )

A.149. Az? + Bzy + Cy® = 1. egrisi bir
elips ise, igindeki bélgenin alanim1 ABC cinsinden
hesaplayimz. (Turgay Kaptanoglu)

Coziim. Yarn eksen uzunluklarni a ve b olan
elipsin igindeki bolgenin alam mab dir. Az? +
Bzy+ Cy? = 1 elipsinin eksen uzunluklarini bul-
mak igin, uygun bir donme ile denklem A’X? +
C'Y? = 1 haline doniigtiiriiliir; elipsin eksen-
leri X ve Y eksenleri olacagindan yan eksen
uzunluklar 7— ve 7— diir; istenen alan m
olur. Ote yandan dénme sonrasinda B? —4AC =
(B')? — 4A'C’' ve B' = 0 oldugundan; A'C' =
1(44C — B?) ve alan 7*%67—? olarak bulunur.

(Cﬁzenler' Ulku Oztag, Hasan Karabayik )

3

A.150. -,- + & =1 elipsiyle 45 —
boliiniin, eger

%i, =1 hiper-

A% < a? ve a® — b? = A% 4 B?

ise (yani egodakh iseler), dik olarak kesigtiklerini
gosterin. (Turgay Kaptanoglu)

Coziim. Iki denklemi ortak gozerek elipsle
hiperboliin kesigme noktalan (zq,y0), (—zo,%0),
(0, —v0) ve (2o, —yo) igin

2 _ a2A2(b2 + B2)

_ B2B%(a? — A2)
To= gty Az W=

a?B? + A2b2

Problemler ve Gozumleri

buluruz. (zo,y0) noktasinda elipsin egimi me =

1,33—‘1, hiperbolin egimi ise m, = K’yo
oldugundan; tegetlerin dik olmasi igin gerek ve
yeter kogul —1 = m,.my, yani b*B2z? = a?A%y}
ve yukaridan yerine koyup sadelegtirirsek 6282 =
a%A? olarak bulunur.

(Cozenler: Cemal Ozboga, Ulkii ézta;)

Y.146. Bir ABC iiggeninin [BC] kenan gap
alinarak tiggenin digina bir yarim gember iziliyor.
Bu ¢ember yaymnin orta noktasi D olmak iizere
D ’den 6yle bir dogru gegiriniz ki, yanim gember
ve iiggenden olugan konveks bolge alanca egit iki
bolgeye ayrilsin.

Coziim.

ABC liggeninin A kogesi, BC yaymn D orta
noktasiyla birlegtirilir, elde edilen AD dogrusuna
[BC] ’'nin K orta noktasindan paralel gizilir,
bu paralelin AB kenarimi kestigi nokta E ile
gosterilirse, DE aranan dogru olur.

(Cozenler: Ulkii Oztag )

Y.147. Dar agih bir ABC iiggeninde yiikseklik
ayaklan D, E,F olmak iizere DEF iiggeninin
gevresi v,’ABC iiggeninin gevresi 2u ise, u > v
oldugunu ispatlayinz.

Cozum.’ D,E,F noktalan ABC iiggeninin
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yikseklik ayaklan olmak iizere,

|AF| = bcos A, |AE| = ccos A

ve
|EF]> =|AF|?+ |AE|*| - 2|AE||AF|cos @

=a’cos? A,

|EF| = acos A bulunur. Benzer bigimde, |FD| =
bcos B, |DE| = ccosC. :

v=acos A+ bcos B +ccosC (1)
a =2RsinA,
b = 2Rsin B, (2)
¢ =2RsinC.

(R, gevrel yangaptir)
v = R(sin 2A + sin 2B +sin 20),
v = 4Rsin Asin BsinC,
a b ¢

v a2 0 Rae, 2AABG)
2R2R2R  R4R R

R > 2r oldugundan v < u bulunur.
(Cozenler: Cemal Ozboda, Murat Aygen )

Y.148. Bir ¢ember uzerinde ardigik A, B,C, D
noktalarn alinarak ADC ve DCB agilarimin agi-
ortaylan ciziliyor. Bu agiortaylarin kesistigi K
noktasindan AB ’ye gizilen paralel dogru [AD] ve
[BC] kenarlarm, sirasiyla, E ve F noktalarinda
kesiyor.
|EF| = |ED|+ |FC|
oldugunu ispatlayniz.

Coziim. Sozkonusu aglortaylar K noktasinda
kesigsin. Herhangi z, y agilan igin

sin2z +sin2y = 25in(2y —z)cosz

+2sin(2z — y) cos y,

A A . A ' A
D= 2z ve C= 2y olmak iizere; E= 180 - 2y, F=

A A
180 — 2z dir. EK D= 2y —z, CK F= 2% —y olur.
K noktasimn ED, DC, CF kenarlarina uzakhg h
olsun.
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Bu takdirde,

|EK|+ |KF|-|ED| - |FC|

h
_ 1. 1 sin(2y —z) _ sin(2z — v)
“ sin2y sin2z sinzsin2y sin ysin 2z
_ sin2z +sin 2y
sin 2z sin 2y
_2sin(2y —z)cosz +sin(2z — y)cosy _ 0
sin 2z sin 2y -
Boylece,
|EK|+|KF| = |ED|+|FC],
|EF| = |ED|+ |FC]|.

(Cozenler: Ulki Oztas )

Y.149. 2(zy + yz) < 2% + y? + 22 esitsizliginin
her z,y,z gergel saysi igin dogru oldugunu
gosteriniz.

Goziim. Her a,b gergel sayis: igin 2ab < a? + b?
esitsizliginden,

/3 y o2, Y

ey =20—= <+ —

¥ V2~ 2

2
ﬁyz=2%25%+22

cikar; toplarsak istenen esitsizlik bulunur. Esitlik

r = = 7 lz =2 =
durumu z :% ve % z;yani z = 2 §'2'
durumunda vardir.
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(Cozenler: Cemal Ozboga, Ulkd dzta;)

Y.150. Her n pozitif tamsayis: igin a, = z" +
z~" bir tamsay ise,  reel sayisi1 hangi degerleri
alabilir?

Goziim. Once a; = z + L tamsay ise geri
kalan tim a, = z" + - sayillannmin da tam

say1 oldugunu gzleyelim. a} = (z 4 1)? =

2 L _ ) - e ¥n
2°+2+ ;5 = a3+ 2 'den a3 = a? -2, ay ‘=
(z+21)3 = 22+ 32+ 2 4+ & = a3+ 3a; den,
a3 = aj — 3a; oldugundan a; tamsayi iken a,, as
un de tamsay olacag) goriiliir. Aym yolla, binom
agihmindan

n_ n n
@ =0nt+{,)an-2+|, )03+

bagintis1 gozlemimizi kanitlar.
z + -;- = k,k tamsay ise, 22 — kz + 1 = 0,
z = "—:FJ@ bulunur. z ’in gergel olmas is-

tendiginden; k > 2 tamsayilan icin z = & ; =
seklindeki sayilar istenen sayilardir.

(Cozenler: Murat Aygen )

Cdziimleri gdnderirken liitfen su noktalara
dikkat ediniz:
1. Her sorunun ¢dziimini ayn bir kafida,
okunakh ve anlagilir bir bigimde yazimz.

2. Kagidin sap iist kdsesine adimizi, soyadin-
z1, adresinizi, 8grenci iseniz okulunuzu ve
sinifinizi yaziniz.

3. Cozimleri, Matematik Diinyas1 Akdeniz
Universitesi Matematik Bolimii 07058
ANTALYA adresine,

30 Mayis 1998 tarihine kadar génderiniz.

Problemler ve Céziimleri

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar

kadrosunda kabul etmektedir. Yayinlanacak

yazilarin matematik ile ilgili olmasi diginda
herhangi bir kisitlama yok. Fikir vermesi
agisindan su konulan siralayabiliriz:

¢ Konu sunuslari.

* Matematiksel dilgiincenin degisik alanlar-
daki uygulamalarimi vurgulayabilecek yazi-
lar.

® Yillardir ¢6ziim bekleyerek yeni gdzillmils
ya da heniiz ¢6zillmemis {inlii problemlerin
tanitimi.

¢ Matematige ilgi duyan 8grencilerin kendi-
lerini agymasina yardimci olabilecek prob-
lemler.

e Matematiksel kavramlar tarihi ve matema-
tikgilerle ilgili yazilar.

e Daha saglkh bir mifredat programini
olusturmaya yonelik inceleme, elestiri ve
alternatif tneriler.

e Matematik Diinyasindan giincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi
gibi biitiinligl bozmayacak bazi degisik-
liklerle de yaymlanabilir. Simdilik olanak-
lanmiz yazarlara telif iicreti ddemeye elverigli
degildir. Bu nedenle anlayisla karsilana-
cagimizi umuyoruz. Gonderilecek yazilarin
okunakli el yazis1 ya da tercihen daktilo ile,
dizgiin ve tam ciumlelerle, Turkge dilbilgisi
kurallarina uyularak, ust iiste formil yi3in-
larindan kaginilarak yazilmasi, bes sayfayi
gececek yazilarda bdlme noktasi belirtilmesi
rica olunur. Yazilar

Matematik Diinyasi
Akdeniz Universitesi

Matematik Bliimii
07058 Antalya
adresine génderilecektir
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