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MATEMATIK DUNYASINDAN

Akdenizin glizel kenti Antalya’dan dergimizin
7.cildinin 3.sayis1 ile yeniden karginizdayiz. Bu
sayida, tlkemizin pek g¢ok matematikgisinin
dogrudan ya da dolaylh olarak “hocasi” olan M.
Gunduz Ikeda’nin, Cahit Arf iIn amsina kaleme
aldigl, matematik ve fizigin temel problemlerine
yeni yaklagimlar 6neren yazisin iki bolimde su-
nuyoruz. Igerdigi teknik konulara timiyle ya-
banci olanlann bile diigiince ufuklarinda izler
birakacagina inandigimuz bu yaziy1 ilging bu-
lacaginiz1 saniyoruz.

7.cildimizin ilk iki sayisinda arzu ettigimiz
baski kalitesine ulagamadigimizdan basim ye-
rimizi degistirmek zorunda kaldik.  Ugiincii
sayinin bask kalitesinin diger iki sayidan daha iyi
olacagini umuyoruz.

Matematik Diinyasi’nin tanitimi ve abone du-
rumu ile ilgili olarak gegen sayidaki dileklerimizi
yineliyoruz. Ayrica, tlkemizin tiim matematikgi
ve matematikseverlerini dergimize yazi yazmaya
cagriyoruz.

daha kosullarda

Dordiinci  sayimizda iyi

bulugmak dilegiyle...
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GEZEGENLERIN HAREKETI (II)

H. Turgay Kaptanoglu
ODTU, Matematik Bolimii, ANKARA

D. Gozlemmden Kurama

ik olarak Kepler'in u¢ kanununun dogru-
lugunu kabul edelim. Bunun yaninda Newton’in
ikinct kanununu da kabul edecegiz. Bu kanunu en

kisa olarak
F =ma (7)

seklinde ifade edebiliriz; burada m Dbir cis-
min kiitlesi, F ona etki eden kuvvet ve a da
bu kuvvet altinda hareket eden cismin ivme-
sidir. Bu kisimda amacimiz ivmeyi belirleyerek
kuvvetin nasil bir sey olmasi gerektigine karar
vermek; sonugta kuvvet Newton’in kiitle ¢ekim
kanununun belirttigi gibi gikacak. Bizim cis-
mimiz tabii ki gezegenlerden herhangi biri, m
de onun kiitlesi. Kolayca unutulan bir nokta da
(7)’de cisimlerin birer nokta gibi dugunulmeleri
gerektigi. Biz de gezegenin butin kutlesini,
kendi merkezinde yogunlagmig gibi dugiinecegiz;
onun boyutlarimi veya kendi merkezi etrafindaki
hareketini hesaba katmayacagiz. (iezegenlerin
giinese olan uzakhklar onlarin boyutlarindan o
kadar fazla ki, onlan birer nokta gibi diigtinmek
hesaplarda gozlenenden farkedilir bir sapmaya yol
agmiyor.

Newton’in ikinei kanunu ashnda yukarida
belirtildiginden biraz daha genel olarak

d _dv dm dm
F= a(m\.«) =m—r + riids ma + i

seklindedir. Burada mv momentum’dur; yani
Newton, hareket halindeki bir cismin momen-
tumunun  zamana gore degisme hizimn  cis-
min uzerindeki kuvvete esit oldugunu soyler.
Fakat cismin kiitlesi degigmiyorsa, ki siire olarak
viizyillan aldigimizda bile gezegenlerin kiitlesi
yoriingelerini pek etkileyecek kadar degigmez,
dm/dt = 0 olur ve bu kanun daha gok bilinen
“kuvvet esittir kiitle carpr ivme” haline dontsur.

Bu kanunda F, a ve v vektorler, m
ise pozitif bir gergel sayidir. Buradan kanunun
kisa halinde kuvvetin ve ivmenin aym yonde
oldugu cikar. Kiitlenin degigebildigi genel halde

boyle bir zorunluluk yoktur, ¢iunki yukanda
hizin ve ivmenin aym yonde olmasi gerekmedigini
gormiugtiik; o zaman kuvvet ikisi arasinda bir
yondedir.

K1 bize her gezegenin bir duzlemde
hareket ettigini soyler. Bu duzlemde kutup-
sal koordinatlar [3] kullanahm; gunes O'da ol-
sun. (iezegenin koordinatlarina ise (r,6) diye-
lim. Henuz z ve y eksenlerinin yonunu belir-
lememize gerek yok. Hem r, hem @ zamana bagh
olarak degisir; yani r = r(t) ve 8 = () va-
zabiliriz. Q’dan (r,8)’ya giden konum vektori
r'nin ¢t zamaninda stpurdugi alam A(t) ile
gosterirsek, K2 kanunu, bunun degigme mzinn,
yani dA/dt nin sabit oldugu ifadesinden bagka bir
sey degildir. (6) yardimiyla bu iddiay:

de
2 .
r°— = sabit = h 8
seklinde yazabiliriz. Sonra her iki tarafin zamana
gore tirevini alarak

dr df

drdo 1 ,d%
dt dt

1
e =Y

buluruz.  (5)’t goz ontine getirirsek, bu son
denklemin sol tarafinin, ivmenin 6 yonundeki
bilegeni oldugunu goririiz. O zaman gezegenin

ivinesi r dogrultusundadir:

d*r A
a= [F—-T(E) ]b,- (J)

Bu dogrultunun O ile (»,8) 'y1, yani giinesle geze-
geni birlegtiren dogrultu oldugunu hatirlayalun.
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Ivine ile kuvvet ayni yonde oldugundan, Kep-
ler'in ilk iki kanunundan, gezegenlerin iizerinde,
gunegle onlan birlegtiren dogrultuda etki eden
bir kuvvet oldugu ortaya gikar. Giiinesi O nok-
tasinda mihlanms gibi diigiindiigiimiizden, boyle
bir kuvvete merkezsel kuvvet denir.

K1 aynica gezegenin yoriingesinin elips
oldugunu soyler. Giinesi O’ya yerlegtirmekle
elipsin bir odagini se¢mis olduk. Simdi z ek-
senini elipsin ekseni boyunca O’dan bu odaga
yakin olan tepe noktasina dogru gidiyor olarak
alalim; y ekseni 2 ekseninin 90° saat yoniiniin
aksi yonde cevrilmisidir. O halde yoriingenin ku-
tupsal koordinatlardaki denklemi

r(l +ecos®) = ke (10)

bigimindedir. Burada e elipsin digsmerkezliligidir
ve 0 < e < | egitsizligini saglar; O’daki odaga
karsilik gelen dogrultman ise z = —k dir (k>0)
(3]. (10)’un iki tarafin1 zamana gore tiirevleyelim:

dr . df
E“ + ecosf) — er smﬂﬁ =0,
r ile carpip (1 + ecosf) yerine ke yazalim:
dr ;
ke— —er?sinf— = 0.
edt er®sin gdt 0
€ ile bolip (8)’i kullanalim:
k% — hsinf = 0.
Tekrar tiirev alalim:
d?r df
de - hCOS Bd—i = 0

k ile bolip tekrar (8)’i kullanalim:

d?r h?

= il
FTER TS

cosf yerine (10)’dan elde edecegimiz ifadeyi
yazalim:

d%r _ h® (k1 _ h®  h?
A2 " kr2\r e) 18 ker?

(8) den
(Y o (b o
"ol TE) =8

gikar. Son iki denklemi birbirinden ¢ikartalim:

d?r df 2__ h? 1
;it_"_r di T ker?

3
Jimdi bu son denklemi (9) ile karsilastirirsak

h? 1
ke r2

a= b,

buluruz. Newton’in ikinci kanunu sayesinde ise

h?m |
P =
elde ederiz. Buradan iki onemli sonu¢ cikar:
(vezegenin tizerinde etki eden kuvvet, geze-
genle giinegin arasindaki uzaklhigin karesiyle ters
orantihdir. Ve h% m,k,e,r? pozitif sayilar
oldugundan, kuvvet b, ’ye zit yonde, yani geze-
genden ginege dogrudur.

Heniliz h%/ke sabiti hakkinda pek bir sey
bilmiyoruz, ama Kepler’in iigiincii kanununu kul-
lanmadik daha. Once elipste tepe noktalan
arasindaki uzakhiga 2A dendigini ve ekseni «
ekseni olan elipsin tepe noktalarinim 8 = 0
ve § = 7 iken elde edildigini hatirlayalim [3].
(Ashnda A yerine a kullamlir genellikle, ama
ivme vektoriniin boyuyla karigmasin diye A'yi
tercih ettik.) O’nun ve z ekseninin secimi ne-
deniyle tepe noktalar sirayla gezegenin giinege en
yakin ve en uzak oldugu noktalardir; giinber: ve
gunote noktalan olarak adlandirihirlar. Buralar-
daki r degerlerine r; ve r, diyelim. (10)dan
bunlari bulup

ke ke 2ke
2A=r; = = - 11
RS et T 1= W
yazabiliriz.  Elipsteki diger bazi bagintilar bu

egitlik yardimiyla

B®=A'-(*= A%—(Ae)? = A%(1=¢?) = Ake (12)

verir. r; — 7 = 2C’ bagintisi da agiktir. Boylece

Ts — T
=e (13)
T+ T

gergeklenir. Ote yandan, gezegenin konum
vektoriiniin giinesin ¢evresinde bir tam donusg
suresinde, yani T'de siipiirdiigii alan elipsin
alanicir, yani TAB’dir [2]. Bu alam ayni za-
manda AT/2 diye de yazabiliriz; o halde

_ 2rAB

I
ST

(14)




4

olur. Buradan da

Rt 1 (QWAB)Z _ 4n? A?B?

ke  ke\ T ~ ke T°
_ 4n? A2 Ake _ 42 A3
T ke T2 T T

elde ederiz. K3 simdi bize bu son ifadenin geze-
genlerden bagimsiz bir sabit oldugunun soyler.
Halbuki i, k. e, A, T’nin her biri gezegenden geze-
gene degisir. (iene de sabitin bir gineg sis-
teminden digerine degisebilecegini goz onunde
tutmalyiz. O yuzden bu sabiti (GM geklinde
yazariz; burada M gunesin kutlesi ve (7 evrensel
(yani degeri sadece kullanilan birim sistemine
bagh olan) bir sabittir. Sonug olarak elimizde

GMm
F=-—b, (15)
r
var. Tekrarlarsak, glneg gezegenler lizerinde,
buyuklugu gunesin ve gezegenin kiitleleriyle

dogru ve aralarindaki uzakhigin karesiyle ters
orantili bir kuvvet uygular; bu kuvvetin yoni
gezegenden ginege dogrudur (eksi isareti ne-
deniyle).

GmM

BT

Dikkat edilirse bu kanunda gezegenin ve
giinesin  kitlelerinin yer degigtirmesi kuvveti
degigtirmiyor. Buraya kadarki iglemleri geze-
geni ()'ya ve giinesi (»,0)’ya koyarak yapsak.
gene yukarnidaki denklemi elde ediyoruz; ustelik
bu sefer gezegen glinesi gekiyor sonucu gikiyor.
Dolayisiyla Newton’in yaptigi gibi kiitle g¢ekim
kanunu G’ye ulagiyoruz ki bunun matematiksel
ifadesi gene (15) esitligi.

Kuvvetin uzakhgin baska bir kuvvetiyle
degil de karesiyle ters orantili olmasmun ilging
sonuglar1 vardir. Ornegin kiipiiyle ters orantih
olsaydi. biitiin yoringeler giinesin bulundugu
noktadan gegerdi, yani gezegenler eninde so-
nunda giinese ¢ekilip yok olurlardi.  Ayrca
elektrik yiiklii cisimlerin, bu yiiklerin sonucu
olarak birbirlerine uyguladiklan kuvvetin giddeti
de uzakhigin karesiyle ters orantilidir. Ama simdi
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kuvvet elektrik yiiklerinin ayni veya zit olmasina
bagh olarak itme veya gekme olabilir. Cisimlerin
hareketleri sirasinda izledikleri yol da koninin
diger kesitleri olabilir. Ornegin arti yuklu bir cis-
min, gene arti yukli ve sabit duran bir cisme
yaklagirken itme nedeniyle yolundan sapmas,
genellikle hiperbol bir yoringe tizerinde meydana
gelir. Cisimler kiitleleri nedeniyle ise birbirlerini
hep ¢ekerler.

E. Kuramdan Gozleme

Kepler’in gozlemlerinin Newton'in ikinci
kanunu dedigimiz hareket ilkesiyle Newton'in
kiitle gekim kanununu gerektirdigini gosterdik.
Bu gerektirme, Kepler kanunlarinin Newton'in
kiitle cekim kanunundan g¢ikan tek gezegen ha-
reket sistemi oldugu anlamina gelmez; yalmzca
Kepler kanunlarinin Newton'in kutle ¢ekim kanu-
nuyla tutarl oldugunu gosterir. Newton'in kutle
¢ekim kanununu gegerli olarak kabul etmeden
once, onun gezegenlerle ilgili sonuglarinin Kep-
ler’in gozlemleriyle aynmi oldugunu géstermemiz
gerekiyor.

Bir kez daha Newton'in ikinci kanununu
(kuvvet egittir kiitle garpi ivme) ve kuvvetin
merkezsel ve ¢eken oldugunu kabul edecegiz.
Giunesi (’ya yerlestirirsek, kuvvetin, giinesten
gezegene dogru olan konum vektoriinin zit
yoniinde olmasi demektir bu. Kuvvetin ve iv-
menin yonii ayn (7) oldugundan, a ve r par-
aleldir ve r x a = 0 saglanir. Aym nedenden
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dolay1 v x v = 0 da dogrudur. Buradan

0O=rxa lxdv de+ X
=7 =1r —_— =7 —_— v

at " M
—rxd—v+drxv— d(-xv
=T T E YT g

elde ederiz; yani r x v zamandan bagimsiz olan
sabit bir h vektoriidir. (Iyi fizik bilenler igin, b,
gezegenin birim kiitle bagina diigen agisal momen-
tumudur.) Eger h = 0 olsaydi, r ve v paralel
olurdu ve v hareketin yoniinii gosterdiginden,
gezegen gunege dogru (veya giinesten uzaklagan)
bir cizgi uzerinde hareket ederdi. Dolayisiyla h
sifir vektorii olamaz. O zaman r(t) ve v(¢)’nin
her biri ¢ ’nin bitun degerleri igin h’ye diktir. Bu
ise r(t) ve v(t)’nin, h'ye dik olarak tamimlanan
diizlemde bulunmasi demektir; yani merkezsel
kuvvet altinda hareket, bir diizlemde meydana
gelir.  Bu Kepler’in birinci kanunu K1’in bir
kismudir.

h=er"

Simdi z eksenini h ile ayn1 yonde segelim.
O zaman h = hk diyebiliriz ve gezegenin hareketi
zy dizleminde gergeklesir. Bu diizlemde kutup-
sal koordinatlar kullanalim; heniiz @ = 0 1g1nimn
yoniinii belirlememiz gerekmiyor. (3), (4) ve
(2)’yi hatirlayalim.

hk =h = r x v = (rb,) x (b, + rfby)
= r*f(b, x by) = r?fk

esitliklerinden h = 726 elde ederiz. (Buradan
h'nin agisal momentum bolu kiitle oldugu daha
acik goriiliiyor.) (6) denkleminden r26'min alan
siipiirme hizinin iki kati oldugunu biliyoruz. h
sabit oldugundan, vardigimiz sonu¢ Kepler’in
ikinel kanunu K2’den bagka bir gey degildir. Bu
kanunu elde ederken kuvvetin sadece merkezsel
oldugunu kullandik; onun uzakhgin karesiyle ters
orantili oldugunu kullanmadik.

(sezegenin yoringesinin nasil bir egri ol-
dugunu bulmak igin Newton’mn kiitle ¢ekim ka-
nununu, ikinei kanunuyla beraber bitiin giiciiyle
kullanacagiz. (15) ve (7)'deki kuvvetleri hirhir-

lerine egitlemek bize

GMm )
3 b, (16)

ma= —

verir. Zincir kuralindan ve az onceki ikinci Kepler
kanunundan

GM _dv_dvda_d_vl_l
TTrr T T dt T dedt T dfr?

yazalim. Buradan

dv_ GM., _ GMdbg
6~ h " h df
qikar. (7, M ve h sabit olduklarindan
e —-’Mbg +c
h

buluruz; burada c sabit bir vektordur. Son
esitligi

M

h

diye yazahm. Irlandali William Hamilton'in
(1805-1865) buldugu [1] bu sonu¢ su anlama
gelir: (iezegenin hiz vektorunin ucu, dibi hep
aym noktada tutulursa, bir ¢ember gizer. (ieze-
genlerinin yoriingelerinin ¢emberlerden meydana
geldigi seklindeki eski disgiinceleri yikan Kepler
kanunlarindan tekrar bir cember elde etmek biraz
sagirtici. Dikkat edilmesi gereken, ¢emberi ¢izenin
konum vektorii degil, hiz vektori oldugu; konum
vektori tabii ki elips cizer.

Artik z ve y eksenlerinin yontint belirleye-
biliriz.  y eksenini ¢ vektoriyle aym yonde
secelim; r ekseni de boylece y ekseni 90° saal
yonunde gevrilerek bulunur. Simdi pozitif bir ¢
sabiti i¢in

[v—c|=

e
1l

GMe,
5 7 Jy
1

M

v= (b +e)

yazabiliriz. Sonra da h’nin tammindan (1) ve
(3)'t kullanarak

hk=rxv=rx JIM(be+€j)
1
= (rb,) x (('iMbg)
1

+ (rcosfi + rsinj) x (('ij)

= (—'ﬂr“ + ecos Bk
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elde ederiz. Bu ifadeyi r i¢in ¢ozersek,

h2/GM

= — 17
l +ecos@ (17)

sonucuna variniz. Bu ise digmerkezliligi ¢ olan bir
koni kesitinin denklemidir [3]. Egrinin bir odag
O'dadir, yani giines odaktadir; buna karsihk ge-
len dogrultmani ise

h?

(rMe

I =

dogrusudur. Hangi egri oldugu e’nin degerine
gore degisir. (iezegenlerin yoriingeleri elips (ya
da onun o6zel hali gember) olmahdir, ¢iinkii
gezegenler tekrar tekrar ayni yoriingede doner-
ler. Fakat giineg sistemine bir kez girip ¢ikan
kuyruklu yildizlar parabol veya hiperbol seklin-
de yoriingeler izleyebilirler. Incelenen bir gok
cismi igin e’nin degerini gozlem yapmadan bil-
mek imkansizdir, ¢iinkii yukandaki hesaplarda
¢ matematiksel olarak herhangi bir pozitif sabit
olabilir. Boylece Kepler’in birinci kanunu K1'in
kalan kismim da elde etmis olduk.

Burada merak edilebilecek bir nokta geze-
genlerin yoriingelerinin neden ¢ember olmadig.
Bu sorunun cevabi gene digmerkezlilik kavramin-
da yatiyor. (17)’ye dikkatlice bakarsak yoriingele-
rin seklini belirleyenin e sayisi oldugunu gortiriiz.
¢ = 0 ise yoriinge ¢ember, 0 < ¢ < | ise
elips, ¢ = 1 ise parabol ve ¢ > | ise hiper-
boldiir. Yani yoriingenin ¢ember olmasi bir tek
¢ degeri ile mimkiinken, elips olmas1 0 ile I
arasindaki sonsuz sayidaki e degeri ile gercekle-
sir. Yorunge herhangi bir anda cember olsa bile,
en ufak bir etki (meteor carpmasi. hatta uzun va-
dede glinesten gelen 151ma) gezegenin hizi ve/veya
kiitlesini degistirir ve gezegen farkli bir yoriingeye
oturur. Yeni yoriingenin gember olmasi olasilig
chginerkezlilik nedeniyle sifirdir.  Etkiden &nce
yorungesi elips olan bir gezegen, etkiden sonra
(gtineg sisteminden kopmamigsa) digmerkezliligi
baska fakat gene elips olan bir yoriingeye gecer.
(viines sisteminin olusumundan bu yana gecen
niilyarlarca yilda gezegenlerin yériingelerini elips
vapacak yeteri kadar etki vardir. (iene ayni ne-
denden dolay: parabol yoriinge olasi degildir; en
ufak etkide hiperbole ya da elipse déniisiir.

(sezegenin yoriingesinin asal eksen yan
uzunlugu ile yoriingesini tamamlamak igin har-
cacdig) sire arasindaki iligki gosterecegimiz son
Artik yalmz elips ya da cember olan
vorungelerle ilgilenecegiz, ¢iinkii hiperbol ve

30V
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parabol igin T anlamsiz. Once yorunge ¢emberse.

denklemi
_ h#
"Tom
halini alir ve sag taraf gezegenin giinese olan
uzakhgi A’dir. Bunu h? igin ¢ozeriz. 2h’nin
gunesten gezegene olan vektoriin alan supiirme
hiz1 (8) oldugunu ve ¢ember igin 2AT = wa? (14)
yazilabildigini hatirlayalhm; T tabii ki periyottur.
O zaman

A3 AR R GMA _ GM

TZ = 47243 ~ 4724 AmiA  an?

saglanir. Sag taraf sabitler ve giinegin kiitlesinin
bilesimi oldugundan her gezegen igin aymdir.
Yoriinge gergek bir elipsse, o zaman yoriinge
denkleminde

h?

GM
olmahdir [3]; bunu A? igin ¢ozeriz. Giene (14)i
ve (12)’yi hatirlayahm. O zaman

= ke

A3 _ A3h? _ Al _ Ah?
T2~ 472A2B?  472B? 472 Ake
h? _ GMke GM

= = 1¥
dnlke  4mlke  4m2 (1)
saglanir; yani bu sefer de bu oran her gezegen
igin aymdir. Kepler’in tgiincii kanunu K3’ii de
gosterdik.

F. Sayisal Biuyiiklikler

Yazinin baslarinda uzakliklan hesaplaya-
bildigimizi soylemistik. ok cisimlerinin kiitle-
lerini hesaplamaya gelince ise evrensel (; sabi-
tinin degerini bilmekten baska gare yok. (i 'nin
degeri, kiitlesi bilinen ¢ok iri cisimlerin cekme
gugleri laboratuvarda hassas olarak élgiilerek bu-
lunur.  Metre-kilogram-saniye birim sisteminde
(7 = 6.6720 x 10~'* m3/kg s? dir.

Dunyanin giinberi ve giindte uzakhklar
sirayla ry = 1.47 x 10! ve 75 = 1.52 x 10! met-
redir.  (11)’den dinyanin yoriingesinin asal ek-
sen yari uzunlugu A = 1.495 x 10'! metre ¢ikar
(13)’ten diinyamin yriingesinin digmerkezliligini
e = 0.0167 olarak buluruz. Goriildigi gibi
diinyanin yoriingesi gembere ¢ok yakindir. (veze-
genlerden yoriingesinin digmerkezliligi en biiyik
ikisi Pluton ve Merkiir'diir; sirayla 0.2481 ve
0.2056 ile. Digerlerininki hep 0.1’den kiigliktiir.
Diinya y6riingesini 365.256 giinde, yani T =
3.1558 x 107 saniyede tamamlar. O zaman giines
sistemi igin A*/T? = 3.355 x 108 m3/s? elde
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ederiz. Diger gezegenlerin “yil”larmm olgiip bu
oran sayesinde giinege olan yaklagik uzakhklarim
hesaplayabiliriz. Asil ilginci (18)’den glinegin
kiitlesini M = 1.99 x 10%° kilogram olarak bu-
luruz.

Diinyanin yoriingesindeki hizi yaklagik

_ 2m(1.495 x 10'")
~ 3.1558 x 107

olur. (6)’dan diinyanin konum vektoriiniin alan
suptirme hizimin yaklasik

d‘A l .2d9 _ l _ 1 r 11 4
T, = 51 E = ET“U = 5(149.) X 10 )(3 x 10 )
= 2.24 x 10" m?/s

=3 x 10°m/s

oldugu ortaya gikar. Son iki hesapta kolayhk
olsun diye diinyanin ydriingesini g¢ember gibi
dusiindiik ve ikincisinde r = 0 aldik.

Dinyanin kitlesini hesaplamak igin ise
gineg ve diinya yerine diinya ve ay1 koyariz ve
m = 5975 x 10%* kilogram buluruz. Aymn
kiitlesi de 7.354 x 1022 kilogramdir. Meraklis1 igin
vaklagik olarak, diinyanin gap1 1.28 x 107 metre,
avin ¢apr 3.48 x 10% metre, aymn diinyaya olan
ortalama uzaklig 3.8 x 10® metre, aymn diinya
¢evresinde bir doniig yapma siiresi ise 2.36 x 10°
saniyedir.

G. Bir Duzeltme

Biitiin bu yaptiklarimiz aslinda tam an-
lamiyla dogru degil, glinkii baz kiigiik etkileri ih-
mal ettik. Ornegin giinesi O’da ¢akil varsaydik;
onu hareket edebilen bir cisim olarak gormedik.
Yani aslinda tek cisimli (gezegen) bir hareket sis-
teminin ¢oziimiini bulduk. Halbuki Newton’in
kiitle cekim kanunundan dolay: her bir gezegen de
giinesi kendisine dogru geker. Neyse ki bu etkiyi
hesaba katmak kolay; bunu gorelim [4].

Sabit bir O noktasi alalim; r; bu noktadan
gezegene, ra bu noktadan giinese, r de gene
giinegten gezegene giden vektor olsun. r =r;—r;
bagmtisi aciktir. Newton’m kiitle gekim kanunu
ile ikinci kanununda kuvvet igin verilen ifacleleri
gezegen ve giines igin ayr1 ayri birbirine esitlersek,

d?r; GCMm
M = T3 b, (19)
d’r, (GMm .
M T = b, (20)

buluruz. Bu iki denklemin taraf tarafa toplami
mr; + Mry = 0 olur ve bu

mr; + Mr, = sabit

]

verir. (Iyi fizik bilenler igin bu denklem, giinesle
gezegenin toplam dogrusal momentumunun sabit
oldugunun, yani sistemin dogrusal momenturnu-
nun korundugunun ifadesidir.)

Iki cismin kiitle merkezinin konum vektorii
R,

(m+ M)R = mr; + Mr,

ile verilir. Bu egitligi R igin gozer ve onun za-
mana gore tiirevini alirsak,

_ sabit
T m+ M

dR mry + Mrs

= = sabit
dit m+M i

yani kiitle merkezi sabit
hizla hareket eder. (iezegen veya gunes Iigin
bu so6z konusu degildir. Koordinat sistemimizi
kiitle merkezi ile birlikte hareket edecek sekilde
secebiliriz. Hatta O noktasim kiitle merkezi
olarak alabiliriz.  Vardigimiz sonug, gunesgin
ve gezegenin ortak kiitle merkezleri etrafinda
dondiikleridir. Aslinda bu yapacagumz ¢ok ki-
¢iik bir diizeltme, giinki glineg sisteminin kutle
merkezi, giinesin dev boyutlari ve kutlesi ne-
deniyle gilinegin iginde bulunuyor!

(19) ve (20)’yi sirayla m ve M ile bolelim
ve sonra birbirinden gikartahm. O zaman

d’r (1 1)(1:MTH
s b e [ e & b,

oldugunu goriiriz;

dt? M m r?
buluruz.
11 +
g M m
koyarsak,
G
i Mmb,_
3

elde ederiz. p'ya indirgenmig kitle denir. i,
m'den de M ’den de kugiiktiir. Fakat bu son
denklem daha once gezegenin hareket denkle-
mi olan (16) ile hemen hemen ayni; tek fark
sol tarafta m yerine pu bulunmasi. Bagka bir
deyigle, ikisi de hareket eden iki cisimli sistem
g yardimiyla tek cisimli bir sisteme indirgenmis
oldu. x da m gibi bir sabit oldugundan, bu
denklemin incelenmesi de (16) gibi aym sonucu
verecek; yani gezegenin giinege gore bagil hareke-
tinin bir odaginda giinegin bulundugu koni kesiti
bigimindeki bir yoringede meydana geldigini.
Kullandigimz diger bir sadelestirme, her
defasinda giineg ve yalniz bir gezegeni ele almakt:.
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Tabii giineg sistemi ¢ok daha karigik ve geze-
genler, uydular, meteorlar, kuyruklu yildzlar,

_ birbirlerimi kiutleleri nedeniyle, aralarindaki
uzakhgin karesinin tersiyle orantili bir kuvvetle
cekiyorlar. Ama ne yazik ki yalmzca giines, diinya
ve ay1 hesaba katan bir inceleme bile bu yazinin
ve bu derginin amacini ve seviyesini ¢ok asan zor-
lukta matematiksel problemler doguruyor; biz de
bunlari okuyucuya birakiyoruz. Sunu soylemekle
vetinelim.  Birbirlerini kutle ¢ekim kanununa
gore ¢eken sadece li¢ cismin tig boyutlu uzaydaki
hareketi (bu derginin daha onceki sayilarinda
bahsi gecen) kaos olayinin ilk gozlendigi ornektir.
Yani birbirlerine ¢ok yakin yerlerde ve hizlarla
harekete baslayan cisimlerin yoriingeleri tahmin
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FiZIKTE ZETA-FONKSIYONU (I)

M. Giindiiz Ikeda ,
TUBITAK Feza Giirsey Enstitiisu, PK 6, Cengelkoy, 81220-ISTANBUL

Cahit Bey ve Feza Bey'in anisina...

5 yil énce Tiirk Fiziginin temsilcisi Prof. Dr. Feza Giirsey i kaybettikten sonra, gegen Aralk
ayinda da Tiirk Matematiginin en biiyiik 6nciisi Ord. Prof. Dr. Cahit Arf "1 kaybettik. Bu vesile
ile sizlere, Cahit Bey ve Feza Bey ile ilgili bazi anilarimi, onlarin ilgi alani olan iki brangin gelisme
akigim da kismen katarak, sunmak istiyorum.

1. Fizikte Zeta-Fonksiyonu ...

1970 ’lerde bir giin ODTU Fizik bélimiinde ¢ay odasinda idim. Ne igin oraya gittigimi hig
hatirlamiyorum, fakat orada tesadiifen Feza Bey ile karsilastim, herhalde Yale ’den izinli olarak ODTU
'de kaliyordu. O zaman Feza Bey bana “Biz fizikte zeta-fonksiyonu kullanmak istiyoruz” dedi. Acaba
hangi tipten zeta-fonksiyonunu nasil kullanmay: diigiindiigiinii tam soracakken, araya bagka bir is
mi girdi hatirlamiyorum, bu konugsma daha ilerlemeden orada kaldi. Ancak Feza Bey ’'in sozunun
arkasinda Cahit Bey ’in fikrinin de olabilecegini hissettim. Zira o giinlerde Cahit Bey ile aramizda
gecen konugmalarda buna benzer konular da gegmisti: Sadece rasyonel sayilanin fiziksel olgimde
kullanildig, dolayisiyla Q rasyonel sayi-cisminin aritmetiginin su veya bu sekilde fiziksel teoriler igin
de yansimasi gerektigi, Q ’daki aritmetigi en iyi saklayanin da zeta-fonksiyonu oldugu v.s.

Bugiinkii matematikte zeta-fonksiyonlari pek ¢oktur. Riemann zeta-fonksiyonundan baglayip,
sirasiyla Dirichlet-, Dedekind-, Hecke-, Artin- v.s. gibi bir siiri zeta-fonksiyonlar1, ve karakterleri
de igeren L-fonksiyonlari var, hatta verilen cebrik bir varieteye ait zeta-fonksiyonlari, 6rnegin Hasse-
Weil-, veya “motivik” zeta-fonksiyonlari, gok sofistike olanlar da var. Ancak, aralarindaki ortak bir
nokta, bunlarin hepsinin, ya zamanin en seckin matematikgilerinin adlarini tagimalari, veya onlarin
yaptiklariyla dogrudan dogruya ilgili olmalandir. Sadece bu gercek bile, zeta-fonksiyonlarinin mate-
matik igindeki onemini yeter derecede gostermektedir. Fakat matematikgiler igin, bilhassa geng iddiah
olanlar igin, bu tip fonksiyonlarla ilgilenmelerinde daha somut bir sebep, zeta-fonksiyonlan ile ilgili
hala ¢oziilmemis gok onemli ve zor bir gok problemin bulunmasidir, ve bu problemler geng yetenekli
matematikgilerin bunlari ¢gozmek igin kurdugu hayallerini ve giristigi gayretlerini kamg¢ilamaya devam
etmektedir.

Bu problemlerden bir 6rnek olarak, Riemann zeta-fonksiyonunun sifir noktalar ile ilgili prob-
lemi ele alahm. ((z) Riemann zeta-fonksiyonu, herkesin analiz dersinde gordiigii gibi, = kompleks
degiskeninin Re(z) reel kisminin 1 ’den biiylik oldugu halde, 3" n~* yakinsak serisi ile tanimlanmak-

n
tadir. Ancak ((z) fonksiyonunun tanimni bitlin kompleks diizlem tizerine genigletmek mimkindiir,
yani ((z) bitin kompleks diizlem izerinde tarif edilmig bir fonksiyondur. Bu fonksiyon, z = 1 nok-
tasinda 1. dereceden bir kutup noktasina sahip olup, bu noktadaki rezidiisii 1 ’dir, ama diger biitiin
noktalarda regiilerdir. Ayrica

(z) = 2*n*~Lsin(zm/2)L(1 - 2)¢(1 - 2)

seklindeki bir fonksiyonel denklemi de saglamaktadir, burada I'(z), gama fonksiyonudur. Bu fonk-
siyonun sifir noktalarina gelince, z = —2n (n = 1,2, ---) noktalan onun sifir noktalaridir (¢(z) 'nin
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bariz sifir noktalari), fazla olarak, bariz olmayan biitiin sifir noktalarinin 0 < Re(z) < 1 geridi iginde
oldugu bilinmektedir.

1859 ’da yayinlanmug olan “Uber die Anzahl der Primzahlen under einer gegebenen Grosse”
(Monatsberichte der Koniglichen Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin) adli makale-
sinde, Riemann 'in ortaya attig1 bazi agik sorulardan gogu sonradan gesitli matematikgiler tarafindan
¢oziilmiig olmasina ragmen, en sonuncusu olan su soru hala “Riemann hipotezi” ad1 altinda (ne pozitif
ne de negatif olarak) goziilmeden ortada kalmaktadir: {(z) fonksiyonunun 0 < Re(z) < 1 geridi iginde
bulunan biitiin sifir noktalari Re(z) = 1/2 dogrusu iizerinde midir? Bu arada, bu dogru iizerinde
gercekten sonsuz adette ((z) ’nin sifir noktalarimin bulundugu tespit edilmigtir (rnegin, Titchmarsh:
Riemann Zeta-function kitabina bakiniz), ayrica bu serit igindeki biitiin sifir noktalarini kapsayan
daha dar bolgelerin bulunmasina da gahgilmaktadir. Fakat bugiine kadar matematikgilerin butin
gayretlerine ragmen, bu soru hala ¢oziilmeden kalmaya devam etmektedir. E. Artin tarafindan ken-
disinin doktora tezi (1924) iginde, kongruens zeta-fonksiyonlar i¢in Riemann hipotezinin bir analojisi
ortaya atildig1 vakit, zamanin matematik camias tarafindan biiyiik ilgi ile karsilanmasinin nedeni de,
yukarda belirtilen durumdan kaynaklanmaktadir. 1945 yilinda bu sorun en nihayet A. Weil tarafindan
gozildiiginde zamanin Matematik camiasinda “Artik esas Riemann hipotezinin de ¢ézilme zaman
yaklagt” goriisii yaygin olmugtu. Ancak bunun yamltici oldugunu, o zamandan bugiine neticesiz
gegen 50 y1l gostermigtir.

Cahit Bey ’in Gottingen’de biiyiik bagariyla doktorasini tamamlayip, 1938 ’de yurdumuza do-
niigiinden sonraki 15 yil icinde, kendisinin bir miiddet, yukarida adi gegen (ve zamanin en aktiel
konusu olan) “kongruens zeta-fonksiyonlar igin Riemann hipotezi” ile ilgilenmig oldugu muhtemeldir.
Nitekim heniiz yayinlanmamig olan bir makalesinde, Fy gibi sonlu bir cisim izerinde (kompleks
degiskenli) bir fonksiyon kurulmakta, ve bu fonksiyonun sifir noktalarinin hepsinin Re(z) = 1/2
dogrusu iizerinde oldugu gosterilmektedir. Kendisinin, bu sekilde kurulan fonksiyon ile Fy(z) rasyonel
fonksiyon-cisminin kongruens zeta-fonksiyonu arasindaki baglantiy1 inceledikten sonra, daha genel du-
ruma gegip, yani Fy(z) cisminin sonlu mertebeden cisim geniglemelerinin haline gegip, “kongruens

zeta-fonksiyonlar icin Riemann hipotezi” ’ni ispatlamayi amaglamig olabilecegini tahmin ediyorum.
Pek kimsenin bilmedigi bu galigmanin yeniden incelenmesi ¢ok yerinde olur kamsindayim.

2. Adeller ve Ideller

Herhalde Riemann-Roch Teoreminin adini duymugsunuzdur. C kompleks say1 cismi tzerindeki
Cebrik Fonksiyonlar Teorisinde (yani Kompleks Degigkenli Cebrik Fonksiyonlar Teorisinde) en 6nemli
sonuglardan biri olarak kabul edilen bu teorem kabaca §oyle ézetlenebilir: R gibi kapal (=kompakt)
bir Riemann yiizeyi verilmig kabul edelim. R iizerindeki analitik fonksiyonlarin hepsi, C lizerinde
bir cebrik fonksiyon-cismi olugturur. Simdi {pi|i = 1,---,r} ve {g;|7 = 1,---,s} gibi birbirine ya-
banci olan (R iizerindeki) iki nokta kiimesi verildigini, aynca {m;[i = 1,---,r} ve {m;|j = 1,---, s}
gibi negatif olmayan tamsayilardan olugan iki kiime de verilmig oldugunu varsayalim. Bu takdirde
D ile {{p:},{g;}; {n:},{m;}} ailesini gsterelim (boyle bir aileye “divizor” adi verilmektedir), ve
n(D) = Y. n; — Y. m; sayisina da D divizoriinin derecesi diyelim. Ayrnca R lizerindeki analitik

i j

fonksiyonlardan
(i) her i(= 1,---,r) igin, P; noktasinda en fazla n;-inci dereceden bir kutup noktasina sahip olup,
(ii) her j(=1,---,s) igin g; noktasinda en az m;-inci dereceden bir sifir noktasina sahip olan

biitiin fonksiyonlar1 g6z oniine alahm. O zaman bu fonksiyonlar C uzerinde £(D) ile gosterilen bir
vektor uzay: olugturur, ve £(D) uzaymn C iizerindeki boyutu sonludur. Bu boyutu I(D) isareti ile
gosterelim. Bu takdirde (C tizerindeki ) Riemann-Roch teoremi, herhangi D divizorii igin gegerli olan,
n(D) ile [(D) arasindaki baglantiy: vermektedir. Bu baglanti iginde, yalmz R Riemann yiizeyine bagh
olan, R ’nin cinsi ad1 verilen g(R) gibi bir (negatif olmayan) tamsay1 da yer almaktadir. Kabaca R
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Riemann yiizeyinin delik sayisi olarak da bilinen g(R) sayisi, R yiizeyinin topolojik yapisim belirt-
mektedir.

1936 yiinda F. K. Schmidt, herhangi katsayi-cismi tzerindeki cebrik fonksiyon-cisimleri igin
de Riemann-Roch teoreminin gegerli oldugunu, daha énce Dedekind-Weber tarafindan geligtirilmig
yontemleri daha da genisleterek ispatlamigtir. Ancak 1938 yilinda A. Weil, “Zur algebraischen The-
orie der algebraischen Funktionen” (J. fiir die reine u. angew. Math. 179) adli galigmasinda, adel
(="adéle”) kavramim kullanarak, aym sonucu bambagka bir yolla ispatlamay bagarmugtir. Sayilar
Teorisi ve bununla ilgili sahalarda, hatta bu giinlerde Teorik Fizikte bile, ¢ok onemli bir yer isgal eden
bu kavram iizerinde, kisa da olsa, durulmas: okuyucumuz igin yararl olur kanisindayim.

F gibi bir cisim iizerinde tanimlanmg, reel degerli ¢ gibi bir fonksiyon, her a,b € F igin
(1) p(a) >0, vep(a)=0 < a=0

(2) ¢(a+6) < p(a) + p(b)

(3) ¢(ab) = p(a)ep(b)

sartlarim saghyorsa, ¢ fonksiyonuna F ’nin bir valuasiyonu adi verilmektedir. Ancak bariz bir hali
gozoniine almamak igin, “Ja € F, dyle ki p(a) # 0 ve 17 kosulunu da kabul ediyoruz. Not olarak
belirtelim:

(i) F ’nin ¢ gibi bir valuasiyonu verildiginde, her a,b € F icin dy(a,b) = p(a — b) koyarsak, F
uzerinde bir metrik elde ederiz;

ii) ¢, cp', F ’nin iki valuasiyonu olmak iizere, d, ve d_ . metrikleri F iizerinde ayni topoloji
’ !p ¢
meydana getiriyorlarsa, “ ¢ ve ¢ esdegerdir” diyoruz.

Ostrowski ’nin temel teoremlerinden, ozel olarak F = Q (rasyonel say1 cismi) halinde, Q ’nun
herhangi bir valuasiyonu igin, onun ya (].| ile gosterilen) mutlak deger fonksiyonuna, ya da (Il
igaretiyle gosterilen) p-adik valuasiyonuna egdeger oldugunu gériiriiz. Not olarak hatirlayalim: p bir
asal say1 olmak iizere, a = A/B (A, B tamsayilar, ve B # 0) seklindeki sifirdan farkli bir rasyonel
saymin, p-adik valuasiyona gore degeri, |a|, = (1/p)*(4)=*(B) olarak tammlanmaktadir, burada v(A)
sayis1, p”(4)| A, fakat p(4)+1 JA olacak gekilde segilir, ve v(B) sayis1 da ayni kosul altinda segilecektir.
a = 0 igin ise, |0, = 0 konulacaktir. Bu sekilde tanimlanan p-adik valuasiyonun en belirgin ozelligi,
kendisinin, yukarida (2) ile gosterilen esitsizlikten daha gok kuvvetli olan su esitsizligi saglamasidir:
Her a,b € Q igin |a+b[, < maz{|a|,, [b]p}. |.|cc mutlak deger fonksiyonu (valuasiyonu) igin bu kuvvetli
esitsizligin gegerli olmadigi hemen goriiliir, dolayisiyla |.|o, valuasiyonu ile |.|p valuasiyonunun birbir-
lerinden gok farkl oldugu anlagilmaktadir. Bu ayinmi su gekilde ifade ediyoruz: |.|o Archimedean
bir valuasiyon, fakat |.|, non-Archimedean bir valuasiyondur. Béylece Q cismi igin iki ayr tipten val-
uasiyonlarin var oldugunu gordik. Simdi Q *nun bir valuasiyonu verildiginde, Q uzerinde bir metrik
tammlandigina gore, || valuasiyonuna bagh metrige gore Q ’nun kapanigini diigiinebiliriz. Reel
sayllarin rasyonel sayilardan Cantor Yontemi ile nasil kuruldugunu hatirlarsak, bu kapamgin R reel
say1 cismi oldugunu anlanz.

Buna kisaca Q 'nun |.|w 'a gore kapanisi diyelim. Benzer sekilde |.lp ye gore kapanigim da
diginebiliriz. Ancak @, .ilgaretiyle gosterilen, ve p-adik say1 cismi ad1 verilen bu kapanig, R ’den
bambagka karakterdedir. Ornegin, {1/p"|n = 0,1,---} dizisi R iginde 0 ’a yakinsar, fakat Qp icinde
ise yakinsak degildir; {p"|n = 0,1,---} dizisi ise, R iginde yakinsamaz, fakat @, iginde ise 0 'a
yakinsar.

Yukarida @ cisminin gesitli degisik kapaniglarinin var oldugunu gormis olduk. Dolayisiyla Q cis-
minin ozellikleri, bilhassa aritmetik 6zellikleri, arasinda Q ’nun R igindeki altkiime olarak bakildiginda
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belirgin olanlardan baska, kendisinin @ igindeki altkiime olarak goruldiigiinde daha agik sekilde belli
olanlar da vardir. Su halde @ ’nun Szelliklerini incelemek igin, R ve @, cisimlerinin hepsini yanyana
koyarak, yani R x I1,Q, kartezyen garpimini gozonine alarak, bunun igine gomiilmiig @ cisminin
durumunu aragtirmamiz, ayn ayn incelemekten daha yararl olabilir. Bu basit fikir, “adel” ve “idel”
kavramlarinin arkasinda yatan digtincedir.

Bundan sonraki ifadeleri basitlestirmek igin, p igaretiyle ya oo veya herhangi bir asal sayiy1
gosterecegiz. O zaman II,Q, ile yukandaki R x I,Q, kartezyen garpimini daha basit bir sekilde
gosterebiliriz. Simdi I1,Q; igindeki her eleman, p-inci koordinati @ iginde bulunan bir vektor olarak
diigtinebiliriz. Su halde bunu ITya, (e, € Qp) seklinde ifade edelim, bazen de daha kisa olsun diye,
I a, yerine a gosterimi kullamlacaktir. Bu elemanlar arasinda toplama ve garpma islemlerini

Mpap, + by, = I (ap + ) ve (Mpap)(Mpbp) = Tp (apbs)

esitlikleri ile tammlarsak, [I,a, kartezyen garpiminin bir halka olugturdugunu goriiriiz. Ayrica her p
(0o veya bir asal say1) igin, ve her @ = Il a, elemani igin, |a|p = |aplp koyarak,

(i) |a + blp < maz{|alp, |bl,} (sadece p 'nin bir asal say1 oldugu halde),
(1) |aélp = |a|p|B|P
bagntilarinin gegerli oldugunu da anlanz.

Ancak T1,Q, halkas: gayemiz igin fazla biyuktur. Daha uygun bir althalkasina gegmek amaciyla,
sadece gu kogulu saglayan elemanlan gozonine alacagiz: Sonlu sayida p disinda daima lal, <1
'dir. Iste bu kogulu saglayan (I,Q, igindeki) her elemana adel ad1 verilmektedir. Yukaridaki (i) ve
(ii) bagintilarindan, biitiin adellerin bir halka olugturdugunu hemen goriiriiz, ve buna @ cismine ait
adeller halkasi adim verip, Aq isaretiyle gosterecegiz. Aq adeller halkasi i¢indeki (garpim islemine
gore) tersinir her adele de idel adim verecegiz. Idellerin hepsinin bir grup olugturdugu agiktir. Q ’ya
ait idellerin grubunu da Ig ile gosterecegiz.

Simdi Q cismini Aq igine nasil yerlestirebiliriz? Buna gegmeden once guna dikkat edelim: Sifirdan
farkl: her @ € Q igin, sonlu sayida p diginda daima |a|, < 1 dir, diger taraftan her p igin 0] = 0 ’dur.
Su halde, herhangi a € Qigina=(---,aa, ) (her koordinaty a) elemani bir adeldir, yani d@ € Aq
'dur. Ustelik, her a,b € Q sifti igin, (a+b)=a+ b, ve ab = ab olur. Dolayisiyla a € Q ile @ € Ag
adelini ayn1 gey olarak gorerek (identification), Q cismi Aq igine yerlestirildi diyebiliriz. Fazla olarak
sifirdan farkl her a € Q igin su bagintinin gegerli olduguna da igaret edelim:

Mplalp =1 (%)
burada p , oo ve biitiin asal sayilar iizerinde degigecektir.

Simdiye kadar, basit olsun diye, sadece @ cismi igin yaptiklarimizi, herhangi cebrik say1 cismi
veya cebrik fonksiyon cismi igin genigletmek olanakhdir. Genel olarak F gibi bir cisime ait adeller
halkasim Ap ile, ideller grubunu da I ile gosterecegiz.

A. Weil ’in yukarida belirtilen makalesinde yaptiklarim ozetleyecek olursak, kabaca goyledir.
K ile, k gibi herhangi bir katsayl cismi iizerindeki bir cebrik fonksiyon cismini gostermek uzere,
ilk olarak, K ’'min divizorleri yardimiyla Ag iizerine bir k-lineer topoloji konulmug, ve A} dual
uzayr ( = Ak lizerindeki k-degerli, stirekli, k-lineer fonksiyonellerin k-vektor uzayi) iinde Kt al-
tuzayina ait olan her fonksiyonele “X 'nmin diferansiyeli” adi verildikten sonra, K+ altuzayinin gergekte
K-vektor uzayr oldugu, istelik bu uzaym K-boyutunun 1 oldugu gosterilmigtir: dimg Kt = 1.
Bu durum, Cahit Bey'in deyisine gore, (uygun “identification” altinda) K 'min, Ak iginde “self-
dual” oldugunu gostermektedir. (Not: Daha dogrusu, “self-annihilating” veya “self-killing” dememiz
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gerekir.) Bundan sonra, K 'min divizorleri igin derece ve boyut fonksiyonlarni igeren hesaplar
yapilarak, ayrica yukarida belirtilen “diferansiyel” kavrami ile daha somut bir kavram olan Hasse-
diferansiyeli arasindaki baglant: da agiklanarak, F. K. Schmidt ’in formiile ettigi Riemann-Roch Teo-
remi elde edilmektedir. (Not: A. Weil ’in fikrine dayanan Riemann-Roch teoreminin bir ispati, “K.
Iwasawa: Algebraic Functions, AMS Translation Series (1990)” kitabinda bulunmaktadir. Bu kitap,
sadece cebrik fonksiyonlarin cebrik teorisini kapsamakla kalmayip analitik teorisini de, yani kapah
Riemann yiizeyler teorisini de, gok net bir gekilde icermektedir. Kanimca bu sahada az bulunan gok
1yi bir kitaptir.)

1953 yilinda Mainz Bilimler Akademisinde yayimlanmg olan “Uber die Analogon des Riemann-
Rochschen Sates in Zahlkorper” adli makalesinde, Cahit Bey, o zamana kadar genelde cebrik fonksiyon
cisimlerinde formiile edilip, ispatlanmig olan Riemann-Roch teoreminin say1 cisimlerindeki analojisini
formiile etmis, ve ispatlamstir. Bu makaledeki ana fikir, yukanda belirtilen “Riemann-Roch Teoremi
= K 'min Ag iginde self-dual olugu” ilkesine dayanmaktadir.

Bu vesile ile J. T. Tate ’in 1950 yilinda hazirladig doktora tezinden de bahsetmek yerinde ola-
caktir. Tate, “Fourier Analysis in Number Theory and Hecke’s Zeta-functions” adim tasiyan, ve
gok yanki uyandiran bu tezde, K gibi bir cebrik sayi-cismine ait Agx adeller halkas: ve I ideller
grubu lizerinde harmonik analiz yaparak, daha once Hecke tarafindan oldukga yapay bir sekilde or-
taya atilan Hecke L-fonksiyonlarini, lokal L-fonksiyonlarinin yardimiyla sistematik bir sekilde elde
etmeyi bagarmigtir (Not: Tate’in tezi, “J. W. Cassels ve A. Frohlich: Algebraic Number Theory”
kitabinin son kisminda bulunmaktadir). Bu makale iginde de say: cisimleri igin Riemann-Roch
Teoremi formiile edilip, ispatlanmaktadir. Ancak bu makaledeki teorem, formilasyonu ve ispatinin
yontemi bakimindan, Cahit Bey ’in teoreminden oldukga farkh goziilkmekte olup, aralarindaki baglant
hig apagik degildir. Bu iki teorem arasindaki miinasebetin incelenmesi kanimca gok ilging bir konudur.

Asal Sayilar Diinyasindan Gériintiiler
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DOGRUDAS NOKTALAR
VE MASMIS TEOREMI

Ismail Haltag .
ODTU, Fizik Bolimi, ANKARA

Geometriye ilgisi olanlarin, ozellikle olimpiyat
problemleri ile ugragmaktan zevk alan geo-
metriseverlerin sikca karsilagtiklar bir ifade
“bahsedilen iig noktanin dogrusal oldugunu
gosteriniz” dir. Ug noktanin dogrusalligini
ispatlamak igin bir ¢ok yontem kullanilabilir.
Ben bu yontemlerden; hak ettgi kadar meghur
olamamis, fakat pek gok meghur yontemden
daha kullanigh bir tanesini size tanitmaya ga-
lisacagim.

Bu metot genel olarak iiggende Siniis Teo-
remi ve Seva’ nin trigonometrik hali iizerinde
kurulmustur. Ispatlar, Masmis olarak adlan-
dirdigim bir teorem sayesinde kolayca ¢ozii-
lebilmektedir. Bu metodun kullanimi ile il-
gili sorulara gegmeden Once kisaca nasil bir
yontem izleyecegimizden bahsedelim.

Durum 1. Sekil 1'de goriildiigi gibi X X' ve
YY’ iginlan bir 0 noktasinda kesigsin ve A,
O, B noktalarinin dogrusal oldugunu ispatla-
mamiz istensin.

Sekil 1

Durum 2. Sekil 2'de gorillen O, A ve B
noktalarinin dogrusal oldugunu ispatlamamiz

istensin.

Sekil 2

1. Durum igin yapmamiz gereken yalnizca
X&A:X'/C\)B veya YE)A:Y’E\)B oldugunu

gormemiz, 2. durum igin ise, X&A:X&B
veya Y5A=Y63 oldugunu gostermemizdir.

Simdi Masmis Teoremini tanitalim:
Masmis Teoremi. «, o/, 6, 8 pozitif agilan;
at+f=a+6 ve

sinae  sina’
sin @ sin 8’

kogullarini saglarsa, & = o ve 6 = ¢’ esitlikleri
de gegerlidir.
ispat.

sina’
sin 8’

sin o

. . ’_ - . ’
ey = sin asin §’ = sin fsin &

= %(cos(a — 8") = 3(cos(f - o))
=

cos(a — 8') — cos(f — &') — cos(§ + ') .

a+0 =o' +6" oldugu verilmis, buradan
a—0 =o'+ 0 ve cos(a—8') = cos(a’ - §) =
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cos(f — a') olur. cos(a — 8') = cos(f — o)
esitligini yerine yazarsak cos(a—6') = cos(f—
') bulunur. Buradan ise a+68' = 8+’ veya
a+ 8 = -0+ o bulunur. ,6,6,0 >0
oldugunu biliyoruz. Boylece a + ¢’ = 6 + o
bulunur. a+8 = #'+ o' oldugunu biliyorduk,
bu iki esitlikten o 4+ o' ve § = 8’ bulunur.
Bdylece ispatimiz tamamlanir.

Simdi Masmis Teoremini de kullanabilecegi-
miz ornek sorulara gegelim. ilk olarak Pascal
Teoremi olarak bilinen bir dogrusallik soru-
suna kolay bir ispat sunacagz.

Pascal Teoremi. Bir gemberin iizerinde ga-
kisik olmayan ve verilen sirasiyla dizilmis alti
nokta A, B, C, D, E ve F olsun. AENBF =
X, BDNCE = Z, ADNCF =Y olmak iizere
X,Y, Z dogrusaldir.

ispat.

Ilk olarak embersellikten esit olan agilar
yazalim. Sekil 3’ de goriildiigii gibi Durum 1’
den m = m' veya n = n’ oldugunu gésterme-

A A
miz yeterlidir. AY F ve CY D ii¢genlerinde
Seva Teoreminin trigonometrik halini yazdi-
gimizda,
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A sin nsin Asin o
AY F— =

sin m sin 7y sin @

ve
sin n’/ sin Asin o

=1.

A
CYD— — — =
sin m/ sin v sin 6

iki ifadeyi egitlersek SBZ = #D27 bylypyr.
Ayrica m+n = m'+ n' ve m, n, 2/, m’ >
0 oldugunu biliyoruz. Bu durumda Masmis
Teoreminden m = m' ve n = n' olur ve is-

patimiz tamamlanir.

Ikinci rnegimiz 1996 Bilim Olimpiyatlan Ma-
tematik hazirlama programu igerisinde yapil-
mig olan Kocaeli Yaz Kamp1 Kampsonu sina-
vinin altinci sorusudur.

Soru. ABCD tegetler dortgeninde AD N
BC = E, ABN DC = F ve igteget cemberin
AB, BC, CD ve DA kenarlarina teget oldugu
noktalar sirasiyla S, M, K ve L 'dir. E, 5, K
noktalar1 dogrusal ise, ', M, L noktalarinin
da dogrusal oldugunu gosteriniz.

ispat.

Bu soru da Durum 2 ile benzegmektedir.
A A
AFL= o', DFL= ¢ dersek, o = o' veya § =
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FaY
6’ oldugunu gostermemiz yeterlidir. AEB iic-
geninde Sinilis Teoreminden,

sinp  AS sinA
sing BS'sinB

A
AEC iiggeninde Siniis Teoreminden,

sinp DK sinD
sing CK 'sinC

A
bulunur. BFC ii¢geninde Siniis Teoreminden

)

sin o _ BM sinB
sin ~ CM sinC

a
AF'D iggeninde Siniis Teoreminden,

AL sinA
" DL'sinD

bulunur. Ilk iki denklem esitlendiginde ve
AS = AL, BS = BM, DK = DL, CK =
CM esitlikleri yerlerine yazildiginda,

AL sinA _ DL sin D
BM'sinB ~ CMsinC

bulunur. Buradan ise,

AL sin A _ BM sin B
DL'sinD  CMsinC

bulunur. Yani
sine’ sina
" sinéd

sin &'

elde edilir. o+ 6 = o' + 6’ oldugunu bili-
yoruz ve agilar pozitif. Béylece Masmis Teo-
reminden o = o ve § = @' bulunur, ispat
tamamlanmig olur.

Orneklerde de goriildiigli gibi Masmis Teo-
remi ve noktalarin dogrusalligini ispatlamada
kullanilabilecek bu metot bazi 6nermelerin is-
patlarina gok basit ¢oziimler getirmektedir.
Bu metodun okuyucular tarafindan benim-
senip kullanilmasini umuyorum.

Ismail Haltag

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar kadrosunda
kabul etmektedir. Yayinlanacak yazilarin matematik ile
ilgili olmasi diginda herhangi bir kisitlama yok. Fikir ver-
mesi agisindan gu konulan siralayabiliriz:

* Konu sunuglan.

* Matematiksel diigiincenin degisik alanlardaki uygu-
lamalarim vurgulayabilecek yazilar.

* Yillardir ¢oziim bekleyerek yeni goziilmiis ya da
heniiz g6zilmemig linlii problemlerin tamtimi.

* Matematige ilgi duyan Ogrencilerin kendilerini
agmasina yardimal olabilecek problemler.

* Matematiksel kavramlar tarihi ve matematikgilerle
ilgili yazilar.

Daha saglikh bir miifredat programini olusturmaya
yonelik inceleme, elestiri ve alternatif éneriler.

* Matematik Diinyasindan giincel haberler.

Géonderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi gibi biitiinliiii
bozmayacak baz degigikliklerle de yayinlanabilir. Simdilik
olanaklarimuz yazarlara telif licreti ddemeye -elverisli
degildir. Bu nedenle anlayisla karsilanacagimizi umuyoruz.
Génderilecek yazilann okunakli el yazisi ya da tercihen
daktiloile ya da PC’de Latex programi yardimiyla, diizgiin
ve tam ciimlelerle, Tiirkge dilbilgisi kurallarina uyularak,
tstliste formil yifinlarindan kagimilarak yazilmasi, bes
sayfay1 gegecek yazilarda bolme noktasi belirtilmesi rica
olunur. Yazilar

.. Matematik Diinyasi
Akdeniz Universitesi, Matematik B&liimii,
07058-Antalya

adresine gdnderilecektir.

Matematigi biiyiik bir kente benzetmek
mimkiindiir; bu kentin kenar mahalleleri
durmadan geniglemekte ve nifusu art-
makta, buna paralel olarak, zaman-zaman,
her defasinda daha acik ve gorkemli bir
planla, kent merkezi yeniden insa ve res-
tore edilmekte, zik-zakh ve ylpranmig
dongiilerle dopdolu eski mahalleler yikahip
kentin digina dogru daha genis, daha diiz
ve rahat caddeler agilmaktadur...

N. Bourbaki




KONVEKS FONKSIYONLAR,
JENSEN ESITSIZLIGI VE
BAZI UYGULAMALARI

Ilham Aliyev
Akdeniz Universitesi, Matematik Bolimu,
07058-ANTALYA

Bu yazimizda Fonksiyonlar Teorisinin ilging
konularindan biri olan konveks fonksiyonlarin
bazi ozellikleri ile tanigacak ve bu fonksiyon-
larin en ilging ozelliklerinden biri olan Jensen
egitsizliginin ispatini goreceksiniz. Bildiginiz bir
gok tunlii egitsizliklerden  (Aritmetik-Geomet-
rik Ortalamalar, Cauchy-Bunyakovski-Schwartz,
Young vb) daha genel olan Jensen esitsizligi-
nin kullanilmasiyla ¢oziilebilen bir sira problem
ornekleri ile tanigmaktan memnun olacaginiza
1nanlyoruz.

Ayrica, bu konuda bilgilerini daha
da genigletmek isteyen sayin okurumuza [2], [3]
kaynaklarina bakmasini tavsiye ediyoruz.

Tanim: Bir aralikta siirekli olan f fonksiyonu bu
araliktan alinmig her z ve y igin

FeegTy o e

2 =

(1)

esitsizligini saglarsa, sozkonusu fonksiyona bu
aralikta digbiikey (yukariya dogru konveks)
fonksiyon denir.

(1) 'deki esitsizligin tersini saglayan siirekli
fonksiyonlar ise igbiikey (agagiya dogru konveks)
diye adlanir.

Tiirevlenen fonksiyonlarin konveks olup ol-
inadigim belirlemek igin gu test kullanilabilir:

f' tirevi artan degilse, f fonksiyonu
digbikeydir;
f' tirevi azalan degilse, f fonksiyonu
igbiikeydir.

Bu sonunculardan da konvekslik igin ikinci tiirev
testi cikar: Verilen arahgin her noktasinda
f"(z) > 0 ise, f fonksiyonu igbiikeydir.

Orneﬁin, y = Inz fonksiyonu (0, 0o) araliginda,
y = sinz fonksiyonu [0,7] arahiginda, y =
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—z? fonksiyonu tiim reel eksende digbiikeydir.
(Bu fonksiyonlarin grafiklerine goz atarsamsz,
“digbiikeylik” teriminin kullanilma nedenini an-
larsiniz.)

Konveksligin tanimini verir vermez 6nemli bir
uyan verelim. Eger f fonksiyonu bir [a,b]
araliginda simrhysa ve her z,y € [a,b] igin
(1) esitsizligi saglamrsa, f fonksiyonu (a,b)-agik
aralifinda otomatikman siirekli olur. Burada
f fonksiyonunun sinirhhk kosulu gok Snemlidir:
Her noktada siireksiz, hi¢ bir aralikta simirh ol-
mayan, ancak buna kargin (1) esitsizligini her
z,y icin saglayan fonksiyon Grnekleri vardir [1).
Bu konuyu birada tim aynntilanyla vermek
olanagimiz olmadigindan biz konveks fonksiyonun
taniminda siirekliligi bir kosul olarak veriyoruz.

Simdi, konveks fonksiyonlar i¢in iyi bilinen
Jensen egitsizligini bir teorem geklinde verip is-
patlayalim.

Teorem 1 (Jensen Egsitsizligi). f fonksiyonu
digbiikey olsun ve p; > 0, (i = 1,2,---,n)
sayilari p; + p2 + - - - + pn = 1 esitligini saglasin.
Bu takdirde konvekslik (digbiikeylik) araligindan
alinmig her z,,z2, -+, 2, icin

f(plxl + p2z2 + "'+Pnzn)
2 pif(z1) +paf(z2) + - +pnflza)  (2)

olur.

Not 1. (-1) ile garpma konveksligin tirini
degigtirdiginden, igbiikey fonksiyonlar igin (2)
esitsizligi tersine doner.

Not 2. Negatif olmayan p; ’ler igin
Pr+p2t-+pn=1

kogulunu eklemeden (2) esitsizligini asagidaki
bigimde yazabiliriz:

171 +peTat-4pnc
‘f( P:+P2+---+pn“ n)

=5 puf(z1)+paf(za)+-+pnf(Zn)
= Pitpat-+pa

(2)

—Pl e P = ¥
(p,+p,+...+p“ + o+ s res = 1 olduguna

dikkat ediniz.)

Not 3. n = 2 halinde (2) esitsizligi su bigimde
yazilabilir (0 < a < 1):
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flaz+ (1 —a)y) > af(z) + (1 -a)f(y) (2") A) ve 2™ tane toplanan halinde (3) esitsizligi

saglandigindan

Teoremin asagida verdigimiz ispati, siirekli
fonksiyonlar igin (1), (2) ve (2") esitsizliklerinin f(l‘l +z24+ -+ In) = £(A)
denk oldugunu gosterir. n
Ispat. Ispati ii¢ agamada yapalim. _ f(-"‘-l +zo+ 4 za+ (27— n)A)

1 o

I.pp = p2 = = pan = - alalim ve her m_

Iy,Z32, ", Tn igin > f(ﬂ-‘1)+f(1-‘2)+"‘+2£($m)+(2 n)f(A)
f(xl FTat -+ In) olur ve buradan da
n f(31+22‘|1;"'+1'n)2
> !(3-'1)+!(=v:r)z+~'+f(rn) (3) flz) + fza) + -+ f(za)
n

oldugunu gorelim. ilk nce tiimevanm uygu-
layarak (3) esitsizligini n = 2™,(m € N)
bicimindeki sayilar igin yapalim. m = 1 igin
konveksligin tanimindaki (1) esitsizligi elde edilir.
Simdi, n = 2™, (m > 1) igin (3) ’in dogrulugunu

elde edilir. (Akillica diiginiilmiig bu yontem dahi
matematikgi Cauchy’ye aittir).

I1. Simdi, her 0 < a < 1 ve her z, y igin

varsayalim ve n = 2™*! icin kanitlayahm. flaz+ (1 —a)y) > af(z) +(1—)f(y) (2")
g = 2L ¥ +"'l' '+ Tan esitsizliginin saglanacagim gorelim. Once o ras-
2 yonel say1 olsun:
ve
Tomy1 + "'+$2m+1 k
2! = — a==,  (kneNk<n).

dersek, o halde n = 2™+ igi
ersek, o halde n 5 O halde (3) esitsizligine gore

f($1+27?,-:-..+$n) flaz+ (1-a)y) = f(%a:-}-(l_g)y)
_ (:z:'+:c”)> f(z') + f(=") _ f(k:c-i-(n—k)y)
2 - 2 n
>f(:l.'1)+f($2)+"-+_f(mn) > kf(:r)-}-(:—k)f(y)
" k

k
) e R o = —flz)+(1--)f()

olur. Boylece, (3) esitsizligi n = 2™ bigimindeki n n
n ’ler igin dogrudur. $Simdi, n sayis1 2™,(m € = af(z)+(1-a)f(y) .
N) bigiminde olmasin. Bu takdirde 2™ > n

saglanacak bigcimde bir m € N alalim ve Boylece, her rasyonel 0 < a < 1 igin

(2") esitsizligi dogrudur.  Ote yandan, her
T+ zo4---+2, irrasyonel sayiya rasyonel sayilar dizisi ile

n yaklagabilecegimizden ve f siirekli oldugundan,
(2") egitsizligi her irrasyonel (ve dolayisiyla, her
reel) o : 0 < @ < 1 sayis1 igin de dogru olacaktir.

A=

diyelim. O halde

(g1 + 224 - +2z0)+ (2" —n).A
2m

A= III. Nihayet, esas amacimz olan (2)
esitsizligini ispatlayalim. Kolayca anlagilabilecegi
kesrinin paymnda tam 2™ tane toplanan bu- iizere, n = 3 durumunu incelemek yeter. (Genel

lundugundan (n tane z; ’ler ve (2™ — n) tane hal timevarimla kamtlanabilir.)
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Negatif olmayan p, pa, p3 sayilar
pt+patpa=1
egitligini saglasin. Bu durumda
f(m1z1 + paz3z + pazs)
= f(pro1 + (1 — pr) BEERRR) >
[(2") esitsizligini @ = p; igin uyguluyoruz!)

o2 paf(en) + (- p) f(2e + 125 29)

olur. Sonuncu ifadeye yine (2”) esitsizligini uygu-
larsak

f(p1z1 + p2z2 + pazs)

> p1f(21) + (1~ p1) (122 £ (22) + 125 £ (23]

= p1f(z1) + p2f(z2) + paf(za)
elde ederiz.
Not 4. Teoremde p; ’ler lizerine konulmug
pi >0, (i=1,2,---
ve

Prtp2+-+pa=1

kisitlamasi gok onemlidir. Eger bu kisitlamalar
kalkarsa, (2") esitsizligini saglayan fonksiyon-
lar sinifi gok fakir olur ve sadece, afin-dogrusal
fonksiyonlan (yani, y = az + b fonksiyonlarini)
igerir. Bu gok ilging sonucu bir teorem geklinde
ifade edelim.

Teorem 2. Eger f fonksiyonu

flez+(1—-p)y) 2 pf(z)+ (1 —-p)f(v) (4)

egitsizligini her z, y, p € R i¢in saglarsa, f(z) =
az + b saglanacak bigimde a ve b sabitleri vardur.

Ispat. ¢ = pz + (1 — p)y diyelim. p # 0 igin

1 1
z=-c+(1--)y
P P

olur ve (4) egitsizliginden

f) = f(ze+ (1= 1)y)
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ve sonuncudan da her p > 0 igin

fle) < pf(z)+ (1 -p)f(y)

olur. Yani,

flpz+(1-p)y) < pf(z)+ (1 -p)f(v). (5
(4) ve (5) egitsizliginden, her p > 0 ve z,y € R
igin

flpz+ (1 —ply) =pf(z) + (1 -p)f(v) (6)

elde edilir. Sonuncu egitlikte p=z,a=1,b=10
koyarsak, her z > 0 igin

zf(1) + (1 - z)f(0)
[£(1) = £(0))z + £(0)
= az+b

f(z)

olur. §imdide (6) 'dal—p==z,a=0b=1
koyarsak, her z < 1 igin

fl2) = (1-2)f(0)+=f(1)
[£(1) = £(0))= + £(0)

= az+b

olur. Boylece, her z € R igin f(z) = az + b dir.

Jensen esitsizliginden bir gok tnlii esitsizlik, or-
negin, Aritmetik-Geometrik Ortalama, Cauchy-
Bunyakovski-Schwartz, Young ve digerleri, 6zel
hal olarak elde edilebilir.

1
flz)=lInz, PL=p=:=py=—

dersek, (2) 'den

lnxl+32+"'+mn >

n =

Inzy+inzy+.- - +ingz,
n

ve buradan da iyi bildiginiz

Z1+23+ -+ 2z,
n

2 YTz Ty
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egitsizligi elde edilir.

(2) esitsizliginde f(z) = —z? koyarsak, her
z),23, - ,Tn Vepr+p2+ - +pn =1 egitligini
saglayan her p; 2 0,(1 =1,2,--- ,n) igin

(p1z1 + paz2 + -+ + PnZn)?
>pzd+pazi+ - +pnz?
olur. Sonuncuda zx = ‘;—:L ve
pr =23+ 4 82)7 (k=1,-,n)

yazarsak, Cauchy-Bunyakovski-Schwartz esitsiz-
ligi elde edilir:

|a1by + agba +--- + anbn|

<Val+-+al/bi 4+ bR

Yine (2”) esitsizliginde f(z) = Inz alrsak, her z,
y € (0,00) ve

a>0,0>0,a+p8=1

igin

In(az + By) > alnz + Blny = In (z*y°) =

oz + By > 2%y = az* + Py’ > 2y

elde edilir. Sonuncuda % =p, % = q dersek,

1 1

Iy |
P q
esitligini saglayan her p > 1,¢ >1vez >0,y >0
igin
P yq
=i =2 2y
P q

egitsizligini (Young esitsizligi) elde ederiz.

Jensen esitsizligi, yukarda adlan gegen esitsiz-
liklerin her birinden daha genel bir esitsizlik oldu-
gundan, dogal olarak, sz konusu esitsizliklerden
daha genig uygulama alanina sahiptir. Bunu bir
ornekle gosterelim:

Ornek. z, y ve z, [0, 7] araligindan alinmig her-
hangi sayilar olmak iizere,

[lham Aliyev

sinz + siny + sin z < 3.sin ZH=

(7)
esitsizliginin saglandigim kanitlayahm.

Yukarida adlari gegen esitsizlikler (Aritmetik-
Geometrik Ortalama vb) burada bir sonug ver-
mezler. Ancak (7) esitsizligi, Jensen egitsiz-
liginin basit bir sonucudur: (2) esitsizliginde
f(z) = sinz ve pp = p2 = ps = 3 almak
yeter. (Fakat bu soylediklerimiz, (7) esitsizliginin,
Jensen esitsizligi kullanilmaksizin ispatlanamay-
acag) anlamma gelmez. Ornegin, tirev teknigi
kullanilarak da aym problem goziilebilir: [3] 'te

4.70 no’lu problemin goziimiine bakiniz.)

Sonda, ahstirma olarak, Jensen esitsizligi kul-
lanilarak kanitlanabilen bir kag egitsizlik verelim:

(a) 292+ 3v/3 4+ 55 > 10 /30
(b)

10002795 + 998y 5% > 1998(zy) ™%, (z,y > 0);

(c) Negatif olmayan her a;,az, -, a, ve dogal
sayilar p1,p2, -+, Pn igin

1 1

1

pia;* + paay’ 4+ paakt > plaraz---an)?.

b1 0

Burada p = p; + p2 + -+ + pn 'dir.

[ (2) ve (b) 'nin (c) ’'nin ozel halleri olduguna
dikkat ediniz!]

(d) Her @, 8,7 € [, 3] igin

sa+B+7y
——

cos &. cos 3. cos ¥ < cos
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FIELDS ODULLERI VE MATEMATIKTEKI GELISMENIN SUREKLILIGI

Nurettin Ergun _
istanbul Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii, Vezneciler, ISTANBUL

Fizik, kimya, fizyoloji-tip gibi bilim dallarinda Nobel &diilii vardir da, bilimlerin kraligesi diye ni-
telendirilen matematikte neden yoktur bu 8diil? Ozellikle matematikgiler, Nobel odiillerinin ve-
rilmeye baglandigy 1901 yiindan bu yana bu soruya bir yamt arayip durmuglardir. Uzun yillar
boyu, azimsanmayacak sayida matematikgi igin agagidaki soylenti yeterince agiklayici ve doyurucu
bulunmugtur: Alfred Nobel, genglik déneminde, nisanhsimin kendisini terkedip kendisinden kiigiik
matematikgi G. Mittag Leffler ile énce niganlamp sonra evlenmesini hig bir zaman unutmamustir
bu sdylentiye gore. Ve neredeyse 30 yil sonra, diinya iizerindeki onlarca patlayic1 fabrikasindan,
Siiveys kanalinin patlayicilarla agilmasi konusundaki girigimciliginden ve Bakii’deki zengin petrol
yatag hisselerinden kazandifi olaganiistii servetin biiyiik bélimiini, bes dalda (yukarda amilanlarin
diginda edebiyat ve barig), oliimiinden sonra odiil olarak dagitilmasi amaciyla kendi kurdugu Nobel
vakfina bagisladiginda, 1890 ’larin Isveg’inde tartigmasiz en yetenekli matematikci Leffler’in, ileride
bir giin (matematik dalina bir 8diil koyarsa) bu 6diilii alabilecegi olasihil, igte bu dayanilmaz dusunce,
Nobel’i bu dala 8diil koymaktan alikoymustur. Kisacasi Nobel, niganlisin elinden alan Leffler ’e olan
hincimi tiim diinya matematikgilerinden gikartmistir. Bir bagkas ise, Mathematical Intelligencer
adl iinli popiiler matematik dergisinde 1985 yilinda yazdiklan bir yazida Lars Garding ve Lars
Hormander ’in, giniimiziin bu iki iinli Isvegli matematikginin savunduklar gu yalin gorugtur: Mate-
matikte bir Nobel 6diilii yoktur, ¢iinkii matematik’e bir odiil koymak Nobel’in aklina gelmemistir.
Bu ikiliye gére Nobel, 1865 'in sonunda 32 yasinda Isvegten ayrildiginda Leffler hentiz 6grenciydi ve
bu yaygin soylenti asilsizdi. Gergek hangisidir, bunu belirlemeyi matematik tarihgilerine birakalim
dilerseniz.

Sonugta, matematikte saygin bir bilimsel 6dilin yoklugu, bu yizyilhn baginda matematikgiler igin
yeterince onur kirict bulunmustur. Iste, 1863 Toronto dogumlu, Toronto Universitesi matematik
profesorlerinden John Charles Fields, 1924 ’de Toronto’da gergeklestirilen ve bagkanhgini yaptig:
Uluslararas: Matematik Kongresinde (Uluslararas: Matematik Birliginin 1897 ’den beri dort yilda bir
gergeklestirdigi en 6nemli, en kapsamli ve en saygin bilimsel toplanti), bir “matematik madalyas:”
konulmasim onerdi. Sekiz y1l sonra 1932 ’de Ziirich’deki kongrede bu oneri gogunlukla kabul edildi
ve hem odiile hem de 6diilii somutlagtiran altin madalya(lara) onun adi verildi. 1936 'da Oslo’daki
kongrede ilk ddiiller Lars Ahlfors ve Jesse Douglas’a verildi. Guniimuzde Fields édilleri, dort yilda bir
yapilan kongrelerde, (buraya dikkat liitfen) odile deger gorilen gahgmalarinm gergeklestirdiklerinde
40 yagim1 asmamuig olan 4 bagarili matematikgiye verilir; odiili kazanabilmek i¢in olaganiistii 6nemli
ve tarihsel bir matematik sorusunu (Hilbert problemleri ya da benzeri bir problemi, bak. asagiya)
tiimiiyle yeni bir yontemle gozmek kogulu getirilmigtir. Fields odullerinin bilimsel agirhg ve
sayginhginin Nobel odiillerinden agagi kalmadigi yaygin (ve kamimizca gergek) bir gorugtir. J.
C. Fields’in yagamoykiisii, bu odiiller konusunda ayrintih bilgi ve bugiine degin bu saygin odiilii
kazanan 38 matematikginin tam listesini (bu &diil 1940, 1944 ve 1948 yillarinda savag nedeniyle ver-
i_l_memi§tir ve 1970 yilindan bu yana ise dorder kisiye verilmektedir) 6grenmek isteyenler igin, Toronto
Universitesinin uluslararas: bilgi aginda agtig1 sayfaya girmek yeterlidir, adresi:

http://www.math.toronto.edu/fields.html

Matematikte bulunacak ne kaldi tanrn agkina diye soranlara yonelelim gimdi de dilerseniz. Evet,
matematikte ¢oziim bekleyen pek gok yeni ve eski soru vardir. Sozgelimi asal sayilarin dagihmi prob-
leminin yiizlerce yillik evrimi sonunda ortaya gikan en getin ceviz (ve heniiz ¢ozlime kavugturulamams)
sorulardan birisi ve kuskusuz birincisi, Riemann in 1860 ’larda ortaya attifi Riemann ongorusu
(tahmini) ’diir. Riemann ’a gore iinlii zeta fonksiyonunun karmagik sayilar diizlemindeki (trivial
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olmayan) sifirlarinin timi z = 1/2 dikey dogrusu izerindedir. Bu yiizyilin matematiginin en 6nde
gelen ustalarindan David Hilbert, 1901 ve 1905 kongrelerinde, matematigin ulagtigi konumun genis
bir panoromasini veren o unutulmaz konugmalarinin sonunda, matematigin 6zellikle 18 ve 19 uncu
yuzyllardaki geligiminin gelip diigiimlendigi pek gok soru arasinda ozenle belirledigi 23 olagandisi
soruyu ortaya koymugtur. Biiyiik Alman usta, bu sorularin ¢éziimiiniin, giindemdeki tiim teki
“ikincil derecedeki” sorularin ¢6ziilmesinden daha 6nemli oldugunu, matematigin tiim alanlarindaki
agimim ve geligiminin bu sorularin ¢oziilmesine bagh oldugunu éngérdii.

Bu sorulara giinimiizde Hilbert problemleri denilmektedir; bunlarin giiniimiize degin yalnizca
9 tanesi sonuglandinlabilmigtir. Burada eklemeliyiz: Bazi matematik mantik sorularimin (ki en
unlust, Hilbert problemlerinden birisi olan Cantor éngoriisii ya da tinlii adiyla kontinuum varsayimi-
dir) ¢oziilebilirliginin, ugrasilan aksiyomatik modele bagh oldugu anlagilmistir; sozgelimi Cantor
ongorisinin yanlhs oldugu tutarl bir aksiyomatik modelin var oldugunu 1963 yilinda kamtlayan
Amerikali matematikci Stanford Universitesi ogretim uyesi Paul Cohen, bu bagarisi nedeniyle 1966
yilinda Fields odiiliini kazanmistir. Cohen 'in zorlama (forcing) adim verdigi yontemin matematik
mantikdaki 6nemi, Schoenberg’in dizisel on iki ton ilkesinin 20. yiizy1l miizigindeki 6nemine benzer:
1963 'den sonra matematik mantik artik asla eskisi gibi olmayacaktir ve olmarmgtir da. Matematik
mantik denilince bu alanin unutulmus ve amitsal ustasi Cek Kurt Gédel’i anmamak olur mu hig?
Belki de tiim matematik tarihinin en sasirtici sonucudur onunkisi; ¢ok kaba bir bigimde soyleyecek
olursak matematigin samldig kadar yetkin ve eksiksiz olamayacagim soyler bu sonug ( 1931,
”Godel’s Incompleteness Theorem”, ya da "iginde aritmetik 6nermeler yapilan her aksiyomatik mo-
delde, dogrulugu ya da yanlighg (bu model iginde) kanitlanamayan en az bir 6nerme vardir”). Godel,
1930 ’larin sonunda Princeton’dayken, sizofreninin onu heniiz yiirek paralayici bir yenilgiye ugrat-
madif) donemlerinde, Cantor éngdriisiiniin dogrulugunun kanitlanabildigi ve bugiin onun adiyla
anilan bir aksiyomatik kiimeler teorisi modelini inga etmisti. Bu koca ustanin anisi oniinde saygiyla
egiliyoruz.

Evet, Hilbert problemlerinden heniiz sonuglandirilmamg olanlar igin (6rnegin yukanda soz ettigimiz
Riemann 6ngoriisii bunlardan birisidir) yogun ugrag giiniimizde siirmektedir. Bunlar sonuglandiril-
diginda onlardan tiireyen bagka sorularla ugragilacaktir, kugkunuz olmasin.

Matematik, onunla ilgilenmeyenler igin soyut, yararsiz (kendi igine kapal) bir ugragtir, giderek
bir oyundur! Boyle diigiinenler hakh midir yoksa? Sézgelimi, ¢oziimii 350 yillik ¢aba ve bilgi
birikimini gerektirmis olan iinlii Fermat &ngoriisii (ki Princeton Universitesinden, 41 yagindaki
Ingiliz Andrew Wiles tarafindan 1995 yilinda ¢oziildii ve ¢oziimii gergeklestirdiginde yagi 40’1 agan
Wiles ne yazik Fields 6diiliine ulagamadi) ya da sayilar teorisinin bagka iinlii sorularinin gozime
kavugturulmasi, ornegin Mordell 6ngérisiniin dogrulugunun, 1983 'de 29 yasindaki Alman mate-
matik dahisi Gerd Faltings tarafindan kanitlanmasi (Faltings bu inanilmaz baganisiyla 1986 yilinda
Fields odiiliinii kazanmigtir), ne giindelik yasarmmuzda ne teknolojide somut herhangi bir degigim
ve yenilige yol agmazlar ve agikgas) toplumun ilgisini pek uyandirmazlar. Bilim insanlar arasinda
bile, fizik ve mithendislik konularindan tiirememis matematiksel yontem ve teorileri kiigiimsemek
ve azimsamak yanlsi olanlar vardir. Oysa bu teorilerin en soyut olan bazilarimin yardimiyla,
fizik ve miihendisligin onemli pek gok sorusu goziilebilmistir, unutulmasin. Buna kargin dort boyutlu
manifoldlar teorisinde fiziksel diigiincelerden yararlanild,. Kargilikh etkilesim yadsinabilir mi hig?

Evet, matematikteki geligim ve aginim kugkuya yer vermeyecek bigimde siiriiyor kisacasi, kim ne derse
desin:

Daha ¢ozecek ¢ok sey var!

Son olarak bana bu yazida kullandiim kimi bilgileri veren geng matematikgi dostum, Aytek Erdil’e
tegekkiir ederim. Miizik ve matematigin giizelliklerinden ve sevgiden yoksun kalmayn sevgili okurlar,
iyl galigmalar.
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Obwyuecalar be derpide daba dacekn sanlarda
da sha seu odies, knllamm bayh vayoa
olam we gemel clarak aritmetik-geometnk or-
satrlayacakiardir Bu sgitsizhkler hakionda genel
bl igm 3] v 5] cabsmalan gostenlebilir. Bu
lamle: burada sozunu edecefim kullammu ise
Arbel [1] "e ait gahymadan bir aktanm olacak.
kez rabaica kullamilabilecek bu yoaotemi [1] 'de
bulupan ve ba dergide de gesith nedenlerle kul-
lamimng olan ik esitsizligin gosteriminde kulla-
narak aktaracagim. Daha ¢ok ve iging uygu-
lama yine aym kaynakta bulunabilir. Once
aritmetik-geometrik ortalamalara ait esitsizlikler
zincirinde yer alan ortalamalara ait tammlan
haurlayahm. z;,%2,%3,- " ,In, N tane pozi-
tif gergel sayidan olusan bir dizi olmak uzere
aritmetik ortalama (A,) n~! Y [, =i, geometrik
ortalama (Ga) q'[',‘_l z;)=, harmonik ortalama
(Ha) n(} i 13 )=}, kareli ortalama (Q.) da
(n1Y5, z7)% olarak tammlamr. Aritmetik-
geometrik esitsizlikler zinciri de

Ho <Gpn<An<Cn

olarak yazilabilir. Ayrica bu esitsizlikler zinciri
ortalamalarin n. kuvvetlerinin alinmas: halinde
de korunur ve H? < Gi < A} < @Qn olarak
yazilabilir. Bu egitsizlikler zinciri z, = z3 =
z3 = --- = z, olmasi durumunda egitlik A, =
G. = A, = Q. haline doner. $imdi ortala-
malara ait egitsizliklerin kullanimini iki uygulama
ile gosterelim.

Ilk uygulama n > 1 olan tamsayilar igin genel
terimi (1 + )" olan dizinin monoton artan ve
iistten simirh oldugunu yukandaki esitsizliklerin
uygun olanlarim kullanarak gostermek olacak.

A

Bu dnma uttes aurh modotor r &
ah‘%awhﬁg\nnmund olmayan @ saysiza
valmsaddh 13 ya da & 'da obdu@u ob dedsk
yoatemlerle de nmw Hatta ba yoatemier
&2 hakioads burada aktaracadwns Slgden dada
fazla Bilgn de vershilir  Yapalacak ulk i geael
terumuRIA v ortalamaya bearettiecedian sapia
mak olacaktir. Kolayca gorulebilecedr b (1 =
1)™ batia terimlert aym {1+ 1) clan terimlena
carpaadic ve

1+ l‘ﬂ" = 63
L 3
olaras vanlabilic. 1 sapasm (= + 1).tenim olarak

{1+ 1) saplanma katarak G11; bulunursa

Gy =G

oldugu gorulur. Ote yandan (n +1). terim olarak
1 sayiumn (14 1) terimlerine katilmas: hahade

nel _ ¢ nel
AAL=0+ Ty l)

oldugunun gorilmes: ve

Gl < QN
esitsizliginin kullamm bize x, = (1 + i)
dizisinin monoton artan oldugunu gosteren

l )nvbl

To=(1+ - )"<(1+ = Tasd

sonucunu verecektir.

Benzer fikirler kullamlarak y, = (1 = )"
dizisinin de monoton artan oldugunu gorebiliris:

= (=) < (= )™ =y

l+l

Simdi, yukanda tammladigimis (z,) disisinin
tustten simirh oldugunu kamtlayahm. Bunun igin

=n=(1+;1‘-)"“==n-(1+-1,;) y(n= 12,00

dizisinin monoten asalan oldugunu géstermek
yetecektir.

e
n

o~ e (=)
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esitligi ve (ya) dizisinin artan olmasi (z,) ’nin
azalanligim kanitlar. Ozel halde

m<a=(1+)"=432,<4,(n=2,3,--))
ve buradan da

zn.(l+%)=zn <4=>z,<4
oldugu gikar.

Ikinci uygulama olarak bir gosterimi [4] ve
(2] 'de yer alan Bernoulli esitsizligini daha genel
olarak [1] 'den alintilayarak gosterecegiz. Once
Bernoulli esitsizligini hatirlatalim: m,n > 0 olan
tamsayilar ve z > —1 olmak iizere 0 < 2 < 1igin

(1+z)%51+§:

ve = > 1 oldugunda

(1+2)% 21+§x

bigimindeki egitsizlikler Bernoulli esitsizlikleri
olarak bilinir. Asagida yalnizca 0 < 2 < 1 du-
rumu ele alinacaktir, 2 > 1 igin izlenecek yol
aym olacaktir. Ancak 7 > 1 durumunda 2 <1
oldugu gozoniinde tutulacak ve elde edilecek ilk

sonugtan faydalanilacaktir.

Simdi ilk egitsizligin dogrulugunu gosterelim.
Her seyden o6nce (1 + z) > 0 oldugunun
bilinmesi yukaridaki egitsizlikleri kullanmamza
olanak saglayacaktir. (1 + z)* geometrik orta-
lamaya benzetilerek

(1+2z)™)=

olarak yazilabilir. Bununla birlikte bu tam bir
geometrik ortalama degildir. Geometrik ortala-
manin tanimina benzetmek tizere yine 1 sayisinin
ozelligi kullanilarak (n — m) tane daha zpm4y1 =
Im42 =+ = Zn = 1 ’in garpan olarak yer almasi
saglanir. Bu yapilirsa
Gr = ((1+z)71"™)=

elde edilir. Aritmetik ortalamaya da n — m tane
1 eklendikten sonra dogrudan dogruya aritmetik-
geometrik ortalama esitsizligi kullanilarak

m m(l+z)+n—m

(1+z)~ < =1+ 2z

n n

Ihsan Karabulut

elde edilir. Boylece Bernoulli egitsizligi

m

0<=<1

n
igin kanitlanmig oldu.

Aritmetik-geometrik egitsizliklerin yalinhg bu
'yontemin’ diger egitsizlikleri gostermekte kul-
lanilabilirligini arttiracaktir.
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Eglenceli
Matematik

Farkl harfler farkli rakamlan ve ayni harfler
ayni rakamlan belirtmek iizere, agagidaki esitligi
gergekleyen rakamlan bulunuz:

fu_t
bol

(Bastaki 0 sifirdir!)

= 0,golgolgol - - -




UGUNCU ANTALYA
MATEMATIK OLIMPIYADI
IKINCi SECME SINAVI

Halil 1. Karakas - Ilham Aliyev
Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii,
07058-ANTALYA

Uctincii Antalya Matematik Olimpiyadinin
ikinci se¢me sinavi 25 Nisan 1998 Cumartesi
giinii yapildi. Sinava birinci segme sinavinda
bagarli olan 75 ogrenci katildi. Birincisinde
oldugu gibi, ikinci sinav da Lise I-II ve
Lise III olmak iizere iki kategoride yapildi.
Her iki kategoride de 6grencilere 5’er soru
soruldu ve 3,5 saat siire verildi. Olimpiyadin
ikinci segme sinavinda sorulan sorulari, kisa
goziimleri ile birlikte sunuyoruz.

Lise I-II Sorular::

1. Dort ardigik dogal sayinin ¢arpiminin asla
bir tamkare (yani bagka bir dogal sayinin
karesi) olamayacagim kanitlayiniz.

2. Yarigapt 1 cm olan bir gember iizerinde
rasgele 100 tane nokta igaretlenmistir.
Cember iizerinde, biitiin igaretlenmis nok-
talara olan wuzakhklar1 toplami 100 cm
'den biiyiik olacak gekilde bir noktanin bu-
lundugunu gosteriniz.

3. z,y, z negatif olmayan reel sayilar, z+y+
z < 3 ise,
2 2 2
5t 2
14z 14y 14z

oldugunu kanitlayimz.

4. Asagidaki denklem sistemini ¢ozunuz:

T+ T2 =3
To+ 23 = T}
T3+ 14 =2
g4+ 21 =1}

5. Kenar uzunlugu 1 em olan bir ABC
egkenar iiggeninin [AB] kenan lizerinde ras-
gele bir D noktasi alimyor. D ’'nin AC ve
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BC iizerine dik izdiigiimleri, sirasiyla, E ve
F; E ve F 'nin AB iizerine dik izdiigimleri,
sirasiyla, Ey ve Fj olsun.

3
|E1Fi| = £ em
4
oldugunu gosteriniz.

Lise III Sorular::

1. Herhangi iig¢ tek dogal say1 verildiginde
Syle bir dordiincii tek dogal say1 bulunabilir
ki, bu dort saymmn kareleri toplami bir
tamkaredir (yani bagka bir dogal sayinin
karesi), kanitlayiniz.

2. Kenar uzunlugu 1 c¢m olan bir kare
icine, alanlar1 toplami 1997,5cm? olan ve
konveks olmalar1 gerekmeyen 1998 tane
cokgen, karenin digina tagmayacak bigim-
de rasgele yerlestiriliyor. Karenin en az
bir noktasinin sozkonusu gokgenlerden hepsi
tarafindan ortiildiiglini gosteriniz.

3. z,y, z reel sayilar, z > y > z > 0 ise,

2 2 2 2 2 2
" - Z" - T -z
Y 5y
z T Y

>3z —-4y+ =2

oldugunu kanitlayiniz.

4. Bir koridorun, boyutlar1 2 x 11 m olan
dikdortgen bigimindeki tabani, boyutlarn 1 x
2 m olan aym tiir hahlarla, hahlar birbirini
ortmeksizin, kaplanmak isteniyor. Bu is kag
farkh bicimde yapilabilir?

5. ABCD konveks (digbiikey) dértgeninin
[BC] ve [CD] kenarlannin orta noktalar,
sirasiyla, P ve Q olsun. Eger |AP|+|AQ| = d
ise, ABCD dértgeninin alaninin 3d? ’den
kiigiik oldugunu gosteriniz.

COZUMLER

Lise I-II Cozum 1.
a=k(k+1)(k+2)(k+3)
= (k? + 3k)(k* + 3k +2)
= (k*+3k)2+2.(k*+3k)+1-1
=(k?+3k+1)2-1
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ve k? + 3k = n diyelim. Bu takdirde

n? = (k* + 3k)? < (k* + 3k)(k* + 3k + 2)

=(k?+3k+1)2-1< (n+1)?

cikar. Boylece, n? < a < (n+1)?% oldugundan
a bir tamkare olamaz.

Lise I-II Cozum 2. Cemberin bir ¢apini
¢izelim ve onun u¢ noktalarina A ve B
diyelim. Uggen esitsizligine gore herhangi
isaretlenmis noktadan A ve B ’ye kadar
mesafelerin toplami 2 ’den biyiik olacaktir.
O halde tiim igaretlenmis noktalardan A ve
B ’ye kadar mesafelerin toplami 2.100 = 200
'den biiyiik olacaktir. Oyleyse, A ve B nokta-
larinin en az birinden igaretlenmis noktalara
kadar mesafeler toplami 200 : 2 = 100 den
biiyiik olacaktir.

Lise I-II Coziim 3. a=1+z,b=1+4+y
vec=1+ z diyelim: a+b+c<34+3=6.
Buradan:

Halil I. Karakag-Ilham Aliyev

Her denklem bir dncekinden ve ilk denklem
de sonuncudan gikarilarak

(@1~ 23 =23 -2} = (23— 74) (23 + 24)
= (23 — z4)i
Zg—24 =z3—22=(z4—2,)23
z3 — ¢, =z%— 13 = (71— 32)z}

P ST 2
| 24— 23 = 23— 25 = (22 — z3)7}

sistemi elde edilir. Verilen sayilardan en
biiyiigiiniin z; oldugunu kabul edebiliriz. Bu
takdirde:

z3— 1 = (21 — z9)22 = 7, = 3

olur. Eger z; = O ise, 1.denklemden z; = 0 ve
sonuncu denklemden z4 = 0 olur ve (0,0,0,0)
bir ¢oziimdiir.

Eger zy # 0 ise,

0=12; — 3= (T3 — 24)2% = 23 = 24

Sr=z3=24F0

b ¢ _6 2o =C3=23=24F0
ldp=f=5= }
a a” a . '
bulunur. Verilen sistemde z; = 73 = z3 =
2 i1+8< 6 z4 # 0 koyarsak (2,2,2,2) 'nin de bir ¢oziim
b b~=b ' oldugunu goriiriiz. Sistemin bagka ¢oziimii
yoktur.
6
8 0yl
c c c

Lise I-II Cozim 5.
olur. Taraf tarafa toplarsak ve her pozitif m,

n igin m m
2 r2sg
n m
oldugunu gozoniine alirsak,
1
b

olur ve buradan da istenen sonug gikar.

1
6(z+3+7) 23 +2+24+2=9

A
Alan(ABC)

Lise I-II Coziim 4. Bu soruda, agikga belir- A A
= Alan(ADC) + Alan(BDC)

tilmemekle beraber, verilen denklem sistemi-
nin reel ¢oziimleri istenmektedir.
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= 3[|ED|.|AC| + |FD|.| BC|]
= {1ED| +|FD|) = 4
= |ED| + |FD| = ¥ ;
ve |E\D| = 3.|ED), |F,D| = ¥2.|FD|
= |E\D|+ |FD|=¥3 3 =3,

Lise III Cozum 1. z, y, z tek dogal sayilar
ise, :1:2—}-3,;2+z2 =2p+1= (;':n-i-l)2 —p?
saglanacak bi¢imde p vardir. Buradan: z? +
v+ 22 + p? = (p+1)2. p tek saydir, ciinkii
aksi halde esitlik (mod 4) ’te geligki verir.

Lise ITI Coziim 2.

ey

Cokgenlerin hepsine ait, pozitif alanh bir
bolge bulundugunu gosterelim. Sk ile karenin
oyle noktalari kiimesinin alanini gosterelim
ki, bu noktalar tam k tane gokgenle ortiilmiig
olsun. Varsayalim ki, Siges = 0 olsun. O
halde

1997, 5 = Sl +2Sz+353+ v + 1997.31997

< 1997.(S1+ S2+ S3+ - + S1g97)
< 1997.1 = 1997

diye celigki ¢ikar. [ Bu soruya ikinci
sinavda tam puan alarak Lise III ’ler
arasinda birinci olan M. Akif Erigmisg degisik
ve giizel bir ¢oziim vermigtir; bu ¢ozlimii
ozetliyoruz: Cokgenlerden her birinin alani
1 ’den kiiciik veya 1 ’e esittir. Karenin, <.
cokgen tarafindan ortiilen kismimin alanina
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si, ortilmeyen kisminin alanina da z; diye-
lim. z; 4+ s = 1, z; > 0. Eger bu
z; alanh bolgeler kareyi tamamen kapatmi-
yorsa, kapatilmayan bolgedeki her nokta tiim
gokgenler tarafindan ortiilmiig olur. Verilen-
lerden

1998
1997,5=Y s =

1=1

1998 1998

Y o (1-2;) =1998- )z

1=1 i=1
ve dolayisiyla

1998

E$;=0,5<1

1=1

oldugu goriilir. Bdylece, z; alanh bolgelerin
(bu bélgeler kesigmeseler dahi) kapatmadig
noktalar, hatta pozitif alanh bir kisim bu-
lundugu goriiliir. Bu noktalar tiim gokgenler
tarafindan 6rtiiliir. ]

Lise III Cozum 3.

t+y22z,24+y<2z,z+z2y=>

x+y22, z+ys2’ T+ =z
z T y

>1.

Bu esitsizlikler, sirasiyla,
z-y>20,2-y<0,z-22>0

ile carpilarak toplanirsa problemde verilen
esitsizlik elde edilir.

Lise III Cozum 4. Boyutlan 2 x n
olan koridorun tam z, bigimde kaplandigim
varsayallm. n = ligin z; = 1 ve n = 2
igin £, = 2 oldugu agiktir. n» > 3 olsun.
2xn boyutlu koridorun herhangi bir ortiisiinii
diiglinelim. O halde koridorun sol kismi igin
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asagidaki gekillerden birisi gegerli olacaktir.  Lise III Cozim 5.

D , 9, ¢
P
y
1
A(ABCD) = 2.A(APCQ) 'dur. |AQ| = z
%/ dersek, |[AP| = d — z olur ve
1l < )
A(ABCD) = 2.A(APCQ) < 2.2.A(APQ)
L (ABCD) = 2.A(
2 -2 1 d, d
< 4.§m.(d— &) < 2.(2) =
cikar.
Birinci durumda z, = z,-; ve ikinci du-
rumda z, = T,_, olur. Boylece,
Ty = Tp-1 + Tn-2, (TL=3,4,"')
indirgeme formiilii elde edilir. Buradan
$3=1+2=3,$4=E3+$2=3+2=5,
-8 ... s — 89455 = 144 Bir sonraki sayfada verilen
25 =8, 1 &11 = Ero kg u Yarigma Problemlerine ¢oziimlerinizi
elde edilir. gonderirken liitfen su noktalara
dikkat ediniz:
Not:
1. Her sorunun ¢oziimini ayn bir kagida oku-
T, = __11_[(1 + \/5')n+1 ~ = \/g)n+l] nakl ve anlagilir bir bigimde yaziniz.
VB 2. Kagidin sag tst kogesine adimzi, soyadimzi,
dir. adresinizi, o6grenci iseniz okulunuzu ve sinifi-

nizl yaziniz.

3. Coziimleri, Matematik Diinyasi, Akde-
niz Universitesi, Matematik Bolimii,
07058-ANTALYA adresine 31 Temmuz
1998 tarihine kadar gonderiniz.




PROBLEMLER VE GOZUMLERI

Uyari:  Dergimize aligtirma problemlerinin
coziimlerini degil, yalmzca yarnsma problem-
lerinin ¢oziimlerini yollayiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.161. m ve n dogal sayilar olmak iizere 7 < V2
dir. <2 (1- £3) oldugunu gosteriniz.

A.162. Bir kare, gekilde goriildigu gibi, bes
dikdortgene bolinmiigtiir. Karenin kenarlan ile
ortak kenarlamn olan dort dikdortgenin alanlari
birbirine egitse, tam ortadaki dikdortgenin bir
kare oldugunu gosteriniz.

A.163. 6 tane ikinci derece denklem veriliyor:

z2+Pk-’B+Qk=0: k=112)"'16'

pi ’larin hepsinin farkli sayilar oldugu, her den-
klemin iki farkh kokii bulundugu ve farkh koklerin
toplam sayisinin 4 oldugu biliniyorsa, bu 4 kokin
toplami neye esittir?

A.164. Dar agih bir liggenin her kenarnimin orta
noktasindan diger iki kenara dikler cizilmistir.
Bu diklerin simirladig altigenin alaninin, liggenin
alaninin yarsina esit oldugunu gosteriniz.

1

j i sayilar

A.165. Yaz tahtasina 1,11,
yazilmgtir.

a) Bu yazilista virgiller yerine + veya -
igaretleri konarak sifir elde etmek mimkiin
mudiir?
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b) Eger miimkiin degilse, saylanin (ve
virgiillerin) en az kag tanesi silindikten sonra
geriye kalan virgiiller yerine + veya - isaretleri
konarak sifir elde etmek mimkiindiir?

YARISMA PROBLEMLERI

Y.161. ¢ > 5 olmak iizere p ve g asal sayilan
gl(2F + 39) kosulunu saglarsa ¢ > p olacagini
gosteriniz (Kazim Biyiikboduk-Izmir).

Y.162. Bir iiggenin kenar uzunluklan a,b,c;
gevrel gemberinin yarigap1 R ise,
a? b?

> V3R
b+c—a+a+c—b+a+b—c'\/_

oldugunu gosteriniz. (Mehmet Bumin Yenmez-
Izmir)

Y.163. Merkezi (0, 1) noktasinda olan bir cember
y = z? paraboliini 4 ayn noktada kesiyor:
AB,CD.

a) Alan(ABCD) < /2 oldugunu gosteriniz.

b) ABCD ’nin alamnn alabilecegi en biyik
degeri bulunuz.

Y.164. p,g € N, ¢ < 100 olmak uzere,
say1 ekseni tzerinde Pq- noktalar igaretlenmistir.

Uzunlugu 3.102 olan bir a pargasi, koordinat
baglangicindan 1 noktasina dogru kaydirihyor.
(4,2] pargasimin ikiger ikiger birbirinden ayrik
oyle dort tane altaraligi vardir ki, e pargasi bu
araliklardan herhangi biri iginde bulundugunda,
daha once igaretlenmis olan £ noktalarindan hig

birine degmeyecektir; kanitlayiniz.

Y.165. ap,az,az, -
say1 dizisi olsun.

sinirsiz, kesin artan pozitif

a) Her k > ko igin

a; ag aj
a; as

<k-1

Qf+1

esitsizligini saglayan bir kg € N sayisinin varhgin
gosteriniz.

b) Her k > k; igin

ay as ag

+ T <k —-1998

az ag

Ak+1

egitsizligini saglayan bir k; € N sayisinin varhigim
gosteriniz.
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COZUMLER

A.151. Bir ABC lggeninin kenarortaylari AAy,
BBqy, CCy ve yiukseklikleri de AA,, BB,, CC,
'dir. Bu durumda, AgB;CpA;ByC)Ap -kapal
gokgeninin (poligonunun) gevre uzunlugunun
ABC ggeninin gevresinin uzunluguna esit
oldugunu ispat ediniz.

Cozum

C1 Al

A B, B,

IAQC1| = leBl ve IAOBll = [AoCl olduﬁunu
gostermek yeter. Cunkii bu egitliklerden

|AoCi| + |AoB1| = |AoB| + |AoC| = | BC]|

oldugu gikar. Benzer gekilde, [AB| = |CoA:| +
|CoBy| ve |AC| = |BoCi| + |BoAi| esitlikleri de
gozonune alinarak

|AB|+ |BC| + |CA| = |CoA1| + |CoB1| + |AoC|
+|AoB;| + |BoAi| + |BoCi|

elde edilebilir.

Béylece, |AoCi| = |AoB| ve |AoB1| = |AoC|
oldugunu gosterirsek igimiz biter.

BB, C dik iiggenine bakalim. |BAg| = |AoC|
oldugundan |B; Ag| = |AoC| olur. Benzer sekilde,
CBC, dik tiggeninde |CAg| = |AgB| 'dir.

A.152.
499 1 1 1
0000 <123 234 TrmrDm+Y)

egitsizligini gergekleyen en kiigik n dogal sayisi
nedir?

Cozlim. Egitsizligin sag yanindaki toplam bir
“teleskopik” toplamdir:

Problemler ve Céziimleri

e Lonp 1 3
Gn &= 2kz=:1(k(k+l) (k+1)(k+2))
- 1 _ ___ 1
= 47 2(nt1)(nt+2)
2499 1 !

10000 <" = 17 TmF DT D)

olmasi igin gerek ve yeter kogul, 4998 < n? + 3n
yani, n > 70 olmasidir. Boylece, verilen esitsizligi
saglayan en kiigik n dogal says1 70 'tir.

A.153. Bir dortyiizliiniin (tetrahedron) aynt-
larindan, her ayrit bir kez kullanilarak, iki tane
uggen yapilabilecegini kanitlayiniz.

Coziim. Dortyiizliiniin en uzun ayritina a diye-
lim.

Diger ayritlarin uzunluklarini da, sekildeki gibi, z,
Y, z, k ve pile gosterelim. a< z+yvea< k+p
egitsizliklerinden en az biri saglanmak zorundadur.
Aksi halde,a>z+yvea > k+p’'den

2a>2z+y+k+p=(z+k)+(y+p)

olur.  Ancak iicgen esitsizligine gore (gekle
bakiniz), a < z+k ve a < y+p 'dir ve dolayisiyla,
2a > (z + k) + (y + p) olamaz. Boylece, a <
z + y veya a < k + p esitsizliklerinden en az biri
saglanmalidir. Birinci egitsizlik saglandiginda, ke-
narlarn a, z, y olan iiggen olugturmak mimkiindir
ve bu halde kenarlan k, p, z olan ikinci liggen
olugturulmus durumdadir. Benzer geyler ikinci
durumda da soylenebilir.

A.154. m bir dogal say1 olmak iizere

dz
,/z(a:+1)-~-(a:+m)



Problemler ve Cozumleri

integralini hesaplayiniz.

Coziim. Basit kesirlere ayirma yontemi uygu-
lanirsa

1
z(z+1) - (z+m)
s &1 Cm
—.r+z+1+ +:c+m
Bilinen yontemlerle,
_ (="
Cn—m, 0<n<m

oldugu goriilir. Boylece,

f dr — % -1)" dz
ziz+1i---i:+mi - == ni(m-n)'J z+4n

=1)"In(z+n
n!(m-n)!
n=0
elde edilir.
A.155. (Sorunun yaziminda hata olmustur,
dogrusu:)

999 ., . ;
_ (144)%F _ (14i)?
z = kEI 2 - 2
144 | (149)° 144)1998
+'(?)— + LF)_ +--F 1—23)99—
karmagik sayisinin esas argiimentini bulunuz.

Coziim. (14 i)? = 24 oldugundan her
k=1,---,999 icin

(14 4)% = 2k i

ve boylece

z ’nin argiimenti = 'dir.

Y.151. Bir ABCD dikdortgeninin iginde rasgele
bir P noktas: aliniyor. P noktasindan dikdort-
genin kenarlarina paralel dogrular gizilerek dik-
dértgen 4 kigik dikdortgene aynliyor. A4 ve C
‘yi kose kabul eden kiigiik dortgenlerden en az
birinin alammin ABCD ’nin alammin } iinden

daha biiyiik olamayacagini gosteriniz.
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Coziim. Kiigiik dikdortgenlerin alanlarini a, b, ¢
ve d ile gosterelim (gekilden izleyiniz). a.c = b.d
oldugu agiktir.

D C

A B

ABCD ’nin alamna S dersek, aritmetik-

geometrik ortalama egitsizliginden,
S=a+b+c+d>2/ac+ 2vbd = 4/ac

ve boylece

52

< —
ﬂC__16

olur. Buradan ise a ve c say1larindan en az birinin
% ‘ten daha biiyiik olamayacag) goriilur.

(Cézenler: Zayta Matematik Grubu (Ankara
Fen Lisesi)) M. Bumin Yenmez, Alper Cay,
Segil Cakalli, Samanyolu Matematik Grubu, Alp
Simgek, Stleyman Demirel)

Y.152. Tiim terimleri [0,1] arahginda bulunan
oyle bir raksak {a,} reel say1 dizisi tanimlayimz
ki, nli)r{_lc |an — an41| =0 olsun.

Céziim.  Ornegin a, = |siny/a|, (n =
1,2, --) dizisi problemde verilen kosullar saglar.
Gergekten,

lIsin v/n + 1| - |sin /|
< |sinv/n + 1 =sin/n|
£ AT = o
= m -0
(Gozenler: M. Bumin Yenmez)
Y.153. 0 < a < 1 olsun. Her z gergel sayisi igin
f(@) + flaz) = 2

denklemini saglayan f siirekli fonksiyonunu bu-
lunuz.
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Gozim. f(z) = z— f(az) esitliginde z yerine az
koyarsak, f(az) = az — f(a’z) olur. Sonuncuda
yine z yerine az koyarsak, f(a?z) = a?z — f(a%z)
olur ve bu gekilde devam edersek, her k € N igin
f(a*z) = a*z — f(a**'z) elde ederiz. Bunlan
gozoniine alirsak

f(z) =z - flaz) =2 - [az - f(a’2)]

r—az+ f(aza:)
=z — az + [a’z — f(a%z)]

=z —az+a’z - f(a®z) = ---

(=1)fa*z + (-1)** f(a"*'2)

I
NgE

k

= 5G4 (~)H f(am )

olur. 0 < a < 1, f(0) = 0 ve f fonksiyonunun
surekli oldugunu gézoniine alarak yukandaki
esitlikte n — oo olmak uzere limite gegersek

0

1 +0 1
T —
14+a 14a

b

f(z) =
elde ederiz.

(Cozenler: M. Bumin Yenmez, Samanyolu
Matematik Grubu, Hasan Karabiytk, Ramazan

Calig)

Y.154. Oyle bir iiggen bulunuz ki, tam 1997 tane
esit tiggene boliinebilsin.

Cozim.

Problemler ve Cozumleri

Dik kenarlan 29 ve 34 olan dik iiggenin s6zkonusu
ozellige sahip oldugunu gorelim. Ilk once, her n €
N igin her bir liggeni, kendisine benzer n? tane
egit uggene bolmenin olanakh oldugunu gorelim.
Asagidaki sekilde, herhangi bir iiggenin n = 4
igin n? = 16 egit ve verilen “ana iiggene” ben-
zer liggenlere boliinmesinin bir yolu gosterilmigtir.
(Burada kullanilan esas fikir 14+3+5+---+(2n—
1) = n? esitligidir.) Herhangi n dogal sayisi igin
de benzer yolla gidilebilir.

Simdi, dik kenarlar 29 ve 34 olan ACB dik
uggenini alalim.

A H B

Uggenin CH yiiksekligi bu iiggeni iki ben-
zer uggene ayinr. ACH uggenini, herbirinin
hipoteniisii 1 olan 292 tane esit (ve dik) lggene
ayiralim. Benzer sekilde, CHB iiggenini,
hipoteniisleri 1 olan 342 tane esit (ve dik ) liggene
ayirahm. Elde edilen 29? + 34? = 1997 tane
Uggenin hepsinin birbirine esit oldugunu gormek
zor degildir.

(CBzenler: Murat Aygen)
Y.155. z2+y ve y? +z her ikisi de tam kare ola-
cak bicimde z ve y pozitif tamsayilar var midir?

Cozim. Hayir. z > y ise 2 + y bir tamkare
olamaz. Ciinkii, bu durumda

g?<aity<aitr<a? +2241=(z+1)>%

Benzer sekilde, eger z < y ise y? + z sayis1 bir
tamkare olamaz.

(Gozenler: M. Bumin Yenmez,

Matematik Grubu)
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