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PTOLEMY (Batlamyus) TEOREMI

Fikri Gokdal
Akdeniz Universitesi, Matematik Bolimi,
07058-ANTALYA

Claudius Ptolemy (M. S. 150 civarinda),
Misir'da yasamig bir astronom ve mate-
matikgidir. “Great Collection” adl eserinde;
astronomi ile ilgili, ustalikla hazirlanmig or-
jinal hesap tablolari, Mezopotamyal ast-
ronomlardan yasadifi zamana ulagmig bil-
giler, trigonometri, gesitli agilarin gordigi
kiriglerin Olgiileriyle ilgili tablolar, kiiresel
trigonometri ile ilgili baglangig sayilabilecek
bilgiler ve geometri teoremleri yer alir.
(Bu eser, Tabit Bin Kurra (826-901)
tarafindan “Almagest” adi altinda Arapga
'yva gevrilmistir, ¢eviride Ptolemy adi, Bat-
lamyus olarak gecer). Eserin bir kisminda,
koseleri bir cemberin noktalari olan bir dig
biikey (konveks) dértgenin, yani bir “kirigler
dortgeni” ’nin kenar ve kosegen uzunluklan
arasinda ¢ok sade bir bagintinin bulundugu
iddia ve ispat edilmektedir. Iddia ve ispat,
Ptoleiny 'ye aittir.

Ptolemy’nin verdigi ispatin diginda, za-
man iginde bu teoremin degisik ispatlar
yapilnugtir. Bu yazida teoremin dort farkh
ispatin1 sunacagiz. Ozden uzaklasmamak
kaydivla, bazi durumlarda ifadelerin uzama-
masi i¢in kenar uzunlugu, kosegen uzunlugu
yerine, sadece kenar, kosegen diyebilecek,
|AB| yerine AB, m(?i) yerine 2: a, -+ ya
zabilecegiz.

Teorem (Ptolemy). Bir kirisler dortgenin-
de;  karsihkli  kenarlarin  garpimlarinin
toplami, kogegenlerin garpimina esittir.

ispat. Kenar ve kosegenleri sirasiyla
AB=a,BC=b,CD=¢, DA=dve

AC = e, BD = f ile gosterilmek iizere
ABCD bir kirigler dortgeni ise,

a.c+b.d=e.f

oldugunu ispatlayacagz.

Sekil. 1
DC ya.ylm goren t;evre agilar olduklarmda.n,

DAC—DBC' 'dir. ADB>BDC' kabul edi-

lerek; AC' tizerinde, ADE:BDC saglanacak
bicimde alinan E noktas: igin  (Sekil. 1)
(A.A) benzerlik teoremi geregince,

A A
ADE ~BDC

olur ve buradan,

AE _ AD
BC  BD
ya da
F=y 1
elde edilir.

PA yay/tm goren gevre agilar olduklarindan
DCA=DBA ve E noktasmin segilisinden

A A
dolay1 da, ADB=EDC ’dir. (A.A) benzer-
lik teoremi geregince,

A A
ADB~EDC
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olur ve buradan da,

AB _ DB
EC  DC

ya da
g =1 2

elde edilir. (1) ve (2) 'den,

bd+ac = f.AE+ f.EC
= f(AE + EC) ;

A, E, C dogrusal noktalar oldugundan
AE + EC = AC ve dolaysiyla,

b.d+a.c=f.e

ya da
g.c+b.d=e.f

elde edilir.
(Karsit) Teorem. Bir dig biikey (konveks)
dortgende; karsilikli kenarlarin garpimlarinin

toplaini, kogegenlerin garpimina esit ise, bu
dortgen bir kirigler dortgenidir.

ispat.

Sekil.2

ABCD dortgeninde, ac + bd = ef ’dir.
Bu bagintiy1 saglayan bir doértgenin kirigler
dortgeni o]madlglm kabu] edellm Bu

esitliklerini saglanacak bigimde alinan E nok-
tasi igin, (Sekil 2.) (A.A) benzerlik teoremi
A

A
geregince, DAE~DBC olur ve buradan,

DA _ AE _ DE. d _ AE
DB=BC —DC» 7= b

elde edilir. Diger taraftan

(3)

DA DE

A A
5 = Ppe ve ADB=EDC oldugundan
(K. A. K) benzerlik teoremi geregince,

A A
ADB~EDC 'dir. Buradan da

BB=88 L=1c (4)
elde edilir. (3) ve (4) ’ten
a.c+b.d=(AE+EC).f

ve “verilen” ’den dolay1 da
a.c+b.d=e.f

'dir. Dolayisiyla, AE + EC = AC olur,
yani E noktasi, AC iizerindedir. Bu nedenle,

DQ!C:D%C olur. DC dogru pargasini goren
es agilarin kogeleri olduklar igin de A, B nok-
talart D ve C ’den gecen bir gember yay:
iizerinde bulunur. Opyleyse, ac + bd = ef
bagintisin1 saglayan bir dig biikey dortgen,
kirigler dortgenidir.

I1. ispat.

Sekil.3
D1§ bukey bir ABCD dortgem alinip,

duruinda, ADE BDC ve DAE DBC ABF NADC olacak bigimde ABF —



cizildiginde (Sekil.3)

AF _AB _BF
AC ~ AD ~ DC

ya da
P
e d ¢
olur. Buradan,
AF = %5% ve BF = &€ (IL.1)

A A
elde edilir. Diger taraftan, FAC=BAD ve

4L = 42 oldugundan (K. A. K) benzerlik

a A
teoremi geregince FAC~BAD olur, buradan
da

FC

BB = % ve dolayisiyla FC = ’—(‘ii (II. 2)

A
elde edilir. Béylece, FBC iiggeninde,
BF =%¢ BC=%¢ FC =24 (I 3)

yani kenarlarin a . ¢, b . d, e .

f ile orantihi

" A
oldugu anlagilir. Uggen esitsizliginden, FBC
icgeninde

FC < FB+ BC

dir. (1L ‘teki

yazildiginda,

3) degerler yerlerine

e.f<a.c+b.d

elde edilir. e. f=a.c+b.d olmasi i¢in F,
B, C noktalarinin dogrusal (FB+BC = FC)
olmas: gerekir ve yeter. Bu noktalar dogrusal
ise,

A A A A
FBA+ ABC=180°=ADC + ABC

olur ki bu, ABCD doértgeninin bir kirigler
dortgeni olmasini ve

A A A A
FBA+ ABC=ADC + ABC= 180°,

yani, ABCD bir kirigler dértgeni ise, F, B,
C dogrusal noktalar olur ki bu da a . ¢ +
b.d=e. folmasini gerektirir. (Bu ispatta
teoremin kendisini ve kargitini gériiyoruz.)
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III. Ispat.

Sekil. 4
a, b, ¢, d kenar uzunluklari, e ve f de
kosegen uzunluklarn olmak iizere bir kirigler

A

dortgeninde DAB= « ise, kosiniis teore-
minden, (Sekil.4)

f?=a’+d?* - 2adcos (II1. 1)
ve

f2=0b%+c? + 2bccosa (I11. 2)
elde edilir. (II1.1) ve (IIl. 2) sirasiyla bc ve
ad ile carpilip taraf tarafa toplandiginda

(ad+bc)f* = (a® + d?)bc+ (b® + c?)ad

= (ab+ cd)(ac+ bd)
ve buradan
fr= 2t (gc 4 bd), (111.3)

benzer bigimde de,

e = dH (ac + bd) (111.4)
bulunur. (II1.3) ve (IIL.4) esitlikleri taraf
tarafa carpildiginda,

e.f=a.c+b.d (IT1.5)
ve (II1.4) ile (II1.3) esitlikleri taraf tarafa
boliindiigiinde,

e

e ad+be
f T ab+c

(I1L.6)
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elde edilir.

Bir bagka ispat, Simson dogrusundan
yararlanarak yapilmigtir:

(“ABC bir iiggen; P bu iiggenin cevrel
gemberi iizerinde bir nokta olmak izere
P noktasindan sirasiyla BC, CA ve AB
dogrularina indirilen dikmelerin ayaklan D,
E ve F ise, bu ii¢ nokta dogrusaldir.” id-
diasindaki D, E, F noktalarinin iizerinde
bulunduklan dogruya Simson dogrusu denir.
Bu iddianin bir ispati:

BDPF, BCPA, DCPE ve AEPF
dortgenlerinin her biri bir kirigler dortgenidir.
Dolayisiyla,

Sekil. 7
A A A
FPD= 180°—~ B=APC ’dir. Burlz\xdan
A A A
APF=DPC elde edilir. DFEC= DPC=

A
APF= AEF esitlikleri D, E, F 'nin dogrusal
noktalar oldugunu gosterir.)

IV. Ispat. Sekil.5 "teki ABC iiggeninin ke-
narlarn a, b, ¢ ve gemberin yanicapt R olmak
iizere. sekilden

FE=AP.sinA=AP. &  (IV.])
ED=CP. sinC =CP. 35 (IV.2)
DF = BP. sinB=BP. % (IV.3)

bulunur. D, E, F noktalann dogrusal
oldugundan, FD = FE + ED ’dir.

(IV.1), (IV.2), (IV.3) ve bu esitlikten
a.AP+c.CP=b.BP

elde edilir. Bu esitlikteki a, CP, AP, c ve
AC, BP; ABCP kirigler dértgeninin kenar
ve kogsegen uzunluklandir.

ABC D kirigler dértgeninde, a =cveb=4d
ise, bu durumda e = f olacagindan

e? = a® + b? (Pisagor bagntisi)
elde edilir.

Ptolemy teoreminin sadeligine uygun, il-
gilenip zevk almaniz dilegiyle ii¢ tane prob-
lem sunuyoruz:

(1) ABCD bir kare; F, G ve E sirasiyla AB,
AC ve AD dogru pargalarinin bir i¢ noktasi
olmak iizere (EAF) ¢emberi G noktasindan
geciyorsa,

AF + AE =2 . AG
oldugunu ispatlayinz.

(2) ABC bir eskenar iiggen ve D noktas
bu liggenin gevrel ¢emberinin BC (kiigiik)
yaymin bir i¢ noktas: ise,

DA=DB+ DC
oldugunu ispatlayiniz.

(3) ikinci soruda verilenler ayni kalmak iizere
AD dogrusu BC kenarnini E noktasinda kesiy-

orsa,

11
DE DB DC
oldugunu ispatlayiniz.

Bu yazi gesitli geometri ve matematik tari-
hi kitaplar kaynak alinarak hazirlanmgtir.
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Cahit Bey ve Feza Bey’in anisina...

3. Aritmetik Fizik

Ben fizikgi degilim, fakat bu evrende yasayan biri olarak, evrenin sirriyla dogal olarak (amatorce)
ilgileniyorum. Bugiinlerde duydugum seyler arasinda su haber de vardi: Son yillarda Temel Paracik
Teorisinde biiyiik degisikliklerin meydana geldigi, rnegin pargacik kavraminin yerine sicim (= “string”)
kavraminin yer almis oldugu, dolayisiyla teorik fizikgilerin bu yeni kavramla simdiye kadar bilinen
sonuglarin yeniden elde edilmesi, ve yeni sonuglarin gikarilmasi icin ¢abaladigi v.s. gibi. (Not: Sicim
Teorisi igin “Conformal Invariance and String Theory” (Academic Press, 1989) kitabindan I. Ya.
Aref’eva 'min “String Field Theory” adli makalesine bakiniz.) Fakat benim esas olarak anlatmak
istedigim gey, Sicim Teorisinden ziyade sessizce geligen baska bir fikir akimidir. Konuya bir hikaye
ile baglayalim. 1986 yilinda Berkeley ’de diizenlenen “International Congress of Mathematicians”
'da G. Faltings 'in konugmasim dinledikten sonra, E. Witten hemen en yakin kitapgilara kosup,
Sayilar Teorisi ile ilgili ne var ne yok biitiin kitaplan almigtir. (Not olarak hatirlatayim: G. Falt-
ings, Mordell konjektiiriinii ¢ozdiigi icin Fields Madalyasin1 almig bir matematikgi, ve E. Witten ise
Pur Matematigin Topolojik Kuantum Teorisine, bilhassa Sicim Teorisine, uygulanmasinda yaptig
biiyiik katkilardan dolay1 1990 'da Fields Madalyasini alan yegane fizikgidir.) Meger Faltings yaptig
konusmada, Sicim Teorisinde, gok énemli bir yer iggal eden Polyakov olglimiiniin hesaplanmasinda
Sayilar Teorisinden faydalanabilecegini anlatmis. Bu hikayeden de anlasilacagi gibi, son yillarda
Sayilar Teorisi ile Kuantum Teorisi arasindaki yakinlagmadan sik sik bahsedilmektedir. Bir zamanki
. (ve hala devam etmekte olan) Operator Teorisi ve Harmonik Analiz, 6zellikle lokal kompakt gruplarin
Temsil Teorisi, ile Kuantum Teorisi arasindaki etkilesmeler (Not: Bu husus igin, “A. J. Coleman:
Groups and Physics, AMS Notices 44, No. 1 (1997)” yazisina bakimiz), ve son yillarda goriilen digiik
boyutlu topoloji ile kuantum teorisi arasindaki etkilesmelerden sonra (Not: Bu husus igin Turk. J.
Math.(1995) dergisinde gikan M. Atiyah 'in makalesine bakiniz), bugiin Sayilar Teorisi ile Kuantum
Teorisi arasindaki siki etkilesmeler soz konusudur. Acaba bunun temelinde yatan sey nedir diye merak
ettiin, ve yukarida bahsettigim “Conformal Invariance ...” kitabini kanigtirdim. Asagida, bu kitap
iginde bulunan Aref’eva 'nin “String Field Theory” ve Yu. I. Manin ’nin “Reflections on Aritmetic
Physics” adli makalelerden anladigimi, simdiye kadar yazdigim geylerin akis: iginde kisaca sunmaya
caliyacagim. Not olarak, Yu. I. Manin ’'nin bilhassa Sayilar Teorisinde ok taninmug bir matematikgi
olduguna igaret edeyim.

Kuantum Teorisindeki “Belirsizlik Prensibine” gore Planck olgeginden (2 x 1035 metre) daha
kiigiik gapta olan Planck-alt1 bolgesinde (= “sub-Planckian domain”) dlgiim igleminin direkt olarak
yapilamayacag séylenmektedir. Dolayisiyla Planck-alt1 Fiziginin yapilabilmesi i¢in Kuantum Teorisin-
den bagka yeni bir teorinin kurulmasina ihtiyag olacaktir. Bu ihtiyaca karsi I. V. Volovich (Theor.
Math. Phys. 71 (1987)) goyle bir fikir ortaya atmgtir: Simdiye kadar kullamlan yontemin hepsi,
R uzerindeki geometri (yani @ 'nun |.| valuasiyonuna gore tarif edilen metrige dayanan geometri)
ile yapilmug idi, ve bu geometrinin en belirgin 6zelligi de “archimedean” olugudur, su halde yukaridaki
gikmazdan kurtulabilmemiz igin archimedean geometriden vazgegip, |.|, p-adik valuasiyonuna dayanan
Qp tizerindeki geometriyi kullanarak yeni fiziksel bir teoriyi kurmamz gerekir ve p-adik fizigin ilk
adin olarak, Sicim Teorisinde 6nemli bir yer alan Veneziano genisligini (= “Veneziano amplitude”)
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ele alarak, bunun p-adik analojisinin (p — iken) limiti olarak ifade edildigini gostermistir. An-
cak Volovich 'in fikrinin, ne meta-fiziksel olarak, ne de matematiksel olarak tatmin edici oldugunu
soylemek giigtiir. Buna kargin Manin 'nin fikri, her ne kadar tam oturmug bir gekilde olmasa da, hem
meta-fiziksel, hem de matematiksel bakimdan daha ikna edicidir. Manin 'nin fikrine gegmeden once,
daha 6nce bu yaz iginde soyleyecegim seyleri tekrarlayalim:

(a) Fiziksel dlgiimlerde esas olarak rasyonel sayilan kullanmaktadir. Zira bu 6lgim esnasinda,
sabit birim ile Slgiilen miktar arasindaki z gibi orantinin yaklagik bir degeri sézkonusudur. Artan
hassasiyet ile tekrarlanan olgiimlerde, = degerine (|.|o anlaminda) yaklasan rasyonel sayilardan olugan
bir dizi elde edilmektedir. Zaten bu durum, rasyonel sayilardan olusan Cauchy dizilerinden hareketle
reel sayilan kuran Cantor Yonteminin temelidir. (Not: Baz fizikgi arkadaglanimiz soyleyebilirler:
“Biz olgiimlerde a < z < b geklindeki bir arahk belirtiyoruz”. Fakat a ve b ug noktalarnnin rasyonel
degerli olmas: gerektigini, ve a veya b ’nin z ’in yaklagik degeri olarak bakilabilecegini digiinirsek,
bu séziin, yukarida sdylendigi ile aym kapiya gikacag: anlagihr.)

(b) Q cisminin |.|s 'ye gore metriginden bagka, her p asal sayisina tekabiil eden, |.|, valuasiyonuna
gore p-adik metrik de vardur.

(c) |.|eo’ ye gore Q ’nun kapanigi R, |.|, ye gore ise @ dir.

Bu gozlemlere dayanarak, Manin 'nin ortaya attigi meta-fiziksel onermeleri, biraz basitlegtirerek,
soyle ifade edebiliriz:

(I) Bilemedigimiz bir nedenle biz insanlar, |.|o valuasiyonuna gore metrigi kullanmaya gartlanmi-
s1z. (Not: Onun igindir ki, biz her fiziksel olay1, @ 'nun |.| ye gore kapanisi olan, R i¢inde diginup,
incelemekteyiz.) Halbuki @ iizerinde p-adik metrik gibi bagka metrikler de vardir, ve bunlarin
gozoniine alinmamas: haksizhktir, “demokrasi” ilkesine aylandir. (Manin aynen boyle soyliiyor!)).

(IT) Evrenimiz, bilhassa Planck-alt: bolgesi, adeliktir, yani Planck-alt1 bolgesinin modeli olarak
Ag adeller halkasinin alinmas gerekir. (Not : Manin 'ne gore Planck-alt1 bélgesi gok yuzlidir,
onun her bir yiizii, Q ’nun bir valuasiyonuna tekabiil etmekte olup, bu yiiz @ 'nun, sozkonusu olan
valuasiyonuna gore, kapamigidir. Su halde Planck-alt1 bolgesinin R yiiziinden bagka p-adik yizi de
vardir. (I) Gnermesi geregince, biz ancak R-yiiziini tasavvur edebiliriz, fakat p-adik yuzunu hayal
bile edemeyiz. Ancak Ag adeller halkasini bir model olarak secerek, Planck-alt1 bolgesini analiz etme
olanagim bulabiliriz.)

(III) Planck-alt: bolgesinin yiizleri arasindaki bagintilar tamamlayicidir (= “complementary”).
(Not: Bir baginti yardimiyla Planck-alt1 bolgesinin bir yliziindeki durum, diger yiizlerinkinden belir-
lenebilir. Ornekler agagidadir.)

Simdi okurlarimiz soracaktir: “Peki bu onermelerin faydasi nedir?” veya “Bunu Planck-alti
fizigine uygulayabilir miyiz?”. Bu sorulara kesin cevap vermek igin herhalde zaman daha gok erken.
Ancak bundan sonraki gelismeler bu sorulara pozitif veya negatif cevaplar verebilir. Fakat en azindan
agagidakileri soylemek miimkiindiir. Bunun igin bir érnekle baglayalim:

Herhangi bir a gibi sifirdan farkl bir rasyonel say1 icin, daha once (*) igaretiyle gosterdigimiz bir
bagint1 vard:

(¥) 1, lalp = 1 (p, co ve biitiin asal sayilar lizerinde degisir.)
Bu bagnti, (III) Snermesinde bahsedilen “tamamlayici” bagintilarin tipik bir ornegidir. Gergekten,

biitiin p asal sayilan igin |a|, degerini bilirsek, |a|o, degerini de bilebiliriz. Bu ornegi fazla basit
bulanlar igin Manin ’nin verdigi bagka bir 6rnek vereyim:
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S.Lg(Aq)/SLz(Q) kompakt grubunun g Haar o6lgiimiinii

/ du=1
SL2(AQ)/SL3(Q)

sartiyla normalize ettigimizde, ve soldaki integrali her yiiz iizerindeki integrallerin yardimiyla direkt
hesapladigimizda

1 =n?/6 (R-yuzinden) x II,(1 — p~2) (her p-adik yiizden)
esitligini elde ediyoruz ki, bu da

m/6=M,(1-p7)"" (=((2)) (x%)

sonucunu verir (Euler formiili). (x) esitligi, R-yliziindeki 72/6 ile p—adik yiiziindeki 1 o p~?% gibi
aritmetik ifadeleri arasinda bir bag kurmaktadir. Not olarak, 7 sayisini iceren sayisal ifadelerin
genelde fiziksel karakter tagidigina da isaret edelim.

Yukaridaki az sayida orneklerden hemen genellestirmeye gitmemiz dogaldir ki ¢ok tehlikelidir.
Fakat bu ornekler, R-yiiziindeki (bilinmeyen veya direkt Slgme olanagina sahip olmayan) fiziksel bir
miktarin, p— adik yiiziinde kolay hesaplanabilecegi miktarlar tarafindan ifade edilebilecegi olasihgini
gostermektedir. Daha dogrusu, direkt olgiilme imkani olmayan Planck-alti bolgesinin (R-yiziinde bu-
lunan) fiziksel bir miktarin, p-adik yiiziindeki hesaplanabilen miktarlardan elde edilmesinin olanaksiz
olmayacagini, béylece, Manin ’nin fikrini kabul etmek suretiyle, Planck-alt1 Fiziginin yapilabilme
olasihgm hissettirmektedir.

Not: Yukarida, basit olsun diye, Ag adeller halkasini Planck-alt1 bolgesinin modeli olarak segmis
bulunuyorum. Gerektiginde, @ cisminden daha biiyiik bir cebrik sayi-cismi de segilebilecegine isaret
edeyim.

Manin 'nin ortaya attig fikri kabaca “fiziksel olaylar1 Aq (veya gerektiginde F gibi daha uygun
cebrik sayi-cismi ile Ar) adeller halkasinin aritmetigi iginde diiginmek” diyebiliriz. Bu da “aritmetik
fizik” adnin gikisinin sebebidir.

Boylece simdiye kadar hig bir zaman teorik fizigin is arkadagi olarak kabullenmemis olan sayilar
teorisi, son giinlerde en biiyiik yardimcisi gozii ile bakilmaya baglanmgtir.

Dogaldir ki Manin 'nin prensibinin biitiin fizik toplulugunca kabullenmesi igin daha biraz zamana
ihtiyag olacag agiktir. Ancak bunun, 21. yuzyihn fizikte, czellikle Planck-alt1 fiziginde, kesin bir yon
vereceginden eminim.

Daha 6nce Tate 'in tezinden bahsederken, K gibi bir cebrik say1 cismine ait Ax adeller halkasindan
harmonik analiz yolu ile Hecke L-fonksiyonlarinin sistematik bir sekilde elde edilebilecegini soylemis-
tim. Ozel olarak, Aq adeller halkasindan ise Riemann zeta-fonksiyonu ve Dirichlet L-fonksiyonlari
gikinaktadir. Boyle olunca bir giin, Sicim Teorisi veya Planck-alt1 Fizigi ile ilgili olarak, Riemann zeta-
fonksiyonu ve Dirichlet L-fonksiyonlar kullanilmaya baglanms olsa da, hig sagirmamamz gerekir. Bu
durum, yazimin en baginda belirttigim Feza Bey’ in “Biz fizikte zeta-fonksiyonu...” sozii ile birlikte,
kendisinin ne kadar ileri goriigli oldugunu gostermektedir.

4. 21. Yuzyila Girerken

Yukarida Cahit Bey ile ilgili bazi olaylar sunarak, kendisinin zamanin en aktiiel konular (kon-
gruens zeta-fonksiyonlan igin Riemann Hipotezi, sayi-cisimleri igin Riemann-Roch Teoremi gibi) ile
gok yakindan ilgilendigini, bdylece 20. yiizyil matematiginin gidisi hakkinda gok saglam bir goruse
sahip oldugunu anlattim. Ayni zamanda aritmetik fizigin bugiinlerde giincel bir konu oldugundan



M. Giindiiz Ikeda

bahsederek, Feza Bey ’in fizigin gelecegi hakkinda ne kadar isabetli fikirlere sahip oldugunu belirtti.
Bu iki ¢ok kiymetli bilim adamimz kaybettigimiz bugiin, doldurulmas gii¢ biiyiik boslugu hisset-
mekteyiz. Ozellikle 21.yiizyla iki y1l kala, 20.yiizyilin sonunda fizik ve matematigin radikal bir sekilde
degistigi, ve gelecek ylizyilda ne yonde geligecegl diigiiniildiigiinde, Cahit Bey ve Feza Bey ’'in yoklugu
kendisini daha ¢ok hissettirmektedir. Ancak biz bu iiziintiyu yenip, hizla degigen ve geligen bilim
diinyasinda Tiirk Biliminin varhigin kamtlamak igin, daha ok gayret sarfetmeliyiz ve bunu yaparken,
Cahit Bey ve Feza Bey gibi ileri goriiglii olmaliyiz. Bunu bagsarmamiz, kendilerinin anisina

yapabilecegimiz en biiyiik hizmet olacaktir.

PROF. DR. MEHMET SAPANCI 'NIN ANISINA...

~ Evli ve iki gocuk babasi olan Prof. Dr. Mehmet Sapanci 1946 yilinda Manisa Alagehir 'de dogdu.
Ilk ve ortaokulu burada tamamladi. 1964 yilinda Izmir Atatiirk Lisesinden mezun oldu. 1968 yilinda
Ege Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik-Astronomi Boliimiinden mezun olduktan sonra aymi yil
asistan olarak bu béliimde goreve bagladi. 1970 yilinda Matematik Bolimii 6gretim iiyesi Prof. Dr.
Lothet Koschmieder danismanhginda “Jacobien Elliptik Fonksiyonlarinin Toplam Teoremi Uzerine”
adli yiiksek lisans tezini tamamladi. 1971 yilinda, Milli Egitim Bakanhginin agmig oldugu yurtdist
burs sinavlarini kazanarak Ingiltere ’ye gonderildi. Bir yil dil hazirhgindan sonra Warwick Universitesi
Matematik Boliimiinde Prof. Dr. Roger Carter ile master galigmalarina bagladi ve 1975 yilinda master
tezini tamamladi. Aym yil Newcastle Upon Tyne Universitesi Matematik Boliimiinde Dr. John S.
Rose damigmanhginda doktora galigmalarina bagladi. Kasim 1977 ’de Ege Univesitesi Fen Fakiiltesi
Matematik Bélimiinin Cebir ve Sayilar Teorisi Anabilipl Dalinda agilan asistanhik sinavim kazanarak
yine bu boliimde goéreve bagladi. Nisan 1980 ’de Ege Univesitesinden “Fen Doktoru” tnvanim aldi.
15 Ekim 1989 yilinda iiniversite dogentligine ve 1996 yilinda da profesorliige yiikseltildi. Prof. Dr.
Mehmet Sapanci 'min Cebir ve Sayilar Teorisi alaninda yurtigi ve yurtdiginda yayinlanmig pek gok
caliymasi bulunmaktadir.

Tim yakinlarinin basi sagolsun...
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BUYUK TURK MATEMATIKGISI:
HUSEYIN TEVFIK PASA (1832-1901)

Fikri Akdeniz
Cukurova Universitesi, Matematik Bolimu,
01330-ADANA

19. yiizyilda Osmanhlarda batililagma siirecin-
de goriilen bilimsel galigmalar, Avrupa’da yazilan
kitaplardan geviriler yapmaktan ileri
gidememigtir. Boyle bir ortamda Hiiseyin Tevfik
Pasa matematigin en yeni alanlarindan kuaterni-
yonlar cebiri lizerinde aragtirmalar yaparak “Lin-
ear Algebra” adli Ingilizce bir aragtirma kitabi
yazmstir. Kitabin ilk baskis1 1882 ‘de (69 sayfa)
ikinci baskis1 1892 ’de genisletilmis ve diizeltilmig
olarak (188 sayfa) Istanbul ’'da basilmigtir. Bu
nedenle H. T. Pasa biitin Osmanl tarihinde
temel bilimler alamnda orijinal galigma yapan
ve yayvinlayan ilk bilim insammizdir. Vidinli
H. T. Pasa olarak bilinen Paga’min bilimsel
kimligini tanitmay1 amagladigimiz bu yazimizda
once konuyu incelememe neden olan geligmeleri
sunmak istiyorum.

1993 yii Arahk ayinda Cukurova Universi-
tesinde konferanslar vermek iizere konugumuz
olan McGill Universitesi (Kanada) ogretim iyesi
Prof. Dr. George P. H. Styan ile Universitemiz
kiitiiphanesini gezerken Prof. Dr. Kazim Cegen
tarafindan yaymna hazirlanmig Istanbul Teknik
Universitesi Bilim ve Teknoloji Tarihi Aragtirma
Merkezi yayini olan “Hiseyin Tevfik Paga ve Lin-
ear Algebra” adli 1988 baskil kitap dikkatimizi
gekti. Kitabin bir fotokopisini McGill Universitesi
kiitiiphanesine koyulmak lizere Profesor Styan
yaninda gotiirmiigtd. 1995 yih Temmuz ayinda
McGill Universitesinde diizenlenen “Istatistik
igin Matris Metodlan” konulu uluslararasi bir
bilimsel toplantiya davetli olarak katilmigtim.
Toplantinin bir oturumunda Prof.  Styan H.
T. Paga tarafindan Ingilizce yazilmig ve 1882
yilinda Istanbul’da basilmis “Linear Algebra” adh
kitabin diinya'da basilmig ilk eser olabilecegine
iligkin bir duyuru da bulunmugtu. Toplant:
salonunda konunun uzmanlar niteligindeki 70
bilim insani iginden aykiri bir goris g¢ikmadi.
Prof. Styan bu konuda daha genig bilgiye
sahip olabilmek igin Uluslararasi Lineer Cebir
Derneginin yilda dort kez yayinlanan ve editoru
oldugu IMAGE adh biltenin 1995 yazindaki

15. sayisinda Paganin fotografini (istanbul
Universitesi Kiitiphane Midiurliginden temin
ettigim) basarak aymi tirde bir soru sormustu.
(Ek 1, IMAGE, say1: 15 , sayfa: 24 (1995))

Profesor Styan ’a ulagtinlan bilgiler bu kitabin
H. T. Pasa tarafindan Harvard Koleji kutiiphane
miidiiri Justin Winsor ’a 5 Subat 1885 tarihli
mektupla birlikte gonderildigini ve ciltlenmig bir
kopyasinin Harvard Universitesi Kutuphanesinde
bulundugunu gostermektedir (IMAGE, say1: 16,
sayfa: 29 (1996)). H. T. Pasa mektubunda
kitabin1 Harvard Koleji Matematik Bolimiu
ogretim iiyesi Profesor J. M. Peirce 'in arzusu
lizerine hediye ettigini belirtmigtir.

Ayrica Benjamin Peirce (1809-1880) tarafindan
yazilan “Linear Associative Algebra” adh bir
kitabin 1870 yihinda Washington City ’de
basildigini, bu kitabin “American Journal of
Mathematics” adli derginin 4. sayisinda 97-229
sayfalar arasinda 1881 ’deki yayin esas alinarak
1882 'de yeniden basildig: goriillmektedir.

Gorildiigi gibi H. T. Paga Osmanh devle-
tinin olumsuzluklarla dolu bir déneminde 1882
'de basilan “Linear Algebra” kitabiyla dinyada
ilkler arasinda yer alan onder aragtirmaci olma
invanina sahiptir.

16-17 Agustos 1997 tarihlerinde Istanbul da
diizenledigimiz 6. Uluslararasi »[statistik Igin
Matris Metodlari” bilimsel toplantisina 16 ayn
iilkeden katilan 50 bilim insam iginde yer alan
Prof. Styan (McGill Univ., Kanada), Prof.
Puntanen (Tampera Univ., Finlandiya), Prof.
Werner (Bonn Univ., Almanya) ve ben istek
uizerine 19 Agustos 1997 gini H. T. Paganin
Eyip’teki mezanm ziyaret ettik. (Ek 2, IM-
AGE, say1: 19, sayfa: 15 (1997)). Osmanh
donemi matematikgilerinden Salih Zeki Bey ’in
anilarina dayanarak bilgi sahibi oldugumuz H.
T. Paga ulkemizde bilim tarihi iginde onemli
bir konumda ve.unutulmayanlar arasinda yer
almasi gereken bir matematikgidir.  Dilegim
H. T. Pasanin Eyiup mezarliginda Ferhad Pasga
tiurbesinden Feridun Bey tiirbesine giden Bey-
baba sokaginin sag yaninda yola g¢ok yakin bir
yerdeki mezar taginin yanina yagam oykiisiiniin
yazildig1 ayirdedici bir yazinin asilmasiyla sonraki
kusaklara arzulanan bilgilerin aktarlmasidir.



Fikri Akdeniz

KAYNAKCA

(1] Cegen, K (1988). Hiiseyin Tevfik Paga ve
“Linear Algebra” Istanbul Teknik Universitesi
Biliin ve Teknoloji Tarihi Aragtirma Merkezi
Yayin No.5, Istanbul.

[2] Sarag, C. (1992) “Salih Zeki Bey ’e gore Vidinli
Tevfik Paga” Bilim Tarihi, Say:i: 9, 3-10.
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DANS EDEN SAYILAR

Hiuseyin Kayadibi
Giilhane Askeri Tip Akademisi, ANKARA

Matematik korkusunun anlamsizhigina dair
pek ¢ok yazi vardir. Ama bu yazilarda sadece
“korkmayin” denir. Yapilmas: gereken, kork-
manin yanhs oldugunu ogitlemek yerine,
matematigin ne kadar ilging, zevkli ve oyun-
sal oldugunu gostermektir.

Evrendeki hersey gibi sayilar da bir uyum
icindedir. Sayilara dikkatle bakan herkes on-
larin arasindaki ortak noktalan kolayca or-
taya ¢ikarabilir.

Sayilar sihirlidir.  Birbirleriyle ahenkle
dans ederler. Iki ikiyi dansa kaldirdiginda
dort doéner ikinin basi. -Sifira herkes asiktir,
ama kimse onu dansa kaldiramaz. Ciinkii;
sifira ¢arpilmalar1 yok olmalari demektir.
Biitiin igin sirrm bunu goriip anlayabilmek-
tedir. Matematik korkusunun gereksizligini
anlamada yapilacak ilk i sayilarin dansim
dgrenebilmektir. Nasil mi? iste boyle:

e Biitiin rakamlari 1 olan sayilarin karesi:

En ¢ok 9 basamakl ve biitiin rakamlar
1 olan karesi bulunacak say1, H;

H sayisinin basamak saysi ise, K olsun.

Once 1 ’den baslayip birer birer artirarak
K sayisina kadar olan rakamlar yazilr.
Sonugta,

(x) En ortadaki basamakta bulunan
rakam bir tane, diger basamaklardaki
rakamlar ise ikiger tanedir.

(b) En ortadaki rakamdan itibaren birer,
ikiger, iicer, ... , saga ve sola dogru
gidildiginde esit uzakhktaki basamak-
larda ayni rakamlar vardir. 6rne§in,

P=l 112=121 1112=lg3gl
4

12=12
11112=123432

e Biitin rakamlarn 1 olan sayilarnn

garpimi:

Biiyiik olan say1 H ;
Kiigiik olan say1 A .

Bu iki sayinin basamak miktarlan fark
E olsun. Ilk olarak A sayisinin ka-
resi yukanda anlatilan gekilde bulunur.
Sonra ise, E sayis1 kadar en ortadaki
basamakta bulunan rakam kendi yanina
yazilir. Ornegin,

11x11=121
11x11=1221
111x11=12221
111x111=12321
111%111=123321
11111x 111=1233321

Biitiin rakamlari 2 olan sayilarn
garpimi:

Biiyiik olan say1 H ;
Kiigiik olan say1 A .

Bu iki sayinin basamak miktarlan farki
E,

A saysinin basamak miktarinin 1 eksigi
ise N olsun.

(a) Eger A sayisi 2 basamakh ise,
E sayis1 kadar 8 rakami A sayisinin
karesinde bagtan N ’inci rakamdan sonra
yazilir. Ornegin,

22%22=484

222x22=4884
2222 x22=488 8

22222 x22=488884

(b) Eger A sayist 3 basamakl ise,
E sayis1 kadar 3 rakami A sayisinin
karesinde bagtan N ’inci rakamdan sonra
yazihr. Ornegin,
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222x222=49284
2292 x 222 = 493284
22222x222=4933284
222222 x 222=409333284

(c) Eger A sayis1 4 basamakli ise, E sayis1
kadar 7 rakami A sayisinin karesinde
bagtan N ’inci rakamdan sonra yazilir.
Ornegin,

2222x2222=4937284

22222 x2222=4937728

222222 x 2222 =493 7772

TN

o]

4

Biitin rakamlari 3 olan saylarin
carpimi:

Biiyik olan say1 H ;
Kiigiik olan say1 A .

Bu iki sayinin basamak miktarlar fark:
E,

A sayisinin basamak miktar ise N olsun.
E sayis1 kadar 9 rakami A sayisinin

karesinde bastan N ’inci rakamdan sonra
yazilir. Ornegin,

33x33=1089
333x33=l_0 89
3333x33=109989
333x333—_08 9

3333x333=1109889
33333x333=11099889

Biitin rakamlann 4 olan saylarn
garpimi:

Biiyiik olan say1 H ;
Kiigiik olan say1 A .

‘Bu iki sayinin basamak miktarlan fark:
E,
A sayisinin basamak miktari ise N olsun.

(a) Eger A sayist 2 basamakh ise,
E sayist kadar 5 rakami A sayisinin
karesinde bagtan N'inci rakamdan sonra
yazilir. Ornegin,

44x44=1936
144x44=19536
1444 x 44=195536
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(b) Eger A sayis1 3 basamakh ise,
E sayis1 kadar 3 rakami A sayisinin
karesinde bagtan N ’inci rakamdan sonra
yazilir. Ornegin,

444x444=197136
4444 x 444=1973136
44444 x 444=1973313 6

Biitin rakamlar1 5 olan sayilarn
garpimi:

Biiyiik olan say1 H ;
Kiigiik olan say1 A .

Bu iki sayinin basamak miktarlan fark

E,

A sayisinin basamak miktar ise NV olsun.

(a) Eger A sayist 2 basamakl ise,
E sayis1 kadar 5 rakami A sayisinin
karesinde bagtan /N ’inci rakamdan sonra
yazilir. Ornegin,

56 x56=3025
595 X 55 = u52___5
5555 x556=305525

(b) Eger A sayis1 3 basamakh ise,
E sayisi kadar 3 rakami A sayisinin
karesinde bastan N ’inci rakamdan sonra
yazilir. Ornegin,

955 x 5556=308025

5665 x 556=3083025
55555 x 55=3083

[JCN | ]
o
(4]

|

Biitiin rakamlari 6 olan sayilarn
¢arpimi:

Biiyiik olan say1 H ;
Kiiciik olan say1 A .

Bu iki sayinin basamak miktarlan fark
L,
A sayisinin basamak miktan ise; N ol-
sun.

E sayis1 kadar 9 rakami A sayisinin
karesinde bagtan NV ’inci rakamdan sonra
yazilir. Ornegin,
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e Biitiin

6666 x 666 = 4 4 39%6
66666 x 666 =44 3 9
6666 x 6666 =4 4 4 3
66666 X 6666 =4 44395556
666666 x 6666 =4443995556

rakamlari 7 olan sayilarin

garpimi:

Biiyiik olan say1 H ;
Kiigiik olan say1 A .

Bu iki sayinin basamak miktarleri fark:
E,

A sayisinin basamak miktari ise /V olsun.
(a) Eger A sayisi 2 basamakl ise,
E sayis1 kadar 8 rakami A sayisinin
karesinde bastan N ’inci rakamdan sonra
yazilr. Ornegin,

(b) Eger A sayis1 4 basamakl ise,
E sayisi kadar 7 rakami A sayisinin
karesinde bastan N ’inci rakamdan sonra

yazilir. Ornegin,

TTTT X TT7T7T7T=60481729

TTTTT x 7777 =
604871729

TT7T7T7T7T X 7777 =
6048771729

Biitin rakamlann 8 olan sayilarin

garpimi:
Biiyiik olan say1 H ;
Kiigiik olan say1 A .
Bu iki saymin basamak miktarlan

farkinin 1 eksigi E ,
A sayisinin basamak miktart NV .

A sayisindan 1 basamak fazla ve biitiin
rikamlar 8 olan sayi ise K olsun.

Hiiseyin Kayadibi

(a) Eger A sayisi 2 basamakl ise, E
sayisi kadar 2 rakami A ve K sayilarinin
carpiminda bagtan N ‘inci rakamdan
sonra yazilir. Ornegin,

888 x88=781

8888 x88=78
88888 x88

II‘_‘

2
8221 4

N

H

(b) Eger A sayisi 3 basamakl ise, E
sayisi kadar 3 rakami A ve K sayilarinin
carpiminda bastan N ’inci rakamdan
sonra yazilir. Ornegin,

8888 x888 =7892544

88888 x888 = 78932544

888888 x888 =
789332544

(c) Eger A sayisi 4 basamakl ise; E
sayisi kadar 4 rakami A ve K sayilarinin
carpiminda bagtan N ’inci rakamdan
sonra yazilir. Ornegin,

88888 x 8888 =
790036544

888888 x 8888 =
7900436544

Biitin rakamlart 9 olan sayilarin

garpimi:

Biiyiik olan say1 H ;°
Kiigiik olan say1 A .

Bu iki sayinin basamak miktarlar fark

E,
A sayisinin basamak miktari ise NV olsun.

E sayis1 kadar 9 rakami A sayisinin
karesinde bagtan /N ’inci rakamdan sonra
yazilir. Ornegin,
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99 x 99 = 9801
999 x 99 = 98901
9999 x 99 = 989901
999 x 999 = 998001
9999 x 999 = 9989001
99999 x 999 = 99899001
9999 x 9999 = 99980001

99999 x 9999 =
999890001

99999 x 9999 =
9998990001

Biitin rakamlan 9 olan sayilarin ¢arpimi
ve ayrica karesi “Matematik Diinyasi”
dergisinin Subat/1996 sayisinda yayinla-
nan yazimda anlatilan sekilde de bulun-
abilir.

Son rakami 5 olan herhangi bir iig
basamakh sayinin karesi:

Bu saymnin onlar basamagindaki rakamin
1 fazlasi ile ¢arpimindan cikan sayinin
birler basamagindaki rakam H ;

Bu ¢arpimin onlar basamagindaki rakam
K ;

Karesi bulunacak ii¢ basamakli sayinin
sonundaki 5 rakami silindiginde kalan
saymnin rakamlar toplamina, yiizler
basamagindaki rakam ile carpimindan
cikan say: eklenince elde edilen say1 A;

Karesi bulunacak ii¢ basamakl sayinin
yiizler basamagindaki rakamin
1 eksiginin, onlar basamagindaki rakam
ile carpim1 F ;

A+ K + F = N olsun.

Sonug = N H 2 5 'dir.
C")rnegin, 685 icin

8(8 + 1) = 72 sonucundaki 2 rakami, H;

7 rakami ise, K ’dir.

((i + 8) + (68.6) =422=A

15

(6-1)8=40=E
N = 42247 4 40 = 469

©

6852 =N H25=

225

Bu iglem ¢ok daha kisa olarak agagidaki
gibi de yapilabilirdi. Ancak buradaki
amacim; matematiksel bir iglemin bir-
den ¢ok ¢oziim yolunun olabilecegini
gosterip geng beyinlerin dikkatli bir
sekilde diigiinerek bu yollan ortaya
gikarmalar1 konusunda adim atmalarim
saglamaktir.

Karesi bulunacak ii¢ basamakli sayinin
sonundaki 5 rakami atildiginda kalan
say1 bir fazlasi ile ga.rplllr ve ¢ikan sayinin
sonuna 25 yazilir. Ornegin,

68(68 + 1) = 4692; 6852 = 469225.

SAYIN OKURLARIMIZ...

Onceden yayinlanmig olan “Matematik
Dinyasi” dergisinin sayilari, tanesi 500,000.-
TL karsihginda, satiga sunulmustur. Bu
sayllan edinmek isteyen okurlar,
tutarin1 Turkiye Is Bankasi Antalya Subesi
6200/30000/2203551 no’lu Prof. Dr. Halil
Ibrahim Karakas hesabina yatirip, dekon-
tun bir Ornegi ile istedikleri sayilarn bize
gonderdikleri takdirde, sozkonusu sayilar
adreslerine postalanacaktir.

Elimizde Bulunan Sayilar:

Cilt1 Sayi: 1,2,3/4
Cilt 2 Say: 1,2,3,45
Cilt3 Sayi: 5

Cilt 4 Say: 1,3,4,5
Cilt 5 Sayi: 1,5

Cilt 6 Say:: 1,2,3,4,5
Cilt 7 Sayr: 1,2,3
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OYUNLA EGITIM VE BIRKAC OYUN

Ali Nesin
Bilgi Universitesi, Matematik Boliimi,
ISTANBUL

Acaba, diye soruyorum kendi kendime, ilk
ve ortaogretimde, matematik Ogrencilere oyun
oynatarak Ogretilse ne olur? Ilkokul 1
'den baslayarak Ogrenciler siirekli matematiksel
oyun oynasalar.. En fazla bir ay boyunca,
ogretmenlerinin kendilerine sundugu oyunu kiigiik
gruplar olugturarak irdelemeye caligsalar... Sonra
bir bagka oyun irdelense... O oyunu gocuklar nasil
oynarlarsa kazanirlar? Hangi hamlelerle kazanma’
olasiliklarini artirirlar? En iyi stratejileri nedir?
Birinci oyuncu mu, yoksa ikinci oyuncu mu olmak
daha iyidir? Kazanma olasilig kacgtir? Oyunun
beklentisi nedir?

Oyun temelli bir matematik egitimi daha iyi bir
sonug verir mi? Ogrenciler, belki daha az bilgili
olarak liseden mezun olabilirler, ama, bana dyle
geliyor ki, bildiklerini gergekten, oziimseyerek
bilirler. Ayrica, matematigi, distinmeyi,
aragtirmay1 daha gok severler, matematigin ozii
olan “kanitlamay1” daha iyi kavrarlar ve yagama
ve universite egitimine daha iyi hazirlanmg
olurlar. érnegin, yazi-tura ya da zar atarak ke-
sirli sayilar 6grenilebilir.

Ustiine iistlik, konular en fazla bir ay sire-
ceginden ve birbirinden olabildigince bagimsiz
olacagindan, hi¢ bir ogrenci bir aydan fazla
arkadasglarindan geri kalmayacaktir. Bir oyunu
iyi goziimleyebilen (analiz edebilen) bir 6grencinin
kendine olan giiveni artacaktir. Sirekli basgarisiz-
lik boylece onlenecektir.

Matematigi bir piramite benzetebiliriz: Temel
yoksa, bir kat yukar1 gikamayiz. Tarih dersi pek
oyle degildir. Eski Yunan uygarhig bilinmeden de
1789 Fransiz Devrimi pekila anlagilabilir. On bir
yilhk egitimi boyunca, bir gencin bunalima girme,
bir ara sorunlarini agamama, dolayisiyla dersleri-
ne caligamama olasiligi yiiksektir. Bir ay mate-
matikten geri kalan 6grenci, bu bir aylik gecikme
yuziinden biitiin yagami boyunca matematikten
geri kalacaktir, kendine olan giivenini yitirecek-
tir. Bunun 6nlenmesi gerekmektedir. Birbirinden
olabildigince bagimsiz dersler, bence, bu sorunu
biiyiik dlglide gozer.

Zorunlu olmadikga sabaha kadar ders galisan
bir ogrenciye az rastlanir. Oysa gocuklar sabaha
kadar oyun oynamaya can atarlar. Ogrenciler
hem oyun oynasalar, hem de matematigi
ogrenseler, boylece matematigi kendi kendilerine
kesfedip ogrenseler, giizel olmaz m1?

Bugun matematik derslerinde bir lise ogrencisi
ne ogreniyor?

(3rne§in z¥ sayisini ogreniyor. 23 sayisinin 8
oldugunu bir ilkokul dgrencisi bile bilir. 21/2 bi-
raz daha zordur, ama /2 anlamina geldigini or-
taokul ogrencileri bilirler. Peki ya #" sayisini,
hatta 2™ sayisini, bir lise 6grencisi, yaklagik bile
olsa, hesaplayabilir mi? Nedir bu say1? Birakin
hesaplamayi, anlamini bilir mi? Hatta 7 ’nin
tanimini bile bilmez. Ama bilmedigi bu sayilarla
islem yapmasini 6grenir...

Lise oOgrencisine matris ¢arpimlar 6gretilir.
Matrislerin nereden geldigi, neden Gyle degil de
boyle carpildigi ogretilmez.  Matrislerin oyle
degil de boyle carpilmasi, bir matematikginin
kaprisinin, diretmesinin bir sonucu mudur? Kut-
sal bir kitapta m1 yazmaktadir, yoksa matris
carpimi, gokten inme bir vahiy midir? Hayir!
Matrislerin boyle carpilmasi gerekmektedir. Mat-
ris garpimini boyle tanimlamak gerekir. Bu, bir
gereksinimdir, bagka tirli olamazdi. Ama bu
gereksinim lise Ggrencisine gosterilemez. Lise
ogrencisi bu gereksinimi anlamak igin yeterli do-
nanima, bilgiye sahip degildir. Hatta birgok lise
ogretmeni bile bilmez neden matrislerin béyle
carpildigini. Sonug: Matrisler konusu ogrenciye
ezberletilir.

Hele determinantlar... Lise 6grencisi icin deter-
minantlar matematik degil sihirbazliktir.

Limit, tirev ve integral de dogru diiriist
ogretilemez.  “Ogretilmiyor” bile demiyorum,
“ogretilemez” diyorum.

En gok diisiiniilmesi gereken ders olan matema-
tik, okullarda ezberletilir. Ogrenciler ezberlerler
ve matematikten nefret ederler.

Oysa matematik ne giizeldir!
kendine kesfedilince ve anlasilinca...

Kendi

Matematik egitiminde bilgiyi on plana qkar-
mamaliyiz. En azindan sekiz yillik ilkdgretimde,
hatta ortadgretimin ilk iki yilinda. Oyun
agirhkh bir matematik miifredatinda, inaniyorum
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ki ezbere yer olmayacaktir. Her ogrenci
ogrendigini bilerek, anlayarak ogrenecek, yani bil-
giyi oziimseyecektir.

Biitin bu dediklerim iyi hog da, miimkin
mi? Bir ogrencinin sekiz-dokuz yihini dolduracak
kadar matematiksel oyun var m1?

Belki bugin yok, ama diguniilirse, ustinde
cahigiirsa zamanla bulunabilir. Ayrica, klasik
ya da oyunsal egitim diye salt iki segenegimiz
yok. Bunun bir ara yolu da bulunabilir. Haf-
tada ii¢ saat klasik matematik egitimi, li¢ saat de
oyunla egitim gibi secenekler de var. Bu konuda
karar vermesi gerekenler daha gok pedagoglar ve
egitimcilerdir.

Bir bagka sorun da tiniversiteye girig sinavlari...
Bilgi agirhkli olmayan bir ilk ve ortaegitim-
den gegen iki milyona yakin gence, iiniver-
site smavlarinda ne soracaksiniz, onlar nasil
degerlendireceksiniz? Bu soruya bir yanitim yok.
Her seyin yanhs oldugu bir ortamda, dogru bir is
yapmanin ne derece zor oldugunu gosteriyor bu
ikilem...

Birinci Oyun.

Asagidaki oyunu ilkokul birinci sinif 6grencileri
oynayabilirler:

Bir dogal sayidan baglayarak oyuncular bir
onceki oyuncunun soyledigi sayidan sirayla 1 ya
da 2 ¢ikanrlar. Sifinn_altina inmek yasaktir!
0 diyen kaybeder. Ornegin, eger 13 ’ten
baglaninigsa, oyuncular sirayla, 11 - 10 - 8 - 7
-6-4-3-1-0 diyebilirler. Bu ornekte, en
son sayly! birinci 6grenci soylediginden, birinci
oyuncu oyunu kaybeder.

Boylece, gocuklar, hig bir sey ogrenmeseler,
cikarmay1 6grenirler. Bu oyunu, kim nasil oynarsa
kazanir? Yamti oldukga kolaydir. Bu oyunda
kazanmak igin 3n + 1 bigiminde yazilan sayilan
soylemek gerekmektedir. Bir kez 3n +1 bigiminde
yazilan bir say1 soyleyebilirsek, bundan sonra hep
3n + 1 bigiminde yazilan bir say1 soyleyebiliriz.
Soyle yapanz: Diyelim 3n+1 dedik. Obiir oyuncu
1 gikatirsa 2 gikaninz, 2 ckanrsa 1 gikarinz.
Boylece, sira yeniden bize geldiginde, daha once
soyledigimiz sayidan toplam 3 ¢ikmig olur, yani
3(n — 1) + 1 sayisin1 soylemig oluruz. Boylece n
bir azalmig olur. n ler azala azala 0 oldugunda
1 sayisin1 soylemis oluruz. Obiir oyuncu zorunlu
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olarak 0 diyecek ve oyunu kaybedecektir.

Bu oyunun goziimlemesi goyle yapilir:

¢ 0 diyen oyunu kaybedecektir.

e 1 diyen oyunu kazanacaktir, ginkii obiir
oyuncu 0 demek zorundadir.

¢ 2 yada 3 diyen oyunu kaybeder, giinki obir
oyuncu 1 deyip oyunu kazanir.

e 4 diyen oyunu kazanir, giinkii obiir oyuncu
ya 2 ya da 3 demek zorundadir ve oyunu

kaybedecektir.

5 ya da 6 diyen oyunu kaybeder, giinkii obiir
oyuncu 4 deyip oyunu kazanabilir...

Boyle bir goziimleme (analiz) yukardaki 3n + 1
stratejisini bulduracaktir.

Yukardaki oyunu ogretmen &grencileriyle her-
kesin oniinde oynamalidir ve gretmen hep kazan-
malidir. Bir stire sonra 6grenciler ogretmenin
bildigi, kendilerinin bilmedigi bir hinogluhin-
lik oldugunu sezinleyeceklerdir. Eger ogretmen,
hamleleri, yani s6ylenen sayilar1 tahtaya yazarsa,
ogrenciler 6gretmenin stratejisini daha kolay an-
larlar.

Ogretmen béylece “kazandiran strateji” kav-
ramin ogrencilerin anlamasini saglar. Sira bir
sonraki oyuna gelmistir. Bir sonraki oyunda
ogrenciler yalmzdir. Birbirleriyle oynarlar.
Oyunu kavradiktan sonra “kazandiran strateji”
'yi bulmaya gahigirlar.

Ikinci Oyun.

Yeni oyunumuzda, oyuncular, belirlenmis bir
sayidan 1, 2 ya da 3 cikarsinlar... Yine son
hamleyi yapan, yani 0 diyen oyunu kaybediyor.
Bu yeni oyunda, 4n + 1 bigiminde yazlabilen
bir say1y1 soyleyen oyuncu oyunu kazanir. $oyle
kazamir: Obiir oyuncu 1 gkanrsa 3 cikanr, 2
cikanirsa 2 gikanir, 3 cikarirsa 1 qikanir. Boylece
toplam 4 gikmig olur... Dolaysiyla 2n hamle
sonra n = 0 olur, yani 1 soylenir. Obiir oyuncu 0
demek zorunda oldugundan, oyunu kaybeder.

Okulda yukardaki oyunlar 6grenen gocuk, ana-
babasiyla ya da biiyik kardegleriyle oynarsa, on-
lar1 yenip kendine ve aklina giivenir, ozgiveni
artar! Hatta aile, parmak kadar cocugun bu
kadar zeki olmasina gasar ve ona dvgiiler yagdirir.
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f)irenciden buna benzer yeni oyunlar bulmasi ve
buldugu oyunlarin en iyi stratejisini saptamasi is-
tenebilir.

Uglinci Oyun.

Bir onceki oyunu biraz daha degigtirelim. O
oyunun en iyi stratejisini yasaklayahm! Bir onceki
oyunun en iyi stratejisi, obiir oyuncu bir onceki
hamlesinde i gikarmigsa, 4 — i gikarmakti. Bun-
dan boyle bu strateji yasak olsun! Yani, bundan
boyle, bir oyuncu 1 gikarmigsa, sonraki oyuncu
3 qikaramasin, 2 cikarmigsa 2 gikaramasin, 3
gikarmigsa 1 gikaramasin... Yine son hamleyi ya-
pan kaybediyor.

Bu yeni oyunun en iyl stratejisi nedir? Bu
yeni oyunun en iyi stratejisi 5n + 1 bigiminde
yazilabilen sayilar soylemektir. Diyelim, 5n +
1 bigirninde yazilan bir say1 soyledik. Eger
obur oyuncu 2 gikanrsa 3 cikarinz, 3 gikanrsa
2 gikarninz. Boylece toplam 5 ¢ikmig olur ve
5(n — 1) + 1 sayisina ulaginz. Peki ya obiir
oyuncu 1 cgikarmigsa, yani 5n demigse? Ne
yazik ki, 4 gikaramayacagimizdan 5(n — 1) + 1
sayisinl soyleyemeyiz... Ne yapahm? Biz de 1
cikaralim, yani 5n — 1 diyelim. Obiir oyuncu
3 cikaramayacagindan (yasak!!!) 5n — 4, yani
5(n — 1) + 1 diyemez. Demek ki obir oyuncu
ya 1 ya 2 qikaracaktir. 1 gikarnirsa 2 ¢ikarahm, 2
cikarirsa 1 gikaralim. Boylece 5(n—1)+1 sayisina
ondan once biz variriz.

Dérdiinci Oyun.

Yukardaki oyunlari biraz degistirerek ilging
oyunlar bulabiliriz. Ornegin, her oyuncu 2 ya da 3
cikarsin. 1 gikarmak yasak! Ve en son hamleyi ya-
pan ovuncu oyunu kaybetsin! Bu oyunda 0 ya da
1 diyen oyuncu oyunu kaybeder, ¢iinki 0 ya da 1
den sonra say1 gikarilamaz, yani 0 ya da 1 diyen en
son hamleyi yapmig olur. 2 diyen kazanir, giinku
bir sonraki oyuncu, 1 gikaramadigindan, zorunlu

olarak 0 diyecektir. Bu oyunu kim ve nasil oyna-
yarak kazanir?

Negatif Oyunlar.

Bir oyunda kaybedenin kazandigi oyuna, o
oyunun negatifi denir! Ornegin, yukardaki
oyunlarda, son hamleyi yapan oyuncu oyunu
kaybediyordu. Son hamleyi yapan oyuncunun
kazanacag), yani 0 diyenin kazanacag oyunlar da
ele alabiliriz. Bunlar da ilging oyunlardur.
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Sonlu Oyunlar.

Yukardaki oyunlar sonlu oyunlardi. Yani, oyu-
nun uzunlugu (oyunun bitecegi maksimum hamle
sayis1) sinirliydl ve oyunun her agamasinda her
oyuncunun sonlu sayida hamlesi vardi. Ornegin,
25 ten baglanan bir oyun en fazla 25 hamle
surebilir. Aynca, 1, 2 ya da 3 cikanlan bir
oyunda, her oyuncunun oyunun her agamasinda
en fazla 3 hamlesi vardir. Demek ki yukardaki
oyunlar sonlu oyunlardir.

Sonsuz Bir Oyun.

Asagidaki oyun sonsuzdur: Birinci oyuncu bir
dogal say1 seger, ikinci oyuncu bir sonraki hamleyi
kimin yapacagim belirler. Bir sonraki oyuncu, ki
bu oyuncu birinci ya da ikinci oyuncu olabilir,
sayidan 1 ya da 2 gikanir. Sira obir oyuncuya
gecer, o da 1 ya da 2 gikanir. En son 0 demek
zorunda olan oyunu kaybeder.

Bu oyunu ikinci oyuncu kazamr. Eger birinci
oyuncunun segtigi say1 3n+ 1 bigimindeyse, ikinci
oyuncu birinci oyuncunun bir hamle daha yap-
masini soyler. Eger, birinci oyuncunun segtigi
say1 3n 4 1 bigiminde yazilmiyorsa, ikinci oyuncu
bir sonraki hamleyi kendisinin yapacagini soyler
ve bir sonraki hamlesinde 1 ya da 2 cikararak
sayiy1 3n + 1 biciminde yazilan bir say1 haline
sokar.

Bu oyun hep biter, ama hamle sayis1 sinirh
olmadigindan sonlu bir oyun degildir. Ornegin,
birinci oyuncu 25 derse, oyun en fazla 25 hamle
surer, 100 derse oyun 100 hamle sirebilir. Yani,
oyunun uzunlugu sinirh degildir.

Bir Bagka Sonsuz Oyun.

Yuvarlak bir masanin iistiine iki oyuncu
sirayla birbirine degmeyecek bicimde tavla pullan
yerlestirsinler. Tavla pulunu masanin ustiine ko-
yacak yer bulamayan oyuncu oyunu kaybetsin.

Bu oyunda oyunu bitiren maksimum hamle
sayist sonludur. Masanin ve tavla pullarinin
biyikligine gore degisir bu sayi, ama son-
ludur. Ancak, her an her oyuncunun yapabilecegi
hamle sayis1 sonsuzdur, ¢unki tavia pulunu
masanin iistiine sonsuz bigimde yerlestirebiliriz.
Dolayisiyla bu oyun da sonsuzdur.

Bu oyunu birinci oyuncu kazanir. Pulunu
masanin tam ortasina koyar. Sonraki hamlelerde,
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pulunu, obiir oyuncunun pulunu koydugu yerin
merkeze gore tam simetrigini oynar. Boylece oyun
simetrik bir bigimde geligir ve ikinci oyuncu pu-
lunu koyabildigi siirece, birinci oyuncu da pulunu
koyabilir. Dolayisiyla, birinci oyuncu, bu strate-
Jiyle oynarsa, oyunu kaybetmez, demek ki kazanir.

Bu oyunu yuvarlak bir masayla degil de iiggen
bir masayla oynarsak, ayni stratejiyi kullana-
mayiz. Cinku, yukardaki stratejiyle kimi zaman
uggenin digina ¢ikmak zorunda kalabiliriz.

Agik Oyunlar.

Her bilginin iki oyuncuya da agik oldugu oyun-
lara agik oyunlar (Ingilizcesi, “complete infor-
mation game” ’dir.) denir. Ornegin kagit oyun-
larinin bir ¢ogu agik oyun degildir, bir oyuncunun
kgitlarim obiir oyuncu géremez. Yani bir oyuncu-
nun bildigini bir bagka oyuncu bilmeyebilir.

Satrang, dama, go (gin damasi), Othello, ig tag
oyunlari agik oyunlardir.

Tavlada bir oyuncunun bildigini ébir oyuncu
da bilir. Ama her ikisinin de bilmedigi vardir:
Bir sonraki zar. Bu ytizden tavla agik bir oyun
degildir. Hatta tavlamn iki kisilik bir oyun ol-
madig) da soylenebilir. Zar, kazanma ya da kay-
betme olanagi olmayan, ama hamle yapan liginci
bir oyuncu olarak nitelenebilir.

Iki Kisiden Birinin Kazandig1 Oyunlar.

Satrang, dama, go, Othello, iig tag gibi oyun-
larda iki oyuncu berabere kalabilirler. Ama
ilk paragraflarda sozlinii ettigimiz (1 ya da 2
cikar gibi) oyunlarda, iki oyuncudan biri mutlaka
kazanir, beraberlik yoktur.

Eger, satrang, dama, go, Othello, ug tasg
gibi oyvunlarda, beraberlik halinde ikinci oyun-
cunun kazandigim varsayarsak, bu oyunlar, be-
raberligin olmadig), iki oyuncudan birinin mut-
laka kazandigi oyunlara doniigir. Boylece bu
oyunlarin hepsi, beraberligin olmadig, agk, iki
kisilik ve sonlu oyunlar olurlar. Bu tiir oyunlar
hakkinda bir teorem biliyorum:

Bir Teorem. Beraberligin olmadifi, agik, tki
kigilik ve sonlu oyunlarda, iki oyuncudan birinin
her zaman kazanacadr bir strateji vardir.

Bu teoremi kamtlayalim. Kanitimizi oyunun
uzunlugu lizerinden timevarimla yapacagiz. Bir
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oyunun sirebilecegi en yuksek hamle sayisina o
oyunun uzunlugu diyelim. Ornegin, ig tag oyu-
nunun uzunlugu 9 'dur. Ug tagin daha 6nce bittigi
de olur, ama 9 hamleden fazla siirmez ve 9 hamle
stiren g tag oyunlan vardir.

Beraberligin olmadig), agik, iki kisilik ve sonlu
oyunlara giizel oyun diyelim. Her giizel oyunda,
iki oyuncudan birinin kazanan stratejisi oldugunu
kanitlayacagim!

Her giizel oyun, her hamleden sonra, uzunlugu
en az 1 eksilen bir bagka oyuna donigiir; ayrica bu
yeni oyun da giizeldir. Bu iki gozlem, bize oyunun
uzunlugu iizerine tiimevarim yapmamizi saglar.

Birinci oyuncunun kazandigi oyunlara (yani
birinci oyuncuyu kazandiran stratejinin oldugu
oyunlara) A oyunlan, ikinci oyuncunun kazandig
oyunlara da B oyunlan diyelim.

Teoremimiz, her giizel oyunun ya A ya da B
oyunu oldugunu soyliyor.

Uzunlugu n olan giizel bir oyun ele alahm. Bu
oyuna G diyelim. G oyununun A ya da B oyunu
olup olmadigimi bilmiyoruz, kanitlayacagiz. Ama
tumevarim varsayimina gore, uzunlugu n ’den
kiigik olan giizel oyunlar mutlaka ya A ya da B
oyunlandir.

Diyelim, birinci oyuncuyuz ve 50 gesit hamle
yapabiliriz. Oyun, 50 degisik oyuna doniigebilir.
Bu oyunlara G, Gi, ..., Gso adlarim vere-
lim. Bu yeni oyunlarin uzunluklarni daha kisa
oldugundan, her biri, timevarim varsayimina
gore, ya A oyunudur ya da B oyunu. Eger hepsi
birden A oyunuysa, hamlemiz ne olursa olsun
obiir oyuncuya hep bir A oyunu sunanz. Bu yeni
oyunda obir oyuncu birinci oyuncu oldugundan
oyunu kazanacaktir. Eger oyunlardan biri bir
B oyunuysa, oyunu o B oyununa doniigtiirecek
hamleyi yapalim. Boylece obiir oyuncuya ikinci
oyuncunun kazanacag) bir oyun sunariz. Obiir
oyuncu bu oyunda birinci oyuncu oldugundan
oyunu kaybedecektir.

Diledigimizi kanitladik...

Her ne kadar, giizel oyunlan iki oyuncu-
dan birinin kazanacagim biliyorsak da, kazanan
stratejiyi bulmak her zaman kolay olmayabilir.
Ornegin, satrancin bdyle bir stratejisi bilin-
memektedir, satrang ¢ok uzun bir oyundur ve
bilgisayarlar bile bu kadar uzun oyunla basa
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gikamazlar. Ote yandan iig tag gorece kisa bir
oyundur (9 uzunlukta). Bilgisayara bile gerek
kalmadan, elle hesaplayarak, en iyi strateji bulu-
nabilir. Yanlig animsamiyorsam, lig tag oyununda
ikinci oyuncu her zaman berabere kalabilir.

Kimin Kazandig Bilinen Ama Nasil
Kazandig: Bilinmeyen Bir Oyun.

Oyunumuz iki kisi arasinda ve n x m boyutlu
bir dikdortgenin igindeki tamnoktalarda oy-
namyor. Ornegin, 5 x 3 boyutlu bir oyun,
agagidaki seklin en solundan baglar. Oyuncular
sirayla bir nokta segerler ve segtikleri noktayla o
noktanin kuzeyiyle dogusu arasinda kalan nokta-
lar silinir. Ornegin, 5 x 3 boyutlu oyunda, birinci
oyuncu (4,2) noktasimi segerse, oyun bir sonraki
duruma doniiglir. Sonraki hamleler: (5, 1), (3,2)
ve (2,3).

LN N N J LN N ] L XN J
LN N N [ N ] L N J
LA N N N J L X NN J LA N 1]
L 1] ®

L 1 (1]

® 000 [ N 1]

Oyun boyle siirer. Oyunda hig nokta birakma-
yan oyuncu oyunu kaybeder.

Elbet (1,1) noktasim segen oyuncu oyunu
kaybeder. Bu yiizden, kamikaze yapmak iste-
meyen bir oyuncu (1,1) noktasim zorunlu ol-
madik¢a segmez.

1x 1 ’lik oyunu birinci oyuncu kaybeder. Cilinkii
ilk hamlesini yapar yapmaz oyunda hi¢ nokta
kalmaz. Eger n > 1 ise, n x n ’lik oyunlan bi-
rinci oyuncu kazanir. Bu oyunlan kazanmak igin
birinci oyuncu nasil oynamalidir? Birinci oyuncu,
kazaninak igin (2, 2) noktasini seger. Bu ilk ham-
lesinden sonra, birinci oyuncu ikinci oyuncunun
hamlelerinin simetrigini (bakigigin) oynar. Ikinci
oyuncu (3,1) noktasim segerse, birinci oyuncu
(1,3) hamlesini seger. Birinci oyuncu bu strate-
Jisini siirdiriirse oyunu kaybedemez, yani kazanir.

1 x 1 ’lik oyun diginda, her n x m ’lik oyunu
birinci oyuncu kazanir. Dikkat edilirse, bi-
rinci oyuncunun nasil oynayip da kazanacagini
bildigimi s6ylemedim. Birinci oyuncunun nasil
oynayip da kazanacagimi ben de bilmiyorum.
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Ancak birinci oyuncunun kazanan bir stratejisi
oldugunu biliyorum. Stratejiyi bilmiyorum, ama
stratejinin varligim biliyorum...

_ Herhangi bir n x m ’lik oyunu ele alalim.
Ornegin, n = 6, m = 4 olabilir. Yani agagidaki
oyunu ele almig olabiliriz:
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® @ o o
e e o o
® o o o

Birinci oyuncuya Ahmet, ikinci oyuncuya Birol
diyelim. Ahmet ’in yapabilecegi bitiin ham-
leleri ve bu hamlelerden sonra oyunun dontigecegi
biitiin oyunlan ele alahm. Bu oyunlara X-
oyunlari diyelim. Ornegin, n = 6, m = 4 ise,

(1] oo 00 (1]

(1] [ X 1] (1]

®0 0000 o000 (1]

o0 0000 o000 00 00000
o000

..7..

®0 0000

00000

oyunlari X-oyunlandir. Ote yandan, agagidaki
oyun bir X-oyunu degildir:

Ahmet ‘in n x m ’lik oyunda nm tane degigik
hamlesi oldugundan, nm tane X-oyunu vardir.
Ahmet, Birol ’a bu X-oyunlarindan birini
birakacaktir. Ve Birol oniine konan bu X-
oyununun birinci oyuncusu olacaktir. Ahmet ise,
bu X-oyununun ikinci oyuncusu olacaktir.

Eger X-oyunlarindan birini ikinci oyuncu
kazaniyorsa, Ahmet, n x m’ lik oyunu bu X-
oyununa doniigtiirerek n x m ’lik oyunu kazanir.
Ciinkii Ahmet, bu X-oyununun ikinci oyuncusu
olacaktir, dolayisiyla kazanacaktir.

Ote yandan, eger X-oyunlarinin hepsini birinci
oyuncu kazaniyorsa, Ahmet, n x m ’lik oyunu
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kaybeder. Ciinkii Ahmet ne oynarsa oynasin,
Birol ’a bir X-oyunu sunacaktir, ve Birol bu X-
oyununun birinci oyuncusu olacaktir, dolayisiyla
kazanacaktir.

Simdi, yukardaki n x m ’lik oyunu Ahmet ’in iyi
oynayarak kazanabilecegini kanitlayabilirim. Bir
an igin bunun dogru olmadigini varsayalim. Yani,
bir an igin, Ahmet ’in bu oyunu (nasil oynarsa oy-
nasin) kaybedecegini varsayalim. Bir geligki elde
edecegiz. Daha agikgasi, Ahmet ’in bu oyunu
kazandigin1 kanitlayacagiz! Yani, Ahmet 'in nxm
lik oyunu (nasil oynarsa oynasin) kaybettigini
varsayip, bu oyunu kazanacagimi kanitlayacagz!
Boylece Ahmet ’in oyunu kazanacak bigimde oy-
nayabilecegi kanitlanmig olacak.

Varsayimimiza gore n x m ’lik oyunu Ahmet
kaybediyor. Demek ki X-oyunlarinin hepsini bi-
rinci oyuncu kazanir. Simdi, Ahmet en ist ve
en sagdaki noktay: segsin. Yani dikdortgenden en
kosedeki noktay: silsin. Orneéin n =6, m = 4ise,
Birol ‘a soldaki X-oyunu kalir. Simdi sira Birol
’da. Bu X-oyununda Birol ne oynarsa oynasin,
Ahme! ’e gene bir X-oyunu birakmak zorundadir!
Oyle degil mi?

e o o o
® o o o
® o o o
® @ o o

Yukardaki gekle biraz bakinca, Birol 'un her
hamlesinin oyunu gene bir bagka X-oyununa
doniigtirdigu anlagiir. Demek ki Ahmet ’in
oniune bir X-oyunu gelecektir ve Ahmet, oniine
gelen bu yeni X-oyununun birinci oyuncusu ola-
caktir dolayisiyla kazanacaktir!  Istedigimizi
kanitladik...

Kaintimizi soyle ozetleyebiliriz:

(1) Varsaymim: n x m ’lik oyunu Ahmet ne oy-
narsa oynasin kaybediyor.

(2) Demek ki biitiin X-oyunlarimi birinci oyuncu
hazaniyor.

(3) .\hmet, ilk hamlesinde (n,m) noktasin
segsin.

(4) Birol, oniine gelen bu oyunu bir X-oyununa
oniigtiirmek zorundadir.
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(5) Simdi Ahmet bu X-oyununun birinci oyun-
cusu olacaktir ve (2) 'ye gore kazanacaktir.

(6) Demek ki Ahmet, n x m ’lik oyunu kazanir.
Varsayimimzla geligtik.

(7) Demek ki varsayim yanhgtir ve n x m ’lik
oyunu Ahmet kazanir.

Cozumleyemedigim Bir Oyun.

‘ Ozlem Beyarslan ile agagidaki oyunu kegfettik:
Iki oyuncunun 6niinde n tane nesne var. Her iki
oyuncu da nesneleri, kendi zevkine gore, 1 ’den n
'ye kadar puanhiyor. Bu nesneler, yiyecek, sanat
yapitlari, miistakbel e gibi 6znel begeni gerek-
tiren geyler olabilirler. Sozgelimi, bir oyuncunun
6 puan verdigi nesneye 6biir oyuncu 4 puan vere-
bilir, yani oyuncularin nesneleri degerlendirmesi
birbirinden degisik olabilir, ki zaten ancak o za-
man oyun ilging oluyor.

Her iki oyuncu da birbirlerinin (ve kendilerinin
de elbet) puanlamasini biliyor.

Iki oyuncu teker teker nesneleri oyundan
atiyorlar. En son kalan nesnenin puanlan oyun-
cularin puanlarini belirliyor. Amag, en ¢ok puam
almak.

Ornegin, diyelim 3 nesnemiz var. Bu nesnelere
A, B ve C adlarini verelim. Oyuncularin bu nes-
neleri degerlendirmesi de goyle olsun:

Birinci Oyuncu | kinci Oyuncu
A 1 1
B 2 3
C 3 2

Her iki oyuncu da A ’y1 pek sevmiyor olacak ki,
en digiik puanm A ’ya vermigler. Birinci oyuncu
C ’yi sevmis en ¢ok, ikinci oyuncu da B B

Sira birinci oyuncuda. Eger birinci oyuncu A
’y1 oyundan atarsa, geriye B ve C kalir ve, iki-
nci oyuncu C ’yi oyundan atarak, oyunun B ile
bitmesini saglar. Bu durumda, birinci oyuncu 2,
ikinci oyuncu 3 puan kazanmugtir. Ikinci oyuncu
icin daha iyi bir sonu¢ olamazdi. Ama ya bi-
rinci oyuncu i¢in???... Birinci oyuncu ilk ham-
lesini bagka tiirli yapsaydi 2 yerine 3 puan alabilir
miydi?

Eger birinci oyuncu, ilk hamlesinde B ‘yi
silerse, sonug onun icin daha iyi olur. O zaman
geriye A ve C kalir. Ikinci oyuncu bu iki nesneden
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lesini baska tiirlii yapsaydi 2 yerine 3 puan alabilir
miydi?

Eger birinci oyuncu, ilk hamlesinde B yi
silerse, sonug onun igin daha iyi olur. O zaman
geriye A ve C kalr. Ikinci oyuncu bu iki nesneden
C ’yi tercih eder, dolayisiyla A ’y1 siler ve geriye
C kahir. Bu durumda, birinci oyuncu 3, ikinci
oyuncu 2 puan kazanmigtir.

Deniek ki, bu oyunda birinci oyuncu, en gok
puanm almak igin, ilk hamlesinde B ’yi oyun-
dan atmahdir. Beklenmedik bir hamle... Ciinku
birinci oyuncu en sevmedigini degil, ortalama
sevdigini oyundan atiyor...

Oyunun amaci obiirlinii yenmek degil, en gok
puani toplamak. Yani, birinci oyuncu 2 — 1 yen-
mek ycrine 4 — 3 yenilmeyi tercih eder, ginki,
sorun yenmek ya da yenilmek olmadigindan, 2
puan yerine 3 puan almak birinci oyuncunun igine
gelir.

Eger, her iki oyuncu da aym nesneye en yiiksek
puan olan n 'yi vermisse, o zaman oyun elbette
n—n sonuglanmasi beklenir: Hig bir oyuncu puani
n — n vlan nesneyi silmez.

Bu oyun sonludur ve sakh bilgisi yoktur.
(Oyuncular birbirlerinin puanlamasini biliyorlar.)
Bu tiir oyunlarda her zaman her iki oyuncunun da
birer “cn iyi stratejisi” vardir. Ornegin, yukardaki
ornekte, birinci oyuncunun en iyi stratejisi B ’yi
silmekti.

Bu tiir her oyunun bir en iyi stratejisi var da,
genel bir en iy stratejisi var m1 yok mu bilmiyo-
rum. Yani, her n icin ve her tiirli siralama igin
igleyen bir en iyi strateji var mi? Ya da, oyuncu-
lar en iyi stratejiyle oynadiklarinda, oyunun hangi
sonucla bitecegini soyleyen bir forrnil???

Bilmiyoruz!

Ali Nesin

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosunda kabul etmektedir.  Yayinlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmasi diginda her-
hangi bir kisitlama yok. Fikir vermesi agisindan
su konulan siralayabiliriz:

* Konu sunuglari.

* Matematiksel diiglincenin degisik
alanlardaki uygulamalarini vurgulayabilecek
yazlar.

* Yillardir ¢oziim bekleyerek yeni ¢ozilmug
ya da heniiz ¢oziilmemis inlu problemlerin
tanitim.

* Matematige ilgi duyan ogrencilerin kendi-
lerini agmasina yardimci olabilecek problem-
ler.

* Matematiksel kavramlar tarihi ve matema-
tikgilerle ilgili yazilar.

* Daha saghkhh bir mufredat programini
olusturmaya yonelik inceleme, elestiri ve al-
ternatif oneriler.

* Matematik Diinyasindan giincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi gibi
butunligi bozmayacak bazi degisikliklerle de
yayimnlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif tcreti odemeye elveriglh degildir. Bu
nedenle anlayisla karsilanacagimizi umuyoruz.
Gonderilecek yazilarin okunakli el yazisi ya da ter-
cihen daktilo ile ya da PC ’de Latex programi
yardimiyla, dizgin ve tam ciimlelerle, Turkce
dilbilgisi kurallarina uyularak, ustiiste formul
yiginlarindan kagmilarak yazilmasi, beg sayfay:
gegecek yazilarda bolme noktasi belirtilmesi rica
olunur. Yazilar

. Matematik Diinyasi
Akdeniz Universitesi, Matematik Bélumu,
07058-Antalya

adresine gonderilecektir.




39. ULUSLARARASI MATEMATIK
OLIMPIYADI

Halil ibl:_ahim Karakag
Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii,
07058-Antalya

39. Uluslararasi1 Matematik Olimpiyad:
10-21 Temmuz 1998 tarihlerinde Tayvan
In bagkenti Taipei ’de yapildi. 76
tlkeden 419 yarigmacinin katildigi olimpi-
yatta iilkemizi Kazim Biiylikboduk, M. Bu-
min Yenmez, Duru Tirkoglu, Onur Dogan,
Serdar Pehlivanoglu ve Melih Onug ’tan
olugsan ulusal takimimiz temsil etti. Takim
lideri olarak, ayni zamanda Uluslararas
Olimpiyat Komitesi Danigma Kurulu (IMO
- Advisory Board) iiyesi olan Semih Ko-
ray, lider yardimcisi olarak bu satirlarin
yazan Halil Ibrahim Karakas ve gozlemci
olarak Aytek Erdil gorev yaptilar. Ulusal
Takimimiz, bu satirlarin yazar ile 12 Tem-
muz 1998 Pazar giinii Istanbul’dan hareket
ederek Dubai - Singapur iizerinden 13
Temmuz 1998 Pazartesi aksami Taipei ’ye
ulagti. Hava alaninda bizi rehberimiz, Na-
tional Normal Taiwan University - Tirkoloji
boliimii ogrencisi olan ve kendisine ikinci ad
olarak “Yasemin” adim secen H. Y. Chou
kargiladi. Takim liderimiz Semih Koray ve
gozlemcimiz Aytek Erdil ii¢ giin once Tay-
van 'a ulagmiglardi. Ancak, olimpiyat ku-
rallarina gore onlart sinav bitimine kadar
goremeyecektik.

Sinavlar, yazili olarak birincisi 15 Temmuz
1998 Carsamba giinii, ikincisi 16 Temmuz
1998 Persembe giinii olmak iizere her biri 4,5
saat siiren 3 'er soruluk iki oturumda yapildi.
Takinumiz, 2 gimiig ve 4 bronz madalya
kazand1 ve iilke siralamasinda 17. siray
aldi. Bu, takimimizin olimpiyatlarda bu yila
kadar aldig1 en basarili sonug olmustur. Gele-
cek yillarda daha bagarili sonuglar alinmasini
umuyor ve diliyoruz.

23

38. Uluslararasi Matematik Olimpiyad:
ile ilgili olarak “Matematik Diinyas’” ’nin
7. cilt, 2. sayisindaki yazimizda ayrintilarin
ve anilarin anlatimini takim mensuplarina
birakmigtim.  Onlar bu gorevi yerine ge-
tirmediler. 39. Olimpiyadin ayrintilarini
ve anilarini anlatmayi yine takim mensup-
larina birakiyorum (takim mensuplarindan
birinin “ben yazarim” dedigini de belirtmek
istiyorum) ve olimpiyatta sorulan 6 soruyu
ve ¢oziimlerini veriyorum. Burada verilen
coziimlerden farkli ¢oziimler bulunabilecegini
belirtmeye gerek yoktur.

Sevgili okurlarimiz! Sorulan okuduktan
sonra, ¢oziimlere bakmadan 6nce, her soruyu
kendiniz ¢6zmeye caliginiz. Bunun igin
miimkiin oldugunca ¢ok zaman ayirimz. Ko-
lay gelsin ...

Iste 39. Uluslararasi Matematik Olimpiya-
dinda sorulan sorular ...

BIRINCI GUN SINAV SORULARI

Soru 1. ABCD konveks dortgeninde AC
ve BD kosegenleri birbirine dik olup, AB ve
DC kenarlar1 paralel degildir. AB ve DC
'nin orta dikmelerinin kesistigi P noktasinin
ABCD ’nin ig¢ bolgesinde yer aldig: bilinmek-
tedir. ABCD ’nin bir kirigler dortgeni olmasi
icin gerek ve yeter kosulun ABP ve CDP
ticgenlerinin alanlarinin esit olmasi oldugunu
gosteriniz.

Soru 2. Bir yarigmada, b > 3 bir
tek say1 olmak iizere, a yarsmaci ve b
hakem bulunmaktadir. Her hakem her
yanigmaciyl ya “bagarli” ya da “bagansiz”
olarak degerlendiriyor. k asagidaki ozellige
sahip bir say1 olsun: Herhangi iki hakemin en
¢ok k yarigmaci hakkindaki degerlendirmeleri
cakigmaktadir.

ISl

b—1
S
- 2

oldugunu gosteriniz.



24

Soru 3. Her pozitif n tamsayisi igin, d(n) ile
n 'nin (1 ve n dahil olmak iizere) bélenlerinin
sayisini gosterelim.

d(n?) _
d(n)

olmasini saglayacak bigimde bir n sayisinin
bulundugu tiim pozitif k¥ tamsayilarini bu-
lunuz.

IKINCI GUN SINAV SORULARI

Soru 4. ab?+b+7 'nin a?b+a+b’yi bolmesini
saglayan tim (a,b) pozitif tamsay giftlerini
bulunuz.

Soru 5. [ ile, ABC iiggeninin i¢ teget
gemberinin merkezini gosterelim. ABC ’nin
i¢ cemberinin BC, CA ve AB kenarlarina
teget oldugu noktalar sirasiyla K, L ve M
olsun. B 'den gecen ve M K ’ya paralel olan
dogru. LM ve LK dogrularini sirasiyla R ve
S noktalarinda kesiyor. £ RIS ’nin bir dar

acl oldugunu gosteriniz.

Soru 6. N pozitif tamsayilar kiimesini
gostersin. N ’den N ’ye giden ve N ’ye ait
her s, ¢ igin

F(E2£(s)) = s(f(2))"

kogulunu saglayan tiim f fonksiyonlarini ele
alahm.  f(1998) ’in alabilecegi en kiiciik
degeri bulunuz.

COZUMLER

Soru 1 ’in Cozumiu. AC ve BD ’nin kesim
noktasi F olsun. Simetriden, P noktasinin

A
ABE iiggeni iginde oldugunu kabul edebiliriz
(Sekilden izleyiniz).

P ’den AC ve BD ’ye inilen dikmelerin ayak-
lan sirasiyla R ve S olsun. Koseleri X, Y,
Z olan iiggenin alanim [XY Z] ile gosterelim.
|PA| = |PB| ve |PD| = |PC| oldugunu kul-
lanmadan dahi [ABP] ve [CDP)] yi agagidaki
gibi hesaplayabiliriz:

Halil Ibrahim Karakas

9[ABP)] = 2[ABE)] - 2[PAE] - 2[PBE]

= (|AR| + |PS|)(IBS| + |PR|) - (|AR| +
|PS|)|PR| - (IBS| + |PR|)| PS|

— |AR||BS| - |PR||PS|
9[CDP) = 2[CDE] + 2[PCE] + 2[PDE]

= (ICR| - |PS|)(IDS| - |PR]) + (ICR| -
|PS|)|PR|+ (IDS| - |PR|)| PS|

= |CRJ||DS| - |PR||PS]| .

A

Buradan,

2([ABP] - [CDP]) = |AR||BS| — |CR||DS|

(¥)

elde edilir.  §imdi, |PA| = |PB| ve
|PC| = |PD| oldugunu go6zoniine alahm.
Eger ABCD bir kirigler dértgeni ise, ig teget
cemberin merkezi P olmahdir. Dolayisiyla,
R ve S, sirasiyla, AC ve BD ’nin orta nok-
talandir. Bdylece, |AR| = |CR| ve |BS| =
|DS| olup (+) ’dan [ABP] = [CDP] oldugu
goriliir. Kargit olarak, eger [ABP] = [CDP)
ise, yine (¥) 'dan |AR||BS| = |CR]||DS|
olur. Eger |PA| # |PC| olsaydi, simetri-
den |PA| > |PC| varsayilabilir ve bu-
radan |AR| > |CR)| elde edilebilirdi; ayrica
bu durumda |PB| > |PD| olacagindan
|BS| > |DS)| elde edilebilirdi. Bunun sonucu
olarak |AR||BS| > |CR||DS| esitsizligi or-
taya gikard1 ki, bu bir geligkidir. O halde,
|PA| = |PC| 'dir ve A, B, C, D noktalan P
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noktasindan esit uzaklikta, yani, ABCD bir
kirigler dortgenidir.

Soru 2 ’nin Coziimi. Tam (3) hakem iki-
lisi bulundugundan ve her bir ikili en gok
k yarismaci igin ayni degerlendirmeyi ya-
pacagindan, ¢akigan degerlendirmelerin sayisi
en ¢ok k(3) 'dir. Her i = 1,2,...,a igin
¢ - inci yarigmaciyr “basarih” bulan hakem-
lerin sayis1 z;, “basarisiz” bulan hakemlerin
sayisi da y; olsun. Boylece, heri=1,2,...,a
icin z; + y; = b ’dir. Bu gosterimle, ¢-
inci yarigmaci igin degerlendirmeleri gakisan
hakem ikililerinin sayisi

Ly Y __l 2 2
(2) + (2) - 2($l +yl T y‘l)

171
S s | =5 N2 _ (. X
23 [2(zt+yt) (zi + vi)

= 2l6-12-1)

olur. b sayisi tek oldugundan yukandaki

esitsizlik,
Zy Yi
>
(z)+(2)

| —

> 761

olarak ifade edilebilir. Buradan,

2216 (=22

ve sonug olarak

Q|

% b-1
- 2
oldugn goriiliir.

Soru 3 in Gozimu. n bir pozitif tamsay,
n 'nin asal ¢arpanlarina ayrihst

ar—1

sl

aj—1, az—1

n=pP'pg 0 > 1

olsun. Bu durumda,
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d(n) = ooy ..o

d(n?) = (201 — 1)(202 - 1)... (22, — 1)

olacagindan, eger

(20’1 - 1) (20[2 - ].) ) (20,- = 1)
a1y ...0

=k

tamsayisi ise, k 'min bir tek say1 olmas
gerekir. Simdi, biitiin pozitif tek tamsayilarin
bu ozellige sahip oldugunu (tiimevarimla)
gorecegiz. k = 1 igin durum agiktir.
Tiimevarimi kolaylagtirmak igin sdyle bir
tamm yapacaglz: ap,Qs,...,ar pozitif tek
tamsayilar olmak iizere

(200 — 1)(2a = 1) ... (20, — 1)
Q... O

biciminde yazilabilen bir rasyonel sayiya “iyi
say1” diyelim. Boylece, amacimiz tum poz-
itif tek tamsayillarin “iyi say1” oldugunu
gostermektir. Once iki iyi sayinin ¢arpiminin
yine bir iyi say1 olduguna dikkat edelim.
Simdi, ¥ > 1 olmak iizere k£ dan kiigiik
tiim pozitif tek tamsayilarin iyi say1 oldugunu
kabul edelim (timevanm hipotezi). t > 1 ve
s tek olmak iizere

k=2's—1

olsun. Burada, s < k oldugundan, s bir
iyi sayidir. Eger k£ = % 'nin de bir iyi sayi
oldugunu gosterebilirsek, fs bir iyi say1 olur
ve iddiamiz kamtlanmig olur. «; saywisini
daha sonra belirlemek iizere

C!2=20£1—l

a3 =209 —1=2% -2-1

t—-2

o =201 -1=2"1oy —2"2 -, . -1
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=2"lgy - 27141

alalim ve

(20q = 1)(2a2 = 1)... (2a; — 1)
ap1Qg ... 0

U=

_204-1 2 —2'+1
o g
kesirini diginelim. Eger a; = (2 - 1)s
secilirse,

L@ -Ds-(2-1) _ 2s-1_k

(2t -1)s s s

oldugu goriilir. O halde % bir iyi sayidir ve
istenilen kanitlanmigtir.

Soru 4 ’iin Goziimii. Eger ab?+b+7 sayist
a’b + a + b sayisim béliiyorsa

b(a’b+a+b) —a(ab®+b+7)=b"—Ta

sayisin da boler. Ayrica, a > 1 oldugundan
b2—Ta < ab?+b+7 dir. Bu nedenle, b2—7a <
0 olmalidir. Eger b2—7a = 0 ise, bu durumda
b, 7 ’nin bir kat1 olmalidir ve dolaysiyla

(a,b) = (7¢%,7t), t>1

olur. b — 7a < 0 durumunu ele alalim.
Bu durumda, 7a — b? pozitif tamsayisi ab® +
b + 7 sayisinin bir kati olur. 7a — b* < 7a
oldugundan, bu durum ancak b = 1 veya
b = 2icin miimkiin olabilir (¢iinkii, aksi halde
ab®+b+7 > 9aolur). b =1igin 7a -1
sayismin @ + 8 ile bdlinmesi istenmektedir.
Ta — L = 7(a + 8) — 57 ifadesinden a + 8
in 57 'yi bolmesi gerekir, 57 = 1.57 = 3.19
oldugundan a 'nin alabilecegi degerler a = 11
ve a = 49 'dur. Buradan (11,1) ve (49,1)
coziimleri elde edilir. b = 2 igin ise 7a — 4

Halil Ibrahim Karakag

sayisinin 4a + 9 ile boliinmesi istenmektedir.
4(7a—4) = 7(4a+9) — 79 ifadesinden 4a+9
'un 79 'u bolmesi gerekir, ancak 79 'un 4a+9
bigiminde bir béleni yoktur. O halde, b = 2
durumunda hig ¢6ziim yoktur ve problemdeki
kosulu saglayan ikililerin kiimesi

{(7t3,t) : t > 1}U{(11,1),(49,1)}

'den ibarettir.

Soru 5 ’in Coziimii.

A
L
M
R I
B K “
'S
I, i¢ ¢emberin merkezi ve RS//MK

oldugundan, BI L MK ve BI 1 RS 'dir.

A
Bu nedenle, RIS agisinin dar ag1 oldugunu
gostermek icin

|BI|? > |BR||BS] (%)
oldugunu gostermek yeter. Ciinki, R/I\S
agisinin dar ag1 olmamasi durumunda, I nok-
tasi, [RS] 'yi ¢ap kabul eden ¢emberin iginde
veya iizerinde kalir ki bu durumda

|BI|* < |BR||BS]|

olacagi agiktir. (%) esitsizligini kanitlamak

icin,

m(BMR) = m(LMA) = 90° m—(;‘—) ,
m(B)

A
m(MBR) = 90° — 7
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ve boylece

m(C)

A
m(MRB) = 90° — 5

A
oldugunu gozlemleyelim ve MBR iiggeninde
Siniis Teoremini uygulayip

_cos(A/2)
18R] = cos(C/2) 1BM|
A
elde edelim. Benzer gekilde, KBS iicgenin-
den

cos(C/2) cos(C/2)
BS|= —
1BS| = cosara) BKI = ety BM]
elde ederiz. Boylece

|BR||BS| = |BM|?

a
olur. BKTI iiggeni dik iiggen oldugundan
hipoteniis olan |BI|, dik kenar olan |BM|
’den biiyiiktiir. Sonug olarak

|BI|* > |BM|* = |BR||BS] .

Soru 6 'min Cozumu. Soézkonusu olan
fonksiyonlarin kiimesini K ile gosterelim. Bu
fonksiyonlardan herhangi biri f ve f(1) = ¢
olsun. Verilen kosulda ¢t = 1 ve s = 1 alinarak
her s « N igin

f(f(s) = c*s
ve her t € N igin
flet?) = (f(1))?

oldugu goriilir. Bunlar ve verilen kogul kul-
lanilarak,

[F(Nf ()] = [f(s)]* £ (et?)

= f(s*F(f(ct?)) = f(s*cPet?)
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= f(e(est)®) = [f(est))?

esitlikleri elde edilir. Buradan, her s, t ¢ N
igin f(cst) = f(s)f(t) ve ozel olarak, f(cs) =
cf(s) elde edilir. Sonug olarak her s, t ¢ N
icin

cf(st) = f(s)f(t) (1)

'dir. Simdi, her t ¢ N igin f(t) 'nin ¢ ’ye
tam boliindiigiinii gosterecegiz. Verilen bir p
asal sayisi icin p 'nin ¢ ’yi ve f(t) 'yi bolen en
biiyiik kuvvetleri, sirasiyla, p* ve p? olsun.
Tiimevarim ve (1) kullanilarak, her k ¢ N
igin
[F(O1F = =1 £ (t%)

oldugu kolayca gériilebilir. p 'nin [f(t)]* 'y
bolen en biiyiik kuvveti p*8, ¢k=1 *j bolen en
biiyiik kuvveti ise p(*~Ve *dir. Dolaysiyla,
her k € N igin, k8 > (k — 1) 'dir. Buradan,
B > a oldugu goriiliir. Bu sonug her p asal
sayisi i¢in dogru oldugundan c sayis1 f(t) 'yi
tam boler. Bu nedenle, her t € N igin

9(t) = f(t)/c

alinirsa N ’den N ’ye yeni bir fonksiyon elde
edilir. f icin yukarida elde edilen esitlikler g
cinsinden ifade edilirse, her s, ¢t € N icin

g(c) = c,g(st)

egitlikleri elde edilir.  Gergekten gle) =
fle)/e = cf(1)/c = ¢ agk olup, g st) =
9(s)g(t) esitligi (1) ’e denktir ve g(g(s)) = s
esitligi,

=9(s)9(t),9(g(s)) = s (2)

4
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islemleri ile goriilebilir. (2) kullamlarak her
s, t ¢ N igin

9(t*9(s)) = 9(t*)g(9(s)) = slg ()]’

oldugu, yani ¢ € K oldugu goriiliir. Ayrica,
g 'nin aldigy degerler f ’'nin karsihk gelen
degerlerinden biiyiik olamaz. Dolayisiyla, K
’nin tim f elemanlan igin f(1998) 'in en
kiigiik degerini bulmak yerine N 'den N ’ye
(2) kosullarini saglayan g fonksiyonlan igin
g(1998) ’in en kiigiik degerini bulmak yeter-
lidir. Bu agsamada en onemli adim, bu tir her
g fonksiyonunun her asal sayiy1 yine bir asal
saylya donistirdiiginii gostermek olacaktir.
Gergekten, p bir asal say1 olsun ve a,b ¢ N
olmak tizere

9(p) = ab

oldugunu varsayalim. (2) 'den

p = g(g(p)) = g(ab) = g(a)g(b)

ve buradan ya g(a) = 1 ya da g(b) = 1 olmasi
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gerekir. g(a) = 1 ise, g(g(a)) = a =1 ve
sonug olarak g(p) asaldir.

Istenilen en kiigik degeri bulmak igin, N
’den N ’ye, (2) yi saglayan bir g fonksiyonu
alahm. s, t € N igin

g(s) = g(t) = s =g(g(s)) = g(g(t)) =1

olacagindan g bire-birdir ve farkli asal-
lan farkh asallara doniistiirir. Dolayisiyla,
g(1998) = (2.33.37) = g(2)[9(3)]°9(37) ’nin
en kiigik degeri, (g(2),9(3),9(37)) = (3,2,5)
olunca elde edilir. Demek ki, istenilen en
kiigiik deger 3.2%.5 = 120 ’den kiigiik olamaz,
N ’den N ’ye g(1) = 1, g(2) = 3, 9(3) =
2, 9(37) = 5, ¢(5 = 37 ; {2,3,5,37}
kiimesi digindaki her asal i¢in g(p) = p ve asal
carpanlarina ayriligt » = pi* py?...p2" olan her
n € N igin g(n) = g(p1)*'g(p2)** ... 9(p;)*"
ile tanimlanan g fonksiyonu (2) ’yi saglar ve
g(1998) = 120 ’dir. O halde, istenilen en
kiigiik deger 120 ’dir.



PROBLEMLER VE COZUMLERI

Uyar:1:  Dergimize alistirma problemlerinin
gozimlerini degil, yalnizca yarisma problem-
lerinin ¢6zimlerini yollayimiz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.166. Rakamlar iginde hig sifir bulunmayan ve
kendi rakamlar toplamina boliinen 100 basamakh
bir say1 bulunuz.

A.167. Asal oldugu bilinen 211213 — 1 sayisimin
onluk say1 sistemindeki yaziliminda kag rakam
bulundugunu belirleyiniz.  (Ipucu: log;42 =
0,30103....)

A.168. Asagidaki denklemin tim gergel
¢ozumlerini bulunuz:

V2z—14+v2-2z=1

A.169. Diizlem iizerinde rasgele 1998 tane
nokta igaretlenmigtir. Bu noktalarin tam 1001
tanesini icinde bulunduran bir dairenin varhgim
kanitlayimz.

A.170. Diizlem iizerinde rasgele 1998 tane nokta
isaretlenmistir.  Diizlem iizerinde, bu nokta-
larin tam 1001 tanesini “saginda” bulunduran bir
dogrunun varoldugunu kanitlayiniz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y.166. Herhangi bir 2k (k € N) gift sayis1 ve-
rilsin. Bu takdirde her m dogal sayis1 igin, m
ile aralarinda asal olan ve farklari 2k ’ya esit
olan sonsuz goklukta dogal say: ikililerinin bu-
lundugunu gosteriniz.

Y.167.

1 1 . ;
|§.sin ar + %.sin bz + g sin cz| > v/1998.|sin z|
egitsizligi her z € (0,107!°) igin saglamrsa, a? +
b2 + ¢* > 1998 olacagim kanitlayiniz.

Y.168. ABCD dortyizlisiiniin gevrel kiiresinin
merkezi O; BC, CA, AB kenarlarinin orta nok-
talann L, M, N ve AB + BC = AD + CD,
BC+CA=BD+ AD,CA+ AB=CD+ BD

A A
"dir. LOAM=MON=NOL oldugunu ispat ediniz.
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Y.169. Uzayda 1998 tane nokta rasgele
isaretlenmigtir. Bu noktalarin tam 1001
tanesini iginde bulunduran bir yuvarin varhgim
kanitlayiniz.

Y.170. Uzayda 1998 tane nokta rasgele
igaretlenmigtir. Bu noktalardan tam 1001
tanesini bir tarafinda bulunduran bir diizlemin
varligini kanitlayiniz.

COZUMLER

A.156. (Soru dergide eksik basilmig, dogrusu:)
0<a<1<b<2<c< 3 olmak tzere kenar
uzunluklan a, b, c olan liggenler icinde en biiyiik
alana sahip olan liggenin alani kag olabilir?

Coziim. 1ki kenar uzunlupu 0<a <1,1<6<
2 egitsizliklerini saglayan tliggenler iginde en buyiik
alana sahip olam dik kenarlar1 1 ve 2 olan dik
lggendir. Bu iiggenin liglincii kenarinin uzunlugu
¢ =5 olup 2 < ¢ < 3 kogulunu sagliyor. Boylece
problemdeki sorunun yanit: 1 ’dir.

A.157. 11111 ’den 99999 ’a kadar tim beg
basamakl sayilar, her kart iizerinde birer say
olmak lizere yazilmig ve bu kartlar rasgele
(gelisigiizel) bigimde yanyana dizilmigtir. Bu
sekilde elde edilen 444445 basamakl sayinin 3 *iin
bir kuvveti olamayacagin kanitlaynz.

Cozum. Problemde gosterilen sekilde olug-
turulan her saymin 11111 ile boliinecegini (ve
dolayisiyla, 3 ’in bir kuvveti olamayacagini)
gosterelim.

10% = 9.11111 + 1 olmasindan dolayi, sézkonusu
444445 basamakli sayinin 11111 ’e boliinmesinden
elde edilen kalan, kartlar tzerinde yazilmig
tim 5 basamakl sayilarin toplaminin 11111 ’e
bolunmesinden elde edilen kalana esit olacaktir.
Kartlar iizerinde yazilmis tiim sayilar toplaminin
(ki bu sayr 1LALE99999(705 _ 1) e egittir) 11111
’e boliindiigiinii kanitlamay: sizlere birakiyoruz.

A.158. (0, 3) arahiginda o ve 8 sayilan igin

sin? @ +sin? 8 = sin(a + B)
esitligi saglamiyorsa, o + 8 = z
gosteriniz.

oldugunu

Coziim. Problemin kogulundan

sin a(sin @ — cos B) = sin B(cos & — sin )
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oldugu goriiliir. sine > cosf ve cosa > sinf
olamaz. Ciinkii aksi halde 1 > 1 geligkisi elde
edilir (sin?z + cos? z = 1 ozdesliginden). Benzer
sekilde. sin a < cos 3 ve cos a < sin 3 esitsizlikleri
de saglanamaz. o ve 8 'nn (0, %) araliginda
bulunduklarini da gozoniine ahrsak yalniz bir
secenek kalir: sina = cos f§ ve cosa = sin .

A.159. 2 V1898 4 o V1998 5, 9 V199841 egitsisligini
ispatlayimz.

Cozum. Aritmetik-geometrik ortalamalar
esitsizligini ardarda uygularsak

g VTF 4 9 VT8 , g oY Y

> 22(1998*.1993*) — 9 o YT998 _ o ¥1898+1
olur.

A.160. Tim kogegen ve kenar uzunluklan ras-
yonel sayilar olan konveks ABCD dortgeni ve-
riliyor. Kogegenlerin kesisim noktasi O olmak
iizere, AO dogru pargasinin uzunlugunun bir ras-
yonel say1 oldugunu kanitlayimz.

A A A
Céziim. ABC= a , ABD= o, DBC= a3 ol-
sun. AOB ve BOC iiggenlerine “Siniis Teoremi”
'ni uygularsak

AO A0 BC AB _ AB sina

OC _ AB OC BC ~ BC sina

elde ederiz. AB ve BC, problemin varsayimina
gore, rasyonel olduklarindan, problemin iddiasim
kanitlamak igin sina;/sin g oraninin rasyonel
oldugunu goéstermek yeter. “Kosiniis Teoremi”
'ni ve kenar uzunluklar ile kosegenlerin ras-
yonel olmasini kullanarak cosa , cosa; ve cos az
sayllarimin rasyonelligini gésterebiliriz (6rnegin,
cosa = 4—3%5—5.—:;(’:4—02 vs). Ote yandan,
cosa = cos a cos az — sin @1 sin az formiilinden
sin aj sin a3 sayisinin ve (sin ag)? =1 — (cos ag)?
formiiliinden de (sin @3)? sayisinin rasyonel ol-
masi ¢ikar. Iki rasyonel saymnin orani da rasyonel

olacagindan
sina;sinaz _ sina

(sin arp)?

- sin (s3]
sayis1 da rasyonel olacaktir.
Y.156. n herhangi bir dogal say1 olmak tzere,

nn+1,n+2 ..., n+37, n+38
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dizisinde, rakamlar1 toplami 11 ile bolinen bir
say1 bulundugunu gosteriniz.

Coziim. Verilen sayilann ilk 20 ’si iginde son
rakami sifir olan ikisi vardir. Bu iki sayidan en az
birinde sifirdan bir onceki rakam 9 ’dan kiiguktur.
Bu sayiya K ve K 'min rakamlar toplamina S
diyelim. Bu takdirde

K, K+1, K+2,..., K+9, K+19

sayilar verilen 39 saymn iginde bulunacaktir ve
rakamlari toplam, siras: ile,

S, S+1,85+2,...,5+49,5+10

olacaktir. Sonuncu 11 tane ardigik sayinin en az
birinin 11 ’e bolindigu agiktir.

(Gozenler: Celalettin Orhan, Alper Cay.)

Y.157. Konveks ABCD dortgeninin AB, BC,
CD ve DA kenarlarinin uzantilar izerinde

BB = AB, CC = BC,

DD =CD, AA =DA

saglanacak bicimde B/, C’, D', A’ nokta-
lan alinmigtir. A’B’C’D’ dértgeninin alaninin
ABCD dortgeninin alanmm 5 kati oldugunu
kamtlayiniz.

Cozum.

Sekilden,
A a a
A(ABC) = A(CBB') = A(CB'C").

A A
Buradan, A(BB'C’') = 2A(ABC) oldugu gikar.

Benzer gekilde,
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A A A
A(CC'D') = 2A(BCD) ; A(DD'A) =
A FaN A
2A(CDA) ; A(AA'B') = 2A(DAB)

olur. Elde edilen dort esitligi taraf tarafa
toplarsak,

AN A A A
A(BB'C')+A(CC'D')+A(DD'A')+ A(AA'B')
A JaN
— 2[A(ABC) + A(BCD)
A A
+ A(CDA) + A(DAB)] = 4A(ABCD) = 4S

a
Boylece, A(A'B'C'D') =45+ S =58S.

(Gozenler: Barig Buran, Selami Gungor, Umit
Arikan, Ozkan Koral, Cihan Altay, Cemal
Ozboga, Temel Tagkin, Celalettin Orhan, Serkan
Albayrak, Cetin Kestk¢i, Murat Aygen, Hasan
Karabayik.)

Y.158. o = g2+ 3z + 3z + -+ yiveeee
sayisinin tam kisminin 1998 ile boliinmesinden
kalan nedir?

Cdzin. Once her n dogal sayis1 ve —1 < 8 < 0
olan her 8 igin

) B+1_ B+1
L'_+1)_ﬁ+l_ﬂ <nf <

nfHi_(n—1)+1
B+1

(*)
esitsizliklerinin saglanacagini gosterelim.

0 < 8+ 1 < 1 oldugundan, Bernoulli esitsizligi
kullanilarak

1
(1+%)"+‘<1+ﬂ+ ;

g

1

+ S

1
— Z)A+l -
(1 n) <1 -

oldugu goriiliir ve bunlar n?*+1 ile garpilarak
(n+ 1)/t < nPtl 4 (B+1)n°,
(n— 1)ﬁ+1 < nfPtt — (B + l)nﬁ
elde edilir. Bu iki egitsizlikten (*) egitsizligi cikar.
Simdi (*) esitsizliginde § = — ve sira ile n =
4,5,...,1000000 konularak taraf tarafa toplanirsa
1000001%/3 — 42/3 ca< 100000%/3 — 32/3
2/3 2/3
esitsizligi elde edilir. Diger yandan,

3 3
> —2—10000 = 15000

1000001273 > 210000002/3 =
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ve
3 a 3 3 3 3 3
5\/1 = Vi< 4; 5\/§> 5\/§=3
esitliklerinden
15000 — 4 < < 15000 — 3
esitsizligi ve dolayisiyla [a] = 14996 oldugu

goriiliir. 14996 y1 1998 ile bélerek kalani bulmay:
okuyucularimiza birakiyoruz.

(Cozenler: Cemal Ozboga, Celalettin Orhan,
Ahmet Bozkurt.)

Y.159. Alfa burcunun 1001 gezegenden ibaret
bir gezegenler sisteminin her gezegeninde bir as-
tronom, kendi gezegenine en yakin olan geze-
geni gozlemektedir. (Gezegenler Dbirbirinden
farkli uzakhktalar.) Astronomlarin hig birinin
gozlemedigi bir gezegenin varhgin kanitlayiniz.

Cozim. Genel halde, 2n + 1 tane gezegen
oldugu durumu ele alalim ve problemin hipotezini
tiimevarimla ispatlayalim.

n = 1 igin iddianin dogru oldugunu gormek
zor degildir. n = k igin iddianin dogrulugunu
varsayarak n = k + 1 igin ispatlayalim. Bunun
icin 2(k + 1) + 1 = 2k + 3 gezegen iginde bir-
birine en yakin olan iki gezegeni ele alahm. Bu
gezegenlerdeki astronomlar biri digerinin geze-
genini gozleyecektir. Bundan dolay: bu iki geze-
geni gozard: edebiliriz. Geriye kalan 2k + 1 tane
gezegen iginde bir tanesinin hig kimse tarafindan
gozlenmedigi ise tiimevarim varsayimdir.

Y.160. Alam S ve gevre uzunlugu P olan kon-
veks dortgenin igine, yarigapi % olan bir daireyi
(disariya tagmaksizin) yerlestirmek miimkindiir;
kanitlayiniz.

Cozim. Problemi, alan1 S ve gevre uzunlugu P
olan herhangi konveks n-gen igin gozelim.

Cokgenin kenar uzunluklar a;, a3, ..., an
olsun. Sarta gore, a; + a3 + ... + ap =
P dir. Alam S ve taban uzunlugu P olan
dikdortgen diiginelim. Onun ylksekligi % ola-

caktir. Simdi, bu dikdértgeni, taban uzunluk-
lan a;, a3, ..., an olan n tane dikdortgene
parcalayalim. Elde edecegimiz her bir kugik

dikdortgeni, taban gokgenin uygun kenan ile
gakigmak iizere gokgenin igine yerlegtirelim. Bu
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dikdortgenlerin bazilan birbiriyle kesigecektir hig bir dikdértgen tarafindan ortilmeyen nok-
ve hatta bazilanmin bir kismi gokgenin digina talar bulunacaktir. Iste, bu noktalarin her biri
tagacaktir. Dikdortgenlerin alan toplamlan gok- problemin iddiasin saglayan % yarigaph dairenin
genin alanina egit oldugundan, gokgen lizerinde  merkezi olarak alinabilir.

OKURLARIMIZDAN PROBLEMLER

Okurlarimizdan gelen iki ilging problemi sizlerle paylasmak istiyoruz. Saninz bunlan ¢dzmeye deger
bulacaksiniz.

(A) Emre Bozdurgut - Kadikéy/ISTANBUL

Yukarda goriilen gekil igin

| o
-
+
(4.1

Q
+

o
|8

oldugunu kanmitlayniz.

(B) Hasan Kartal - Zeytinburnu/ISTANBUL

E

Bu ABCD paralelkenarinda [DC] kenar iizerinde bir E noktasi ve [BC] kenar iizerinde bir F' noktasi
alalim. Bu durumda A
Alan(AEF)
Alan(ABCD)

|DE|.|BF|
|DC|.|BC]|

-1
)

oldugunu kanitlaymiz.
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