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MATEMATIK DUNYASINDAN

1998 yihinda, Antalya'da, yayin hayatina yeniden
baglayan dergimiz, 7.cildinin bu son sayisinn
yayiniyla yeni yagaminda 1.yihni doldurmug bu-
lunmaktadir. Matematik Diinyasi'na gosterdigi-
niz ilgi ve destekten dolay1 siz saym okurlarimiza
ve derginin yeniden yayinlanmasina olanak
saglayan Tirk Matematik Dernegi yoneticilerine
sukranlarimiz sunuyoruz.

Turk Matematik Dernegi, Matematik Diinyasi
dergisinin 1999 yilinda da Antalya’dan yayimlan-
masini uygun buldu. Dergimizin, 1999 yilinda ve
bunu izleyen “ikibinli yillarda” giiglenerek daha
basarih bir bigimde yayin hayatini siirdiirmesini
diliyoruz.  Bunun igin hepimiz caligmahyiz,
cahigacagiz.

1998 yili iginde dergimizin elinize gogunlukla
geg ulagtigim biliyoruz.  Bu gecikmenin ne-
denleri arasinda, Yayin Kurulumuzun yogun
egitim etkinlikleri ve ayrica derginin Antalya'da
hazirlanip Istanbul’da basilmasi, sonra yeniden
Antalya’ya getirilerek oradan dagitilmasini saya-
biliriz. 1999 y1li iginde derginin elinize zamaninda
ulagmasi igin gaba gosterilecektir.

1999 yih igin en iyi dileklerle Antalya’dan selam
ve sevgiler...
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SACCHERI 'NIN EUCLIDES I UZERINE BIR METODOLOJIK-TARIHSEL CALISMA
(1!

Samet Bagge
ODTU, Felsefe Boliimii, 07531-ANKARA

I. GIRIS
Euclidgi-olmayan geometrilerin kegfi, 19.yiizy1l matematik diigiincesinde meydana gelen en onemli
gelismelerden biridir. Bu kesfin pek gok onemli problemin dogmasina yol agan uzun ve olduk¢a

karmagik bir tarihi vardir. Bu sorulara yamit vermek igin gesitli bakis agilarindan bu kegfin tarihine
iligkin degigik agiklamalar ve yorumlar ileri siirilmiigtiir.

Bunlarin arasinda, kendinden sonra gelen Coolidge?, Boyer® ve Klein? gibi yazarlarin yiiriittigii arag-
tirmalarin ve tartigmalarin gergevesini belirleyen yorum, Bonola "ninki® gibi goriinmektedir. Ad: gegen
yazarlann tarihsel yorumlarinda bir takim anlagmazlik noktalari bulunmasina kargin, ugrastiklan
konuya yaklagimlarinda bir ortaklik séz konusudur®. Sahip olduklari ortak tavir, G. Saccheri ’den
(1733) E. Belrami ’ye (1868) kadar gergeklestirilen geometri galigmalarini tek bir soruya yanit ver-
mek igin yiiritilmis girigimler olarak gérmeleridir. Bu soru da, Euklid ‘in diger tiim postulatlan ve
aksiyomlan gergevesinde, paralellik postulatinin zorunlu olarak dogru olup olmadigi sorusudur. Gray
In de yerinde gozlemiyle ifade ettigi gibi, “standart yorum, gogu kez, paralellik postulatinin Euk-
lidgi geometriden mantiksal olarak bagimsiz (logical independence) olup olmadig sorusuna yapilan
gondermelerle sona ermektedir (Bonola, Chap.V, Sec.94, Appendix V; Coolidge, pp.84-88; Kline,
Chap.38, Sec.4 ve Chap.42)”.7

Boylece problem, geometrinin temellerine (foundation) dair bir problem olarak algilanrgtir. Eu-
klidgi-olmayan geometrilerin kesfinin bir sonucu olarak, probleme negatif bir ¢éziim saglanmig oldu.
“Standart yorum”a gore, Saccheri 'den Beltrami ye kadar gergeklestirilen geometri ¢aligmalan, geo-
metrinin temellerine dair galigmalar olarak goriilmelidir ve geometri tarihini en iyi bigimde anlamanin
yolu da onu, bu tip ¢ahgmalarin gizgisel (linear) bir birikimi olarak gérmekten gecmektedir.

Standart yorum, bu geometri gahgmalarimin bazi yonlerinin iyi bir degerlendirmesini vermektedir.
Bonola 'nin Euklidgi-olmayan geometrilerin kegfinin tarihini énctler ve kurucular olarak, niteliksel
bakimdan farkh iki doneme ayirmasi buna érnektir.® Bu ayrimi gegerli kilacak herhangi bir neden ileri
siirmemesine karsin, Bonola, dikkatimizi sadece tarihsel bir olguya gekmek ister gibidir. Oncdler, Eu-
klidgi geometriyi savunmaya galigirken, Euklidgi-olmayan geometrilerin bazi ¢ok 6nemli teoremlerini,
elbette farkinda olmadan, kesfetmiglerdi. Oysa, kurucularin amaci bilingli olarak biitiiniiyle yeni bir
geometri inga etmekti. Demek ki, yaptiZ1 bu ayrimla Bonola, bu iki geometricilerin yontemlerindeki,
kullandiklar tekniklerdeki ve yaklagimlarindaki farkhhiga degil; sonuglar arasindaki, yani bu iki ge-
ometrinin ileri siirdigi teoremler arasindaki farkhihga dikkat gekmek amacini tagimaktaydi. Yalmzca
temelci (foundational) galigmalarla ve aksiyomatik sorunlarla ilgilenen biri olmasindan dolayi, bu
amag, Bonola 'nin 6zgiin ilgi alaniyla da olduk¢a uyumludur.

Gene de, bu aynmumn izerinde yeterince durulmamugtir ve boylece onun heuristik (yol-agic1) degeri
dogru olarak anlagilamamustir. Onculer, cahigmalarim eski geometrinin ideolojisine bagh kalarak; ku-
rucular ise, tersine, yeni bir geometriyi yeni digiincelerle, yontemlerle ve yaklagimlarla kurmuglardir.
Fakat onciler, eski geometrik diigiincelerin ve yontemlerin bazi yeni uygulamalarini ortaya koyarak,
yeni bir geometrinin yaratilmasina giden yolu agmiglardir. Demek ki, bu geometricilerin galigmalan
arasindaki temel farkhlik, onlarin yaklagimlarinda (approaches) aranmalaridir. Euklidgi-olmayan ge-
ometrilerin kegfinde can alici rolii oynayan da igte bu farkhliklardir. Standart yorum, bu ayrnimla
dikkatimizi belirli dlgiilerde, matematiksel yontemlerdeki farkhihga gekmektedir: 18.ylizyilda Sac-
cheri ve J. H. Lambert (1728-1777) paralellik problemini ¢ézme ugraglarinda klasik geometriyi kul-
lanmiglardir. 19.yiizyilin ilk dénemgerinde ise J. Bolyai (1802-1860) ve N. 1. Lobachevsky (1793-1856)
analizi kullandilar; ayn ytizyilin ortalarinda da B. Riemann (1826-1866) ve E. Beltrami (1835-1900)
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diferansiyel tekniklere yoneldiler. Aym zamanda, 19.ylizyilin ilk dénemlerinde pek ok matematikgi
de daha onceden kabul edilemez olan seylerin ashinda dogru olabilecegini de diigiinmeye baglamisti:
Euklidgi geometriden farkli bir geometri, mantiksal ve fiziksel olarak miimkiin olabilirdi, yani yeni
geometrinin formal yapisi fiziksel evrenimize iligkin ampirik bulgular ifade edebilme imkanina sahip
olabilirdi.

Tim bunlara kargin, yalnizca bir aksiyomatik sistemin temellerine dair galigmalara ve aksiyomatik
sorunlara vurgu yapan standart yorum, geometri tarihinin pek gok onemli yoniini deginmeden
birakmigtir. Ornegin, belirli geometrik yontemlerin neden daha onceden degil de, o donemde Gyle kul-
lanildiklarina ya da gene belirli geometrik yontemlerin daha sonraki geometrik yontemlerin geligmesine
ve kullanilmasina nasil katkida bulunduguna iligkin konularda herhangi bir agiklama ileri siirmemigtir.
Dahasi, standart yorum, problemlerin dogasindaki degisimlerle ve eger ortaya gikmislarsa, bu degigim-
lere nelerin yol agtigiyla da ilgilenmemistir. Bu da ashinda, standart yorumu iiretenlerin, geometrik
sonuglarin elde edilme bigimlerine 6nem vermemelerinden kaynaklanmaktadir. éyleyse, bu yorum,
benim geometrik geligmenin heuristigi diyecegim seyin farkina varmada yetersiz kalmaktadir. “Heuris-
tik” derken kastettigim geyler gunlardir:

(1) Geometricilerin problem ¢oziimlerinde kullandiklan yontemler;

(i1) Geometrik dilin, problemlerin ve teorilerin karakterizasyonlari;

(iii) Geometricilerin kendi niyetleri.

Ozel olarak bakildiginda, Saccheri *nin Euclides ab omni naevo vindicatus (1733)° adl galismasi-
nin standart yoruma gore yapilan agiklamasi buna istisna tegkil etmez. Bu agiklamaya gore, Saccheri
‘nin galgmas: paralellik postulatinin atesli bir savunusudur ve béyle oldugu igin de, geometrinin
temellerine dair bir alismadir. Euklidgi-olmayan geometrilerden biri, Bolyai-Lobachevsky geometrisi,
Saccheri 'nin dar-ag1 hipotezi iizerine yaptigi galigmalarin neticesinde kesfedilmigtir:°

“Saccheri 'nin galigmasi, amacina ulasmamig bile olsa, hala biiyiik bir 6nem tasi-
maktadir. Bu galigmada, en kararh gaba besinci postulat igin harcanmigtir. Saccheri
'nin Dar A¢1 Hipotezinin (Hypothesis of the Acute Angle) sonuglan arasinda bir
geligki bulamamig olmasi olgusu, ister istemez tutarh bir mantiksal geometrik sis-
temin bu postulat iizerinde yapilandimhp yapilandirnlamayacag) sorusunu ve Euklidgi

postulatin ispatinin olanaksiz oldugu fikrini giindeme getirmigtir”.“

Geometrik sonuglarin elde edilis bigimlerine 6nem vermemesinden dolayi, standart yorum, Saccheri
'nin paralellik problemi iizerine olan galigmasinin da pek gok onemli yonine deginmemigtir. Bu
makalede, bu onemli yonleri sergilemek igin, Saccheri ’nin ¢aligmasini gu ig sorunun 151§inda deger-
lendirecegim:

(i) Dolayh ispatlama yontemi olan reductio ad absurdum Saccheri 'nin onu kullandig: bigimde
nigin daha onceden kullamlmamigtir?

(ii) Paralellik probleminin dogasinda herhangi bir degisim olmus mudur, eger olmugsa bunlara
neler yol agmigtir?

(iii) Saccheri 'nin gahgmasi, kendinden sonraki geometrik calsmalardaki egemen olan yaklasimlara
ve yontemlere yol agrmig mudir?

Buradaki amacim, yukandaki sorulara cevap vererek, Saccheri ’nin galismasini yeni bir heuristik
getiren bir galisma olarak gostermektir. Bu iddianin desteklenmesi, geometri tarihini, artik tabii de-
vamhligin ve ilerlemenin olmadig, geometri teorilerinin sonuglarinin gizgisel bir toplam olarak degil
de, tersine devamliigin ve ilerlemenin ornek bir modeli olarak gérmemizi saglayacaktur. Bununla
baglantil olarak, geometri tarihini en iyi bigimde anlamanin yolunun geometri teorilerinin heuristik-

lerini incelemekten gegtigini ileri siirmekteyim. '

Yukaridaki sorulara yamt vermeye baglamadan once, heuristik yaklagimin degerini gostermek igin,
Saccheri 'nin paralellik postulati iizerine yazdigi Euclides 'in ana hatlarini ozetlemek yararh olacaktir.
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II. EUCLIDES 'IN ANA HATLARI

Saccheri 'ye gore, Euklid ’in “Elements” ’inde bir tanesi paralellik postulati olmak iizere ug tane
“kara leke” vardir.!? Euclides ’te Saccheri, “paralellik postulatinin dogrulugundan hi¢ kimsenin
giphesi olmadif1” inancindan dolayi, Euclid 'in Elements 'ini bu “kara lekeden” temizlemeyi amag
edinir.'® Bunu gergeklestirinek igin de ilk olarak, ispatlar beginci postulata bagh olmayan, Euklid "in
Elements 'inin ilk 28 onermesini varsayar. Sonra da besinci postulatin dolayl bir ispat yontemiyle,
yani ispatlanacak olan onermenin yalng oldugu varsayilarak ve bundan geligme gikararak 6nermenin
dogru oldugu sonucuna ulagma yontemi olan reductio ad absurdum ’la hakhihgim gostermeye girisir.
Saccheri, postulatin dogru oldugunu géstermek istemekteydi, ama postulati kendinden 6nce gelen
geometricilerin yapmig oldugu gibi problemli kamtlara dayanilarak ispatlanan bir teorem oldugunu
gostermek niyetinde degildi.

Baska bir deyigle, paralel gizgilerin var-olduklaninin ve tekliklerinin yadsumasimin, Euklid 'in diger
postulatlariyla ve aksiyomlanyla bagdagmaz oldugunu gostermek istemekteydi. Beginci postulatin
yanhg oldugu iddiasimi geometrik olarak uygun bir bigime koymak amaciyla, bugiin Saccheri dortgeni
olarak bilinen. A 'da ve B ’de dik aqiya sahip ve AD = BC olan belirli bir diizlem figiiriini kullanir.

D Q c
a b

r

A P B

Sekil I

Euklid ’in ilk dort postulati temelinde, Saccheri, ZADC = £BCD oldugunu ispatlar, giinki eger P ve
Q noktalari, sirasiyla AB ve C'D pargalarinin orta noktalarina karsihk geldigi farz edilirse, ADP ve
BCP dik iiggenleri esittir.* Boylece LADP = LBCP ve PD = PC olur. O halde, D PQ li¢geninin
kenarlar, kargilikl olarak, CPQ iiggeninin kenarlarina esittir. Sonug olarak da, bu iki iiggen esittir.!®
Boylece, LADC = LADP + LPDC = LBCP + LPCD = LBCD olur. C ve D ’deki esit agilara b ve
a dersek, su iig olasihk tiiketici (exhaustive) ve diglayic1 (exclusive) olarak sz konusudur:'®

(i) a + b = 7, yani bu aglar dik aglardir, ya da

(ii) @+ b-> =, yani bu agilar genig agilardir, ya da

(i) @ + b < m, yani bu agilar dar agilardir.

Saccheri bu olasihklara, sirasiyla, dik a1, genis agi ve dar agi hipotezleri adim verir [(i) HRA, (ii)
HOA, ve (iii)) HAA olarak kisaltilmgtir].

Saccheri, ilk olarak her hipotezin verili bir dortgende gegerli oldugunu, fakat zorunlu olarak digerlerinde
gegerli olmayabilecegini varsayar. Yani heniiz bu asamada, genis agih bir dortgeni diizlemin bir
bolgesinde, dar agih bir dortgeni de bagka bir bolgesinde diisiinmekte serbestiz. Saccheri, V-VII
onermelerde, eger bu ii¢ hipotezden biri, Saccheri dortgenlerinden biri i¢in dogru olursa, o hipotezin
boylesi biitiin dortgenler igin dogru olacagim ispatlar. Bu teoremler uzayin, her hipotez i¢in homojen
oldugunu gostermektedir, yani, uzay geometrik olarak her yerde aymdur.

Saccheri, daha sonra, liggenlere dair ve li¢ kisundan olugan gu sonucu ispatlar:
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“Herhangi bir dik agih iiggende, geri kalan dar acilar bir arada alindiklarinda, dik ag
hipotezine gore, tek bir dik agiya egittirler; genig a1 hipotezine gore, bir dil agidan

biyiiktiirler; dar agi hipotezine gore ise bir dik agidan kiigiiktiirler.!7

Daha sonra Saccheri, XI. onermede aksiyomlarinin HRA ile birlikte, Euklidgi geometrinin postu-
latlariyla egdeger oldugunu ispatlar. XII. onermede ise, HOA soz konusu oldugunda, herhangi iki
dogrunun sonlu bir uzakhikta daima birbirlerini keseceklerini gosterir.'® Boylelikle, bu 6nermede, Sac-
cheri 'nin aksivomlarimn HAO ile birlikte, eliptik geometrinin aksiyomlariyla denk oldugunu ortaya
koyar. Daha sonra, XXV. ve XXXII. onermelerde, HAA soz konusu oldugunda, | dogrusu digindaki
A noktasindan gegen ve | 'ye asimptotik olan iki dogru gizginin oldugunu kamtlar. Boylece, Sac-
cheri bu dnermeler ve aksiyomlarinin HAA ile birlikte, hiperbolik geometrinin aksiyomlariyla egdeger
oldugunu gosterir. '

Yukarida goriildiigii gibi, Saccheri ‘nin dortgeni aracilifiyla iig klasik geometri, yani, Euklidgi, hiper-
bolik ve eliptik geometriler tamimlanabilir olmasina karsin, Saccheri yalnizca Euklidgi geometrinin
dogru oldugu iddiasini temellendirmeye yonelmistir. Bu amaca ulagmak igin de éncelikle, HOA 'y1
elemeye girigmistir ve XIV. onermede “kendi kendini giiriittiigiimden dolay! genig a1 hipotezinin,
kesinlikle yanlsg oldugu” sonucuna ulagilmgtir.!®

Saccheri, XIV. dnermede ifade edilen sonucu, XI. XIII. énermelere dayanarak elde etmigtir. Buna
kargin, HOA 'y1 eleyisi problematik olarak degerlendirilebilir, giinkii bunu yaparken HOA igin gegerli
olmayan ve ispat1 dogrunun sonsuz uzunluguna dayanan Euklid ’in Elements ’inin 16. énermesine
dayanmustir.2® HOA 'daki dogru gizgilerin ise, sonsuz uzunluga sahip olarak varsayilamayacag agiktir.
Bu varsayun bir dortgendeki iki genig aginin olasihgim ortadan kaldirir ve bu anlamda da HRA 'y1
ispatlar.?! Fakat bu varsayim, bu agilarin dar ag1 olma olasiliklarm engellemektedir.

Ote taraftan ise Saccheri 'nin kafa karistiric1 soyle bir ifadesi de s6z konusudur:

“Buklid 'in Birinci Kitabindaki énermelerinden, sadece 27.yi ve 28.yi degil, 16.y1 ve
17.yi bile, her bakimdan kisitlanmg bir iiggenin s6z konusu oldugu yerler diginda,

asla 11:ulla.nmaya.caglm".22

Saccheri 'nin bu ifadesi, I. 16-17 ve I. 27-28 onerme giftleri arasinda ayinm yaparak 1. 16 'y1 nigin
kullandigini agiklamaktadir. Dou ’'nun dogru olarak gozlemleyip ifade ettigi gibi, birinci giftteki
onermeler kisitlanmg iiggenler sinifi igin gegerliyken; paralel dogrularin varhigini temellendiren ikinci
gifttekiler iginse gegerli degildir.

DIPNOTLAR
! Bu makale, Zaragoza 'da yapilan XIXth International Congress of History of Science ’da sunulmugtur.

Inam ’a katkilarindan dolay: tegekkiir ederim.
1 J,L.Coolidge: A History of Geometrical Method, Oxford: Clarendon Press, 1940/1947.
3 C.B. Boyer: A History of Mathematics, New York: Wiley, 1968.

4 M.J.Klein: Mathematical Thought From Ancient to Modern Times, London: Oxford

University Press, 1972.

5 R. Bonola: Non-Euclidean Geometry: A Critical and Historical Study of Its Develop-

ment, New York: Dover, 1912/1955.

6 J. Gray, konuya gok benzer yaklagimlarda bulunduklarindan dolay, bu sunumlar “standart agiklama”

adi altinda siniflandirmigtir; bkz. “Non-Euclidean Geometry: A Re-Interpretation”, Historia Mathe-
matica, 6, 1979, 236-258, sf.237.

7. Gray: Ideas of Space: Euclidean, Non-Euclidean, and Relativistic, Second Edition,
Oxford: Clarendon Press, 1989, sf. 169.
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8 Kars. Bonola, not 5 'deki aym eser, sf. xii.

9 G. Saccheri: Euclides ab omni naevo vindicatus: sive conatus gecometricus quo stabil-
juntur Prima ipsa universae Geometriae Principia (Milan, 1733), Ingilizceye gev. Geoge B.
Halsted: Girolamo Saccheri’s Euclides Vindicatus, Chicago and London: Open Court, 1920,
Bu kitap, bu makalede Euclides olarak amilmustir. Saccheri ’nin hayatina ve galiymalarina iligkin
kisa notlar: 1667 ’de San Remo 'da dogan Girolamo Saccheri, bir Cizvit geometricidir, Milano 'da
grenim gordi, Turin 'de felsefe ve apologetik dgreten Saccheri daha sonra iiniversitede matematik
dgretmenligi yaptig1 Pavia ’ya tagindi, 1733 yilinda Pavia ’da 6ldi. Galigmalari: Ouaesita Geome-
tria, Logica Demonstrativa, Nea-Statica, De Natura Gravium, Euclides ab Omni Naevo
Vindicatus.

10 Saccheri 'nin dortgeni, a ve b agilarimin toplaminin dik, dar ya da genis olmasina gore ya Euklidesgi,
ya hiperbolik, ya da eliptik olan bir tek gercek elementer diizlem geometrisi tamimlar [bkz. gekil 1].
Saccheri 'nin aksiyomlarinin yalmzca hiperbolik degil, eliptik geometriye de gétiirebilecegi kolayca
goriilebilir. [kars. A. Dou; “Logical and Historical Remarks on Saccheri’s Geometry”, Notre Dame
J. Formal Logic, XI, 1970, 385-415, bkz. sf. 387).

11 Bonola, not 5 'deki aym eser, sf. 43-44.
12 Saccheri, not 9 ’daki ayni eser, sf. 5-7.

13 Saccheri, not 9 *daki aym eser, sf. 5.

14 T.L. Heath: The Thirteen Books of Euclid’s Elements, New York: Dover, 1956, bkz. Book
I, onerme 4, sf. 247-250. Bu kitap, bu makalede Elements olarak anilmustir.

15 Bkz. Heath, not 14 'deki aym eser, Book I, 6nermeler 4 ve 8, sf. 261 ve 284. Dahasi bu 6nermeler
paralellik postulatina bagvurulmadan ispatlanmugtir.

16 Euklidgi geometriye gore, her iiggen, biiyiikliigii ve uzaydaki konumu ne olursa olsun toplamlar
180° 'ye esit olan acilarasahiptir. Bunun zittiysa, uzayda bir yerlerde herhangi biiyiikliikte bir liggenin
agilarmin toplammin ya 180° ’den az ya da 180° ’den gok oldugudur. Saccheri, giiglii bir alternatif
olan tim tiggenlerin ya dar ya da genig oldugunun dogru oldugu fikriyle baglamgtir.

17 Saccheri, not 9 'daki aym eser, onerme IX, sf. 41-43.

18 Saccheri bu 6nermede, iki dogrunun, toplamlar 7 *den kiigiik agilar yapan transversalle birlegtiklerini
varsaylyor goriinmektedir. Buna karsin Dou ’nun kendi makalesinde belirttigi gibi [not 10 ’daki
aym eser, sf. 407] eger HOA altinda iki dogru, toplamlan 7 ’ye esit agilan yapan transversalle
birlegiyorlarsa, bu durumda problem bir oncekine indirgenir be boylece iki dogru her iki yonde de
birlesir.

19 Saccheri, not 9 'daki aym eser, sf. 59-61.

20 Dogrularin sonsuz uzunlukta olduklan varsayimi, 1.17, 1.21 ve 1.26-28 onermelerinin ispatlarinda
da kullanilmugtir. Bunlarin sonuncusunda, Euklid ilk olarak besinci postulati kullanir. [.16 onermesi
“herhangi bir liggende, eger kenarlardan biri uzatihrsa, dig agi hem ig hem de zit agidan biiyiik olur”
der [Heath, not 14 ’deki aym eser, sf. 279-281]. Ve diger beg 6nerme, 1.17, 1.21 ve 1.26-28, I.16 'ya
dayamir. Ek olarak, Saccheri, 6nerme 1.16 'y1 ilk olarak kendi kitabindaki III.onermenin ispatinda
kullanmistir.

31 Saccheri ’nin III. "den XIIL. ’ye kadar olan énermelerin ispatlarinda dogrularin sonsuz uzatilabilirligi
varsayiminl kullanmg olmasindan dolayi, bu onermelere verdigi ispatlarin gegerliligi sorgulanmstir.
Ornegin, P. Staeckel: Die Theorie der Parallellinen von Euklid bis auf Gauss Leipzig, 1895;
(bkz. sf. 52 ve sf. 62) adh ¢aligmasinda degerlendirme yaparken, HOA ’daki ispatin yetersiz oldugunu
belirtmistir [karg. Dou, not 10 'daki ayni eser, sf. 388 ve C. Segre: “Congetture intorno all’influenza
di Girilamo Saccheri Sulla formazione della geometria non-euclidea”, Atti. Acc. Scienza di Torino,
XXXVIII, 1903, 535-547, sf. 535).
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Buna karsin, eger Euklid 'in 2.postulati dogrularin uzatilabilirligini garanti altina alan bir gey
olarak yorumlanirsa, o zaman Saccheri, HOA 'y1 eleyiginde hakli olur. Ek bilgi, igin bkz. Dou, not
10 'daki aymi eser, sf. 387-388 ve L. Sklar: Space, Time, and Space-Time, Berkeley, LA, London:
California University Press, 1977, sf. 17-18. Dahasi Dou, “kenarlariyla biitiin olarak sinirlanmarmg
bir liggene uygulanmadiklari siirece, Saccheri 'nin 27. ve 28. ve hatta I.16 ve 1.17 6nermeleri olmadan
ig yapilabilecegini” ileri siirmiigtiir [bkz. “The ‘Corollarium II" to the proposition XXIII of Saccheri’s
Euclides”, Publicacions Matematiques, 36, 1992, 533-540: sf. 534].

22 Bkz. Saccheri, not 9 'daki ayni eser, Preface.
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GEOMETRININ GiZLi DUNYASI
matematiginin taninmig ismi matematikgi David Wells
'in 352 sayfalik geometri gileni, 1998, Sarmal Yayinevi,
Istanbul. (Ceviren: Dog. Dr. Selguk Alsan)

ingiliz eglence

Alfabetik sirayla geometrinin en biiyiikk ve en ilging
buluglari. Konulara drnekler: Digiimler, 6 Daire Prob-
lemi, Altin Oran, Apollonius Problemi, Gokyiizliiler, Spi-
raller, Bilardo Matematigi, Konikler, Mozaikler, Mandel-
brot Fraktalleri, Heron Problemi, Yalanci Kiire, Simson
Dogrusu, Brocard Noktalar, ... Kitapta Pisagor ’ dan
Gaston Julia 'ya kadar 100 kadar matematikginin buluglan
bol gekilli ve agiklamah olarak yer almaktadir.

E 3

MATEMATIGIN GiZLi DUNYASI ingiliz eglence
matematiginin taninmg ismi matematikgi David Wells 'in
470 sayfahk matematik goleni, 1997, Sarmal Yayinevi,
Istanbul. (Geviren: Dog. Dr. Selguk Alsan)

Biiyiik matematikgilerin gogu, lise matematigi gerektiren,
diiglindiiriici ve de gok zarif eglence matematigine de
zaman ayirmuglardir.  Bu kitabin 6zelligi, igindeki iig-
dért yiz problemin gogunun matematik tarihinin inlii
isimlerince hazirlanmig olugudur.  Igindeki bolimler:
Uggenlerin Gizli Diinyasi, Sayilar ve Modeller, Bir Bilim
Olarak Matematik, Matematik Oyunlan, Yeni Matem-
atik Oyunlan Yaratmak, Sezgi ve Hayal Giicii, Benzer-
lik ve Analoji, Kesinlik, Kamit ve Aydinlatma, Bilimde
Matematik: Yaklagitk Modeller, Matematikten Zevk Al-
mak, Minyatir Bir Diinya ve Uzun Bir Yolculuk, Bir
Matematik Seriiveni.

David Wells

Tiirkgesi: Dog. Dr. Selquk Alsan

GEOMETRININ
GIZLi DfJNYASI

o
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HARMONIK SERIDEN TERIMLERIN ISARETLERINI DEGISTIREREK
ELDE EDILEN SERILER

Yusuf l"Jn_I_ﬁ
Cukurova Universitesi, Matematik Bolumi, 01330-ADANA

1. Girig
Hepinizin bildigi gibi
o0
Syl l,
n_ 2 3
n=1

harmonik serisi 1raksaktir. Bu serinin terimlerinin isaretleri degistirilerck elde edilen

n=1

serisi ise yakinsaktir. Kuskusuz igaret degistirme iglemini pek gok degigik sekilde yapabiliriz. Bu
yazimizda harmonik seriden igaret degistirme iglemleri sonucu elde edilen bir takim serilerin yakinsakhg
incelenecektir. En genel olarak degigtirme iglemi agagidaki gibi ifade edilebilir:

Pozitif tamsayilardan olugan bir {k,} dizisi igin

Ky = 0,
Kn = ki+kys+ -4k, (her n>1igin)
olarak tanimlayalim.
1+l+...+_1___._1_._ ..... i+_1_+...+_1__... (1)
2 Ky, Ki+1 Ky Ka+1 Ky
Ky pozitTf terim k3 negat‘irf terim ks pozit‘i'f terim

koyalim. (1) serisi hangi kosullar altinda yakinsak olur? Bu yazimizda

. K
lim "_H
naoo K,

=1 ve n>N igin K2>Kn_1Kn41

oluyorsa, (1) serisinin yakinsak oldugunu gosterecek ve buna iligkin ornekler verecegiz. Bunu kanitlamak
amaciyla bir takim yardima teoremlere gerek duyacagiz.

Teorem 1.1. 0 <z igin
H%gln(1+:)5%(:+f¢ (2)
'dir.
ispat. f(z)=In(1+z) - H_Lz koyalim.
1 1 z

fla) =17 - (1+2)? (1+2) =4

bulunur. O halde f azalan degildir. f(0) = 0 oldugundan her z > 0 igin f(z) > 0 olur. Benzer
sekilde :

o) = 3o+ o) = In(1 +2)



koyalim.

2

it )2) 1+z=2(1+t)220

bulunur. O halde g azalan degildir. g(0) = 0 oldugundan her z > 0 igin g(z) > 0 olur. O

g(e) = 51+

HU = 0)
1 1 i
Ho = 1454+~ (hern>1 iin)

koyalim.

Teorem 1.2. n, m pozitif tamsayilar ve m < n ise,

n
0<In— — (Ho = Hpm) < o

1 1
m

| —

"dir.

Ispat. k bir pozitif bir tamsay1 olmak iizere (2) de z = { koyarak

k_i_l <In(k+1)~Ink < 2(7 + ﬁ)
elde edilir. Buradan
0 <In(k+1)—Ink— (Hipr - Hi) < o1 = 1)
2k k+1
bulunur. Bu esitsizligi £ = m den k = n — 1 ’e kadar toplayarak
ogln%—(ﬂ,,-ﬂm)g%(%—%)

bulunur.

2. Temel Sonuclar

00 00 00
2 cn serisi pozitif terimli yakinsak bir seri olsun. " a, ve Y b, serileri verilsin. N pozitif bir
n=1 n=1 n=1

(=)
tamsay1 olduguna gore her n > N igin |a, — bn| < ¢, oluyorsa Y a, ’nin yakinsak olmas igin gerek
n=1

(=]
ve yeter kogulun ) b, serisinin yakinsak olmasi oldugu kolayca gériiliir.
n=1

{kn} dizisi pozitif tamsayilardan olusan bir dizi olup {K,} dizisi tamsayilardan olusan monoton
artan bir dizidir. O halde lim K, = oo olur. O halde

n—o00
oQ

n=1

- )
Kn Kn+1

Ml_
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serisi pozitif terimli yakinsak bir seridir.

(-1)"-Y(Hg, — Hk,_,) serisinin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kogul

o0
E J*=11n Rn+1

18

Teorem 2.1.

n=1

1}

serisinin yakinsak olmasidir.

ispﬁt.
S (1) (Hx, - Hi,o) = Hi, = 3 (=1 (HKo = Hr,)
n=1 n=1

dir. {a,} ve {bn} dizilerini n > 1 igin
K,
an = (=1)"Y(Hk,, - Hx.) ve by = (=1)""'In =2

n

olarak tanimlayalm. Teorem 1.2 'den dolay1 n > 1 igin

I("'H 1,1 1
- = & Sl —
K, e —Hi) S 55—

lan — bnl = ln

'dir. O halde E an serisinin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul Z b, serisinin yakinsak
n=1 n=1
olmasidir. O

Simdi girigte iddia edilen ana teoremi kamtlayabiliriz. Once suna dikkat edelim: Sk, (1) serisinin
K, kismi toplamini gostermek izere, 1 < n igin

SK» (HK1 —HKO) - (HKz _HKl) +--+ (_l)n_l(HKu - HK--:)

n

= Y (-)""'(Hk. - Hk,.)

n=1

'dir.

.. . o Kppi 1 00
Teorem 2.2. (a) (1) serisi yakinsak ise, nli{{.lo & =1"dir.
(b) lim Eﬁi’-‘- =1 ve N pozitif bir tamsay1 olduguna gore her n > N igin K? > K,_1 K, ise,

n=00
(1) serisi yakinsaktar.

Ispat. {an} ve {bs} dizilerini Teorem 2.1. 'deki gibi tanimlayalim. (1) serisi yakinsak ise, DZD: b, serisi

n=1
- . : K, —-Nn:? . Kngr - -
de yakinsak olacagindan nl_lP;lQ by = ,;ll,nc}o In(=%*) = 0 ’dir. Buradan nango - =1 oldugu goriiliir.
Simdi lim ’—{,‘(*-‘ = 1 ve N pozitif bir tamsay1 olduguna gore her n > N igin K2 > K,_1Kn4
n=—00 n ==

00
oldugunu varsayalim. Bu durumda ) (—1)"'lln’—{§fi serisi alterne seri testi nedeniyle yakinsak

n=1
olur. Boylece K tamsayisin > N igin K, < K < Kny4) ise,

1 1
1Tt = e Ak,

Bean
Hk.,, —Hk,<In K*

n

ISk — Sk..|

IN
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olup Teorem 2.1 'den (1) serisinin de yakinsak oldugu goriiliir. O

3. Uygulamalar

Uygulamalara gegmeden once bir tamim verelim: P katsayilan gergel sayilar olan bir polinom olduguna
gore deg(P) ile P 'nin derecesini ve {d(P) ile P 'nin en biiyiik dereceli teriminin katsayisini gosterelim.

Teorem 3.1. P katsayilari gergel sayilar ve derecesi k > 1 olan herhangi bir polinom ve
Ap(z) = P(z)* = P(z+1)P(z - 1)

ise,

deg(Ap) =2k -2 ve ld(Ap) = k(ld(P))*
"dir.

ispat. Teoremi tiimevarim kullanarak kanitlayalimn.
k=1: Bu durumda P = Az + C seklindedir. O halde

Ap(z) = P(2)? = (P(z) — A)(P(z) + A) = A?

olur. Boylece teoremin k = 1 igin dogru oldugu goriiliir.

k > 1: Teorem derecesi < k olan biitiin polinomlar igin dogru olsun. Derecesi k > 1 olan bir P
polinomu verilsin. Q derecesi k—1 olan bir polinom ve C bir gergel say1 olmak iizere P(x) = zQ(z)+C
seklindedir. Ayrica ld(P) = Aise, ld(Q) = A’dir. G=Q(z) , E=Q(z+1), F=Q(z—1) ve

L=2C2G-C(z+1)E-C(z-1)F
koyalim. Dikkat edilecek olursa, L derecesi en fazla k olan bir polinomdur.

Ap(z) = (2G+C)' = ((z+1)E+C)((z-1)F +C)
= 2’G* - (2’ -1)EF + L
= 2 (G*-EF)+EF+1L
= z’Aq(e)+EF+ L.

EF ’nin derecesi 2k — 2 ve ld(EF) = A? *dir. Tiimevarim varsayin geregince
deg(z?Aq) = 2k =2 ve ld(z®Ag) = (k —1)A®

'dir. O halde
deg(Ap) =2k =2 ve ld(Ap) = (k - l)A?' + A2 = kA2

olur. O

Teorem 3.2. P ve Q katsayilan gergel sayilar olan polinomlar, deg(P) = k ve deg(Q) = s olsun.
k> 1 ves<2k—2ise, bir pozitif N tamsaysi igin n > N ise Ap(n) > Q(n) dir.

Ispat. A = ld(P) ve L(z) = Ap(z) — Q(z) ise, s < 2k — 2 oldugundan L polinomu derecesi 2k — 2
olan L(z) = kA%z%*-2 4 ... geklinde bir polinomdur. O halde

lim L(n) = oo
n=—00



12 Yusuf Unli
olup, bir pozitif N tamsayisi igin n > N ise, Ap(n) > Q(n) 'dir.

Ornek 1. k, = 2" ise, K, = 2(2" — 1) ‘dir. Dolaysiyla

olup (1) yakinsak degildir.

Ornek 2. P katsayilan tamsayilar ve deg(P) = k > 2 olan bir polinom olsun. P 'nin n > 1
icin monoton arttigim ve 0 < P(1) oldugunu varsayahm. O zaman L = P(1) olduguna gore [L,oc]
araliginda tammli P ’nin ters fonksiyonu g yine monoton artandur.

_ § ﬁ'lli'("" (3)
n=L
serisini ele alahm. r = [g(n)] ise
r<g(n)<r+1

olup P monoton arttigindan
P(r)<n< P(r+1)

elde edilir. Simdi
ke = Pr+1) = P(r) > 0

dizisini ele alalim. Bu diziye kargihk gelen (1) serisi ile (3) serisi aym serilerdir.
K, = kl+k2+"'+kn

P(2) - P(1)4+ P(3) - P(2)+---+ P(n+1) - P(n)

= P(n + 1) - P(l)

olur. Boylece Teorem 3.2 'de Q(z) = —P(1)(P(z) + P(z +2) = 2P(z + 1)) + P(1)? alinacak olursa,
deg(Q) < k—1 < 2k — 2 olup

K3 — Kn_1Kn41

(P(n+1) - P(1))* = (P(n) = P(1))(P(n+2) — P(1))
Ap(n+1)+ P(1)(P(n) + P(n+2)—2P(n+1))
0

v 1

oldugu goriiliir. Ayrica
=1

. Kpgy1 . P(n+1)-P(1)
= |
e S e T Py = E1)

'dir. Dolayisiyla (3) serisi yakinsaktir.

Ornek 3. p > 2 bir pozitif tamsay: ise, Ornek 2 'de, P(z) = zP ahmrsa g(z) = ¢z olur. O halde
m n

3 L_—lﬂﬂyl serisi yakinsaktir.

n=1

Ornek 4. Q katsayilari tamsayilar olan bir polinom olsun. Her pozitif n tamsayisi igin @(n) 'nin bir
pozitif tamsayi oldugunu varsayalhm. k, = Q(n) alinarak elde edilen (1) serisi yakinsaktir. Ciinku Q
polinomu k. dereceden bir polinom ise, derecesi k + 1 > 1 olan bir P polinomu igin

P(n)=_Q(i) = Kn
i=1
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olur. Teorem 3.1. 'den dolay1 K2 — Kn_1 Kny1 = Ap(n) > 0 ve

Kn41 lim Pin+1)

nlﬂlolo Tn_ = nosco  P(n) =1
dir. Ornegin Q(z) = z ve k, = Q(n) alnarak elde edilen
1 l 1 + 1 + 1 + 1
1 2 3 4 5 6
~~ ——r ———

1 pozitif terim 2 negatif terim 3 pozitif terim

serisi yakinsaktir.

Ornek 5. n > 1 igin
ky =4, kyy =3, k2n+1 =1

koyalim. Buradan
Kon_1=4n ve Ky, =4n+3

elde edilir. lim L{R"-ji =1 oldugu agiktir.

n— 00
2m ;
= ]{n 1 ](2 ]’ K’Zm Ii2m+1
B Lot s < i S Pl R —In =2
12:1( " Kn K, K> Kam-1 Kom
K3 &
= |p—2 oot lp——2m
K1K3 s Kom-1Kam41
= iln _____K2n
0 Kano1Kangs
dir.
K2, _ (4n+3)?  16n*+24n+49
Kan1Kanp1 ~ 16n(n+1)  16n(n+1)
2416 1
16n* + 16n + 8n o

Ton(m+1)  ~ " 2n+])

‘dir. Teorem 1.1. 'den dolay1 z = 7(":?7 igin

m m

\271
> In 1+
2_; Kon— 1]\1,1.{,.1 r; ( 21’1 +3

olup
Y-yt Eatt

K
n=1 n

serisi iraksaktir. O halde (1) serisinin yakinsak olmasi icin an;j K—Ri‘—‘ = 1 olmas yeterli degildir.
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DENRINSTEIN 'IN KANITLAMASI

Nurettixp: Ergun
Istanbul Universitesi, Fen Fukultesi,
Matematik Bolumii, Vezneciler-ISTANBUL

Tim tamsaylann kimesi Z 'de “kag tane”
tamsayn vardir?  Sonsuz tanc!  Dogru (ama
yetersiz) yanit. Neden yetersiz?  “Kugkusuz
Z kumwsinde, ¢ift tamsayilar kumesindeki tam-
sayilardan daha fazla sayida tamsay vardir”
Dogru mu bu? Hayir, yanly! Gokyizundeki
vildizlanin sayisi, Nasrettin Hoca 'nin gilekes
eseginin killanmn sayisindan daha mu fazla-
dir? Gergi gakaca hoca aymi sayida olduklarnim
so¥lemigti. Peli Z kiimesinin ve ¢ift tamsayilar
kiimesinin eleman sayian nedir? 1um irrasyo-
nel sayilann kiimesi R - Q ile, dizlemde ¢n az
bir bilegeni irrasyonel olan gercal say1 ikililerinin
kiimnesinden (ki biraz dikkat edilirse bunun (R x
(R-Q)) U ((R-Q) x R) birlegitn kiimesi
oldugunu gozleyebilirsiniz) hangisinde “daha faz-
la sayida” eleman vardir; yoksa “elernan sayilan™
aym midir? Diizlemde cfimi bir irrasyonel say
olan “kag tane” dogru vardir?

Bunlar ve benzeri sorulan yamitlamak icin,
matematik, her zaman yaptif gibi, kesin ve mut-
lak bigimde tamimlanmig kavramlara gereksinim
duyar. Unutulmasmn, koca usta Bertrand Rus-
sell "in dedigi gibi, matlematik insanoglunun
geligtirdifi biricik kesin ve mutlak dildir. Soziint
cttiguniz konuda, matematik, ordinal ve kardi-
nal sayilan ve onlar tzerinde gagirticnr ozellikler:
olan aritmetik iglemleri ve siralurnay tannnlama
bagansini gostermigtir.  Kimilerine gare bu.
tim matematik taribinin en goz kamastinc,
en inanilmaz hagarilarimin dnde gelenlerindendir.
Biz bu yazida, Paul Halmos 'un deyimiyle daha
“naif” bir yaklajun iginde olacagiz, zorunlu
olarak! Ordinal ve kardinal sayiluri popiler
bir matematik dergisinde ayrintih ele almak ko-
lay degildir. Ve biz, bu yazida, Georg Can-
tor 'un 1870 ’'lerin ortasinda yaptigs gu temel
tanimlamalarla yetinmege galigacajiz: Aralarinda
bire-bir ve orten bir fonkgiyon tammb iki kiimeye
ey kuvvette (kabaca soylersek,  “aym sayida
elemana sahiplar”) denir. Kolayca gorilcbilecegi
gibi & © 2k bire-bir ve orten eglesmesi sayesinde

Z ile tum qift tamsayilanin kimesi olan Zg =
{2k k € Z) 'uin cy kuvvette olduklan
goritlecektir.  Peki siz. Z ilc i tek suyilann
kumesinin eg kuvvette olduklarini gosterebilir

misiniz” Cok kolay!

“Aman tanrim, 7 ile tim  poziul tam-
suyillann kimesi N 'nin eg kuvvette olduklarini
goriiyorumn™ dediginizi duyar gibiyim, cvet, dogru
gnzlediniz.

Z={-,-n, -, =1,0,1,-+,n,-+}

kiimesinden N = (1,2, .n,- ] kiimesine

f(ny=2n41,f(-n) =2n,f(0) =1 (n € N}

bigiminde tanimlanan fonksivonun bire-hir ve or-
ten  olduguuu  gormek  kolaydir.  Pek
{0,1,2,--+ n,+--} kiimesiyle N arasinda gegitli
Lire-bir ve orten fonksiyonlar tanimlamaya ne
dersiniz? Peki ya, tum pozitif tamsayl sirah
ikililerinin kiimesi olan N x N ile N kimnesi arasin-
da bire-bir ve orten fonksiyonlar tammlamaya ne
dersiniz? Evet, yusirinayi bu kiimeler eg kuvvet-
tedir.

|
f(nym) =n+ §(ru+ m—2)ni1m-1),

gin,m) = 27120 = 1)
bigiminde tanimlanan

f:NxN-2N

ve
g:NxN-oN

fonksiyonlarinin ikisi de bu niteliktedir; ¢ ile
ugraginak, gorece olarak biraz daha kolaydir. Bi-
rincisine Cantor kogegen sayima fonksiyonu denir
(bak.  Matematik Diinyasi, Haziran-Agustos
1991, 2-6). Cantor bu kavramlarla ugragirken su
inanilmaz Gnermeyi kantlamaga ¢ahsmigti:

Ana Onerme: Eger \ kiimesinden V" kiimesine
{Orten olmasi gerekmeyen) bire-bir bir fonksiyon
tamimliysa ve Llersine ¥ kimcesinden X kiimesine
bire-bir bir fonksiyon tamimhysa, bu iki kiime oy
kuvvettedir.

Ouca gabasina kargin, Cantor bu ilging ve zorlu
onermenin gaghkh bir kanitlamasiu vereredi.
Bu teoreme, ginimizde, onu ilk kanitlayan Bern-
slein "in adun da katarak, Cantor-Dernstein



Nurettin Ergun

Teoremi adi verilir. Bu yazunizda oncelikle
bu giizelim kanitlamay size aktarmak istiyoruz.
Ornegin yukandaki g fonksiyonunun (en azindan)
bire-bir oldugunu gosterebilen ve kavrama gabas
ile okuyan her ilgili okuyucunun bu yazidan
yararlanacagim samyoruz.  Demek ki kime
iglemlerini ve fonksiyon kavramini biliyoruz, oyle
degil mi sevgili okurlar! §imdi 6ncelikle u Gnemli
uyariyla ige baglayalim: Herhangi bir f : X =Y
fonksiyonunun, her zaman, A, B C X altkiimeleri
ne olursa olsun, f(A—B) = f(A) - f(B) esitligini
gerceklemesi gerekmez. Bakimz asagidaki karsit
ornek yeterince uyancidir: Siniis fonksiyonu, yani
her z € R igin f(z) = sin z bigiminde tanimlanan
f : R = [-1,1] fonksiyonu, ornegin A = Q ve
B = R—Q kiime gifti igin f(A—B) # f(A)—-f(B)
gergekler. Dikkat edilirse r € Q rasyonel say1si ne
olursa olsun

f(r) =sinr

sin(r + 2m)
f(r+2m) € f(R-Q) = f(B)

gergeklenir, ¢iinki r + 2m. bir irrasyonel sayidir,
cinki 7 bir irrasyonel sayidir, ammsadik degil
mi? O halde

f(A) = £(Q) = U({f(r)} : r€ Q) C f(B)

oldugundan f(A) — f(B) fark kiimesi bostur,
oysa bu ornekte A ve B aynk olduklarindan
A— B = A ve sonugta f(A — B) = f(A) olur
ki bu kiime bog degildir ve ustelik “sonsuz ele-
manhdir”, glinki 7, ve ro rasyonel sayilan farkh
ise, f(r1) = sinry ve f(r2) = sinry gergel sayilan
farklidir, neden? Simdi ise, eger f : X = Y
bire-bir bir fonksiyon ise, A ve B C X
altkiimeleri ne olursa olsun f(4 — B) = f(A) -
f(B) esitliginin gergeklendigini gosterelim. Ko-
layca gozlenecegi gibi ayrik kiimelerin bire-bir bir
fonksiyon altindaki goriintileri ayriktir, neden?
O halde f(A — B) ile f(B) goriintii kiimeleri, f
bire-bir ise, ayriktir ve sonugta

f(A- B) C f(A) - f(B)

kapsamasi gegerli olur. Dikkat: Ters siradaki
kapsama her zaman her fonksiyon igin za-
ten gegerlidir, neden? O halde bire-bir bir
fonksiyon altinda bir fark kiimesinin goriintiisi,
gercekten, goriintii kiimelerinin farkina esit ol-
maktadir.

Simdi Bernstein "m kamtlamasini iki .a§amada
inceleyelim:
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Birinci Asama: “Eger X; C Y C X ise, ustelik
X, ile X kiimeleri eg kuvvette ise, Y kiimesi ile X
kiimesi eg kuvvettedir” onermesini kanitlayalim.
Baghyoruz. Hipotez geregi f : X = X, gibi bire-
bir bir f fonksiyonu tammldir. Kanitlamanin

ardindan bu fonksiyon uzerine biraz konugacagz.
Simdi Xo = X,Yy =Y ve her n € N igin

Xn = f(Xn-1), Yo = f(Ya-1)
tanimlayahm. Tiimevarim kullanarak, kolayhkla
Xn CYa-1€ X1 (REN)

gosterebiliriz. Hipotez geregi

X1 CY=YCX=X
oldugundan, n = 1igin gegerli olan bu kapsamalar
eger n dogal sayisi igin gegerliyse, f altindaki
goriintiileri
Xoy1 = f(Xn) C f(Ya1) =Ya € f(Xn-1) = X

gercekleyecektir ve iddia n + 1 dogal say1si icin de
gecerli olacaktir. Ustelik X, — Y, fark kiimeleri
ikigerli olarak ayriktir, giinkii n # m ise,

(Xn =Yo)N(Xm = Ym) =¥
gecerlidir; gergekten, 6rnegin n < mise, n +1 <
m olur ve X,, C Xp,4i nedeniyle bu kesigim

kiimesi, kolayca goriilecegi gibi,

Xm=YnCXnp1 =Ya=0

tarafindan kapsanir. Neden? Yani bog olur.
Simdi de
0 o]
X-JXn-Ya)=Y = | (Xnt1 = Yar1) (1)
n=0 n=0

gozleyelim. Gergekten sol yan

=X -[(Xo-Yo)U CJ(Xn - Ya)]

n=1
= (X - (Xo - Yo)) N (X - G (X,, - Y.—,,))

olup, Xo = X ve

X-Xo-Yo)=X-(X-Y)=Y
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gecerli olacagindan, bu son kiime, gerekli indis
degisikligi ile

Y n (X- U(Xr.+| = Yas1))

n=0

(=)
= (Yﬂz\-)— U(‘Yn-i-l - n+l)
n=0
seklinde yazilir. Y C X nedeniyle gegerli olan
Y NX =Y esitligi bize sonugta (1) esitligini
Verir. anst.elik Y1 = Yo, C Xoo = Xy CcCY
ven > 2 igin timevarimla Y, C X, CY,_; CY
nedeniyle tim Y, (ve X,(n > 1)) altkiimelerinin
Y tarafindan kapsandigi bellidir. O halde

o0 o0 o0

U (Xn41 = Yay1) C U Xnp1 C U YaCY

n=0 n=0 n=0
nedeniyle

[e=]
Yu UO(Xn+1 —Yau)l=Y (2)
gegerli olur. B C A ise,;; AU B = A oldugunu
amimsadik, degil mi? Simdi artik X ve Y
kiimeleri arasinda, bire-bir ve orten oldugunu
gosterecegimiz g : X = Y ;

fz) i e (Xn-Ya)

g(z) = =)
T ; TEX - J(Xn-Ya)

n=0
fonksiyonunu tanimlayalim. Dikkat edilirse, eger
T € X —Up~o(Xn—Y,) ise, (1) nedeniyle g(z) =
z € Y dir, yok eger z € | oo o (Xn —Ya) ise, g(z) =
f(z) eleman yine

e
-
S

]
[
£
Il

U f(Xa - Ya)
=0

—_
-
—

= JU(Xn) - £(Ya))
n=0

(o <]

UXapr =Yar) Y

n=0

Il

kiimesinin elemani olur. (*) egitligini yazarken f
fonksiyonunun bire-bir oldugunu animsadik. De-
mek ki g fonksiyonu her bir z € X elemanina
Y kumesinde bir eleman eglegtirmektedir. Peki g
fonksiyonu 6rten midir? Evet! Ciinkii

9(X) = gllJ (Xn = Ya) U(X = | (X0 = Ya)]
n=0 n=0
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-

=g(|J (Xn = Vo)) ug(x = |J (X = ¥a)

n=0 n

0

(G

= f(JXn = Ya)U(X = [J(Xn = Ya))

n=0

1]
o

(Xnt1 = Yas1))

Ct

= [J(Xnp1 = Yar)U (Y -

n=0 n

0
=YU[J(Xnp1 = Yapi) =Y
n=0

bulunur; burada en son asamaya gegerken A U
(B — A) = AU B ozdesligi ve son adimda ise (2)
kullanildi. Demek ki ¢(X) = Y olmaktadir yani
Y kumesindeki her bir eleman X kiumesindeki uy-
gun bir elemanin goriintisiidiir, bu ise g 'nin orten
olmasi demektir.

Simdi de z1 # z2 (21,22 € X) igin g(z1) #
g(z2) gergeklendigini, kisacasi g ’'nin bire-bir
oldugunu gozleyelim. Cesgitli durumlari irdeleme-
liyiz. Eger

oo

) €E = U(Xn—

n=0

Yﬂ)v

[e =]
z2€ By =X~ E1 =X - J(Xa - Ya)

n=0
ise, uygun bir 0 < ny sayesinde z, € X,,, — Y,
ve sonugta, yine f in bire-bir olugundan yararla-
narak,
g(zl) = f(.’!?]) S f(Xﬂo - Ynu) = f(Xﬂo) -
F(Yno) = Xng41—Ynot1 C E1 veg(za) = 25 € Es
bulunur; E), ve E3 ayrik olduklarindan g(z1),
9(z2) elemanlan zorunlu olarak farkhidir. Eger
z1,z3 € By ise, bu kez g(z) = z) ve g(z3) = z,
elemanlarimin farkh olduklari apagiktir. Peki ya
z1,22 € E) igin neden g(z,) # g(z1) olur, ko-
layca gézlemliyorsunuz degil mi? Evet tiim du-
rumlari irdeledik, demek ki g gergekten bire-bir ve
ortendir. Birinci onermenin kanitlamas: bitmistir
ama bu kez de son ve sonug alici agamaya geldik:

Sonu¢ Agamasi : Eger h : X — Y ve A :
Y — X bire-bir fonksiyonlar tamimhysa, X
ve Y kimeleri es kuvvettedir. Evet, gercekten
h(X) C Y oldugundan sonugta X, = h'(h(X))
alinirsa (ya da daha yerinde bir deyimle, birinci
agamadaki X, kiimesi olarak bu kez A’(h(X))
ahmrsa) X; C A (Y) C X kapsamalan gegerli
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olur ve istelik h bire-bir oldugundan, z &
h(z) eglemesi sayesinde h(.X) ile X kiimeleri eg
kuvvette olurlar, ve dolayisiyla benzer gerekgeyle
h’ bire-bir oldugundan X; = A'(h(X)) kiimesi,
h(X) kiimesiyle ve dolayisiyla X kiimesiyle eg
kuvvettedir; glinkii bilegkeleri tanimlanabilen iki
tane bire-bir ve orten fonksiyonun bilegkesi de
bire-bir ve ortendir. Sonugta birinci onerme ne-
deniyle h’(Y) ile X eg kuvvette olurlar, oysa Y
kiimesi h'(Y') ile eg kuvvettedir; dolayisiyla Y ile
X kiimeleri e kuvvette olurlar. Sonug agamasinin
(vani ana onermenin, bagka bir deyimle Cantor-
Bernstein Teoreminin) kanitlamasi bitmigtir.

Uyari ve Uygulama: Simdi bu 6nemli teoremin
kicik ama o6nemli bir uygulamasimi gorelim.
Ama once bir soziimiizii yerine getirelim. Bir-
inci agamada, tim bu agamanin kamtlanmasi
sirasinda kullandigimiz f : X — X, fonksi-
yonu iizerine, kanitlamanin ardindan konugacagiz
demistik. Dikkatli okurun goziinden kagmamustir:
Bu fonksiyonun ortenlik 6zelliginden hig yarar-
lanmadik, zaten f fonksiyonunun orten oldugu
vurgulanmamigti. Dikkat edilirse birinci
agsamanin kanitlanmasi sirasinda f ’in bire-bir
olusu yeterli olmustur. Dolaysiyla aslinda
birinci agamada kanitlanan su olmugtur: “Eger
X kiimesinden bir X; altkiimesine taniml
bir bire-bir fonksiyon varsa X kimesi X,
ile (ve ashnda X, altkiimesini kapsayan tiim
altkiimeleriyle) es kuvvette olur.”  Peki bu
yeni onerme, sonug agamasinin kanitlanabilmesi
icin yeterli bir bilgi midir? = Dikkatli okurlar
hemen yanitlayacaklardir: Evet! Neden dersiniz?
Sozii artik fazla uzatmadan 6nemli uygulamamiza
gecelim. Sunu kamitlayacagiz: N kiimesiyle, onun
tiim sonlu elemanh altkiimelerinin kiimesi A(N)
eg kuvvettedir. Oncelikle N ile, onun iki elemanh
altkiimelerinin kiimesi olan

Py(N) = {{n,m} : n,m € N,n # m}

'nin ey kuvvette olduklarim gosterelim. {n,m}
kiimesine, birinci bilegeni, bu farkl dogal sayilarin
en kiigiigu, ikinci bilegeni ise en biyigi olan
sirali ikiliye gonderen eglegtirme (6rnegin {1,3} —
(1,3) gergekleyen eslestirme) apagiktir ki bire-
birdir. O halde P2(N) kiimesinden N x N
kiimesine (ve dolaysiyla N kiimesine) tanimh
bir bire-bir fonksiyon vardir. Ote yandan n —
{n,n + 1} eglegtirmesi de N kiimesinden P,(N)
kiimesine tamimlanmig bir bire-bir fonksiyon-
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dur. O halde Cantor-Bernstein Teoremi ne-
deniyle N ile P;(N) es kuvvettedir. Peki N
kiimesinin tim 3 elemanli altkumelerinin kiimesi
P3(N) ile N neden ey kuvvettedir? Gergekten,
her n dogal sayisina {n,n + 1,n + 2} iig ele-
manl kiimesini eglegtiren fonksiyon N 'den P3(N)
kiimesine tanimlanmig bir bire-bir fonksiyondur;
ote yandan {n,,ng,n3} ig farkli dogal sayinin
olugturdugu kiimesine (2"1=!(2n, — 1), n3) sirah
ikilisini eglestiren fonksiyon gostermektedir ki
P3(N) 'den N x N kiimesine ve dolayisiyla N
kiimesine tanimli bir bire-bir fonksiyon vardir. O
halde yine Cantor-Bernstein Teoremi yardimiyla
N ile P3(N) kiimelerinin eg kuvvette oldugu
anlagilir. Genel olarak P,(N),

N'=NxNx.--x N (n tane garpium)

ve N kiimelerinin es kuvvette olduklarnni, okuyu-
cu, saniriz Cantor-Bernstein Teoremi yardimiyla
gosterebilecektir.  Dikkat edilirse P, (N) ile
Pm(N) kimeleri, n # m ise aynktirlar. Bu
onemli ayrint1 sayesinde, herhangi bir

A€ ANN) = | Pa(N)
n=1

“elemam” tek tiirli belirli bir P,(N) kiimesine
ait olabileceginden, ¢(A) = (n, hn(A)) seklinde
tanimlanan

p: A NxN

fonksiyonu kolayca gozlemlenebicegi gibi bire-
birdir; burada her n € N igin h,, bire-bir fonksi-
yonu P,(N) ’den N kiimesine tanimhdir, boyle
bir fonksiyonun varhigi az once vurgulanmigt.
O halde A kiimesinden N kiimesine bire-bir bir
fonksiyon tammhdir. n — {n} eslestirmesi ise,
apagiktir ki, N "den A kiimesi “igine” bire-birdir.
O halde, yine, Cantor-Bernstein Teoreminin bir
sonucu olarak N ile A eg kuvvette olurlar. Evet
bitti.

Bir X kiimesinin bir Y kiimesinden “daha az
elemanli” olmasi ve benzeri kavramlar igin, Can-
tor kogegen sayma fonksiyonunun ayrintili ele
alinig1 igin, elinizde tuttugunuz derginin 1991 yih
Haziran-Agustos sayisina bakiniz sevgili okurlar.
Umarim yazinin baginda sorulan tim sorular
artik yanitlayabilirsiniz. Iyi cahgmalar!
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SAYILARIN SIHIRLI DUNYASINDA
“PISAGOR TEOREMI” ILE
BiR GEZINTI

Dursun Caliskan
Matematik Ogretmeni

insanoglu once dogal, sonra tam, daha sonra
rasyonel sayilan tanidi. Pisagor; “Dik Uggende
Pisagor Teoremi* olarak bilinen, “Bir dik liggenin
dik kenar uzunluklarimn karelerinin toplami
hipoteniisiiniin uzunlugunun karesine egittir”
teoremini iddia edip ispatladiginda irrasyonel
sayillarin varhigi heniliz bilinmiyordu. Bundan
dolay), irrasyonel sayilarin varhigi bilinene kadar
pek ¢ok matematikgi kenar uzunluklari pozitif
tamsay1 olan dik liggenler izerinde gahgti. Bu
yazida biz r, y ve z pozitif tamsayilan bir dik
ticgenin kenar uzunluklan ise, (z,y,z) lglisiine
“Pisagor lglisi” diyecegiz ve Pisagor iigliilerini
inceleyecegiz.

Milattan once yaklagik 1700 yillarina ‘ait bir
Babil tabletinde baz1 Pisagor igliilerinin lis-
tesi bulundu, bunlarin bazilan biiyiik sayilar da
iceriyordu. Fakat sonsuz sayida Pisagor iigliisiinii
veren bir metot gosteren ilk kisi Pisagor ’'dur.
Modern matematik dili ile Pisagor 'un bu meto-
dunu su gekilde ifade edebiliriz: “n # 1 bir pozitif
tamsay1 olmak iizere z = n, y = }(n* — 1) ve
z = }(n?+1) seklinde tammlanan (z,y, z) lglisii
bir Pisagor ugliisiidiir.”

[z [y |z |

3 |4 |5

5 [ 1213

7 12425

9 (40|41

11| 60 | 61 |
(Tablo 1)

Burada dikkat edilecek olursa z = y +1 "dir.
Pisagor bu metotla bir taraftan sonsuz sayida Pi-
sagor lglisii oldugunu gosterirken, diger taraftan
hipoteniisii bir dik kenarindan 1 fazla olan son-
suz sayida Pisagor iigliisi oldugunu gostermigtir
(bak. Tablo 1). “z=y+1 olacak gekilde bitun
(z,y,z) Pisagor iigliileri bu metotla elde edilebilir
mi?" sorusunun cevabini aragtirmay: okuyucuya
birakiyoruz.

Aslinda Pisagor iglulerinin sonsuz sayida
oldugunu daha basit gekilde gormek olakl, soyle
ki: (3,4,5) bir Pisagor ugliisidir. Butin k > 1
tamsayilari igin (3k, 4k, 5k) bir Pisagor iiglusiidiir.
Bu sekilde her Pisagor iigliisinden sonsuz sayida
Pisagor ugliist turetilebilir.

Plato (M. O. 430-349), z = y + 2 olacak
sekilde sonsuz sayida (z,y,z) Pisagor iiglisunin
var oldugunu gésteren bir metot buldu. (Burada
ve bundan sonra z hipoteniisiin uzunlugu olarak
alinacaktir.) Modern matematik dili ile bu soyle
ifade edilebilir: “n # 0 bir dogal say1 olmak uzere
z = 4n, y =4n?—1ve z = 4n’+1 olacak gekilde
tammlanan (z,y,z) uglisi, z = y + 2 gartini
saglayan bir Pisagor ugliisidiir” (bak. Tablo 2).

Acaba Plato ’nun verdigi bu metotla z = y+2
kogulunu saglayan biitiin (z, y, z) Pisagor uglileri
elde edilebilir mi? Cevap: Hayir. Ornegin, z =
6, y =8 ve z = 10 iken (z,9,2),z2 = y+2
kogulunu saglayan bir Pisagor tiglisiidiir. Her n
pozitif tamsayisi igin 4n2+1 # 10 oldugundan bu
ugli yukarida belirtilen metot ile elde edilemez.
Simdi biz z = y + 2 olacak gekilde bitiin (z,y,2)
Pisagor iigliilerini veren bir metot aragtiralim.

z, y ve z z = y + 2 olacak sekilde tamsayilar
olmak iizere (z,y,z) bir Pisagor iiglisu olsun.
2=y’ +zlvez=y+2,

:.7':."2—-yz=;1:2

= (-9 +y) = 2
=2(2y+2) =1
= 4(y+1)=z%.

Burada z bir gift say1 olmahdir. n # 1 bir pozitif
tamsay1 olmak lzere; z = 2n yazarsak; y +1 =
n? = y=n?—1vez=n?+1elde edilir. Oyle
ise; n # 1 bir pozitif tamsay1 olmak tzere; z =
2n, y = n® =1 ve z = n? + 1 geklinde tanimlanan
(z,y,2) iiglileri z = y + 2 sartin1 saglayan butun
Pisagor iiglileridir (bak. Tablo 3).

43 5
8§ 15|17
12| 35 | 37
16 | 63 | 65
20 [ 99 | 101
(Tablo 2)
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4 |3 |5
6 |8 |10
8 |15 |17
10 | 24 | 26
12 135 | 37
(Tablo 3)

Benzer gekilde z = y + 3 olacak gekilde biitiin
(z,y,z) Pisagor iiglillerinin; n > 1 bir pozitif tek
sayl olmak lizere, z = 3(n +1), y= 3('n -1)
ve r = 3n geklinde tammlanan bir metotla elde
edilebilecegi gosterilebilir (bak. Tablo 4).

Lr ly [z ]

12 |15

15 36 |39

21|72 |75
271120 | 123
33 [ 180 | 183

(Tablo 4)

Simdi k herhangi bir pozitif tamsayi ol-
mak lizere z = y + k olacak gekilde sonsuz
sayida (z,y,z) Pisagor igliisiiniin var oldugunu
gosterelim.

n > 1 bir tek say1 olmak iizere z = 1(n? + 1),
y = 3(n? — 1) ve z = n seklinde tanimlanan
(z,y,2) ugliilerinin z = y + 1 kosulunu saglayan
Pisagor ugliileri oldugunu biliyoruz. Yani dnerme
k = 1igin dogrudur. Burada tamimlanan iigliiniin
her bilegenini k ile garptifimizda elde edilen
ugliniin de bir Pisagor iiglisi oldugu agiktir. O
halde, n > 1 bir tek say1 olmak iizere, biitiin po-
zitif k tamsayilan igin z = k.n, y = "(n -1)
ve z = "(n 1) seklinde tanimlanan (z,y,z)
uglisi z = y + k sartim saglayan bir Pisagor
ticlistdiir. Oyleyse, biitin pozitif k¥ tamsayilar
igin z = y+#k olacak gekilde sonsuz sayida (z, y, z)
Pisagor tiglisiidiir vardir.

Burada insanin akhina su soru geliyor: Biitiin
k pozitif tamsayilan igin n > 1 bir tek say1 olmak
iizere, z = kn, y = &(n® — 1) ve z = £(n® + 1)
seklinde tamimlanan (z,y,z) uglileri z = y + &
seklindeki bitin Pisagor tigliileri midir? Cevabm
hayir oldugunu belirterek sebebini aragtirmay:
okuyucuya birakiyoruz. Fakat baz k degerleri
icin (hangi k degerleri?) cevap evet ’tir. (Tablo 1
ve Tablo 4 ‘ii kargilagtiriniz.)
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Buraya kadar Pisagor iigliilerinin sayisimin
sonsuz oldugunu iliklerimize kadar hissettik,
hatta ozel Pisagor uqlulerlyle ugragtik ve istelik
yukaridaki metotla k ve n ’nin degisen degerleri
igin hemen hemen Pisagor iigliilerinin biitiiniinii
veren bir formiile ulagtik. Simdi ise Oklit’ in
“Elementler” ’inde bile bulunan (kitap VII, IX

ve X) daha genel ve daha kullanish bir teoremden
bahsedecegiz.

Teoremi ifade etmeden once, r, y ve :z
ikigerli aralarinda asal tamsayilar olacak sekilde
(,y,2) Pisagor iiglisiine temel Pisagor dghisi
diyecegimizi ifade edelim.

Teorem. (z,y,z) 'nin bir temel Pisagor iigliisii
olmasi igin gerek ve yeter kosul z = 2mn, y =
m?—n? ve z = m? 4 n? olacak sekilde, aralarinda
asal m ve n pozitif tamsayilari olmasidir.

Ispat. (z,y,2 ) bir temel Pisagor iigliisii ol-
sun. &, y ve z 'nin her lgiiniin de tek say: ola-
mayacag agiktir. Ikigerli aralarinda asal olduk-
larindan herhangi ikisi ¢ift olamaz. z ’nin gift
olmasi durumunda z2 + y? = z? ifadesinde sag
taraf 4 ile boliiniirken sol taraf 4 ile boliindiigiinde
2 kalanimi vereceginden z her durumda tek ol-
mahdir. Genelligi bozmadan diger tek bilegenin
y oldugunu kabul edelim.

Once

“(y,2) =1 ise, (334,

5, 2y = 1 dir

2

()
onermesini ispatlayalm. ((y,z) = 1 demek su
anlama gelir: y ve z sayilarinin obeb'i, 1 "dir, diger
bir deyigle y ve z aralarinda asaldir.)

(v,2) =1=3a,b € Z oyle ki, ay+bz=1

z+y
2

= (b-a) =X + (b +a)

b—aveb+a€ Zoldugundan

=1.

z2—y z+4y _
"dir.

z Gift say1 oldugundan z = 2k yazabiliriz. Oyle
ise,

Py =k o (r—y)(s+y) = 4

s g

(i1)
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(i) ve (ii) 'ye gore =3¢ ve ’—'%-'L 'nin her ikisi de
tamkaredir. Yani —t"'- = m? ve 35 = n? olacak

§ek|lde nvem posz tamsayilan vardir. (i) 'ye
gore (n,m) = 1 ’dir. O halde, r = 2mn, y =
m?—n?vez= n12 + n? olacak sekilde aralarinda
asal rn ve n pozitif tamsayilan vardir.

Simdi de £ = 2mn, y = m2—n?vez=m?+
n? olacak sekilde aralarinda asal mn ve n pozitif
tamsayilarinin var oldugunu kabul edelim. 2mn,
m? — n? ve m? + n? sayilaninin ikigerli aralarinda
asal olduklan agiktir.

(m? + n?)? = (n? = n?)? + (2mn)?

oldugundan z? + y? = z? ’dir.
O halde, (z,y, z) bir temel Pisagor tgliistidiir.

Bu teoremden su sonuglan gikarabiliriz: z bir
cift say1 olmak iizere (z,y,z) bir temel Pisagor
tglisu ise,

(i) =¥ ve %-'i ‘nin her ikisi de tamkaredir.

(ii) z + z bir tamkaredir.

Simdi bu teoremin uygulamalarimi drneklerle
gosterelim:

Ornek 1. Bir bileseni 1997 olan butun Pisagor
uglulerini bulunuz.

Céziim. y = 1997 yada z = 1997 'dir. y = 1997
ise, 22 — 22 = 19972 = (2 — z)(z + =) = 3988009.

1997 bir asal say1 oldugundan,

z—z =1 ve z +x = 3988009 = > = 1994005
ve ¢ = 1994004 olur.

z = 1997 ise, 1997 bir asal say1 oldugundan
(z,y, z) bir temel Pisagor ligliisiidir. Oyle ise, z+
z bir tamkaredir. 1 < z < z = 1997 ve z bir gift
say1 oldugundan, 1999 < r+z < 3993 ve z +z bir
tek sayidir. O halde z + z; 452, 472, 49, 512, 532,
552, 572, 592, 612 ve 632 sayilarindan biri olabilir.
Bu sayilan denedigimizde = + z = 3969(= 632),
yani £ = 1972 bulunur. Bu durumda y = 315
olur.

Aranan  ugliiler; (1972,315,1997)  ve
(1994004, 1997, 1994005) 'dir.

Ornek 2. 2k%+2k+ 1 bir tamkare olacak gekilde,
4 tane pozitif k£ tamsayisi bulunuz.

Coziim. ifadeyi diizenlersek k% + (k + 1)? elde
edilir. llk iki bilegeninin farki 1 olan Pisagor

Dursun Caligkan

Bu iigliler

uglileri sorunun kogulunu saglar. B
Oyle ise 3

ternel Pisagor Uglistdiir (Nigin7).
mn € Z*, (mn) = 1, £ = 2mn ve y =
m? — n? 'dir. Burada |r — y| = 1 oldugundan
biz n? — n? — 2mn = F1 denkleminin 4 tane po-
zitif tamsay1 ¢ozumiini bulmaliyiz. Bu denklemi
(m —n)? = F1 + 2n? geklinde ifade edebiliriz.
n 'ye deger verdigimizde n = 1, 2, 5 ve 12 igin
denklemin saglandigi goriilur.

n=1iseern=2ve k=3
n=2ise, m=5ve k=20
n=>5ise, m=12 ve k=119
n=12ise, m =29 ve k = 696

bulunur. (")yle ise k: 3,20,119,696 degerlerinden
birini aldiginda 2k* 4 2k + 1 bir tamkaredir.

) € 2% x Zt x T|z* +

Ornek 3. A = {(z,y,2
1} kimesi veriliyor.

y? = 2%,z £ 100 ve (2, u)
A l-cume.sl kag elemanhdir?

Co6ziim. A kimesinin tammina gore, (r,y.2)
iicliileri temel Pisagor lgliileridir. B = {(n.n) €
Z+ x Z*|m > n,m? + n® < 100 ve (1n,n) = 1}
kiimesini tanimlayahm. A 'min eleman sayis1 B
’nin eleman sayisimin iki katidir (Nigin?). B 'nin
eleman sayisin1 bulahim.

m?4+n? <100 = 2n < 100
= n? <50
= n <7 'dir.
Diger taraftan

<m?4+n?<100 = m* <99

1+4m?
= m<9 ‘dur.
(n,m) =1, m > n ve m? + n* < 100 oldugunu

gozoniinde bulundurdugumuzda,

n =1 iken m, 8 deger (2,3,4,5,6,7,8,9) alabilir,
n = 2 iken m, 4 deger (3,5,7,9) alablhr

n = 3 iken m, 4 deger (4,5,7,8) alabilir,

n =4 iken m, 3 deger (5,7,9) alabilir,

n =5 iken m, 3 deger (6,7,8) alabilir

n = 6 iken m, 1 deger (7) alabilir,

n = 7 iken m hig bir deger alamaz.

Oyle ise B ’nin eleman sayisi 23 ve 4 ‘min eleman
sayis1 46 dir.

Ornek 4. (z,y,z) bir Pisagor tuglusu ise, r.y.z
carpuninin 60 ile bolindigiini ispatlayiniz.
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Coziim. Onermenin dogrulugunu temel Pisagor
ugliileri igin gostermek yeterlidir (Nigin?).

(z,y,z) bir temel Pisagor iigliisii olsun. z =
m? 4+ n?, y = m? —n? ve £ = 2mn olacak sekilde
aralarinda asal m ve n pozitif tamsayilar vardir.
z ve y tek say1 olduklarindan m ve n sayilarindan
biri gifttir. Dolayisiyla 2mn, yani z, 4 ile boliniir.
m ve n sayilarindan biri 3 ile boliiniirse, z; degilse,
m? ve n? ’nin her ikisi de 3 ile boliindiigiinde
1 kalanini verdiklerinden y, 3 ile bolinir. m
ve n sayilarindan biri 5 ile boliniirse, z; degil
ise, 5 ile bolinmeyen bir saymin karesinin 5 ile
bolimiinden kalan 1 ya da 4 oldugundan, y ya
da z, 5 ile bolinir. Oyle ise her durumda z.y.z
carpimi 4.3.5 = 60 ile bolunur.

Ornek 5. z, y ve z pozitif reel sayilar olmak
uzere, 4y + z ‘dir.

(1+2)°+(1+y°*+(1+2)?
zy+zz4+yz

> 16

oldugunu ispatlayiniz.

Cozum. z,y ve z pozitif oldugundan,

DUSUNVIE KULESI

Beyin Takimina Zeka ve Manuk Probi:mlcn
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2a(y + ) < (M),

2y(z +2) < ()’

22(z +y) < (EEH)? o

4zy+ 2z + y2) <
H1+2)? + (140 +(1+2)7)

(1+2)+(1+y)* +(1+2)?
= Ty+ra+yz > 16

bulunur.

Sorular :

1. 22 — 2y* = —1 olacak sekilde 5 tane pozitif
(z,y) tamsay ikilisi bulunuz.

2. z+y+z = 854 olacak sekilde biitiin (z.y, z)
Pisagor iigliilerini bulunuz.

3. Hipoteniistiniin uzunlugu 1999 ve biitiin ke-
narlarinin uzunlugu tamsay: olan bir dik uggen
olup olmadigini aragtiriniz.

*

DUSUNME KULESI  Dog. Dr. Selcuk
Alsan In beyin takimi igin zeka ve mantik
problemleri. 1996 'da Sarmal Yayinevince 2.
baski. 300 sayfa, 434 sorulu-yamith problem:
Asilan Adam Paradoksu, Matematikte Sonsuz,
Fibonacci Sayilar, Steiner En Kisa Yol Prob-
lemi, Dahiler Satranci, Satran¢ Tahtasinda Mate-
matik,... M. Gardner, H. Dudeney, S. Lloyd, P.
Berloquin ’den ‘Kvant’ dergisinden,... cesitli kafa
patlatici problemler.
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MATEMATIKA

Selguk Alsan
TUBITAK, Kavakhdere, 06100-ANKARA

Sonunda cenneti buldum dostlarim,
Onsuz sayfalar bog, kalemler yarim,
Simdi ak kagida kara formiil yazarim,
Bu cennet Matematika.

Akl siratim agabildinse eger,
Orada sonsuza dek kalmana deger,
Orada zumruttir timdengelimler,
Hayaller altin olur aka aka.

Diinyaya neden geldim, biliyorum artik,
Sonsuz bilinmeyenli bir denklem varlik,
Canlilar sonlu, madde karanlhk,
Kendini yaratan tek enerji zeka.

Olimin degil hayatin tirevinde varim,
Tanrilara varmaktan yiicedir timevarim,
Hurili kogk istemem, ¢okgenlerde yagarim,
Parasi bol degil parabol su sonsuz patika.

Hamilton! Dordeylerinle déniiyor bagim,

Abel! Entegrallerinde bir “invaryant” 't1 yagim,
Galile! Yoriingelerde giinberisi yanigim,

Usa yabanci yagam en biiyiik kaotika.

Aldatmayan bir tek sen varsin bizi,
Ne zaman biiyiik higlik burksa kalbimizi,

Bir avung ufukta her sonsuz dizi.

Batan gemimizde en son filika,
Insanhgin onuru Matematika.

3/9/1998

SAYIN OKURLARIMIZ...

Onceden yayinlanmis olan “Matematik Diinyas” der-
gisinin sayilar, tanesi 500.000,- TL karsihfinda, satiga
sunulmugtur. Bu sayilan edinmek isteyen okurlar, tutarim
Tiirkiye Is Bankas: Antalya Subesi 6200/30000/2203551
no'lu Prof. Dr. Halil Ibrahim Karakag hesabina
yatinp, dekontun bir Grnefi ile istedikleri sayilan bize
gonderdikleri takdirde, sdzkonusu sayilar adreslerine
postalanacaktir.

Elimizde Bulunan Saylar:

Cilt 1 Say:i: 1,2,34
Cilt 2 Sayn 1,2,3,4,5
Cilt 3 Sayn: 5

Cilt 4 Sayi: 1,3,4,5
Cilt5 Sayn: 1,5
Cilt6 Sayn: 1,2,3,4,5
Cilt 7 Sayn: 1,2,34

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosunda kabul etmektedir.  Yaymlanacak
yazilarin matemnatik ile ilgili olmasi diginda her-
hangi bir kisitlama yok. Fikir vermesi agisindan
su konular siralayabiliriz:

* Konu sunuglari.

* Matematiksel diigincenin degisik
alanlardaki uygulamalarimi vurgulayabilecek
yazilar.

* Yillardir ¢oziim bekleyerek yeni cozulmilg
ya da heniiz ¢oziilmernis tinlu problemlerin
tanitumni.

* Matematige ilgi duyan ogrencilerin kendi-
lerini agmasina yardimet olabilecek problem-
ler.

* Matematiksel kavrarnlar tarihi ve mate-
matikgilerle ilgili yazilar.

* Daha saghkh bir mifredat
olusturmaya yonelik inceleme, elestiri ve al-
ternatif oneriler.

programmini

* Matematik Diinyasindan guncel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi gibi
biitiinliigi bozmayacak baz1 degigikliklerle de
yaymlanabilir. Simdilik olanaklanimz yazarlara
telif iicreti odemeye elverigli degildir. Bu
nedenle anlayigla kargilanacaginmuzi umuyoruz.
Gonderilecek yazilarin okunakl el yazisi ya da ter-
cihen daktilo ile ya da PC ’de Latex programi
yardimiyla, dizgin ve tam ciimlelerle, Tiirkge
dilbilgisi kurallarina uyularak, istiiste formul
yiginlarindan kaginilarak yazilmasi, bes sayfay:
gececek yazilarda bolme noktasi belirtilmesi rica
olunur. Yazilar

_ Matematik Diinyas
Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii,
07058-Antalya

adresine gonderilecektir.
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4+ :""'4 ... +z+1POLINOMUNUN ILGINC BIR OZELLIiGI

Soﬁg_ Ostrovska o
Ege Universitesi, Matematik Bolimii, 35100-1ZMIR

Bu yazimizda, baghkta gegen ve “siklotomik polinom” diye adlandirilan polinomlar hakkin-
da ilging bir teoremin ispatini verecegiz. Oldukca basit ve giizel olan bu teorem ayni zamanda
az bilinmektedir. Ciinkii olasihk teorisinin gok &zel bir dalinda bulunur ([1]). Bu dala “ras-
gele degiskenlerin ve vektorlerin pargalanmasi” denir.

Problemin igerigi soyledir: P,(z) = 1+ z+ ...+ z", bir siklotomik polinom olsun. Hangi
n ’ler i¢in, P,(z) polinomu, Q(z) ve R(Z) sabitten farkli, katsayilar negatif olmayan poli-
nomlar olmak iizere, P,(2) = Q(2)R(z) seklinde gosterilebilir?

Fransiz matematik¢i Mark Krasner ve Rus matematikgi Dmitriy Raikov, 1937 yilinda
birbirlerinden habersiz, bu problemin ¢oziimiinii bulmuslardir. Gerek ve yeter kosul (n + 1)
sayisinin bir bilesik say1 olmasidir (yani, asal say1 olmamasidir).

Bu yazida Krasner-Raikov Teoreminin tam kamtini verecegiz.

Once siklotomik polinomlarin bazi 6zelliklerini inceleyelim:

Ozellik 1.
Bilz) = 5=—==,

Kamt. P,(z)(1- z) carpimini hesaplarsak, (1+2z+...+2")(1 - z) = 1 - z"*! elde edilir.

Ozellik 2. P, (z) siklotomik polinomunun kékleri
-2mn

_ idn _ g2k _ o idmm
G=entl (=€ .. (G =erntt dir.

Kanit. 1 — z"*! polinomunun kéklerinin 1 'in (n + 1). dereceden tiim kokleri oldugu iyi
bilinmektedir. Demek ki, z"*! — 1= (z = 1)(z = (1) ... (2 = () 'dir. Ozellik 1 ’den P,(z) =
(2= (1) ...(z = () elde edilir. Boylece P,(2) polinomunun tim kékleri (y,...,¢, 'dir.

Bundan dolayi, P,(z) siklotomik polinomunun tiim kokleri, 1 ’in 1 ’den farkh (n + 1).
dereceden kokleri olur.

Ozellik 3. Eger ¢, P, (2) siklotomik. polinomunun koki ise, % de P,(2) ’nin kokii olur.
Kamt. Eger P,({) = 0 ise, Pn(%) =1+ % +...4+ (L,. = %Q = 0 esitligini kolayca goriiriz.
Son dzellik bitiin simetrik polinomlar igin gegerlidir.

Tanim. f(z) = ag+ a1z + ...+ a,z" (an # 0), bir polinom olsun. Eger her j = 0,...,n
igin a,_; = a; ise, f(z) 'ye simetrik bir polinom denir.
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Ornegin, f(2) = 1452422, f(z) = 44324322 +42° ve f(2) = 1+( 7; ) z+( ; ) 2+
.+ ( ni { ) z"~! 4 z" simetrik polinomlardir.
Simetrik polinomlara ait bazi 6nermelere bakalim:

Onerme 1. f(2) simetrik bir polinom olsun. Eger ¢ bu polinomun kékii ise, % de f(z) 'nin
kokii olur.

Kamt. Eger f(z) simetrik bir polinom ise, f(1) = f—.(,f,l olur. Buradan f(¢) = Oise, f(¢) =0
oldugu kolayca elde edilir.

Onerme 2. Simetrik polinomlarin garpimi da simetrik polinomdur.

Kanat.
f(z) =aq+az+...+ (11_121-1 -+ alz‘ (ﬂl # 0),
9(z2)=bo+biz+...+buo1 2™ +bpnz™ (bm #0),
simetrik polinomlar olsun, yani a; = a;—; (j =0,1,...,1) bx = bk (k=0,1,...,m).

[ < m oldugunu kabul edelim.
f(2)g(2) = (ag+ayz+...+ a2+ alzl)(bo +0iz4 .+ by 2™ 4 2™

carpimina bakahm ve z', 2™ ’nin katsayilanimi bulahm.

Once 0 < i < ! olsun. z* 'nin katsayisi a;bo + ...+ agb; dir ve z+m=t " “pin katsayisi
@)—ibm + ...+ @by—i = a;bo+ ...+ agb; ’dir. Buna gére 0 < ¢ < [igin z* ve ZHm=i - pip
katsayilar: esittir.

Aym sekilde [ + 1 < i < m i¢in Snermeyi kanitlayabiliriz.

Onerme 3. f(z) bir polinom ve f(1) # 0 olsun. f(z) polinomunun her ¢ karmagik kdkii
icin % da f(2) ‘’nin ayni kath kokii olsun. Bu durumda f(z) simetrik bir polinomdur.

Kanit. Verilen sartlar altinda f(z) polinomu

= {z O (s r1z_,_l_"'l 5= Tk z_i"k
f(2) = (24 1) = ) e = ) oo = G = )

seklinde yazlabilir, burada ro > 0,7y,...,7% > 0 tamsayilan koklerin katlaridir. Boylece
f(2) = (24 1)p]* (2) ... p}* (2), burada

P =G-6) (s- 1) == (G+ 7)1 Gt

'dir. (z+1) ve tiim pj(2) (7 =1,...,k) 'lerin simetrik polinomlar olduklar kolayca goriiliir.
Onerme 2 ’ye gore f(z), simetrik polinomlarin ¢arpimi olarak, kendisi de simetriktir.

Simdi siklotomik polinomunun garpanlarinin bulunmasi problemine donelim ve agagidaki
temel teoremi inceleyelim:
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Teorem 1 (Krasner-Raikov Teoremi). Bir P,(z) = 14z + ... + z" siklotomik polino-
munun,
Q(z)=14aq124... 4+ a2,

R(z)=14+bz+...+bpz™

ve a; > 0, b; > 0, ajbn # 0 olmak iizere P,(z) = Q(z)R(z) seklinde gosterilebilecegini
varsayalim.

O zaman a;, b; katsayillarinin her biri ya 0 ya da 1 ’e egittir.

Kamt. ¢, P,(z) polinomunun bir koki olsun. O halde ¢, Q(z) veya R(z) polinomunun
kokiidiir. Ornegin, Q(¢) = 0 dir. O zaman Q(C) = 0 olur giinkii Q(z) polinomunun tiim
katsayilar1 gergeldir. Siklotomik polinomlarin 2.6zelliginden, {  ’min, 1 ’in 1 ’den farkh
kokii oldugunu biliyoruz. Béylece ¢ = "IC' 'dir ve Onerme 3, Q(z) ’nin simetrik bir polinom
oldugunu gosteriyor. Ayni gekilde R(2) ’'nin de simetrik bir polinom oldugunu gésterebiliriz.
Buradan q; = b, = 1 elde edilir. Q(z) ve R(z) polinomlarinin derecelerinin esit olmayacagina
dikkat edelim. Gergekten, eger [ = m ise, 2/ ’nin katsayisi bj+a1bj—y +...+a =2+... > 2
olur, fakat bu miimkiin degildir. Genelligi bozmadan | < m oldugunu kabul edebiliriz. P,(z)
ve Q(z)R(z) ’deki 2’ teriminin Katsayilarini kargilagtiralim:

1‘= aj+ajab+...+abjo1 +b;, 1<5<1-1, (0.1)
1=1+a1_1b1+...+a161_1+b1, (02)
l=bj+abj_1+...+a1bjp1 +bjoy, 1 +1<j<m-1 (0.3)

elde edilir.
Formiil (0.2) ’'ye gore aj_1by + ...+ a1bj—y + b, = 0 ’dir. Ote yandan, tiim terimler
negatif olmadigindan a;_1b) = aj_2b; = ... = a1b—; = b; = 0 veya

a1by = aby=...=ai_1b_1 =by=0 ’dir. (0_4)

(Burada a; = a;_; egitliklerini kullaniyoruz.)

Formiil (0.1) ’de j = 1 alahm. Formiil (0.4) ’ii kullanarak asagidaki denklemler elde
edilir: a; +b; =1, a1b; = 0. Bbylece a; ve by ’in biri 0 digeri 1 ’dir.

Kanita tiimevarimla devam edecegiz.
j = 1 igin onermenin dogrulugunu kamtladik.

J <k <l-1igin dogru olsun. Yani ay,...,ak, by,...,b; ya 0 ya da 1 'e esittir. Formiil
(0.1) ’e gore ax4y + b4y bir tamsayidir ve 0 < agyq + bryy < 1 'dir. Formiil (0.4) ‘’ten
ise @k41.bk41 = 0 ’dir. Sonugta, axy; ve bitq ya 0 ya da 1 ‘e esittir. Bdylece tiimevarim
tamamlanir. ‘

@1,...,81-1, by,..., by katsayilarinin ya 0 ya da 1 ’e esit olduklar kanitlandi.
a; =1, by =0 oldugu igin bj4y,...,bn—) katsayilarina bakmamiz gerekmektedir.

J=1+1 icin Formiil (0.3) ’e gore

l=byy+abi+...+ai-1b2+ by,
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dolayisiyla bj4; bir tamsayidir ve 0 < b4y < 1. Onun igin b4y ya 0 ya da
1 ’dir. Tekrar tiimevarim kullanarak b; ’nin (1 < j < m), ya0yadal ’e esit oldugu elde
edilir.

Teorem 2. P,(z) siklotomik polinomunun, sabitten farkli, katsayilari negatif olmayan poli-
nomlarin ¢arpimi olmasi igin gerek ve yeter kogul (n 4+ 1) ’in asal sayi olmamasidir.

Kamt. (1) (n+1) in asal say1 olmadigin kabul edelim. O zaman n+1 = [molur (I, m # 1

pozitif tamsayilardir). Simdi
L

1-2 1-2
yazilabilir. Q(z) = '—l'_"'—i?- =142+ 2244, 42 ve R(2) = 11__’; =l+z4...42!
teoremin kosullarini saglayan polinomlardir.

(2) = + 1 bir asal say1 olsun.

Pa(2) = Q(2)R(2), Q(2) ve R(z), sabitten farkl, katsayilar negatif olmayan polinomlar
olsun. O zaman Q(0)R(0) = P,(0) =1 ve

Pu(2) =

) = Q(Z)R(Z) 0.5
9= G0k0 e
yazabiliriz. ) i

2_0E) oo RG)
alalim.

Bu polinomlar sabitten farkli polinomlar olup
Q(z)=1+a12+... + a7,

R(z)=1+biz+...4bp2z™

seklindedir. Burada a; > 0 (2 = 1,...,0), b >0 (j =1,...,m) atb, # 0 ’dir. Ayrca
formiil (5) ’e gore Py(z) = Q(2)R(2) ’dir. Teorem 1 kullanarak a; ve b; 'nin ya 0 ya da
1 e egit oldugunu goriiriiz. Onun igin @(1) ve R(1), 1 ’den biiyik pozitif tamsayilar olur.

n+ 1= Py(1) = Q(1)R(1)

esitliginden celigki elde ederiz, ciinkii 7 + 1 bir asal sayidir.

KAYNAKCA

[1] Linnik Ju.V., Ostrovskii 1.V., Decomposition of Random Variables and Vectors,
Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 1977.



PROBLEMLER VE GOZUMLERI

Uyar::  Dergimize aligtirma problemlerinin
coziimlerini degil, yalmzca yarnisma problem-
lerinin ¢oztmlerini yollayimz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.171.
buyuktur?

Asagidaki sayilardan hangisi daha

(123456789!)? ya da 123456789'2%456789

A.172. Ardisik 10 tamsayidan en az biri geri
kalan dokuz say ile aralarinda asaldir; gosteriniz.

A.173. Carpimlani 1 ’e esit olan g tane
pozitif sayinin toplami bu sayilarin terslerinin
toplamindan biiyiik ise, bu takdirde soz konusu
sayllardan tam bir tanesinin 1 -’den buyik
olacagini gosteriniz.

A.174. a € R says1 a® — a® + a = 2 denklemini
saghyorsa, 3 < a® < 4 oldugunu gosteriniz.

A.175. 20 x 25 dikdortgeninin igine, ke-
nar uzunlugu 1 olan 120 tane kare atilmigtir.
Dikdortgenin igine, gap1 1 olan ve 120 karenin
hi¢ birini kesmeyen bir daireyi yerlegtirmenin
miimkiin oldugunu kamtlayinz.

YARISMA PROBLEMLERI
Y.171.;;1=T}-§+31L4+---+m‘_2—6-g ve
B = m+m+...+msay1lan
veriliyor. ﬂ- 'nin bir tamsay1 oldugunu gosteriniz.
Y.172. a;,as,---,a,; n tane farkh pozitif
sayl olsun (tam olmalari gerekmez). Bu sayilar
yardimiyla elde edilen tiim miimkin toplamlar
kiimesini diigiinelim (sayilarin kendisini de soz
konusu kiimeye dahil ediyoruz). Elde edilen
toplamlar igerisinde, en azindan, w tane
farkli say1 bulunacagini kamtlayimnz.

Tam ﬂ%ﬂl tane farkh sayimin bulunacag) du-
ruma bir 6rnek gosteriniz.

Y.173. Bir dogru iizerinde 50 parga verilmigtir. -

Asagidaki onermelerden en az birinin dogru
oldugunu kamtlayinz:
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(a) Pargalardan en az 8 tanesinin ortak noktas
vardir.

(b) Oyle 8 parga vardir ki, herhangi ikisinin
orta noktasi yoktur.

Y.174. Konveks ABCDEF altigeni verilmistir.
AD, BE ve CF kosegenlerinin her birinin
altigenin alanin1 yariya boldigi bilinmektedir.
Bu kogegenlerin ayni bir noktada kesigtiklerini
kanitlayiniz.

Y.175. Diizlemi bir kag bolgeye bolen n (n >
2) tane dogru gizilmig ve bu bolgelerin bazilan
boyanmugtir. Boyama iglemi dyle yapilmstir ki,
boyanmig bolgelerin ortak sinir1 yoktur (sinirlar
dogru pargalandir). Boyanmig bolgeler sayisin
1(n? 4 n) 'den fazla olamayacagim kamtlayimz.

COZUMLER

A.161. m ve n dogal sayilar olmak uzere, 7 <
V2 'dir. < 2(1 — g&5) oldugunu gosteriniz.

Cozum.
m<V2n =>m?<2n®=>m?+1<2n?

A.162. Bir kare, gekilde goriildigiu gibi beg
dikdortgene bolinmiustiir. Karenin kenarlar ile
ortak noktalan olan dort dikdortgenin alanlan
birbirine egitse, tam ortadaki dikdortgenin bir
kare oldugunu gosteriniz.

Cozim. Dikdortgenlerin kenar uzunluklarina ay,
by, az, by, as, b3, aq, bq diyelim (gekile bakimz).
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Varsayalhim ki, @, > a3 'dir. O halde a;+b; = az+ Cozum. B
by esitliginden b3 > by olur. Alanlarin egitliginden
ve by > by olmasindan a3 < ay olmas gikar. Bu
sekilde devam edersek, a3 > a4 ve nihayet a4 > a;
elde ederiz. Boylece,

b, a,
Qa
1
by
b A R c
3
%y A o
P, Q, R; ABC iiggeninin kenarlarinin orta
ﬂ: bs y ' 4 » '
noktalar olsunlar (sekile bakin). APR, RQC

a
SR : ve PBQ iiggenleri dar agih olduklarindan onlarin
@ > 02 > 8y > aq > a1 Geligkioni elde eiis O yisekliderinin kesisim noktalan olan L, N, M
as - a3 = a ’Veldzla;mlyla B _ by = b§ " bu iiggenlerin iginde bulunacaklardir.
- = B4 y - =03 = U4
oldugunu gostermek miimkiindir. Problemin id- Aﬁc ‘i alanina S ve PLRNQM P altigeni-

dias: bu esitliklerin basit sonucudur. _ %
nin alanina da S dersek,

A.163. 6 tane ikinci derece denklem veriliyor:
2 +pz+qe =0, k=1,2,---,6. px 'larin hep-
sinin farkh sayilar oldugu, her denklemin iki ayn
kokii oldugu ve farkl koklerin toplam sayisinin
4 oldugu biliniyorsa, bu 4 kokiin toplami neye A A A
esittir? APR=RQC=PBQ
Coziim. z,, T2, z3 ve z4 verilen 6 denklemin
farkl kokleri olsun. Bu dért sayidan olugturulmug
farkh (zi,z;), (i < j) ikililer sayis1 (3) = 6 ve
denklemler sayisi da 6 oldugundan her (z;,z;),
(i < j) ikilisine sadece bir tane py saysi uygun
geliyor. O halde Vieta Teoremine gore,

~ A A A a
S= A(PQR) + A(PMQ) + A(QNR) + A(RLP),

oldugundan,

a a a a
PMQ=ALR ve QNR=PLA

‘dir. Dolayisiyla,

A P2 A
A(PMQ)+ A(QNR) + A(RLP)

1
r+zatTat g = g[(-‘b‘l + z2) + (21 + z3)

A A A
= A(ALR) + A(PLA) + A(RLP)

n— =

A
= A(APR) = -.S .

+(z1 + z4) + (z2 + 73)

Boylece,
+(z3 + 4) + (z3 + z4))

1
= _E(Pl +p2+p3+patpstpe) .
A.165. Yaz tahtasinda 1,

yazilmugtir.

%, 5 ;l—,<--, ﬁ sayilarl
(a) Bu sayilarin 6niinde + veya — igaretleri koy-

A.164. Dar agh bir iiggenin her kenarinin s X
makla sifir elde etmek mimkiin mudur?

orta noktasindan diger kenara dikler gizilmistir.
Bu diklerin sinirladig) altigenin alaninin, iiggenin (b) Eger miimkiin degilse, sayilardan en az kag
alaninin yarisina esit oldugunu gosteriniz. tanesini sildikten sonra geriye kalanlarin onine
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+ ve — isaretleri koymakla sifir elde etmek
mimkiindiir?
Coziim. (a) Mimkiin degil. Ciinkii kargilarinda
+ ve/veya — igaretlerinden biri yazilmug kesirleri
uygun sekilde toplamakla

k 1

58011 7

(keZ)

elde edilir ki, bunun hig bir zaman sifira esit ola-
mayacagi agiktir.

(b) Boylece, 1 yi silmek lazim oldugu (a)
sikkindan goriliiyor. Benzer fikirler & ’in de si-
linmesi gerektigini gosterir. Geriye kalan sayilarin
(;;- 'dan bagka) 6nilinde F isaretlerinden birini
vazarak

l 1 _3lF¥85
358179 589

biciminde bir ifade elde ederiz.

Paydaki birinci toplanan 3 ile boliiniiyor, ama
diger toplanan (40) ise bolinmiyor. Dolayisiyla
Ly da sili-

bu ifade sifira egit olamaz. Boylece, 3

yoruz. Geriye kalan sayilarin 6niine + veya —
yazarak

m 1 1

8375710

elde ediyoruz. (Burada birinci toplanan,
onlerinde + veya — yazilmig 1, %, %, %, %, %,
1'—2 sayilarinin toplamdir.) Yukaridaki toplami gu

gekilde yazalim:

5mF (F2F1).12
8.3.5

Paydaki ikinci toplanan 5 ile bolinmediginden

bu toplam sifira egit olamaz. Boylece, é ve 1‘—0

’dan en az birini ve dolayisiyla, ikisini de silmek

gerekecektir. Benzer fikirler kullamlarak § ’in
de silinmesi gerektigi sonucuna varilir. Geriye
kalan 1, 1 L1 1 1 L sayjlan karsisinda + ve —

1313 41 60 12
isaretleri koymakla sifir elde etmek mumkinduir:

Y.161 (Sorunun yaziminda hata olmugtur:
dogrusu:) ¢ > 5 olmak tizere p ve ¢ asal sayilar
q/(2P + 3P) kosulunu saglarsa, ¢ > p olacagim
gosteriniz.

Cozum. Bir ¢ icin ¢|(2°P + 3?) saglamirsa
/(3% — 2%7) de saglamr. Verilen ¢ > 5 igin
q/63™ —2™) kosulunu saglayan m dogal sayilarinin
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kiimesi A olsun. Boylece, 6 ile aralarinda asal
olan her q igin ¢(g) € A 'dir. Burada p(q) = ¢—1,
Euler @-fonksiyonunun ¢ asalindaki degeridir.
Diger yandan ¢ > 5 oldugundan m = 2 ¢oziim
degildir; m = 1 de gozum degildir. Dolayisiyla,
A ’'nin en kiigiik elemani n ile gosterilirse, n > 3
'tir. §imdi, a € A olsun. Bolme algoritmasi ile

a=nb+k 0<k<n
alirsak;
39=927 (modq) = 3".3* =2"°.2%(mod q)
= 3* = 2%(mod q)
= k=0=nla

Yukarida, 2p € A ve ¢ — 1 € A oldugunu
gormiistiik. O halde, n|2p ve n|(q — 1). Boylece,

OBEB(g-1,2p) =n2>3
= OBEB(g-1,p) > 1 = OBEB(¢ - 1,p) = p.

Sonug olarak p|(¢— 1) = p<¢-1=>p<g.
(Gozenler: Kazim Biiytkboduk.)

Y.162. Bir liggenin kenar uzunluklan a, b, c;
cevrel gemberinin yarigapi R ise,
a? + b? 5 c?

b+c—a a+c-b a+b-c

> 3V3R

oldugunu gosteriniz.

Goziim. Uggenin i teget gemberinin yarigap!
r, alam S ve u = ﬂ'—;’i‘i olsun. Bu takdirde,
S=ur= %% ve Julu—a)(u-b)(u—c) = ur
(Heron Formulii) oldugu bilinmektedir.

abe

Bunlardan

(u—a)(u—b)(u—c)=ur?

(*)
ve

abec = 4Rru (**)

oldugu goriilir. Problemin ¢6ziimii igin 6nce
asagidaki lemmayi kanitlayacagiz:
Lemma.

a? b2 c?

u-=5

u—a u-—=« T

Lemmamn kamiti. Yukandaki (x) ve (x%)

esitlikleri kullamlarak

w+ur?+4Rru = w34 (u—a)(u—b)(u—c)+4Rru
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= w4 ud—u*(a+b+c)+u(ab+ac+be) —abe+abe
= 2u® — 2u® + u(ab + ac + bc) = u(ab + ac + be).

Buradan,
u*+r?+4Rr = ab+ ac + be e
elde edilir. Simdi,
a? a(u—(u-a)) _ au
weag u—a ~a—a
ve benzer bigimde,
b2 bu c? cu
= -b; = -c
u—>b u-=»% u—c u-—c
olduguna dikkat edersek
a'.! b? (.‘2
+
u—a u—-b u-c
au bu
= + + —{a+b4¢)
u—a u-—->b wu-
a b c
_u(u—a+ u—2>5 u—c_z)'

Son ifadede paydalar egitlt;nip (%), (*%) ve (* * )

kullamlarak

S
u—15%

elde edilir ve lemmanin kaniti tamamlanmug olur.

Problemdeki  esitsizligi  kamtlamak
aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden

2
a*

_4u(R-r)

u—=«c T

u-—a

igin

a+b+c>3Vabe = 8u® > 27abe
= 8u® > 27.4.R.r.u
( (**)'dan)
= 2u® > 27Rr
= u? > 22—7R.r

R > 2r (Euler Esitsizligi) oldugundan
u? > %er >2rl > u> 3v3r
ve buradan, R > 2r oldugu tekrar kullanilarak

2u(R—r) > 2.3V3r(R—r) > 3vV3Rr

elde edilir. Son olarak, kanitlanmig olan lemma
kullanilirsa,

qu(R-r)

T
4.3\/3Rr
T' H

|
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boylece
&l b2 3
> 2.3V
b+c-a+a+r—b+a+b—-c = V3R
> 3V3Rr.
( Cozenler : M. Bumin Yenmez.)
Y.163. Merkezi (0,1) noktasinda bulunan bir
cember y = z? paraboliinii 4 ayn noktada ke-

siyor: A, B, C, D.

(a) A(ABCD) < /2 oldugunu gosteriniz.

(b) A(ABCD) alaninin alabilecegi en biyuk
degeri bulunuz.

Cozim. (a) Simetriden dolayr ABCD ikizkenar
yamuk olacaktir. Cemberin yarigapina R dersek,
yamugun kogelerinin koordinatlar

L

denklem  sistemini

1.2+ (y_ 1)2 — R2
saglayacaktir. Buradan y igin

V-y+1-R*=0

denklemini elde ederiz. Bu denklemin kokleri
v+ ve 1 esitligini saghyor (Vieta Teore-
minden). Oyleyse, yamugun orta tabam y =
dogrusu tizerinde bulunacaktir. Orta tabana MN

dersek ve z? = y esitligini gozoniine ahirsak,

1
MN|<2.— =2
el V2

olur. Ote yandan, yamugun yiiksekligi |y; — ya|
sayisina egit olup

vy —wl<m+yp=1

egitsizligini  saglamaktadir.
A(ABCD) < v2.1 = /2 gikar.

(b) z1 = /1 ve 2 = /y; diyelim ve belirlilik
igin z; < z3 varsayalm. 234+ 22 =y + 2 = 1
oldugundan z, = sina ve £y = cos a saglanacak
bigimde a € (0, §) vardir. Boylece

Boylece,

S = A(ABCD) = [MN|.(y2 — u1)

= (sina + cos a)(1 — 2sin? a)

(sin o + cos a). cos 2a,

5% = (1 + sin 2a)(1 — sin® 2a)

=-t3—t24t4+1=f(t), (t =sin2a € (0,1)).
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olur. f/(t) = 0 denkleminin pozitif kokii ¢ = 1/3

oldug undau A(ABCD) alanimn en biiyiik degeri
V F(1/3), /£(0), \/f(1) sayilarinin en biiyiigiine
esit olacaktir. Boylece

maz(A(ABCD)) = \/f(1/3) = \/_g_?

olur.

(Cozenler : Hasan Karabiyik (b), Janberk Sahin
(a), Alper Cay (a), Cemal Ozboga (a).)

Y.164. p,q € N, ¢ < 100 olmak iizere, say ekse-
ni izerinde 3 noktalari isaretlenmigtir. Uzunlugu
3.1073 olan bir o pargas koordinat baglangi-
cndan 1 noktasina dogru kaydirihyor. -:—,%
pargasimin ikiger-ikiger birbirinden ayrik oyle dort
tane alt aralii vardir ki, o parcasi bu arahklarin
iginde bulundugunda isaretlenmig £ nokta-
larindan hig birine degmeyecektir, kamtlaymz.

Cozim. E;ﬁ olmak iizere

= |3

-3 1
| = la— 3| L 403
3¢

S5 e
=3¢~ 300

| =

'diir.  Dolayisiyla, % 'un saginda ve solunda
uzunlugu 3.10~3 ’den biiyiik olan ve isaretlenmis

5 noktalarindan hig birini igermeyen birer arahk

vardir. % noktasinin da saginda ve solunda

igaretlenmig noktalar icermeyen ve uzunlugu
3.1073 ’den biiyiik olan araliklarin varhg benzer
sekilde gosterilir.
Y.165. a, az, az,- -
say1 dizisi olsun.

(a) Her k > kg igin

sinirsiz, kesin artan pozitif

a) ﬂv
o 2
az 03

NS .Ek_ <k-1

k41
egitsizligini saglayan bir kg € N sayisinin varhgini
gosteriniz.

(b) Her k > k; igin

e W T ST < k-1998

az as

A1

esitsizligini saglayan bir k; € N sayisinin varhgim
gosteriniz.

Cozium. (a) Verilen dizi sinirsiz oldugundan,
2ay < am ve 2a, < ak, saglanacak bigimde
bir ko vardir. Dizi kesin artan ve pozitif terimli
oldugundan her k > kg igin gunlan yazabiliriz:
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az a
=) (1=
as Ak 41

a)
(1—;)4’(1-

az —a a3 — a; A — Qyp—)
:( + +...+m—m_)
as as am

+(¢1m+1 = Qm + Am42 — Am41 + e
Am41 Am42

az—a; +az—as+ -

k41 — Ak

k41

'+am_“m—l

am

Am41 — QG + Qg2 — Gy + coot Qg = ag

+

Q41
am — a)
= +

am
a;

=(1-—2)+(1-

( am)( e

== (L4 Im

Ak41 — Am

Ak 41

am

)>1.
Ak 41

Buradan (a) sikkindaki esitsizlik elde edilir.

(b) (a) sikkindaki esitsizlige gore, yeteri kadar
biiyiik her p igin
ek ke 2

+a—f;<p—-l’d1r

(*)
Simdi, (a) gikkanin hikkmiini apty, py2, apys, -
dizisine uygularsak, yeteri kadar biiyiikk ¢ > p

sayilar igin

_L_+J_+_+ +_!_

Gp+32 Gp4> aq+1 < (q - P) -1 (**)

saglanacaktir. (x) ve (x*) esitsizliklerini taraf-

tarafa toplarsak, yeteri kadar biiyiik ¢ 'lar igin
atP+ -+ <g-2

(*t*)
Qg1

Sir-ndi de (a) sikkimin hiikkmiini g4,
@q42, - dizisine uygularsak, yeteri kadar biiyik

r ’ler igin

olur.

Gq+1
Gq+2

ag+42
ag+3

+o 4

<(r—g)-1
—— (r—q)

elde ederiz. Bu esitsizligi (x * ) ile toplarsak,

olur. Boylece, bu fikirleri 1997 defa uygularsak
istenen sonuca variriz.
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TESEKKURLER

Elinizdeki bu sayiyla dergimizin 7. cildinin son sayisina ulagmis oluyoruz. Tiirk Matematik
Dernegi ’nin bir yayimm olan Matematik Diinyasi dergisinin yayimmi 1998 yili icin yiiklenen
Akdeniz Universitesi Fen- Edebiyat Fakiiltesi Matematik Bolimii, var olan kisitli olanaklar igerisinde
elinden gelebildigi kadariyla iyi bir bigimde bu gorevini yapmaya galigti. Bu gorev sirasinda, istemeden
de olsa, yapmig oldugu yanhghklar, eksiklikler, gecikmeler ya da diizensizlikler igin siz okurlarimizdan
ozur dilemek isteriz.

Dergimize yazilariyla katkida bulunan tiim yazarlarimiz, dizgisinin hazirlanigina emek verenler, dergi-
nin iletigim igleriyle ilgilenenler, derginin gikigini yapanlar, grafiklerini gizenler, reklam bulunmasi
konusunda gahganlar, derginin yayginlagmasi konusunda ugraganlar, siirdiiriim igleriyle ilgilenenler,
basilmig dergilerin siirdiiriimciilerimize yollanmasina yardima olanlar icin bu sayfada bir kag séz
soylememiz uygun olacaktir. Yukarda anlattigimiz tiim bu katkilan yapan ve ada gore abecesel
olarak asagida siralanan boliimiimiiz aragtirma gorevlilerine ve galiganlarina sizlerin 6niinde en icten
tesekkiirlerimizi sunariz:

Demet Cezan Fuat Yenicerioglu Melih Eryigit
Muhammet Celik Mutlu Giiloglu Nesrin Tutag
Ozlem Yilmazhan Sevda Sezer Simten Bayrakg
Sinem Sezer Ugur Giiray Zeynep Giiveng

Ayrica 3. sayimizdan baglayarak bask: kalitemizin yilikselmesi yoniinde gergekten onemli katkilarda
bulunan Antalya Yilmaz Koleji Miidiirii Kamil Sarigigek ile matematik 6gretmeni Regat Satilmis
"a gok ozel tegekkiir dileklerimizi yolluyoruz.

1999 yihnda da Matematik Diinyas: 'nin gikartilmas gérevi yeniden boliimiimiize verilmistir.
Oniimiizdeki yil dergimize abone olmay: dileyen okurlarimiz, Ocak /1999 ayindan baglayarak postayla
ya da bankayla (yeni posta geki ve banka hesap numaralarini kullanarak), telefonla, faksla ya da yeni
degigmis olan e-posta adresimizi kullanarak internetle bolimiimiize bagvururlarsa iglerimiz oldukga
kolaylagacaktir.

Oniimiizdeki y1l da yanibagimizda olmamiz ve mutlu-saglikli-bagaril bir yil dileklerimizle...

Antalya, Aralik/1998

MATEMATIK DUNYASI YAZI KURULU
Akdeniz Unwers:tem, Matematik Boliimi, 07058-ANTALYA
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TURKIYE CUMHURIYETI'NIN YETMISBES YILI

ANTALYA

{ YILMAZ KOLEJI

"... Goreye uganan isgd”

ilk Mezunlarimizla:

08 (:)S‘S’de %100’lik Basari...
98 OYS’de %83’luk Bagar...

EarT
oy

Kemal KESEROGLU TUBITAK ve Enerji Bakanllglmn Ortaklag,a Duzenledugu
{ 1 Ulusal Enerjl Proje Yangmasmda Turklye Uglincllugu...
i j }
Berkan AcAR TUBITAK Ulusal Blyolop Ollmplyatlannda Akdeniz Bolge
4 E:' fe Ugunculugu |
E f'.“KVe | RARER
Y Kanser Projemizin UIudag Untversnesmm Dlzenledigi
! | | Uluslararasi Onkoloji Kongresme davetl
A I A | ~
Cumhurlyet imizin 75. y|||nda
Okulumuzdan b|rkag bilimsel ¢alisma...
Ve daha nicelerine...

Cumﬁurlyet mize;
Carm Sakizl, Ootan Armagdani
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