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MATEMATIK DUNYASINDAN...

Matematik Diinyas) 'nin sizlere Antalya ’dan
sgslenmeye baglamasimun ikinci yaihm doldururken,
bir ylizyllh, daha dogrusu, bir binyih geride
birakiyor ve yeni binyila, 2000 yilna giri-
yoruz. Yeni binyihn ilk yilinda da sizlere An-
talya’dan seslenecek olan dergimizin, 10™ yillarca
Yasayacagina, belki de onuimiizdeki dénemlerde
yurdlfmuzun degisik kogelerinden daha genis
ve biiyiik okuyucu kitlelerine sesini duyurmay:
surdiirecegine inamyor, bunu diliyoruz.

Elinizde tuttugunuz bu sayida ozellikle ogrenci
p_rojelerinden olugturulan yazilar oldukga Gnemli
bir yer tutmaktadir. Ahmet Dervigoglu-
Resat Satilmig ikilisinin, Uygar Sitimbiil ’iin
ve Diba Yilmaz-Ali Cevahir ikilisinin yazilarim
begeniyle okuyacagimz umuyoruz. Oniimiizdeki
yilda da bu yondeki tutumumuzu siirdiirmeyi
disiintiyoruz.

Bu sayimizda, ayrica, Dr. Fikri Gékdal'ln “Bir
OSS Sorusu Uzerine Notlar” baghkli yazisim
okuyacaksmz.  Oniimiizdeki yil ¢ikacak olan

sayllarimizda, bu tiir yazilara daha ¢ok yer ver-
mek istiyoruz.

Thim okurlarimzin yeni yihim kutlar, 2000 yihmn
saghk+mutluluk+bagarilar getirmesini dileriz.

Yeni binyihn birinei bulusmak
dilegiyle...

MATEMATIK DUNYASI

sayisinda

ICINDEKILER

Matematik Dinyasindan... 1
Dirichlet’nin Bir Teoremi Hakkinda 2
Nurettin Ergun
Genel Matematik’te (Calculus) 9
Ogrenci Hatalan
Behiye Ubuz
Paradokslar... 12
Ahmet Dervigoglu-Resat Satilmig
Rolle Teoreminin Bir Genellegmesi Uzerine 13
Uygar Siimbiil
Problem Coézme Stratejileri 15
Albert Erkip
Bir 0SS Sorusu Uzerine Notlar 20
Fikri Gokdal
Geometri ve Trigonometrinin 24
Cebirde Baz1 Uygulamalan (1)
Diba Yilmaz-Ali Cevahir
Problemler ve Cozumleri 28
Cilt 8 Dizini 32

Matematik Diinyasi
SAHIBI
YAYIN KURULU

DizGi

Turk Matemat‘ik Dernegi adina Bagkan TOSUN TERZIOGLU
H. Ibrahim Karakas, Timur Karagay, Dogan Coker,

flham Aliyev, Fikri Gékdal, Unal Ufuktepe

Akdeniz Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii

Matematik Diinyasi, Tiirk Matematik Dernegi tarafindan, Matematik Vakfinin igbirligi ve UNESCO’nun destegiyle

iki ayda bir yaymlanmaktadir.

Matematik Diinyasi’nin, Milli Egitim Bakanhg: Talim Terbiye Kurulu Bagkanhginin 20 Haziran 1991 giin ve 660
YKD. Bag. K.I. $b. Miid. 5386 sayili karan ile okullara tavsiyesi uygun bulunmugtur.

ABONE KOSULLARI (2000) : Yurtigi yilhk (1 kisilik) 3.000.000 TL; yurtici yilik (en az 10 kisilik grup igin

kisi bagima) 2.500.000 TL. (Yilhk abone ticretinin “Tiirk Matematik Dernegi

=0

nin “Matematik Diinyasi Dergisi” adina

agtirdizi 215511 no’'lu Posta Ceki hesabmna ya da Tirkiye Is Bankas: Laleli (Istanbul) Subesi 1084.304400.334887
no’lu “Matematik Diinyas: Dergisi” hesabina yatinlarak, dekontunun bir érneginin dergi abone adresine génderilmesi

yeterlidir.)

ABONE ADRESI: Matematik Diinyas), Akdeniz flniversitesi, Fen-Edebiyal Fakiiltesi, Matematik Béliimii,

07058-ANTALYA

Tel : 0.242.227.89.00/1116 ; Faks : 0.242.227.89.11 ; E-Posta : mdunyasi@pascal.sci.akdeniz.edu.tr




DIRICHLET 'NiN BiR TEOREMi HAKKINDA

Nurettix}_ Ergun
Istanbul Universitesi, Matematik Béliimii, ISTANBUL

Bu yaz bir anlamda bu dergide daha 6nce yayinlanan I"J§ Analiz Problemi baghkh yazidaki tigiincu
Pl;oblem'm ayrintih ¢oziimiiyle ilgilenecektir. Buna karsin ondan bagimsiz kendi iginde yeterli bir
biitiinliige sahiptir ve séz konusu yaz1 okunmadan, kavrama istegiyle okundugunda yeterince ilging ve
yararhdir. Yine de kaynaklarda belirtilen (1] ve [2] yazilannin kavranarak okunmas: kolaylagtincidr.

Simdi 6ncelikle “Ug Analiz Problemi” baglikl yazida da kisaca degindigimiz gibi, gercel sayilarin su
yaln ve temel 6zelligini gozleyelim. z ve y gergel sayilan farkli ve sozgelimi z < y olsun. 0 < e <y—zx
gergekleyen her pozitif € sayisimn uygun bir tamsayi kati z ile y arasinda yer alir; gergekten

T
—<lc={f]+1§-35+1<2
€ € € €

oldugundan, bu k tamsays: igin z < ke < y bulunur. Oysa, gercel sayilarin Argimet zelligi nedeniyle
1 <n(y- z) gergeklenecek bigimde bir n dogal sayis1 var ve dolayisiyla, 0 < ;1; < y — 1 gegerli

oldugundan uygun bir k’ € Z sayesinde r = ";' rasyonel sayis1 i¢in = < r < y gergeklendigini gozleriz.
Demek ki, her farkh gergel say: ¢ifti arasinda en az bir tane (ve sonugta sonsuz tane, asafhya bakimz)
rasyonel say1 vardir. Oysa, herhangi iki tamsay: arasinda en az bir irrasyonel say1 bulundugundan
(gergekten k; ve ko tamsayilan iin k; < kp gegerli ise, k; +% irrasyonel sayis1 bu iki tamsay arasinda
yer alir), sonugta herhangi farkl iki rasyonel say1 arasinda (Dikkat: ry = TkﬁL rasyonel sayisinin ra = 1—‘:5:
rasyonel sayisindan kiigiik olmas igin gerek ve yeter kogul kjns < kon; gergeklenmesidir, ¢iinku
paydalar pozitif tamsayidir.) ve dolaysiyla, farkh herhangi iki gercel say1 arasinda en az bir tane (ve
sonugta sonsuz tane) irrasyonel say1 bulunur (nasil?). Gergel sayilann, tim farkh gergel say1 giftinin
arasinda en az bir eleman bulunduran &zel bir altkiimesine R ’nin yogun altkiimesi denir. Demek
ki, z < y ise, (z,y) agk aralinda yogun kiimenin en az bir elemam (ve ashnda sonsuz elemani)
vardir. O halde, Q rasyonel sayilar kiimesi ve R — Q irrasyonel sayilar kiimesi R 'nin yogun altkume
ornekleridir. Dikkat edilirse, herhangi bir p asal sayisi i¢in, rasyonel sayilann ozel

A,,:{k+§:kez,neN,meN,05m<p“}

altkiimesi de R ’nin bir bagka yogun kiime ornegidir, ciinkii ozellikle 0 < z < y < 1 ise uygun bir n
dogal sayis1 sayesinde 0 < 1% < % < y — z gergeklendigini gozlemek yeterlidir; oyle degil mi, sevgili
okurlar? Daha onemlisi, p ve ¢ gibi farkh iki asal say1 i¢in A, ve Ay kiimelerinin ayrik oldugunu
gozlemektir; gergekten
my ma .
k;+—,1—!=k2+qu ise, k1 = ko

bulunur, ¢iinkii k; # k2 ve ornegin bu tamsayilar igin & < ko gegerli olsa

m m
ISkz—kl'—‘|1'),,—1—qTf|<1
celigkisi dogard, neden? Demek ki, yukardaki esitlik bir an i¢in gegerli olsa, 5'3‘;11- = q—":g gibi kesinkes
olanaksiz bir sonugla yiizlesiriz, ¢iinkii bu iki rasyonel saymin her birisinin ortak asal carpanlarmin
kisaltilmas islemi sonunda pay ve paydalarimn aralarinda asal hale indirgenmis olduklari varsayilabi-
Jecegtinden, énce m1q"™? = map™ esitligi ve sonra_lda zorunlu olarak ¢ asal sayisimin ms ’nin bir béleni
olmak zorunda kaldigini, bunun ise ¢ ve mz 'nin aralarinda asallify nedeniyle olanaksiz oldugunu
gozleriz. Demek ki, p ve ¢ asal sayilan farkl ise, gercekten A, N A, = 0 olur ve sonugta R "nin ikigerli
ayrik olan sonsuz tane yogun altkiimesinin varhgim gozlemis oluruz. Simdi de R ’nin yogin bir A
altkiimesinin, farkl iki gergel say1 arasinda, ashnda sonsus sayida elemamnim bulundugunu gozleyelim
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dilerseniz. Gergekten, z < y ise ve A kiimesinin z ile y arasinda yalmzca sonlu tane, ornegin m tane
eleman bulunsaydi ve bunlar sozgelimi ay,az,---,a,, olsaydi ve yine sozgelimi, biyiikliikk sirasina
gore bunlar igin

rT<a<ap<--<am<y

gecerli olsayd, z ile a, gergel sayilan arasinda yogun A kiimesinden hi¢ eleman bulunmazdi, bu
olanaksizdir. O halde, eger A altkiimesi R ’de yogun ise, her z gergel sayisina, A kiimesinin ele-
manlarindan olusturulan ve tiim terimleri ikiger ikiger farkli olan en az bir yakinsak dizi yakinsar.
Sasirmayin litfen; bunu gézlemek de giig degildir. Once a; € AN (z — 1,z + 1) gibi bir eleman
St_a:(;eriz; ikinci adimda, bog olmayan her agik aralikta A 'min sonsuz tane elemannin var oldugunu
Soyle_yen yukardaki gézlemimiz nedeniyle ag # a; ve ag € AN (z— 1,2+ 3) gergekleyen bir elemanin
Segerz; n+1 -inci adima gelindiginde ve 6nceki adimlardan ikiger ikiser farkli a;, as, - - - , @, elemanlan
belirlendiginde, aym nedenden &tiirii

1 1
+ ) ve ani1 ¢ {a1,a2,-"-,an}

a EAN(z—
o 2 nt+1" 7 n+l

ge_r_gekhleyen bir elemanini segeriz. Tiimevarmla tammlanan ve tiim terimleri ikiger ikiser farkl olan
(¢linkii n # m ve ornegin, n < m ise, am, ¢ {a1,02, -+, an, - ,@m—1} nedeniyle a,, # a, gegerlidir)
bu {a,}52, gercel say1 dizisi
. 1
VneN igin |z—ay| < -~
sagladigindan, sonugta lim,_,c, |2 — an| = 0 ve dolayisiyla, aym sey demek olan z = lim, o @n
bulunur.

Yogun altkiimelerin ilging bir bagka &zelligi, strekli bir fonksiyon altindaki goriintiilerinin, gériintii
kiimesinde yogun olmasidir. Ornegin bu nedenle

A={0,Fsinl,Fsin2,Fsin3,---}

kiimesinin [—1, 1] aralifinda yogun oldugunu, baska bir deyisle bu araliktaki herhangi iki farkl gergel
sayl arasinda, uygun bir n ya da m dogal sayis1 yardimiyla sinn ya da —sinm gibi bir degerin yer
aldifin agagida gorecegiz. Okuyucunun, yalmzca tamsayilarin degil, genel olarak gergel sayilarin siniis
degerlerinin nasil tamimlandif konusunda bilgi sahibi oldugunu ummak istiyorum, bilmem yamhyor
muyum? Yalmzca agilarin degil, gergel sayilarmn sinislerinin tamimim da 6grenmek belirli diizeyde
olgunlagmay1 gerektirir. Indisi n fakat derecesi 2n — 1 olan, rasyonel katsayih

RN G T
pﬂ(z) - Z (Zk _ 1)]1: (z € R)
k= )

1

polinomlannin, herhangi bir = gergel sayis1 i¢in var olan lim,_, o pn(z) limit degerine siniis z de-
nilir ve bu deger kisaca sinz ile yaziir. Iyi ama, her z € R igin bu limitin varhgm giivence
altina alan bilgileri bilmedikge, bu tanim yalmzca duymug olmamn bir 6nemi olabilir mi? Kugkusuz
hayir! Peki bir pozitif z gergel sayis igin, birim gember denilen cemberin P; = (1,0) noktasindan
baglayarak, cember boyunca, saatin igleyiginin ters yonilinde tastamam z uzunlugundaki yay kadar
-dolandigimzda, ulagtifimiz P, cember noktasim (0,0) noktasina birlestiren dogrunun O, ekseni ile

yaptig Pljo.f P, agisma 8, dersek (bu agiya, radyan degeri = gercel sayis1 olan merkez ag1 denir) ve
simdi sinz = sin §; diye tammmlarsak, bu tanim anlayabilir miyiz? “Bu tanim da sevmedim, ben daha
yaylarin uzunlugunu belirlemeyi bilmiyorum ki, hem neden birim ¢ember boyunca saatin isleyisinin
ters yoniinde ilerleniyor? Peki, ya x gergel sayis negat_if olsaydi1?” bigimindeki sorgulayan karg:
gikiglarimizi duyar gibiyim. Evet, bunlan ve érnegin, yukardaki tammlarin esdeger olup olmadigim
(egdegerdirler!) saglikh bir bigimde 6frenmek igin iniversite Ggrencisi olmamz gerekiyor, sevgili
okurlar; insanlarin ancak buyudiklerinde memelilerin nasil diinyaya geldigini 6grenebilmelerine, ben-
zetebiliriz bunu, saka yapmiyorum. Evet, gimdi yogun bir kiimenin siirekli bir fonksiyon altindaki
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goriintiisi konusuna donelim dilerseniz. Siirekli bir f : R — R fonksiyonumuz var olsun ve A C R
altkiimesi R ’de yogun olsun. f(A) = {f(a) : a € A} kiimesinin f(R) gorintu kimesinde yogun
oldugunu gosterecegiz, yani iki farkh f(z) ve f(y) sayilan arasinda uygun bir a € A sayesinde f(a)
gergel sayisin yer aldifim kamtlayacagiz. Gergekten f(z) < f(y) ise, iinli Ortalama Deger Teo-
remi nedeniyle biliyoruz ki, f(z) ile f(y) arasindaki tiim gergel sayilar f fonksiyonunun en az bir kez
erigtigi degerlerdir; yani, herhangi bir f(z) < ¢ < f(y) igin ¢ = f(z’) gergeklenecek bigimde en az bir
x’ gergel sayis1 vardir. O halde, var olan ve f(zg) = %( f(z) + f(v)) gergekleyen x gergel sayisinda
f fonksiyonu siirekli oldugundan, 0 < ey < f(y) — f(z) gergekleyen bir pozitif € sayisina karsilik var
olan uygun bir 0 < § sayesinde tammlanan zo 'in civar (komsulugu)

V€ € (z — 60,20 + §0) igin f(€) € (f(zo) — %0 f(zo) + ‘_;) ,

ya da baska bir yazsla, |¢ — zo| < & ise, |f(£) — f(z0)] < % gergekleyecektir. A kiimesi yogun
oldugundan en az bir ag € AN (7o — 80,0 + 6o) elemam var olur ve sonugta f(ao) € f(A) gergel
sayisi

1(2) < f(@o) =3 < f(ao) < f(zo) + 5 < f(v)

gergekler yani f(z) ile f(y) arasinda yer alir. Evet, artik asil konuya girebiliriz samirim. Usta Alman
matematik¢i Dirichlet 1820 ’lerde su 6nemli gergegi gozlemisgti:

Dirichlet Teoremi: g sabit bir irrasyonel say1 olsun. A = {kqg+m : k,m € Z} kiimesi gergel
sayilarda yogundur.

Simdi 6ncelikle amacimiz bu teoremin daha genel bir bi¢imini kamitlamak olacaktir. ¢ sabit bir
irrasyonel say1 olsun. ¢ ve x gercel say1 ¢ifti rasyonel sayilar cismi iizerinde lineer bagimsiz olsun,
yani 719 + rx = 0 gergekleyen biricik r; ve ry rasyonel sayilan r, = rp = 0 olsun, ya da bir bagka
egdeger yazisla = gergel, sayis1 ¢ 'nun tiim rasyonel katlarindan farkli olsun. Baska bir deyigle,

t¢9Q={gr:r€Q}

gergeklegsin. Herhangi bir  rasyonel sayisi ile g irrasyonel sayis1 bu nitelikte bir cifttir, kolayca
gozlemleyebiliyoruz; degil mi sevgili okurlar? Simdi ana teoremimizi gorelim:
Ana Teorem: ¢ sabit bir irrasyonel say1 ve g ile = gergel sayilari rasyonel sayilar cismi iizerinde
lineer bagimsiz ise,

Agz ={kg+mz: k,me Z}

kiimesi gergel sayilarda yogundur.
Dikkat edilecek olursa, Aq; ve A_g. kiimeleri esit olduklan icin (neden?) burada sozii gecen g
irrasyonel sayisim pozitif varsayabilirz. §imdi her bir n dogal sayis: i¢in

nT
knz— GZ
i

tamsayisi sayesinde knq < nz < (kn + 1)q gergeklendigi; 6, = nx — kaq sayilanmn pozitif ve ikiger
ikiger farkl olduklar, yani n # m igin 6, # 6, gergeklestigi, hep, ¢ ve z ’in rasyonel sayilar tizerinde
lineer bagunsiz olduklarim soyleyen temel hipotezin kolay gozlenebilen sonuglandir. ﬂstelik, tim 6,
sayilan (0, ¢) arabgindadir ve ayrica, ¢ herhangi bir tamsay1 ve herhangi n ve m dogal sayilan igin

t(bn — bm) = t(km — kn)g + t(n —m)z € : .

gergeklenir. Gergel sayilarn iinlii Bolzano-Weierstrass ézelligi (bak. [1]) nedeniyle {6,}22, dizisinin
(0, q] kapali arahgindaki bir gergel say1ya yakms_ayan bir {6m, }£2, alt dizisi vardir ve bu alt dizi her

yakinsak gercel say1 dizisi gibi bir Cauchy dizisidir, yani her 0 < ¢ igin

k,i> ke ise [bm, — O] < €
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gerceklenecek bigimde bir k. dogal sayis1 vardur. Simdi farkh iki z ve y gergel saylan igin, Ornegin,
T < y gergekleniyorsa, 0 < € < y — z gergekleyen herhangi bir pozitif € sayisi sayesinde, bu €
sayisina kargihk var olan k. dogal sayisindan biiyiik olan k ve i farkli dogal sayilan igin my # m;
nedeniyle &,,,, # 6,5, ve sozgelimi Om, < 6m, gercekleseceginden, yazinin baginda gozlenen temel ozellik
nedeniyle, uygun bir ¢ tamsayis1 sayesinde

T < tO(‘Sm.' - 6"11:) (e Aq;’:) <y

bulunur, ciinkii bmy = Oy = |6y — O, | <€e<y—=x gegerli olmaktadir. Demek ki, Aq; kumesi,
gergekten, R kiimesinde yogundur.

Di.kl:at, ozel olarak z yerine 1 rasyonel sayis1 alimrsa, Dirichlet Teoremi, ana teoremden kolayca elde
edilmektedir, gozleyebiliyoruz degil mi?

Uygulamalar

Y.l.d{ardaki teoremlerin ve sonuglarin ardindan sunlar1 hemen gozleyebiliriz. B = {2km+ m: k, m € Z}
kiimesi R. gercel sayilar kiimesinde ve onun siirekli siniis fonksiyonu altindaki goriintii kiimesi olan

sin B = {sinm:m € Z} = {0, Fsin1,Fsin2,---}

ise [~1,1] araliginda yogundurlar. 27 irrasyonel sayisimn rasyonel bir kat1 olmayan herhangi bir =
gergel sayis1 igin
Aopz = {2km +mz : k,m € Z}

B; = {sinmz : m € Z} = {0, Fsinz, Fsin2z,---}

kiimeleri ise, ana teoremin bir sonucu olarak, sirasiyla R ile [—1, 1] 'de yogundurlar. Baska bir deyimle,
z gergel sayis1 27 ’nin (ve dolayisiyla, 7 ’nin) bir irrasyonel kat1 oldugunda (Dikkat: Her z gercel
sayis1 z = mZ nedeniyle, 7 'nin bir katidir, 6yle degil mi?), yukardaki sayilabilir sonsuz elemanh B,
kiimesinin elemanlarimn belirledigi ve elemanlan ikiser ikiger farkh olan tiim yakinsak dizilerin limit
noktalan kiimesi [—1, 1] arahZidir. Bu nedenle bu nitelikteki bir z gercel sayisi igin {sinnz}32, dizisi
yakinsak olamaz, aksi halde B, kiimesinin elemanlar1 yardimiyla belirlenen ve tiim terimleri ikiser
ikiger farkl olan tiim yakinsak dizilerin limit noktalan kiimesinin en fazla iki elemam olurdu (neden?).
Bu olanaksizdir, giinkii séz konusu limit noktalar kiimesi olan [—1, 1] arahginda sayillamaz sonsuz
sayida gergel say1 vardir. Demek ki, z gercel sayisi 7 'nin bir tam kat1 olmadikca {sinnz}$2, dizisi
wraksar (bak. [2] yazs).

Simdi de bir bagka ilging kars: 6rnek clarak

iMoo Jy fa(z)dz = [y g(z)dz (1)
kosulunu gergeklemesine kargin, [0, 1] arabgindaki yogun bir kiimeye ait tiim z gergel sayilan icin
limn o0 fa(x) # g(z) (2)

olacak bigimde [0,1] araliginda tammh gergel degerli ve siirekli f, = fa(z) fonksiyonlan ile ayni
aralikta tanuml ve siirekli bir g = g(z) fonksiyonunun var oldugunu gosterelim. Gergekten

2n—1
fa(z) = g ,;0 sin2"7(z — gin)x,k'n () (z€][0,1])

bigiminde tamimlanan fonksiyonlar [0, 1] araliginda siireklidirler ve istenen tiim kosullar: gergeklerler;
burada her 0 < k < 2" — 1 tamsayisi igin Ix , arahg

k k+1
Ign = 2—,1,—2,,—);[0, 1]
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bigiminde tammlanmigtir ve dikkat edilecek olursa, k ve 4 birinci indisleri farkh ve 6rnegin, k < 1
ise, %*F.—l < 3= gergeklestigi icin kolayca goriilecegi gibi I n ve I; , arabklan aynktir ve ayrica X1,
karakteristik fonksiyonu, yine bilindigi gibi, [0, 1] arabginda Ii , alt arabgma ait gercel sayilarda 1,
olmayanlarda 0 degeri almaktadir. Dolayisiyla, bu karakteristik fonksiyon apagiktir ki, 21., ve %!%l- ug
noktalarinda stireksizdir. Oysa, tamimlarinda bu karakteristik fonksiyonlar: kullanan f,, fonksiyonlan
0, 1] arahgindaki tiim noktalarda siireklidir. Gergekten, oncelikle,

Vz € Ixn igin fn(z) = Fsin2"m(z — 5) 3)

gozlemeliyiz. Ayrica, yazimda yalinhk amaciyla, kisaca 1, = 2% yazarsak

0= fa(re,n) = fn(rk+1,n) = ::-]—'EE., fa(z) =  lim fa(2)

I Tk4+1,n

ggrgeklendigini gozleyebiliriz. 6rne§in, z gergel sayilan 1y ,, rasyonel sayisina sagdan, yani Iy , arah
i¢inden yaklagirlarken, (3) gozlemi nedeniyle, siniis fonksiyonu siirekli oldugu igin

T0=0

- ™ & L n e
hnl falz) = 3 lim sin2"7(z —rgn) = 2

IT—r
k,n I_'rk,n

ve z gergel saylan 7y, sayisma soldan, yani bu kez Ix_1,, arab@ icinde kalarak yaklagirlarken
fa(z) =sin2%r(z - %—,;l) gergeklestiginden, apagiktir ki, aranan sol limit degeri sin 2”7r§},—; =sinm =0
olacaktir. Demek ki, gergekten, f, fonksiyonunun ry , noktasindaki limit degeri var ve 0 = f,,(r¢.n)
degerine esittir. f,,__ fonksiyonu apagiktir ki, I, k,n araliginin tiim Oteki noktalarinda zaten sireklidir

(bak. (3) tamum). Ustelik Ay, ile yazacagimz agagidaki Riemann tiimlev (integral) degeri igin

(k+1) /27 k 1/2™ 2
Akn =/ sin2"7w(z — —)dz = / sin 2"mudu = —
k/2n 2n 0 2ng
bulunacagindan, kolayca,

1 2"—1 [ (k+1)/2” - 2n—1
Tulz)dz — / w(z)dr — = A, —1
/0 > ) @] >

/2n

elde edilir. O halde, [0, 1] aralifinda siirekli olan her z € (0, 1] igin g(z) = 1 sabit fonksiyonu igin

/ e =1= /0 gl

gergekleneceginden, apagiktir ki, yukarida yazili olan (1) kogulu gerceklenir. Oysa, r = 2_’5,. bicimindeki
ozel ve sabit tutulmus rasyonel sayisi i¢in lim,_,o f,(r) = 0 # g(r) gergeklenir, cilinkii

_k 2k 2%
= on Tt T gz T

nedeniyle, kolayca
T € Ten N Dok g1 N Iakni2 N Igknga N ---

ve dolayisiyla, kolayca

0= fa(r) = fas1(r) = fas2(r) = fata(r) = - -

elde edilir. Oysa, 5"; bigimindeki 6zel ra.syqnell sayllarin kiimesi, daha 6nce gozlendigi gibi, [0 1]
ara.hém-da yogundur. O halde, (2) kogulu da gergeklenmig olur. Peki, bu 6zel rasyonel sayilardan
farkli bir z € [0,1] igin limp,_,o, fn(z) var mudir; varsa degeri nedir? 9(z) midir? Ne dersiniz?
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Bu yazida son olarak digbiikey (konveks) fonksiyonlara iligkin ve 6zellikle matematik olimpiyat k‘z‘amp-
lanna katilmig okurlarin cok sevecegi tiirden bir soruyla ilgilenelim. Coziim yine !0_, 1] arahginda
yogun bir kiimenin nitelikleriyle yakindan ilgilidir. Tamm araligina ait her z, ¥ cifti igin

flaz+ (1 -a)y) <af(z)+(1-a)f(y) 0O<a<l)

kosulunu gergekleyen gergel degerli ve gergel degigkenli bir f fonksiyonuna digbiikey fonksiyon denir.
Apagiktir ki, a =0 ve @ = 1 icin bu kosul kolayca gergeklenecektir. Ikinci tiirevi negatif olm.?xyan
her gergel degerli fonksiyon (sozgelimi, f(z) = e ve g(x) = xzﬂ(n € N) fonksiyonlar1) bu nitelikte-
dir. Bu tiir fonksiyonlarn grafigi, grafige her noktada cizilen tegetlerin olugturdugu tegetler zarfimn
hep iistiinde kahrlar. Bu dergide bu tiir fonksiyonlar iistiine gesitli ilging yazilar yaymlanmustir.
Ilgilenecegimiz son soru su olacaktir:

Bir [a,b] arabfinda tamml, gergel degerli ve siirekli bir f fonksiyonunun digbiikey olabilmesi igin
gerek ve yeter kosul, bu araliga ait her z, y gifti igin _

F(Z$2) < 17(@) + 35 (v) )
kogulunun gergeklenmesidir, gosteriniz.

Yanhg anlagilmasin, f siradan bir gergel degerli fonksiyon degil, siirekli bir fonksiyondur. Apagiktir ki,
digbiikey bir f fonksiyonu, yukaridaki digbiikeylik kogulunda o = 3 ahmirsa (4) kosulunu gercekleyecek-
tir. Tersine, (4) kosulunu gergekleyen siirekli f fonksiyonu neden digbiikeydir? Bir kez daha [0, 1]
aralifinda yogun olan

0 1-2 M=), 2P
={— —_ = ...z ~-Z. N
A {271’271,2”’ ’ 211 lzn ne }
kiimesinden yararlanacagiz. Paydalarinda 2" bulunan, Qin(k =0,1,---,2") bicimindeki ozel 2™ + 1

tane rasyonel sayiya n-inci diadik kesirler, A kiimesinin elemanlarina ise yalmzca diadik kesirler
denir. Simdji, ilk agamada, (4) kogulunu gergekleyen f fonksiyonunun, n-inci diadik kesirler i¢in

Fa+ (- £00) < 4 1(e) + (- )0 o

gergekledigini n dogal sayisi iizerinden tiimevarim kullanarak gostermek istiyoruz. Bu iddia (4)
nedeniyle, apagiktir ki, n = 1 igin gecerlidir. Bu iddia n-inci diadik kesirler igin gegerli olsun. f
fonksiyonunun herhangi bir (n + 1)-inci diadik kesir yardimiyla tanimlanan gergel sayidaki degeri,

k k
| flgmmra+ (1= 5557)0),
eger k cift ve k = 2m ise kolayhkla, n-inci adim varsayimi kullamilarak

= f(gra+ (=38 < 1@ + (1 - 2)7()
= JTf(a) +Q1- %)f(b)

gergekler; yok eger k = 2m + 1 biciminde tek bir tamsay ise, bu kez yukardaki deger icin, (4)
kullanmilarak once
1, m m
= fzlGre+i01 = an )0+ (
1 _m m 1
£ D e ot
< SfGra+ (1= 29) + 35

ve sonra n-inci adim varsaymmi kullanmilarak

m+1 m+1
gnot (1= ——)b))]

m+1 m+1
on a+(1—T)b)

< SGRI@+ 1= ) 76) + 5(t

= (@) + (1 - 5)0)

f@)+ - 2 L) 1y
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gegerli olur. Demek ki, (5) esitsizlikleri tiim n-inci diadik kesirleri igin gegerlidir. O halde, sunu
kamitlamg bulunuyoruz: Herhangi bir a diadik kesri igin

flaa + (1 —a)b) < af(a) + (1 —a)f(b)
olur. Bu kamtlamada kullanilan akil yiiriitmelerin tiimiinii, herhangi =,y € [a, 8] cifti igin yinelersek,
bu kez herhangi bir « diadik kesri igin

flaz + (1= a)y) < af(z) + (1 —a)f(y) (5')
elde edilir. Simdi herhangi bir (diadik kesir olmasi gerekmeyen) a € (0,1) alnsin. A kiimesi [0, 1]
arahinda yogun oldugu icin (bu gergek yukarda gozlenmisti, animsiyoruz, degil mi?) lims.co 0tn = &
gergekleyen, tiim terimleri diadik kesirler olan yakinsak bir {a,}$2, dizisi var oldugundan, f siirekli
oldugu igin, ,y € [a, b] ne olursa olsun,

flez+(1-0)y) = lim fane+ (1~ an)y)

lim (an f(z) + (1 - an) f(¥))

af(z) + (1—a)f(y)

IA

digbiikeylik kogulu gegerli olur. Son esitsizligin, (5') kogulunun diginda, gegerli olmas: igil? gerekgesini
saniyorum biliyorsunuz. Evet, yogun kiimelerle yeterince ilgilendik. Iyi calismalar sevgili okurlar.

KAYNAKLAR

[1] N. Ergun; Gergel sayilarda dokuz temel esdegerlik, Matematik Diinyasi, Aralik 1994, 6-10.
[2] Y. Aver-K. Almagik-N. Ergun; Ug analiz problemi, Matematik Diinyas:, Eyliil 1999, 2-12.

EGLENCELI MATEMATIK SORUSUNUN COZUMU...

Matematik Dinyasi’min 7.cildinin 3.sayisimin 24.sayfasinda agagrdaki eglenceli matematik sorusunu
sormugtuk:
Farkli harfler farkl rakamlar1 ve aym harfler aym rakamlar1 géstermek lizere,

Jul = 0, golgolgol . ..

bol
egitligini gergekleyen rakamlar:1 bulunuz.
Okuyucularimizdan Ali Cevahir (Antalya) bize bir yamit gonderdi:

476
o1g = 0 518518518.... .




GENEL MATEMATIK’TE (CALCULUS) OGRENCI IIATALARI

Behiye Ubuz
Orta Dogu Teknik Universitesi,
Orta Ogretim Fen ve Matematik Alanlari Egitimi Bolimi, 06531-ANKARA

Girig

Okullarda matematik 6grenmede/6gretmede pek gok giigliklerin oldugu bilinmektedir. S6z konusu
gucliiklerin nedenlerinden biri de hatalarla ilgilidir. Hatalar, basit olarak, 6grencilerin ba$a“512111f1§"
olarak degil, dgrencilerin yetersiz veya yanlis kavramsal anlamalarinin belirtileri olarak diisiinilmelidir.
Diger bir deyisle, hatalar, yanls inaniglar sonucu ortaya ¢ikan davramglar veya islemlerdir. Bu nedenle
matematik 6gretmeni olarak bizler, 6grencilerimizin konular1 kavramalari ve anlamalari ile ilgilenmek
durumundayiz. Yanlis kavrama veya anlama, eger diizeltilmezse, 6grencinin biitiin okul hayat1 boyunca
Yapacagl hatalarin nedeni olabilir. Bunlarin gogu sarsinti doguran deneyimlere, hayal kirikligina ve
matematife kargi olumlu bir tutum gelistirmemelerine neden olabilir. Bu incelemede ogrencilerin
Universite birinci sifta okuduklani Genel Matematik (calculus) ‘te yaptiklan hatalar ve yanilgilar
agiklanacak, bu konuda 6neriler sunulacaktir.

Genel Matematik, ileri diizeyde matematigin baslangici, ve ileri konularin anlagilmasinda temel
olugturmaktadir. Son yirmi yil, 6grencilerin Genel Matemati’gi kavramsal olarak anlamalan ile ilgili
yaymnlarda artiga tanik olmustur (Monaghan, 1986; Orton, 1980; Selden, Mason and Selden, 1989; Tall,
1986; Ubuz, 1996). Bunun baslica nedenléri, (i) ezbere islem uygulamalarina yonelik egilim, (ii)
kavramsal anlamadaki yetersizlik ve (iii) ileri matematik Ogretim ve &grenimindeki kaliteyi
yiikseltmektir. Ezbere oOgrenme, formiillerin ve kurallarin hesaplama sorularimi ¢6zmek igin
hatirlanmasina baghdir. Kavramsal anlama veya kavram olusumu ise, kavramalarin gelisimi ve onlarin
matematiZin temel ilkeleri ile iliskileri ¢cergevesinde toplanmaktadir.

Genel Matematik’te gesitli hatalara ve bunlarin kaynaklarina gegmeden 6nce, “anlama” ve “kavramsal
yanilgr” ‘mn ne oldugunun bilinmesi gerekir. Bir seyi “anlamak” demek, onun uygun sema veya taslak
icinde oziimlenmesidir. “Kavramsal yamlg” ise, bir kisinin bir konuyu veya problemi kendisine
mantikli gelecek sekilde kavramasi, fakat bu alandaki uzman bir kisinin kavramsal anlamasi ile geliski
icinde olmasidir.

Genel Matematik’ te Ogrenci Hatalarinin Simiflandirilmasi

Ubuz (1996) tarafindan Ingiltere’de Genel Matematik dersini alan birinci sinif miihendislik Ogrencileri
iizerinde yapilan ¢alisma, ortaya ¢ikan hatalarin asagida verilen nedenlerden dolay1 dogabileceklerini
ortaya koymugtur:

1. Sekillerin, kavramlarin yerine konulmasi: Bu tiir kargasa daha ¢ok kavramlar agiklanirken cizilen
sekillerin anlammnin 6ziimlenmemesinden kaynaklanmaktadir. Omegin, tiirevin geometrik anlamini
anlatirken izilen gekil veya resimden, tefetin egimi yerine tegetin denkleminin tiirev olarak
algilanmas: gibi. Opgrencilere “Tiirev’in anlami nedir?” diye soruldugunda, 6grencilerden soyle bir
cevap alinmustir: “Geometrik olarak bir fonksiyonun tiirevi o noktadaki tegettir’. Oysa dogru yamt
olarak, “tirev bir fonksiyonun her noktadaki egimini gosteren egim fonksiyonud
beklenir.

ur’, denmesi

2. Tammlarin iceriklerinin anlasilamamasi: Bu tir bir kargasa, verilen tamimm bir biitiin olarak
anlagilamamasindan kaynaklanmaktadir. Genel Matematik kitaplarinda verilen $u lamm,“eger bir
nokta diger bir sabit noktaya yavas yavas yaklasirsa, bu iki nokta arasindaki sekant dogrusunun
egimi kiigiik miktarlarda degisir ve esasen sabit sinir degerine yaklasir”, bazi 6grenciler tarafindan
“sekant dofrusunun egimi kiigiik degere yaklasiyor” olarak algilaniyor. (")megin, ogrencilere

“Tiirev’in anlami nedir?” ve a 'in anlami nedir” gibi sorular soruldugunda, sirasiyla, su cevaplar
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alinmigtir: “Tiirev kiigiik bir degisikliktir” ve “3; egimde kiigiik degisikliktir”. Oysa, o

dx x+h-x x 'deki kogiik degisme
anlagilmahdir.

3. Aym kapsam ve gercevede sikhikla olugan ilgili sembollerin ayirt edilf:’memesi: I_3u tiir kargasa
ozellikle bir kavrami agiklarken kullanilan birbiriyle ilgili sembollerin ayirt edilememesinden

d .
kaynaklanmaktadir. Omegin, -gl ile Ex)—) ve 2 f(x)dx ile llmz f (x)éx kanstinlmaktadr.
X

Bu semboller ikiser ikiser swrayla ‘tirev’ ve ‘integral’ kavramlarmin taniminda Dbirlikte
kullanilmaktadr.
4. Grafiksel bilgilerin sembolik gosterimlerde kullamm zorluklar:: Asagida (5) ‘te agiklandig: iizere,

ogrenciler bazi durumlarda bilinmeyeni bulmaya galisiyorlar, fakat bunu yaparkt?n gr_aﬁkscl ve
sembolik gosterimler arasinda baglanti kuramamaktadir. Omegin, asagida grafigi verilen, fakat

4 2 . v i g :
denklemi bilinmeyen ( y:[ _1; H%) verilmiyor ) bir grafige bakarak tiirevin grafiginin gizilmesi

istendiginde 6grenci ilk 6nce fonksiyonun denklemini bulmaya galigiyor.

y
1

— , ,
1
"

12 3
diigiiniiyor. Oysa, verilen grafik bu digiinillen fonksiyon denkleminden farkli ozellikler

_ 4 2
Bu siiregte, Ogrenci fonksiyon denklemini yz( e }v[x—] yerine, ¢ofu kez y= x* olarak

gostermektedir. Verilen grafik egimi sifir olan ii¢ tane nokta gosterirken, y:x4 denklemi egimi
sifir olan yalmzca bir nokta géstermektedir.

5. Bilinmeyeni bilme egilimi: Bu tir yaklasim daha g¢ok yorum gerektiren etkinliklerde ortaya
¢ikmaktadir. Ciinki, kigiler iglemsel etkinlikleri yorumsal etkinliklere gére daha kolay bulmakta;
islemsel etkinliklere okullarda daha fazla agirlik verilmektedir. Omegin, yukarida (4) ‘te belirtildigi
gibi, baz1 6grenciler fonksiyon denklemi verilmeyen bir grafikte tiirevin grafigini gizerken, verilen
grafigi yorumlama yerine bilinmeyen denklemi bulmaya ¢aligiyorlar.

6. Dar veya simirli goriy agisi: Bu tir siurh gorily agisi, dgrencilerin daha ¢ok belirli uygulama
ornekleri iizerinde ¢aligmalart ve farkh uygulama &rnekleri iizerinde calismamalarindan
kaynaklanmaktadir. Boylece Ogrenciler belirli uygulama 6rnekleri iginde bulunan o6zellikleri
pekistirebilmekte ve gerektiginde hatirlayip kullanabilmektedir. Ornegin, bazi dgrencilerin déniim
noktasiyla ilgili sahip oldugu kavramsal imge, bir egri iizerinde bulunan ve x-eksenini kesen
noktadan baska noktay! icermemektedir. Halbuki, d6niim noktasi fonksiyonun grafigi iizerinde
bulunan bagka herhangi bir nokta da olabilir.
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7. Ozel bir durumun uygun olmayan bir sekilde genellestirilmesi: Bu tiir kargasa daha ¢ok bir kavram
agiklanirken belirtilen &zel bir durumun, kavram bilgisinin biitiinii olarak algilanmasindan
kaynaklanmaktadir. Burada ayni zamanda, yukarida (3)’te belirtilen durum da séz konusudur.
Ormnegin, bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevi ile tiirev fonksiyonunun ayni olarak algilanmasi gibi.
Oysa, bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevi ve tiirev fonksiyonu biribirinden farklidir.

8. Bir sozcigiin bir bagka sozciik ile uygun olmayan baglantisi: Bu tiir kargasa sozciiklerin yiizeysel
benzerliklerinden kaynaklanmaktadir. Omegin, “azalan” ve “eksi” gibi. Bir fonksiyon eksi deger
aliyorsa azalan olarak diisiiniiliyor. Benzer bigimde, “artan” ve “art” igin de aym durum séz
konusudur.

Sonug ve Oneriler
Bu ve diger ¢aligmalar géstermistir ki:

1. Ogrenciler, Genel Matematik yontemlerini, tamamen zayif kavram imgeleri iizerine kurulan
algoritmik diizeyde dgreniyor. Kavramlarin gelisimi siirecinde ¢ikarimlarin yapilmasina engel olan
en 6nemli konularin baginda fonksiyon ve limit kavramlari gelmektedir.

2. Gozde canlandima nadir olarak yapilmakta ve efer yapilrsa da,  gorsel/grafiksel ve
¢Oziimsel/cebirsel gosterimler arasinda biligsel baglant: biiyiik bir problem yaratmaktadur.

Yukaridaki bulgu ve yorumlarin kargilastirilmasini saglamak amaciyla iilkemizde yapilan ¢ahigmalara
rastlanmadigindan, temsil edilecegi daha genis orneklem veya konu iizerinde yiiriitilen benzer
¢aliymalarin yapilmasina ihtiyag vardir. Bu tiir ¢aligmalar ile matematik konularin dgrenmede kiiltiirler
arasinda ne gibi farklar oldugu ortaya gikacaktir. Bu konular ile ilgili yapilmakta olan arastirmalar
siirmekte olup elde edilen bulgular daha sonra rapor edilecektir.

KAYNAKLAR

Monaghan, J. (1986): Adolescent’s Understanding of Limits and Infinity. Unpublished Ph.D Thesis,
University of Warwick.

Orton, A. (1980): A Cross-Sectional Study of the Understanding of Elementary Calculus in Adolescents
and Young Adults. Unpublished Ph.D Thesis, University of Leeds.

Selden, J., Mason, A. and Selden, A. (1989): “Can average students solve nonroutine problem”. The
Journal of Mathematical Behavior, 8, 45 - 50.

Tall, D. (1986): Building and Testing a Cognitive Approach to the Calculus Using Interactive
Computer Graphics. Unpublished Ph.D Thesis, University of Warwick

Ubuz, B. (1996): Evaluating the Impact of Computers on the Learning and Teaching of Calculus.
Unpublished Ph.D Thesis, University of Nottingham.

MATEMATIKSEL OZDEYISLER

Auden, W. H. (1907-1973): “Matematikgilerin pek g¢ogu ne kadar da mutludur! Kendisi
yalnizca egdederleriyle yargilanir, ve burada standart Sylesine yiiksektir ki hi¢ bir gahsma
arkadagi ya da rakibi hak etmedigi bir sayginhgi kazanamaz.”

Bell, Eric Temple (1883-1960): “Oklit, bana varsayimlar olmaksizin kanitlamanin
yapilamayacagini 6gretmisti. O halde, herhangi bir tartigmada énce varsayimlari aragtiriniz.”

Bohr, Niels Henrik David (1885-1962): “Uzman, ¢ok dar bir alanda yapilabilecek tim
hatalari yapmig olan kigi demektir.”
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PARADOKSLAR...

Ahmet Dervisoglu-Resat Satilmig
Yilmaz Koleji, ANTALYA

“Bu sayfada yazih hig bir seyi okumayin.” Buna
b?rl-?:er paradokslar ya kendileriyle gelisiyor gibi
goruniirler; anlamsiz ya da sasirtici sonuglara
vanirlar ya da kisir déngii bigimindedirler. Pa-
radokslar yiizyillar boyunca insanlar biiytilemig
ve hayrete digiirmiigtir.  Paradosklar; ede-
biyat, bilim ve matematikten gunluk yasama
kadar ¢ok degisik alanlarda rastlamr. Ne tiir
bir paradoks olursa olsun, ortaya gikan sorular
ve kangikhk hem ilging hem de eglendiricidir.
Ozellikle matematiksel paradokslar yeni buluslara
yol agabilir.

EPIMENIDES PARADOKSU Antik ¢agdan
beri bilinen bir paradoksun ilk ifadesi goyle
yapilmustir:  Biitiin Giritliler yalancidir, EPI-
MENIDES de Giritlidi. EPIMENIDES “Ben
yalan sGyliyorum” diyor. EPIMENIDES dogru
soyliyor mu?” Hayr, ciinkii Giritlidir; o halde
yalancidir; ama “Ben yalan soylilyorum” derken
yalan sOyliiyorsa, o zaman dogru soyliiyor. Bu
durumda celigki kacinilmazdur.

IKIYE BOLME PARADOKSU: Yolcu, be-
lirli bir uzakhga gidecektir.  Once gidecegi
yolun yarisini; sonra kalan yolun yarisini; sonra
kalanin yansim, ... ylriimek zorundadir. Bu
durumda hi¢ bir zaman gidecegi yolun sonuna
ulagamayacaktir...

EUBLIDES PARADOKSU: Yunanl diisiinir
EUBLIDES (M.O. 4. YY) hic bir zaman bir
kum yigim olugturamayacagini soylemisgtir. Ona
gore, bir kum tanesi, bir kum tepesi ya da yigim
degildir. Ve eger bir tanesinin lstine bagka
bir kum tanesi konursa, bunlar da bir yigim
olusturamaz. Eger baslangigta kiginin bir kum
yigam yoksa, elinde olana bir ekleyerek bir yigin
olusturamaz; bu nedenle hi¢ bir zaman bir kum
yigimna sahip olunamaz.

WALT KELLEY PARADOKSU: “Dismanla
kargilagtik ve o biziz.”

OSCAR WILDE PARADOKSU: “Ginah
iglemenin tek yolu onu kabul etmektir.”

DON KiSOT PARADOKSU: Sango Pango,
Barataria adasiun yoneticisidir.  Adaya ge-
len herkes nigin geldigini belirtmek zorundadir:

:¢izen ressami resmediyor;

Dogruyu soyleyenler, serbest kalacak; yalan
soyleyenler ise asilacaklardir. Giiniin birinde bir
yolcu gelir ve “Ben asilmak igin geldim” der.
Simdi Sango ne yapmalidir?

ANONIiM BIR PARADOKS:
agiklamay1 yok sayin.”

BERNARD RUSSELL 'IN PARADOKSU:
Bernard RUSSELL bir giin MOORE ’a sunu so-
rar: “Soyledigin her sey dogru mudur?” MOORE
biraz diigiiniir ve yamt verir: “Hayir.” Sizce,
MOORE yalanc birisi midir?

SURPRIZ SINAV PARADOKSU: Pazartesi
giinii bir profesér simifa goyle soyliiyor: “Bu hafta
icinde 6nceden 6ngériilemeyen bir ginde siirpriz
bir smnav yapacagim. Smav giinii bugiin olabilir,
sali, gargamba, persembe ya da cuma gunii ola-
bilir. Sinav giinii sabahi sinifa geldiginizde o giin
smav olacagim bilmeyeceksiniz.” Bunu duyunca
suna karar verdim: “Profesér bu hafta sinav yapa-
maz.” Acaba bu sonuca hangi mantikla vardim?

BERBER PARADOKSU: Bir koyde bir
berber kendi tiras olamayan herkesi tirag eder.
Berberi kim tirag edecek?

CANTOR PARADOKSU: Kiimeler
kuraminin babasi Georg CANTOR (1845-1918)
bir kiimenin tiim altkiimelerinin, baslangictaki
kiimeden daha ¢ok elemana sahip oldugunu
gostermigtir. Bu ozellik biitiin kiimelerin kiimesi
igin de gegerli midir?

YALANCININ OYUNU PARADOKSU:
Bir adam hapistedir. Hucrenin iki kapisi ve
her kapida birer gardiyan vardir. Kapilarin biri
dzgirliige agilir, obiiriiyse sahtedir. Gardiyamn
biri her zaman dogruyu, digeriyse her zaman
yalan s6yler.  Onlan tammayan mahkumun,
ozgurlik kapisim 6grenmek igin yalmzca bir soru
sorma. hakki vardir. Dogru olan yamit1 alabilirse,
ozgurligine kavuggcaktir. Nasil bir soru sormasi
gerekir?

VELASQUEZ ve ESCHER ‘’in TABLO-
LARI: Bunlar “otoreferans” paradokslarimin re-
simleridir. Escher 'in elleri kendini gizen elleri

l(Bu

giziyor. Bu resim sonsuz bir dizi seklinde yo-
rumlanabilir. VELASQUEZ yalnizca aynadaki
goruntulerini gordigi insanlarin portrelerini

cocuklar tablonun
seyircileri olan bize bakiyorlar. O halde, konu,
tablonun bizzat kendisidir.
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ROLLE TEOREMININ BiR GENELLESMESI UZERINE

Uygar Siimbiil
Bilkent Universitesi, Elektrik-Elektronik Miihendisligi Bélimi, ANKARA

Analizde, agagida ifade ettigimiz ve klasik Rolle Teoremine denk olan teorem gok meghurdur:

Teorem : f : [a,b] — R fonksiyonu siirekli ve (a,b) agik arabginda tiirevlenebilir olsun. Eger
f(a) =0 = f(b) ise, f'(zo) = 0 olacak bigimde en az bir z¢ € (a,b) noktas vardur.

Geometrik olarak, Rolle Teoremi, yukardaki kosullan saglayan fonksiyonun grafiginin (a, b) agik
araligindaki en az bir noktada apsis eksenine paralel tegete sahip olacagim soyler.

Simdi, Rolle teoreminin agagidaki bir genellesmesini verip ispatlayahm:

Teorem 1. f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve agik (a,b) arahginda tiirevlenebilir olsun. Ayrica,
f(a) =0 = f(b) esitligi saglansin. Bu takdirde, herhangi bir P(z) siirekli fonksiyonu verildiginde,

f!(z0) = f(z0) - P(z0) @
saglanacak bigimde bir zg € (a, b) noktas: vardir.

Sonuglar:
(1) P(zx) = 0 alirsak, Rolle Teoremine denk olan yukandaki teorem elde edilir.
(2) P(z) =1 alirsak, f'(zo) = f(zo) saglanacak bigimde bir zq € (a, b) noktas: vardr.
(3) P(z) = f(z)"9% alirsak, f'(zo) = f(z0)'**® saglanacak bigimde bir zo € (a,b) noktas: vardr.

Teorem 1’in Ispati: P(z) = Q'(z) esitligini saglayan bir Q(z) fonksiyonu alahm. (Q(z)’e, bilindigi
gibi, P(z)’in ilkel fonksiyonu veya belirsiz integrali denilir.) Simdi sdyle bir F(z) fonksiyonu tammlaya-
him:

F(z) = f(z)e~ @ (2)
f(a) = 0 = f(b) olduguna gére F(a) =0 = F(b) *dir. O halde klasik Rolle Teoremine gore,

F'(z0) =0 3)

saglanacak bigimde en az bir zo € (a,b) bulunacaktir. F fonksiyonunun (2) 'deki ifadesini (3) ’de
gozonune alirsak,

F'(zo) = 0= [(zo) - e~ Q) — f(z4) - Q' (zo) - ¢~ Q=) = olur. e~ Q=) £ 0 olduguna gore
yukaridaki esitligin her iki yanim e~9(=) ile bolebiliriz. O halde, Q'(zo) = P(zo) olduguna gbre,

f'(zo) = f(z0) - Q'(z0) =0

f'(z0) = f(z0) - P(zo)

¢

esitligini elde ederiz.
Asagdaki teorem, Teorem 1 'in kogullarini zayiflatmakla elde edilir:

A

Teorem 2. f : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli, (a,b) 'de tiirevlenen ve bir C sabiti
icin f(a)=C=f (b) kogulunu saglayan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde herhangi bir P(z) siirekli
fonksiyonu igin,
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f'(z0) = (f(=0) — C) - P(z0)
saglanacak bigimde bir z¢ € (a,b) noktasi vardir.
Ispat: o(z) = f(z) — C diyelim. @(a) = ¢(b) = 0 olur. O halde Teorem 1 ’e gore
¢'(z0) = ¢(wo) - P(z0)
saglanacak bicimde bir ¢ € (a,b) vardir. Bu sonuncu egitlikten ise (p(z) yerine f(z) - C koymakla)
f'(zo) = (f(20) — C) - P(%0)
elde edilir.

Teorem 1 ’in bir sonucunu daha sdyleyelim:

Sonug: f,g: [a,b] — R siirekli ve (a,b) agik arahginda tiirevlenebilir iki fonksiyon olsufllar. Aynca.,
her z € (a,b) icin f(z) # g(z) olsun. Bu takdirde, eger f(a) = g(a) ve f(b) = g(b) ise, herhangi
siirekli P(z) verildiginde

f'(z0) — ¢'(z0)

= =~ =Pz

Flao) = glao) )

esitligi saglanacak bicimde bir zo € (a,b) vardir.

ispat: ¢(z) = f(z) — g(z) diyelim. f ve g iizerine konulmug kosullardan ¢(a) = 0 = ¢(b) olur. O
halde Teorem 1 ’e gore ¢’ (o) = @(z0) - P(0) saglanacak bigimde bir zo € (a, b) vardir. Buradan da,

(o) — /(s0) = iy vy LE) =70 _ g,
f (IO) -9 (Io) e (f(ﬂ?o) “g(IO)) P(IO) € f(IO) _9(10) P( 0)

elde edilir.

Tesekkiirler: Bu galigmann ortaya gikmasinda, deferli yardimlarindan dolayi, Dog. Dr. Ilham
Aliyev ’e glikranlarimi sunuyorum.
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Onceden yaymlanmig olan “Matematik Diinyasi” dergisinin sayilarn, tanesi 500.000,- TL kargihginda,
satiga sunulmustur.- Bu sayilari edinmek isteyen okurlar, tutarim Tirkiye Is Bankasi Antalya Subesi
6200/30000/2203551 no’lu Prof. Dr. Halil Ibrahim Karakas hesabina yatinip, dekontun bir érnei ile
istedikleri sayilan bize gonderdikleri takdirde, sozkonusu sayilar adreslerine postalanacaktir.
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PROBLEM COZME STRATEJILERI
Albert Erkip
Sabanc Universitesi, ISTANBUL

Problem ¢6zerken bilgilerimizi, deneyimlerimizi ve en bagta (gogu zaman istemeyerek de olsa) akhmuzi
kullanur, bilgi ve deneyimlerimizin grettigi bir takim yontemler uygulanz. Matematik problemleri
bu bakimdan diger problemlerden farkli degil; bilgi olarak matematiksel “dogru” lar, yani teoremler
var. Tiumevanm gibi matematik yontemleri ile matematiksel yapilar ve gosterimler bize agik ve
kesin bir ifade ortam saghyorlar. Bunun da 6tesinde problem g¢ozmenin, pek ogretilemeyen, zaman
iginde insamin kendi kendine kesfettigi bir takim stratejileri var. Bu yazida bu stratejilerden bazilarim
ozellikle kolay Srneklerlerle siralamaya cahstim. Bu siralama gok da kesin (yani “matematiksel”) degil
ama saninim bir fikir veriyor. Yazidaki drnekler cesitli kaynaklardan toplanmug, folklorik denebilecek
problemler. Bir ekleme: Orneklerdeki ¢oziimlere hangi yollardan erigildigi, problemi ilk ¢ozenin ne
c_liigiinﬁp de bu yola bagvurdugu gibi sorulara burada yanit aramaymn. O ayn bir konu.

Indirgeme .

Problem adim adim irdelenerek ¢oziime ulasilir. Kolay bir rnek 3z + 5 = 8 denkleminin ¢6ziimiinde
goriiliir, adim adim giderek énce 3z =8 — 5 = 3 ve sonra da z = 3 /3 =1 bulunur. Ders kitaplarinda
¢ogu bu tir problemlere yer verilirse de aym diigiince gekli daha karmasik ve keyifli problemlerde de
cok ige yarar.

2 vezir, 3 kavuk

Padigah 2 vezirini ¢agirip, onlara biri ak ikisi kare 3 kavuk gosterip kara kavuklar
vezirlerin basina yerlegtirir. Iki vezir de kendi bagindaki kavugun rengini bilmez, an-
cak karsgisindakinin bagindaki kavugu goriir. Bagindaki kavugun rengini ilk bilen bagvezir
olacaktir. Ne olur?

Coziim: Vezirlerin daha akill olan gdyle diigiiniir: “Eger benim bagimda ak kavuk olsaydi, karsimdaki
aptal degil ya, bagka ak kavuk kalmadigimi anlayip bagindakinin kara oldugunu hemen séylerdi. Hig
bir sey sGylemedigine gore benim kavugum ak olamaz ”

Dikkat ederseniz, akill vezir ¢aktirmadan olmayana ergi yapiyor. “S$oyle olsaydi oyle olurdu; oyle
olunca da boyle olacakti. Ama bdyle olmadigim gérityorum (ya da, boyle olamayacagim biliyorum-
bunun adina da geligki deniyor-). O halde goyle degildir.” Bu sekildeki irdeleme zincirlerini giinliitk
hayatta bile kurariz ama “olmayana ergi” adim kullaninca nedense gogumuz panige kapilir.
Irdeleme zincirlerini agagidaki problemdeki gibi iyice uzatmak miimkiin:

40 ciftin oykiisii

Bir kéyde 40 kari-koca yasar. Koyun geleneklerine gore, bir erkek egini aldatinca kend:i
eginin digindaki tum kadinlar oluyr hemen ogrenirler. Ote yandan, eginin kendisini al-
dattigiman farkina varan kadin, onu ertesi sabah gines dogarken oldurmek zorundadur.
Bir gin koyiin papazi, vaazinda “Bu koyde karisimi aldatan bir koca oldugunu ogrendim”
der. Ashinda koyin tim erkekleri eglerini aldatmaktadir. Ne olur?

Co6ziim: Problemi once basitlegtirelim; kdyde sadece tek bir erkek esini egini aldatiyor olsun. Al-
datamn esi papazin vaazim duyunca “Bagkas) olsaydi bilmem gerekirdi.” diye diigiinerek aldatilanmn
kendi oldugunu hemen anlayacaktir. Simdi bir adim ilerleyip sadece iki erkegin aldattig: probleme
bakalim. Aldatilan eslere A ve B diyelim. Ik gin A, B 'nin, B ise A 'nin kocasiu &ldiirecegini
diigiiniir. Ancak ertesi sabah hig bir 6lim olmadigini goriince, iki kadin da aldatan koca sayisimn
birden fazla oldugunu, bu durumda da bilmedikleri erkegin kendi kocalan olmasi gerektigini anlarlar.
Irdelemeye devam edelim; sadece ii¢ aldatan kocanin oldugu problemde ilk iki giin herkes bekler, an-
cak liglincl giiniin sabal beklentileri gerceklesmeyen esler kendi kocalarimn da aldattigimn farkina
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Varirlar. Boyle devam edince 40 erkekli problemin giziimii de bulunur: ilk 40 giin hig bir sey olmaz,
ancak 41-inci sabah gunes dogarken kiyamet kopar, tiim kadinlar kocalarim oldiiriirler.

Bu son problemde irdeleme zinciri bayagi uzun, koydeki erkek kiyiminin 40-inc1 ginde mi 41-inci
giinde mi oldugunu karar vermek igin dikkatli bir sayma (ve dogru genelleme) gerekir. Iste burada
“matematik” bize yardime: olur. Tiimevanm bu tiir uzun irdelemeler i¢in bigilmis kaftandir.

Tam n erkegin egini aldattify E(n) problemini diisiinelim ve “ E(n) de ilk n giin hi¢ bir sey ol-
maz, (n +1). sabah giines dogmadan tim aldatilan kadinlar kocalarimy Gldirir” Gnermesine P(n)
diyelim. Yukarnida P(1) ’in dogru oldugunu gosterdik (tiimevarimin baglama adim). Simdi P(n)
onermesinin dogru oldugunu varsayalim (tiimevarnim varsayimi) ve (n 4 1) aldatan erkek problemine
bakalm. Her bir aldatilan kadin (kendi durumlarini bilmedigi i¢in) problemi “E(n)” sanip (tiimevarim
varsayimindan dolayi) bildigi aldatilan kadinlarin kocalarim (n + 1)-inci sabah oldirmelerini bekler.
Ancak o sabah bir sey olmadigim goriince kendi durumunun farkina varir (problem E(n) degilse esini
aldatan en az (n+ 1) erkek vardir, bilmedigi erkek de ancak kendi kocas olabilir) ve ertesi ((n+2)-nci)
sabah kocasimi oldiiriir. Bu son dedigimiz P(n + 1) 6nermesinin kanit1, yani tiimevarim tamamlanda.

Bu son kamtta matematigin bir bagka cilvesini de gérdiik. Bazi problemleri genellenmis hali, prob-
lemin kendisinden daha kolay olabilir; en azindan, genelleme, ¢oziim icin iyi bir yola yénelmemizi
saglar.
Déniigtiirme, Sekil Degistirme
Sekil degistirme matematikgilerin sik bagvurduklar bir oyundur; problemi evirip gevirsiniz, sorulan
seyi degil sorulmayani, daha dogrusu bulacagmizi kestirdiginiz geyi ararsimz. Sonunda bambagka bir
problem ¢ikar, onu ¢bzersiniz. (Siz ne sorarsamiz sorun, matematikgi kendi bildigini okuyacaktir!)
Ama bu son ¢ézdiigiiniiz ilk sorulam yanitlar.
Once indirgeme ile gozebilecegimiz kolay bir drnege bakalim:

Tenis turnuvas: (yenilen eleniyor)

100 tenisginin katudign bir turnuvada yenilen elenir. Her turda elenmeyip kalanlar ku-
rayla eglegir, eslemede tek kalan olursa bir sonraki tura geger. Son kalan sampiyon olur.
Turnuvada ka¢ mag yaprlmistir?

Coziim: Her turda yapilan mag sayisim, elenenleri ve kalanlan bir tabloda gosterelim:

Tur Mag sayis1 Elenen Kalan

1 50 50 50

2 25 25 25

3 12 12 13

4 6 6 7

5 3 3 4

6 2 2 2

7 1 1 Sampiyon

7 turda toplam 99 mag yapilmistir.
Tenis turnuvas: (iki kez yenilen eleniyor)

100 tenisginin katildigs bir turnuvada iki kez yenilen elenir. Her turda elenmeyip kalanlar
kurayla eglegir, eslemede tek kalan olursa bir sonraki tura gecer. Son kalan sampiyon

olur. Turnuvada kag mag yapilmagtir?

Coziim: Yukaridaki gibi bir tablo yapmaya cahgirsak ikinci turdan sonra isler kangir (ilk turda
yenilen bir tenisgi ikinci turda yenilmeyebilir), kimin ne zaman eleneceginin hesabim tutmak oldukca
zordur. Kag¢ mag yapildigina degil kag yenilgi alindigina (ashinda aym sey) bakarsak i kolaylasir.
Turnuva sonunda 99 tenisci elenecektir; her biri tam iki kez yenileceginden bu 198 yenilgi eder. ¥a
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sampiyon hig yenilmeden turnuvay: kazanr, toplam 198 yenilgi vardir, ya da gampiyoil tam bir mag
kaybetmistir, toplam 199 yenilgi alinmustir. Sonug olarak turnuva 198 veya 199 mag siirer.

Bu ikinci yontem “yenilen eleniyor” tiirii turnuva sorusunu da turlan siralamaya gerek birakmadan

gozer. Isi kanigtirmak igin tablo yapip turlan saymanin pek kolay iglemedigi tersine problemler de
uretebiliriz:

“Yenilen elenir” tiiri bir turnuvada tam 75 mag¢ yapumigtir. Turnuvaya kag tenisgi
katild1?

Vagonlara dagilma
3 vagonlu bir trene 20 yolcu biner. Yolcular 3 vagona kag dedigik sekilde dagilabilir?

Problem bu haliyle (pek gok matematik sorusunun ilk ortaya atildiklan zaman oldugu gibi) pek agik
degil, iki fa.r'kh yorum (yani iki farkhi problem) akla geliyor:

1. Yolcularwn kimligi vardir, yani kimin hangi vagonda oturdudu énemlidir.

Coziim: Soruya bir “dagilma” problemi yerine “segme” problemi olarak bakalim. Her yolcu 3
vagondan birini segecektir. 20 yolcunun yapabilecegi toplam se¢me sayis1 kagtir? Yamt 3x3x---x3 =
3%0 = 3486 784 401 olarak bulunur. (32° sayisi elde etmenin bagka bir yolu (a;, az, ..., @20) seklindeki
“segim 20-i” ’lerine bakmaktir. Burada a;, j-inci yolcunun sectigi vagon numarasi, yani 1, 2 veya 3
sayilarindan biri olacaktir. Bu tiir tam 32° tane 20-1i vardir.)

2. Yolcularin kimligi yoktur, yani sadece 1., 2. ve 8. vagondaki yolcu sayilar: énemlidir.

Coziim: Olay: degistirelim; once vagonlan ayiran duvarlan kaldirip (tren uzun bir tek salon haline
gelecektir), 20 yolcuyu tren boyunca tek sira oturtalim. Yolcularin kimligi 6nemli olmadigindan kimin
hangi sirada oturdugu farketmez. Simdi vagonlan ayiran 2 duvan (birinci-ikinci vagon arasindaki ile
ikinci-ligiincti arasindaki duvar) tek tek bu yolcularin en dniine, arasina veya en arkasina yerlestirelim.
Yolcular 3 vagona dagilmis oldular! Demek ki aradigimiz dagihm sayisi, “2 duvar kag degisik sekilde
yerlestirebiliriz?” sorusunun yamti ile aymdir. Bir adim daha gidelim: Yolculain yerine beyaz
tavla pullari, duvarlarin yerine de da siyah tavla pullan koyalm. Elimizde tek sira duran 22 pul
oldu; bunlarm ikisi siyah, yirmisi beyaz. Kag farkh dagiim vardir? Ya da, 22 puldan ikisini (siyah
olanlar) belirlemek istiyoruz, kag farkli segim yapabiliriz? Yamtin (222) = 231, yani 22 ’nin 2 ’li
kombinasyonlarinin sayisi oldugu kolayca goriiliiyor.

Vagonlara dagilma problemi hakkinda son bir nokta; problemin iki yorumu daha miimkiin, bunlarin
da ¢oziimiinii okurlara birakalim:

3. Yolcularn kimligi vardur ancak vagonlar numarals degildir; yani kimin kiminle oturdugu
onemlidir ama hangi vagonda oturduklar onemli degildir.

4. Yolcularmn kimligi yoktur ve vagonlar numaral dedildir, yani sadece 20 birbirinin
aym elemamn 3 kumeye kag farklh sekilde ayrilabilecedini arwyoruz.

Simetri

Problemde simetri ararsimz, bulursamz da simetriden ¢dziimii olugturursunuz. Sansimiz varsa yontem
igler. Tabii ki matematikgiler simetri deyince yalmzca geometrik anlamim diigiinmiiyorlar, simetri
aslinda bir tiir egleme. Nesneleri ikiger ikiser gruplayip bunlara “simetrik” diyorsunuz.

Para oyunu

Iki kigi ellerinde 50 bin lirahk madeni paralar bir dosya kafidinin tizerine sirayla, birer

birer ve oncekilere degmeden yerlegtirmeye cahgirlar. Parasini yerlegtirecek yer bula-
mayan oyunu kaybeder. Ne olur?
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CBziim: Oyunu ilk oynayan kazamr. Kazanmak igin parasim kogegenlerin kesim noktasina (daha
dogrusu, paranin merkezi kagidin merkezine denk gelecek sekilde) yerlestirir. Sonraki her hamlede ilk
oyuncu parasini, ikincinin son yerlegtirdigi paranin merkeze gore tam simetrigi olacak sekilde koyar.
O_.VUmm herhangi bir aninda ikinci oyuncu parasini koyacak yer bulabiliyorsa, bir sonraki hamlede
birinci oyuncu da o yerin simetrigini bog bulacaktir.

Carpan sayisi tek mi, gift mi?
Pozitif bir k tamsaypsinan garpan sayist tek midir, ¢ift midir?

Cdziim: Carpan ile, k 'y1 tam olarak bolen pozitif tamsayilar kastediyoruz, érnegin 6 'mn ¢arpanlar
1,2,3 ve 6 ’dir. 6 'mn 4 tane (yani ¢ift sayida) carpam vardir.

@, k 'mmn bir garpam ise, & = % da bir garpandir. Burada a ile & arasinda bir egleme (simetri)
sozkonusudur; her a igin verdigimiz bagintiyla belirlenen tek bir & vardir. Carpanlan ikiger ikiger
grupladik, o halde toplam ¢arpan sayisi ¢ift mi ? Burada biraz dikkat etmek gerekebilir; gercekten
carpanlan ikigerli gruplara ayirdik mi? q ile @ mn farkh iki say1 oldugundan emin miyiz? Bu iki
Sayimn aym olmasi, ancak @ = & = vk durumunda, yani (a tamsay: olacagindan) k bir tam kare ise
mumkiindiir. Sonunda problemi ¢6zdiik: Eger k bir tam kare ise, carpan sayisi tektir; k bir tam kare
degilse, carpan sayis: ifttir.

“Carpan” ile pozitif veya negatif tiim tamsayilarn kastediyor olsaydik (yine simetriden) problem da.h_a
da basitlesecekti. Bu kez su simetriyi kullanacaktik: Eger a bir ¢arpan ise, @ = — a sayisi da bir
carpandir.

Sayma
Olabilecek durumlarin sayisim bilmek problemin ¢oziimiinde 6nemli bir adim olabilir. Dikkat eder-
seniz asagidaki 6rneklerde bir sey saymarmz istenmiyor ama biz saydiklarimizdan bir anlam gikariyoruz.
Bu tiir sayma bir bakima “gekmece ilkesi” ’ni hatirlatiyor.

Boyali kagit oyunu

Kirmazi miirekkep dokilmiis bir kagida bakan Ali ve Ayse bir oyun icat ederler. Al
kagqidin kisa kenarindan kiigiik bir uzunluk  belirleyecek, Ayse de kagidin 1tizerinde
aralarindaki uzakhk belirlenen uzunluga egit olan ayni renkte iki nokta arayacaktir. Boyle
iki nokta bulursa oyunu Ayse, bulamazsa da Ali kazanacaktir. Oyunu kim kazanir?

Coziim: Ayse kagida kenarlan Ali 'nin belirledigi uzunlukta bir eskenar liggen ¢izer ve oyunu kazanir.
Nedenine gelince; kagit 2 renkli, liggenin ise (aralarindaki uzaklik belirlenene esit olan) 3 kosesi var.
O halde bu 3 kogeden en az ikisi ayn1 renk olmali.

52 sayl

Bana 1 ile 100 arasinda 52 tamsayr soyleyin. Bu sayilardan ikisi ayma ya da ikisinin fark:
3 ise ben kazamyorum, yoksa siz kazanwyorsunuz. Bu iyi bir oyun mu?

(C6ziim: Bu oyunu oynamamnizi 6nermem, hep ben kazamrim. Niye kazandigimi agiklayayim (kanitla-
yayim!). Once 1 ’den 103 ’e kadar tiim tamsayilar altalta yazarak bir liste hazirliyorum. (103 nereden
¢ikt: derseniz, birazdan gorecegiz.) Séylediginiz her z sayisi igin listemde z ve z + 3 tamsayilarinin
kargilarina birer carp: atiyorum. (z de z +3 de 1 ile 103 arasinda.) Simdi carpilan sayalim; 52 say1
sOylemistiniz, her biri igin (z ve =+ 3 ’e) iki carpi koydum. Toplam 104 ¢arp1 eder. Halbuki listemde
103 yer vardi, yamnda en azindan iki ¢arp: olan bir tamsay1 olmal... Bu da séyledikleriniz arasmda
birbirine egit ya da aralarindaki fark 3 olan bir ¢ift var demek.

Elmalar

Bu bilmecenin benzerini duymugsunuzdur. Bir sepet dolusu elma var. Bunlar tkiger
ikiger dagitinca 1, uger tger dagitinca 1, beger beger dagitinca 2, yediger yediser daditinca



Albert Erkip 19

2, onbirer onbirer dagitinca da 6 elma artiyor. Ahgilmig soru, “Sepet.te"ka.g_: elma var?”.
Biz bagka bir soru soracagiz: Verdifimiz problem gergekgi mi, yani ¢ozumu var mi?

Co6ziim: Sorunun bu yeni hali biraz sagirtic1 gelebilir, sepetteki elma sayisim bulabiliyorsak tabii ki
problem gergekgidir. (Verdigim problem gergekgi, sepette 457 veya 2767 veya 5077, - - - elma var. 457
¢Oziimiinii deneye yanila buldum; buna 2 x 3 x 5 x 7 x 11 = 2310 ’un katlarim ekleyince diger goziimler
de qikti.) Ama kendinizi bir problem kurucunun yerine koyun. Bu tiir bir problem uyduracaksinz,
¢Oziimii olsun istersiniz. Ya da bu tiir bir problemi ¢ézmek istiyorsunuz, problem gercekci degilse bog
yere neden ugragasimz. (Gergekgci olma konusunda bir érnek; ikiger ikiger dagitinca 1, dorder dérder
dagitinca 2 artan bir sepet bulamazsimiz. Elma sayis: hem tek hem de gift olur.)

Once problemden bir an igin biraz uzaklasacagiz. Bir z tamsayisinn k ile bolunmesinde artam T
le gésterelim ve K (z) = (x9, %3, Ts5, 27, 11) beglisini tammlayahm. Yani, K (z) beslisi z ’in sirasiyla
2,3,5,7 ve 11 ile boliindiigiinde kalanlan gosteriyor. Elma sorusu bu gosterimle K (=) =(1,1,2,2,6)
olan bir z tamsayis1 aramak demek. '

Simdi iki geye bakacagiz. Birincisi: Bu tiirden kag tane farkl besli vardir? zi, k ile boliniince kalan
oldugundan 0,1,...,k — 1 degerlerinden birini alabilir. Demek ki z2 igin olasi 2, z3 igin olasi 3, zs igin
olasi 5, z7 igin olasi 7 ve z1; igin de olas: 11 deger oldugundan begliler i¢in olabilecek 2x3x5x7x11 =
2310 farkh deger vardir. Yukandaki “52 say1” probleminde oldugu gibi, bu beglileri altalta siralayip bir
liste yapahm ve z = 1,2, ..., 2309, 2310 sayilan igin K (z) beglilerini bu listede igaretleyelim. Listedeki
besli sayisi ile isaret sayisi aym oldugundan iki durumdan biri gerceklesmelidir. Ya listedeki tiim
begliler isaretlenmistir; bu ise 6zel olarak (1,1,2,2,6) beslisinin isaretlendigini, yani aradigimz z
sayisimin var oldugunu séyler. Ya da listedeki bazi begliler isaretlenmemistir. Bu durumda listedeki
bir besli en az iki kere igaretlemis olacakt:. Matematik dilinde bu, 1 < y < z < 2310 seklinde iki y ve z
tamsayisinin 2, 3, 5,7 ve 11 ile bliindiiklerinde aym artam vermeleri , yani z —y tamsayisin 2, 3,5, 7
ve 11 ile ve dolayisiyla 2310 ile tam béliinmesi demektir. Bu son soyledigimiz ise 1 < z —y < 2309
esitsizliginden dolay: gerceklesemez. Toparlarsak, y # z igin K(y )# K(z) oldugunu, dolayisiyla da
listedeki tiim beglilerin isaretlenmis olacaklarm gosterdik.

Elma problemi aslinda sayilar teorisinde “Cin Kalan Teoremi” adli 6nemli bir teoremin 6zel halidir; bu
teorem a;,as,...,a, tamsayilan ile aralarinda asal py, ps, ..., pn sayilan verildiginde, her ¢ = 1,2...;n

igin £ = a; med p; kogulunu saglayan bir z tamsayisimin bulunabhilecegini soyler. Yukarida bu
teoremin kamitim1 elma sorusuna uyarladik.

YAZARLARA...

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar kadrosunda kabul etmektedir. Yayinlanacak yazilarin matematik ile ilgili
olmasi disinda herhangi bir kisitlama yok. Fikir vermesi agisindan su konulan siralayabiliriz:

Konu sunuslari; Matematiksel diigiincenin degisik alanlardaki uygulamalarim vurgulayabilecek yazlar; Yillardir ¢éziim
bekleyerek yeni ¢oziilmiig ya da heniiz ¢oziillmenmis iinlii problemlerin tamtimi; Matematige ilgi duyan 6grencilerin kendi-
lerini agmasina yardima olabilecek problemler; Matematiksel kavramlar tarihi ve matematikgilerle ilgili yazilar; Daha

saghkh bir miifredat programin olusturmaya yonelik inceleme, elestiri ve alternatif 6neriler; Matematik Diinyasindan
glincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi gibi biitiinliigii bozmayacak bazi degisikliklerle de yayinlanabilir. Simdilik
olanaklarimiz yazarlara telif iicreti 6demeye elverigli degildir. Bu nedenle anlayisla karsilanacagimizi umuyoruz. Génde-
rilecek yazilarin okunakli el yazisi ya da tercihen daktilo ile ya da PC 'de Latex programi yardimiyla, diizgiin ve tam

ciimlelerle, Tiirkge dilbilgisi kurallarina uyularak, iistiiste formiil yiginlarindan kagimlarak yazilmas, bes sayfay: gegecek
yazilarda bolme noktas: belirtilmesi rica olunur. Yazilar

Matematik Diinyasi, Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii, 07058-Antalya

adresine génderilecektir.




. BIR 8ss sorusy UZERINE NOTLAR
Fikri Godkdal

Akdeniz ﬁm‘versitesi, Matematik Boliimii,
07058-ANTALYA

Isidia: Bir ABC {iggeni ve [BC] 'min D ile
gosterilen bir i¢ noktas: verildiginde, A noktasinin
B, D, C noktalarma uzaklig), sirayla c, z, b ile; B
noktasimin D, C noktalarina uzakhigu, sirasiyla
™m, a ile ve D noktasinin C' noktasma uzakhig da
n ile gosterilmek iizere a, b, ¢, m, n, z arasinda,

‘ (*)

az® = mb? + ne? — mna

bagintisi vardir. (Bu bagint, Stewart bagintis:

olarak bilinir.)
A
h
C
X b
_.—I

B m D u H n-u C

Ispat. A noktasindan BC' dogrusuna indirilen
dikmenin aya H ile gsterildiginde; ABH, ADH
ve AHC dik uggenleri olugur. ¢ > b ve |DH| =u
kabul edilip Pisagor Teoremi uygulandiginda;

=(m+u)?+h2
z? = u? + b2
b2 = (n—u)? + h?
elde edilir. (1) ve (2) ’den,

(1)
(2)

-z = (m+u)? +u?
= (m+u—u)(m+u+u)
= m(m+2u)
ve buradan,

(4)

2 =c2—m? - 2mu
(2) ve (3) ’ten,
b2—$2 — (n_u)Z_u2
= (n—utu)(n—u—u)

= n(n-—2u)

3)

ve buradan da,
2 =42 —n? +2nu

(5)

(4) ve (5) 'ten,
nz? + mz? = n(c? —m? — 2mu)
+m(b? — n® + 2nu)
(m+n)z® = nc® —nm? - 2nmu
+mb? — mn? + 2mnu

(m+n)z* = mb®+nc? — mn(m +n)

()

az? = mb? + nc® — mna

bulunur. Bu bagmnti,

(i) b = c iken,
az? = mb?+ nb? —mna
az? ab® — mna
22 =b—mn (6)
bigimini,
(ii) b = z iken,
az?® = mz?+nc® —mna
(a-m)z? = nc® —mna
nr? = nc® —mna
2?2 =c*—ma (6)

hiimini alir.
(7 i)aé'lntlsx, 0SS'99 sinavinda sunulmug olan:

“ADC bir tiggen,
|AD|=9 em , |AB| = |AC| =6 cm.

Sekil 1

D B C

Yukardaki verilere gére, |DB||DC| garpiminin
sayisal degeri kactir?” sorusunun ¢éziimiinde kul-
lanulabilir.
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(7) bagntisindaki
daki karsihklar sirasiyla 6, 9 ve |DB||DC]|
Dolayisiyla,

z, ¢ ve ma 'min bu soru-
"dir.

$2 = cz—ma

62 92 — |DBJ|.|DC]|

ve buradan,
|DB|.|DC| = 45
bulunur.

Adlandirmalar aym kalmak iizere (x) bagintisi

Sekil 2

cemberden yararlamlarak elde edilebilir: Merkezi
A, yarigap1 b olan gember ile [BC] 'nin kesigim
noktasi E ile, B noktasindan gembere gizilen
tegetlerden birinin gembere degdigi nokta T ile
gosterildiginde, B noktasmm bu cembere gore
kuvveti,
|BT|? = |BE|.|BC|

ve BTA dik iiggeninde Pisagor Teoreminden

dolay1
|BT|? = ¢ — b*

’dir. O halde,
|BE|.|BC| = ¢ - b?

21

'dir. Diger taraftan AD dogrusunun Q?mberle
kesigim noktalan X ve Z ile gosterilmek uzere,

\DE|.|DC| = |DX|.|DZ| = (b—=)(b+ )

|DE||DC| = (¥ — %) (9)

bulunur |BE| = |BD| - |DE| =m —v, |BC|=a
yazilarak (8) 'den,

a(m—v)=c2—b2
ve (9 ) 'dan
v(a —m) = b* — z?
elde edilir.
alm—-v) = &2 -t
2 — b
m-v =
a
c2__b2
v = m-—
a
ma — c2 + b2
v — —_—
a

'dir. v ’nin bu degeri v(a—m) = b2 —2z? esitliginde
yerine yazildiginda,

(T_a_‘j’_*'bg)(a —m) =

(ma—c* +P)(a—m) =

b2 — 22 =

ab? — az’ =

ma(a —m) — ¢*(a — m) + b*(a — m) = ab® — az®

olur. m 4+ n = a oldugundan bu ifade,

man — c*n + b*n = ab?® — az>

bigimini alir. Buradan,

az? = ab® —nb? +nc? — mna

= (a—n)b?+ nc? — mna

2

az? = mb® + nc® — mna

(*)
elde edilir. Bagmtmn elde edilmesinde uygu-
lanan bu metot az dnce sozii edilen OSS sorusu-

nun ¢oziminde kullanilabilir:
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Sekil 2 °deki D ve E noktalan gakistiginda B nok- Sekil 4

tasimn ¢embere gore kuvveti,
|BD|.|BC| = ¢ — b?

olacagindan, séz konusu sorunun ¢éziimii ¢ = 9
ve b =6 icin

|BD|.|BC| = 9% — 62 =45
olarak elde edilir.
Sekil 3

Bu yaklagim, basit bir ¢éziimiin elde edilmesini
saglar: A merkezli ve 6 yangaph ¢emberin
AD dogrusu ile kesisim noktalar1 E ve F' ile
gosterilmek iizere, D noktasimin bu gembere gore
kuvveti yazilarak (Sekil 3),

|DB|.|DC| = |DE|.|DF)|
=(9-6)9+6)=315=45
bulunur.

Bir ikiz kenar ticgende, tepeden tabana indirilen
dikmenin ayag: (olan nokta) tabamin orta nok-
tasidir. Sézii edilen soru bu bilgi kullamlarak da
¢ozilebilir:

ABC ikizkenar ii¢gen ve |[AB| = |AC| = 6
oldugundan, A ’dan BC kenarina indirilen dik-
menin ayag1 olan H noktasi [BC] 'nin orta nok-
tasidur.

A
h
9
6 1 6
D a-2uB u H u C

|AH| = h ve |BH| = |HC| = u kabul edilip
ADH ve ABH iicgenlerine Pisagor Teoremi
uygulandiginda,

(a—u)®+h*=81, u’+hr*>=36
bulunur. Taraf tarafa gikarma ile,

[(a —u)? + A% — [u® + h?] =81 — 36
(a—u)?—u?=45
(a—u—u)(a—u+tu)=45
(a — 2u)a = 45 = |DB|.|DC| = 45

elde edilir.

A
Yine, s6z konusu sorunun ¢oziimii, BAC agismin
Olglisiine gore basitlegtirilebilir:

N
1. BAC= 60° alnabilir. Bu durumda ABC
liggeni eskenar liggen ve bu liggenin herhangi bir
yiiksekligi 3v/3 olacagindan |[DB| = m kabul
edilerek;

81 = (34 m)? + (3v/3)2
36 =232+ (3V3)? =
45 = (3+m)® — 3% = m(m + 6) = |DB|.|DC|
elde edilir.

A
2. BAC=0° ahnabilir. Bu durumda B=C =
H olur ve ADH dik iiggeninden |DB|.|DC| =
|DH|? = 92 — 62 = 45 bulunur.
A
3. BAC=90° ve |DB| = m alinarak,
(m+3v2)? + (3v2)? =81
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(3v2)? + (3v2)? = 36
'dan, taraf tarafa ¢ikarma ile,
m(m + 6v2) = 45

bulunur.

(*) bagintis1 ve dolayisiyla s6z konusu problemin

¢6zimi vektorlerin i 1¢ carpimindan yararlamlarak
elde edilebilir.

Baslangig noktalan 1 ayni olan @ ve b gibi iki vektor
arasindaki ag1 (@, b) ile gosterilmek i tizere, bu iki
vektoriin (6klidiyen ) i¢ carpimu,

a5 = |lalllb] cos(a,)
(

ile za.mrr;lamr |IZ]| : £ vektSriiniin uzunlugunu
gosterir.
Sekil 5
c
x h
D m B n C
Sekil 5 ’ten,
AB = AD+DB
(AB)* = (AD+ DB)?
(AB)? = AD?+24D.DB+ DB?
ve yine aym gekilden,
AB = AC+CB
(AB)? = (AC+CB)?
(A];f = AC?2+24C.CB+CB?

bulunur. Kargiliklar yazilarak,
22 = ¢® — 2emcos B + m?
22 =b% — 2bncosC +n?;

buradan birinci egitlik n,
carpilip taraf tarafa toplanarak,

ikinci egitlik m ile

23

nz? + ma? = nc? — 2emn cos B + nm? + mb?
—2bmn cos C + mn?,
(n +m)z? = nc? + mb? — 2mn(ccos B + beos C)

+nm(m +n) ,

az? = mb? + nc? — 2mna + nma

az? = mb? + nc? — mna )
bulunur.
Sekil 6
A
h
c
b b
._[
D B E C
Sekil 6 *da |AB| = |AC|,
DB .DC= (DE — BE).(DE + EC)
= (DE)* - (BE)?,
|DE| = ccos B ve |BE| = bcos C *dir:
(DE)? — (BE)? = ¢3(1 —sin® B) — b?(1 —sin® C)

=c? —b%sin® C — Zsin® B = ¢ - b2
Degerler, yerlerine yazildiginda sorunun cevabi,
DB.DC = ||DB||.|| DC|| cos0
=c2 - =92-62=45

bulunur.
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GEOMETRI VE TRIGONOMETRININ CEBIRDE BAZI UYGULAMALARI (1)

Diba Yilmaz-Ali Cevahir
Akdeniz Koleji Fen Lisesi, ANTALYA

Giris

"Koordinatlar metodu" ad: ile bilinen metodun geometride bir devrim yarattigi ve bunun sonucu olarak
“Analitik Geometri” denilen bir matematik dahnmn nasil gelistigi iyi bilinmektedir. Analiz ve cebir
yOntemlerinin geometride nasil uygulanabileceginin somut kaniti olan analitik geometri, klasik geometrinin
Pek gok sorulsuna daha kisa ve agik ¢oziimler bulmaktadir. Dogal olarak soyle bir soru ortaya konulabilir:
“AC*_‘ba’ sirf geometrik yontemler kullanarak cebir ve analizin bazi problemlerini ¢6zmek miimkiin miidiir?
Yani, analiz geometride kullanildig1 gibi, geometri de analizde (ve cebirde) kullanilabilir mi?”

Once bu soruya "evet" cevabini veren iki klasik 6rnek gosterelim.

Birinci 6rnek, “Aritmetik-Geometrik Ortalamalar Egitsizligi” adi ile bilinen /ab < : ;b esitsizligidir.
Faz‘la ayrintiya gerek gérmeden , S
sekilden |AD|=a, |DC|=b olmak iizere,
a+b
|OB = 5 Ve | BD|=+ab oldugu ve
IBD| < |OB| saglandig, kolayca goriilebilir. C
A = ~
O D
ik.inciklasikdmek,l+—1—+l+L+---=l 1
2 4 8 16 4

esitliginin geometrik ispatidir. Birim karenin
alani, onun yarisinin, sonra yarisinun, ...
alanlan toplamina esittir. (Sekile bakimz.)

N | —

N

0| —

Bu ¢aliymada biz, cebir ve analizin bazi problemlerini geometri ve trigonometrinin ydntemlerini uygulayarak
¢6zmenin miimkiin oldufunu géstermek istedik. Bunu da vurgulayalim ki, baz: cebir problemlerini direkt
cebirsel yontemlerle ¢6zmeye kalkismak isi oldukga zorlastirabilir. Oysa geometrik (trigonometrik) yéntem
kullanilarak séz konusu problem g¢ok daha kisa bir yolla ¢bzilebilir. Buna $mek olarak, asagidaki iki
problemi gosterebiliriz. (Coziimler daha sonra verilecektir.)

Problem 1. [0,1] aralifinda alinan her x, y, z ve t igin
x(1-0 + y(1-x) + z(1-y) + t(1-z) <2

oldugunu kanitlaymniz.

Problem 2. 13 tane reel sayi verildiginde, bunlardan a ve b gibi oyle iki tanesi bulunabilir ki,

-b
O<a

<2- \/?T esitsizligi saglanr, ispatlayiniz.
1+ab
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1. Geometrik Yéntemlerin Bazi Cebir Problemlerine Uygulanmasi

Ik uygulamamiz: tamsayilarda ¢oziilen denklemlere (diyofant denklemlere) yapalim:

PP+ = 2q? denklemini tamsayilar kiimesinde ¢ozelim. Diyofant denklemleri ile ugraganlar "direkt" ¢6ziim
yolu aramanin ne kadar zor oldugunu iyi bilirler.

Bu problemin gok giizel bir geometrik goziim yolu vardir. Once denklemin her iki yanmni q° ile bolerek

2 2
(ﬂ] +(-C) =2 bigimine ve buradan da Loy, ==Y
q q q q

diyerek  x* + y* =2 bigimine indirgiyoruz. Boylece, x* + y’ =2 denklemini rasyonel sayilar kiimesinde
¢ozmeliyiz. Simdi, bu denklemi cozmek, x* + ¥ =2 cemberi iizerindeki tiim rasyonel koordinatli (x,y)
noktalarim bulmak demek oluyor. Bu tiir noktalardan birini alalim. Omegin, (-1, -1) noktasm. Eger bu

noktadan ve gember iizerindeki bagka bir "rasyonel" (x, y) noktasindan dogru gegirirsek, bu dogrunun egimi
+1

l=i—+—l bir rasyonel sayi olur. Bunun tersi'de dogrudur: (-1, -1) noktasindan gegen ve egimi t # -1 - bir

rasyonel say1 olan her bir dogru bu gemberi bagka bir (x, y) - "rasyonel noktasi"nda kesecektir. Buna inanmak

igin (-1, -1) den gegen ve egimi t # -1 olan dogrunun y=t(x+1)-1 denklemini gember denkleminde gozoniine
alalim: :

Xt (x+1)-12=2 , (1+) x> -2t(1-t) x+ (22t -1)=0 .

Bu x ‘e gore bir ikinci dereceden denklemdir. Onun koklerinden birisi (-1) ‘dir. Vieta Teoremini kullanarak
ikinci kokii buluyoruz:

=P +2t+1 e e e
X=———, y=t(x+1) -1 denise y 'yi buluyoruz. y = —
" +1 3 " +1
Boylece, her rasyonel t # —1 sayisi igin x* + y* = 2 gemberi iizerinde bir (%, y) "rasyonel noktas1" bulduk.
m I
Burada t =— koyarsak ve x= 2, y =— olduBunu da gdzoniine alirsak, ilk dnce verilen p + r* = 2q°
n q q
denkleminin tam sayilarda ¢6ziimlerini buluruz:

2, 2
p=—m2+2mn+nz, g=m"+n’, r=m2+2mn—n2

a+b

Ikinci uygulamamiz, vab < esitsizliginin bir bagka, ¢ok ilging (ve basit) ispatina aittir. a>b > 0

olsun. Kenar uzunluklari a ve b olan dikdortgen alalim.

E

:
A agisinin aglortayini gizelim ve bu agiortayla :
DC dogrusunun kesigimine E diyelim. B' b F |
|[BFI=b ve |DE|=a oldugu agiktir. Sekilden de C
agikca goriildigii gibi, ABCD dikdortgeninin alani,
ABF ve AED iiggenlerinin alanlarinin toplamindan b
biiyiik olamaz: :

Al D

a-bs—b2+%a2 = ab<
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a yerine \/; , b yerine J; yazarsak, buradan J; < “2' Y elde edilir.

Simdi de geometrik yontemler kullanarak 2 saymnin aritmetik ortalamasimin onlarin karesel ortalamasmdan
a® +b?
2

biyuk olamayacaguni, yani %ﬁs esitsizligini kanitlayalm. a=b igin esitlik oldugundan a> b

oldugunu varsayabiliriz.

Taban uzunluklari a ve b olan b C _xb N
ABCD yamugunu gizelim. LM/ AD B/~ 7
dogrusunu, ABCD ‘nin alam yariya 4
béliinecek bigimde gizelim. [LM]=x X 1
diyelim ve x 'i bulalm. M noktasmdan L i
NP // BA gegirelim. LBCM yamugunun 4
yuksekligine h, .ve ALMD 'nin yitksekligine i
de h, dersek, alaplarmn esitliginden: /

(vs]

/
P
h_b+x_h atx kb _a+x I e e
1 =h, - —+ olur. a
2 2 h, b+x

olur. Bu ikisinden,

CNM ve PMD iiggenlerinin benzerliginden ise, 1= X~

, a-x

2,42

a+x x-b a“ +b

= = a’-x"=x'-p = x=\f olur.
b+x a-x 2

Ote yandan b < a oldugu i¢in alanlarmn esitliginden, LM dogrusunun BC ye degil, AD ye daha yakin
oldugunusdyleyebiliriz. Yani, LM pargasi AD pargasi ile yamugun orta tabani arasinda bulunmalidir:

2, ;2
a+L’7< a +b
2 2

Cok ilging ozellikleri ile matematikgileri yiiz yillardir hayrete salan Fibonacci dizilerinin bir ¢ok ozelligi
geometrik olarak yorumlanabilir. Klasik Fibonacci dizisi soyle tanimlaniyor:

<a.

U=w=1, wy=uw+u, U=u3+u,.., Uy = U, + Uy g, -...
(Dizinin bastan ilk terimleri 1,1,2,3,5,8,13,.., tiir.)
Fibonacci dizisinin iyi bilinen 6zelliklerinden birisi de §dyledir: Hern > 1 i¢in,
wltuy +.tul=u, -u

n+l

Bunun cebirsel ispatinin yanisira, basit geometrik ispati da vardur:

1 2 1 2 \
32
22
8° f Up
52
)
— ~~ A — J
Un-1 Un
— — ),
Un+q

L——
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Sekilden de anlagilacag izere karelerin alanlari toplami dikdértgenin alanina esittir, yani ,

2 42,2 2 ;
u +u, +u, totu, =u, -u,, ‘dir.

Bu bélumil giriste verdigimiz birinci eitsizligin

geometrik ispati ile bitirelim . 1x1 karesi alalim

ve kenarlarini x, 1-x, y, 1-y, z, 1-z, t, 1+

uzunlukta pargalara bslelim. Tarali ggenlerin

alanlar1 toplam karenin alanindan bilyiik olamayacagindan,

! 1 1 1
—x(1- — - — (1= i .
2X( t)+2y(l x)+2z(1 y)+2t(1 z2)<1

ve buradan,  x(1-t) + y(1-x) + z(1-y) + t(1-z) <2 olur.

Bunu da belirtelim ki, esitsizligin saginda 2 'den daha kiigiik say1 almak miimkiin degildir. Cinkii x=2z=0
vey=r=] koyarsak, 2=2 elde edilir. S6z konusu esitsizligin bu kadar basit geometrik ispat1 olmasina karsin,
cebirsel ispat1 hig de kolay degildir.

MATEMATIKSEL OZDEYiSLER

Cayley, Arthur (1821-1895): “Her seyde oldugu gibi, bir matematiksel kuramda da guzellik
kavranabilir, ancak agiklanamaz.”

Churchman, C. W. : “Entellektiiel kapasitemizin Olglist, daha iyi ve giderek daha da iyi
problemlere verdigimiz yanitlarla kendimizi daha az ve giderek daha da az mutlu hissetme
kapasitemizdir.”

Darwin, Charles (1809-1882): “Her bir kegif, bigimsel olarak, matematikseldir; ¢tinkii elimizde
bagka hig bir yol gésterici yoktur.”

Dehn, Max (1878-1952): “Matematik, tumiyle dogmatik olmayan bir bigimde sunulabilen biricik
yapisal aragtir.”

De Morgan, Augustus (1806-1871): (Yasi soruldugunda) “x* yilinda x yasinda idim.”

Descartes, René (1596-1650): “C6zduddm her problem, daha sonra diger problemlerin
¢bziimine yardimci olan bir kurala dénugtd.”

Descartes, René (1596-1650): “lyi bir belleje sahip olmak yeterii degildir. Burada énemli olan
sey onu iyi kullanmaktir.

Descartes, René (1596-1650): “Benim igin her sey matematije dénigar.”

Doyle, Arthur Conan (1859-1930): “Ofanaksizi elediginizde geriye kalan Sey, olabilir olmasa
bile, gergek olmalidir.”

Einstein, Albert (1879-1955): “Her sey olabildigince basit olmalidir, ama daha da basit degil.”

Einstein, Albert (1879-1955): “Matematikgilerin gérecelik kuramini istilasindan sonra kendim
bile onu taniyamaz duruma geldim.”

Einstein, Albert (1879-1955): “Sadduyu 18 yasina gelene kadar elde edilen 6nyargilarin
toplamudir.”

Einstein, Albert (1879-1955): “Gergekten biyik ve esin dolu her sey, 6zgurlik icinde calisan
kigilerce yaratilir.”

Erdds, Paul: “Bir matematikgi, kahveyi teoreme dénustiiren kigidir.”
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PROBLEMLER VE COZUMLERI

‘{yan:. Dergimize aligtirma problemlerinin cO-
Z_l}n_1_ler1ni degil, yalmzca yarisma problemlerinin
(;f)zum]erini yollaymmiz.  Coziimleri gonderirken
litfen gu noktalara dikkat ediniz:

-Her sorunun ¢éziimiinii ayn bir kagida okunakl
ve anlagilir bir bigimde yazinz.

-Kagl_d{n sag ist kogesine adimz, soyadimz,
adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve sifinizi
yazinz.

-Q_('i_z_iin_]_.leri, Akdeniz ﬁuiversitesi, Matematik
Bolimii, 07058-ANTALYA adresine 31 Aralk
1999 tarihine kadar gonderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERi

A.196. n € N olmak uzere, 2" ve 5™ sayilarmin
onluk say sisteminde yazihglarindaki ilk rakam-

larinin aym oldugu bilinmektedir. Bu rakami bu-
lunuz.

A.197. ap,as,
saglamaktadir:

<y @, ... dizisi agagadaki kosullarn

ay; =0,|az| = laz + 1}, las| = |ag + | —

lan| = lan—1 +1|,...,
Bu durumda, 2(a;+az+...+an) > -n oldugunu
gosteriniz.
A.198. limp—oo(@ny1 —an) = 0 oldugu halde
wraksak olan bir simrh dizi var midir?

A.199. f:(1,00) — R siirekli bir fonksiyon olup
her 2,y > 1 i¢in f(zy) = zf(y) + yf(z) esitligini
saglamaktadir. f fonksiyonunu bulunuz.

A.200. ABC bir egkenar liggen ve P, bu eskenar
uggenin diizleminde bulunan herhangi bir nokta
ise, |PA| + | PC| > |PB| oldugunu ispatlaymz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y.196. m ve n 'nin (5 + 3v2)™ = (3 + 5v/2)"
esitligini saglayan degerlerini bulunuz. -

Y.197. Katsayilar tamsayilar olan bir P(z) poli-
nomu, belli bir n tamsaysi i¢in P(—n) < P(n) <
n esitsizliklerini saghyor. P(—n) < —n olacagim

kanitlayiniz.

Y.198. Her biri tiglincli dereceden ve reel kat-
sayih P(z),Q(z) ve R(z) polinomlarinin her z €
R igin
P(z) < Q(z) < R(z)

esitsizliklerini sagladifimm varsayahm. Bununla
beraber, P(z¢) = R(zo) saglanacak bigimde bir
zo sayisimin varhgini kabul edelim. Bu takdirde,
her z € R igin

Q(z) = &(P(x)) + (1 — a) R(z)

esitligi saglanacak bicimde bir « € [0, 1] sabitinin
varhigini kanitlayiniz.

Y.199. Her reel ay, ag, ..., a, sayilan igin

>

1,5=1

ai;a; >0
i+ji—17

oldugunu kanitlayimiz.

Y.200. Bir E diizlemi ile bu diizlemin iginde bir
A noktas) ve diginda bir B noktas1 veriliyor. E
diizlemi i¢inde oyle bir C' noktas1 bulunuz ki,

|AB| + |AC]
|BC|

maksimum olsun.

COZUMLER

A.186. Bir konveks dortgenin koseleri, bu
dortgeni, alanlan tamsayillar olan dért tane
uggene bolmiistiir.  S6z konusu dért sayinin
carpimuinin bir tam kare oldugunu gosteriniz.

Coziim.
B
I
n
o)
AM C
D




Problemler ve Céziimleri

Uggenlerin alanlarina m,n,p ve g diyelim (gekile
bakimiz). AOB ve COB tggenlerinden, 2 = %
ldwiy eeiri 15 . _|A0
oldugu gorulur. Benzer gekilde, ‘3 = *ﬁ*'
Boylece,
m

P
® g AP SRRE] = (np)®

oluyor ki, bu da mnpq carpimimn bir tam kare
oldugunu gésteriyor.

A187. 22—z 41234150 esitsizliginin
her z € R igin saglandifim kamtlayimz.

G6ziim. (1) z < 0 oldugunda (—z%) > 0,
(=2%) > 0 olur ve esitsizlik saglanir.

(2) 0 <z <1 olsun. Esitsizligin sol tarafim
yeniden diizenlersek,

z# +2%(1-2%)+ (1-2%) >0

olur.

(3) z > 1 olsun. Esitsizligin sol tarafim uygun

sekilde diizenlersek,
(2% - 1) 4+ 23 -1)+1>0

olur.
A.188. Bir simftaki 6grencilerden a; tanesi ders
yihi icindeki sinavlardan en az bir tane 2 almgtir.
Ogrencilerden a; tanesi en az iki tane 2, ..., ag
tanesi en az k tane 2 almigtir ve k 'dan fazla sayida

2 alan dgrenci yoktur. Simftaki 6grencilerin aldig
2 ’lerin sayisim1 bulunuz.

Coziim. Venn semas: cizilerek diigtniiliirse,

smifin toplam 2 sayisinin

(a1 — ag) +2(az — a3) + 3(az — aq) + ...
+(k—1)(ak—1 —ax) tk.ax = a1+az+...+ak

oldugu goriilebilir.

A.189. Fibonacci dizisi denilen dizi goyle

tammmlamyor: a; = ag = 1 ve her £k > 1 igin

Qg4+2 = Ok41 + k- Bu dizinin ajgp00 ve a7qo

terimlerinin en biiyiik ortak bolenini bulunuz.

Coéziim. ao = 0 diyelim ve once Fibonacci
dizisinin baz1 énemli 6zelliklerini kamtlayalim.

(a) Her k> 0,1 > 1 igin

A+ = Akay—1 + k4104
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esgitligi saglanir.

Bu, k 'ya gore tiimevarim uygulanarak ispat-
lanabilir. k& = O igin egitlik agiktir. k =1 igin
ise aj41 = aj— + a; esitligi elde edilir ki, bu da
dogru esitliktir.

Simdi, yukaridaki esitligin bir k ve k — 1 igin
saglandigin1 varsayalim. Bu takdirde,

k1 + Ak41-1
akai—1 + ak4101 + ak_10;-1 + aka;
= ai_1(ak + ak—1) + ar(ar41 +ax)

Q4141

= @a-10k+1 + QGk42

(b) Her n ve k icin akn, ak ile boliniir. Bu
ozellik, (a) sikkindaki 6zellik kullamlarak, ispat-
lanabilir.

(c) Fibonacci dizisinin herhangi iki komsu te-
rimi aralarinda asal sayilardir.

Gergekten, bir ax ve axyq ’'in ortak boleni ! # 1
olsaydi, ax_1 = ak4+1 — ax esitliginden [ ’nin ax_;
’i de boldiigini; ax—p = ax — ar—; esitliginden
l 'nin ar_s ’yi de boldigiini ve benzerlerini
sOyleyebiliriz. Sonugta, [,-1 ’i de bolmelidir.

Simdi, problemin ¢6ziimiine dénelim. (a) ozel-
ligine gore,

Q1000 = Qa770Q229 + Gr771Q230 -

a1000 Ve az7o 'in ortak boleni r ise, yukaridaki
esitlikten ve (c) 'deki 6zellikden, ag3p 'un da r ’ye
boliinecegini soyleyebiliriz. Ote yandan,

ar70 = @gg9o A79 + Ge91a80

esitlifine bakarsak, (b) sikkindaki 6zellige gore,
agoo Sayisl aszp 'a bolineceginden r ‘ye de

boliinecektir ve buna gore de agy sayis1 da r ile
bolinmelidir.

Buradan az40 ' 7 ’ye boliinecegini sdyleyebiliriz.
Simdi,

G240 = A230a9 + @231Q10
esitligine bakarsak, ajp sayiIsin r ’ye
boliinecegini soyleyebiliriz.
(")te yanda.n, (b) ’ye gére, Q1000 V€ arro, Q19 ile
boliintir. Demek ki, ajp = 95 Sayisl ajpoo ve a770
’in OBEB ’idir.
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_N_ OT: Ispat etmek mumkiindiir ki, her m,n € N
I¢In (am, an) = Q(m,n) "dir.

A.190. O, 4, B, C, D noktalan uzayda (R?)
farkh noktalar olmak tizere,

A A A A
AOB:BOC:C‘OD:-DOA:')' (v dar ag)

. A A
veriliyor AOC + BOD ’nin en kiiciik ve en bityiik
degerlerini bulunusz.

Coziim. O noktas baslangic olmak iizere
OA,0B,0C, 0D 'nin birim vektorleri a, b, ¢, d ol-
sun. Bu durumda i¢ ¢arpimdan,

ab=bc=cd=da= cos 7y

(1)

ve buradan (a — ¢)(b — d) = 0 elde edilir. (1)
denklemi a = ¢ veya b = d iken veya a — ¢ vektorii
— d vektoriine dik iken saglamr. Eger a = ¢

. A

1se, O, A, C dogrusal ve AOC= 0, b = d ise,
A

O, B, D dogrusal ve BOD—= 0 olur. Bu agilarin

o i A A

ikisi ayn1 zamanda sifir olursa, AOC + BOD ’'nmn
minimum degeri elde edilir. a—-c ile b—d birbirine
dik iken de, birim vektorlerden

(a+c)(e—c)=(a+c)(b—d) =0

(b+d)(b d)=(b+d)(a—c)=0

yazilabilir. Bu, a + ¢ ve b+ d 'nin a — ¢ ve b—d
'ye dik olmasi, dolaysiyla da, a + c ile b+ d ’nin
dogrusal olmasi demektir. O halde,

(a+c)(b+d) = la + c||b +d|
'dir. Bu kullanilarak

A A
4cosy = 2\/(1 + cos AOB)(1 + cos BOD)

A A
AOB BOD
cos ,

2 2

= 4cos

A A
maksimum i¢in AOB=BOD olmas1 gerekir:
2arccos(2cosy — 1) olur.

Y.186. Ikiser ikiser birbirine dik olan Oz, Oy,
Oz 1smlan bir E dizlemini A, B, C nokta-
larinda kesiyorlar. Olusan OABC piramidinin
tum ayntlarinin uzunluklan toplam m ise, bu pi-
ramidin hacminin maksimum degeri nedir?

Problemler ve Coziimleri

Coziim. OA = a, OB = b, OC = c olsun;
AC? = a2+ 2, BC? = b2+ 2, AB? = a2 + 12
oldugundan

m=a+b+c+VaZ+c2+ b2+ c?++/a? + b2

olur. V = °T"’c 'nin maksimum degerini bulmak
istiyoruz. A.0. — G.O. esitsizliginden,

a+b+c>3vabc ve b +c? > 2bc
ve bunlar yardimyla,

m > 3vabc + V2bc + v2ac + V2ab

elde edilir. Ikinci yanda son iig terime 4.0.—G.O.
esitsizligi uygulanarak,

m > 3(1 + v2)Vabe

m > 3(1+ v2) V6V
3
ve dolaysiyla, Vipar = %Jﬂ bulunur. (Bu

a = b = c iken gergeklesir.)

(Cozenler: Murat Ak (Antalya), Alper Cay (Kay-
seri), Mehmet Erhan Unal (Isparta), Ali Civril
(Isparta)).

Y.187 Bir komisyon 40 kez topland.. Komisyo-
nun her toplantisinda 10 iiye hazir bulundu ve
ayrica, komisyon iyelerinden herhangi bir ikili
distiniildiifiinde, bu ikili, toplantdarda en fazla
1 kez hazir bulundu. Komisyon Uyelerin say1simin
60 'tan fazla oldugunu gésteriniz.

Coziim. Her toplantida 10 kisi ve dolayisiyla,
() = 45 ikili bulunmustur. Her ikili, en faz-
la bir toplantida bulunabileceginden ve toplanti
sayist 40 oldugundan, komisyon iiyelerinden
olugturulabilir ikililer sayis1 45.40 = 1800 'den
az olmayacaktir.  Oysa, 60 (veya daha az)
kigiden olugturulabilir ikililer sayis: (D) = 0
sayisindan ve dolayisiyla, 1800 ’den az olacaktur.
(%> < 1800 olduguna dikkat edin.)

(Cozenler: Mehmet Erhan Unal (Isparta), Murat
Ak (Antalya), Mustafa Sabri Kihg (Ankara)).

Y.188. a ve b aralarinda asal dogal sayilar olsun.
Eger a+b ve a? + b2 sayilarim 1 ’den biiyiik ortak
boleni varsa, bunun 2 oldugunu gésteriniz.

Coziim. d sayisi a + b ve a2 + b2 sayllarimn bir
ortak boleni ise, d sayisi (a+b)2 - (a? + b?) = 2ab
sayisinin da ortak bélenidir. Oyleyse, d sayisi,

2a% = 2a(a + b) — 2ab ve 2b? = 2b(a -1 b) — 2ab




Problemler ve Coziimleri

Sgyllarmm da ortak béleni olmalidir. Ote yandan,
a* ve b? aralarinda asal olduklarindan, d sayis: 2
'nin boleni olmahdir.

(Cozenler: Mustafa Sabri Kilig (Ankara), Alper
Cay (Kayseri), Murat Ak (Antalya), Mehmet Er-
han Unal (Isparta), Ali Civril (Isparta)).

Y.189 a, b ve c negatif olmayan herhangi sayilar
olmak tzere,
a* + b* + ¢t — 2(a?b? + b2 + c?a?)
+a?bec + b2ac+ c2ab > 0
esitsizliginin saglandigin gosteriniz.

Cobzum. Esitsizligin sol tarafina f(a,b,c) diye-
lim. Baz hesaplamalardan sonra f(a,b,c) 'yi su
bigimde yazabiliriz:
f(a,b,c)

= (a+b+c)[abc— (a+b—c)(b+c—a))(c+a—b)].
(a+b—c),(b+c—a) ve (c+a—b) sayilan iginde
en fazla bir tanesi negatif olabilir (¢iinkii, 6rnegin,
a+b—c<0veb+c—a <0 olursa, taraf tarafa
toplamakla 2b < 0 elde ederiz). Simdi, eger bu
sayilardan, sadece, bir tanesi negatif ise, onlarin
carpimu < 0 olacaktir ve bu takdirde f (a,b,c) 20
olacag aciktir. Eger soz konusu sayilarin higbirisi
de negatif degilse, bu takdirde

a?b22 > [a2 — (b—c)2).[p? — (a—0)?].[* — (a—b)?]
=(b+c—a)*(a+c—b*(b+a— c)?

esitsizliginin her iki yamndan karekok alarak

abe > (b+c—a)(a+c—b)(b+a—c) = f(a,b,c) >0

elde ederiz. (Cozenler: Murat Ak (Antalya),

Alper Cay (Kayseri)).

Y.190. I1,T2, ", Tm V€ Y1,Y2, " Yn sayilari
oyle secilmigler ki, z; + 2 + -+, vey +
ya+---+uUn toplamlar birbirine egitler ve

S=x;+z2+ - +IZm=y1t+v2t T
sayisl igin § < m.n egitsizligi saglanmaktadir.
Ispat ediniz ki,

g +ze - FTm =y ty2t ot Un

esitliginde bir kag sayiy1, esitlik korunacak
bigimde silmek miimkiindir.

Coéziim. S = 1+22+ - AT =1 +Y2+-+Un
says1 2 'den az olamaz. (Aksi durumda, S <m.n

sartindan 1 < 1.1 geligkisi qkar.) T = oW oS
2, 2 < S < 3 durumunda problemin hiikmat kos
layca kontrol edilebilir. §imdi, m+n = k diyelim
ve k > 4 icin problemi, k ’ya gore  tiimevarim
uygulayarak ¢ozelim. Genelligi bozmadan, z; =
max;_y, %i, Y1 = Max;_j;¥j Ve T1 < y; olsun.
(z; = y durumunda esitligin her iki yaminda
bu iki sayiy1 sileriz ve problem ¢oziilmis olur).
T+ To+ -+ Tm =1 +Yy2+ -+ Un esitligini

(Il_'yl)+z?.+"'+$m=y2+"'+yn (*)

bi¢iminde yazalim. =1 —¥1 = :c’l dersek, esitligin
her iki yaninda toplam m +n —1= k — 1 terim
olacaktir. Tiimevarim adimni uygulayabilmemiz
icin 8’ = ya+- - -+¥yn toplam m.(n—1) sayisindan
kiigiik olmahdir. y; = max,_7;¥; oldugundan
y1 > S/n 'dir ve dolayisiyla,

' _ o P
S'=8S-yn<S - S.

ol —m(n-1)= 95 <m(n—1)

< mmn.

Boylece, tiimevarim varsayumna gore, (x) 'da
bazi terimleri sildikten sonra esitligi korumak
mimkiindiir. Oyleyse, 1 + T2 + - + Tm =
y1 4+ y2 + -~ + yn esitliginde de baz1 terim-
leri sildikten sonra esitligin korunmasim saglamak
miimkiindiir. (Cégenler: Murat Ak (Antalya)).

MATEMATIKSEL OZDEYISLER

Galilei, Galileo (1564-1642): “Olgiilebilir
olan seyi olg, olmayam da olgulebilir kil.”

Galton, Francis (1822-19111): “Olanak
buldugunuzda olciiniiz.”
Gauss, Karl Friedrich (1777-

1855): “Miknatis demiri gektigi gibi kuram da
uygulamay ceker.”

Hadamard, Jacques: “Gergel bolgede iki
gergek arasindaki en kisa yol karmasik bolgeden
geger.”

Halmos, Paul R.: “Yalmzca okumaymiz;
onunla savasimz! Kendi sorulammzi sorunusz,
kendi kamitlarimzi kegfediniz. Acaba varsayimlar
gerekli mi? Acaba tersi dogru mu? Klasik Gzel
durumda acaba neler oluyor? Dejenere durum-
larda neler var? Varsayimlar kamt icinde nere-
lerde kullaniliyor?”
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TESEKKURLER

uyoruz. Tiirk Matematlk
1998 ve 1999 willar igin
lda da, var olan
yapmaya caligtr.
gecikmeler ya da

Elinizdeki bu sayiyla dergimizin 8. cildinin son sayisina ulagmig ol
Dernegi 'nin bir yayim olan Matematik Diinyasi dergisinin yayiminl
yiklenen Akdeniz Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Bolimi, bu y1
kisith olanaklarn icerisinde elinden gelebildigi kadariyla iyi bir bigimde bu gorevini
Bu gorev sirasinda, istemeden de olsa, yapmig oldugu tiim yanhshklar, eksiklikler,
diizensizlikler icin siz okurlanmizdan oziir dileriz.

Dergimizin hazirlamiginda katkida bulunan tiim yazarlanimiza, dizgisine emek verenlere, derginin ile-
tisim isleriyle ilgilenenlere, derginin ¢ikigini yapanlara, grafiklerini cizenlere, derginin yayginlagmasi
konusunda ugrasanlara, siirdiiriim igleriyle ilgilenenlere, basilmig dergilerin siirdiiriimciilerimize yol-
lanmasina yardimei olanlara goniil borcumuz vardir. Bu tir gorevlerde bulunan ve ada gore abecesel
olarak asafida siralanan tiim arkadaglarimiza, boliim galganlarimiza, aragtirma gorevlilerimize siz-

lerin oniinde bir kez daha tegekkir ediyoruz:

Demet Cezan Fuat Yenigerioglu Melih Eryigit
Muhammet Celik Mutlu Giiloglu Miimin Can
Nesrin Tutag Ozlem Yilmazhan Sevda Sezer
Simten Bayrak¢i  Sinem Sezer Zeynep Giiveng

Ayrica yazms oldugu yazilarla gergek anlamda dergimizi besleyen Istanbul Universitesi Matematik
Boliimiinden Prof. Dr. Nurettin Ergun ’a da en igten dileklerimizle cok ozel tegekkiirlerimizi
yolluyoruz.

2000 yihnda da Matematik Diinyasi 'min cikartilmasi gorevini, Akdeniz Universitesi Matematik
Boliimii, son kez olmak kosuluyla, {istlenmis bulunmaktadir. Bir yil sonra bu gorevi birakmak iste-
memizdeki temel nedenler, giderek azalan 6gretim eleman sayimiz ve olagan gorevlerimizi yapmakta
kargilagtigumiz giigliiklerdir. Oniimiizdeki yil dergimize abone olmay dileyen okurlarimiz, abonelik ile
ilgili bilgileri 1. sayfamizda bulabilirler. Ocak /2000 ayindan baglayarak mektupla, telefonla, faksla ya
da e-posta adresimizi kullanarak internet iizerinden boliimiimiize bagvurarak aboneliginizi yinelemek

konusunda bizlerle iletisime gegebilirsiniz.

Dergimiz olarak, 6niimiizdeki y1l da yeniden yambagimizda olmamz ve giizellikler dolu yeni ve umutlu
bir yil dileklerimizle hogga kaliniz...

Antalya, Aralik/1999

MATEMATIK DUNYASI YAZI KURULU
Akdeniz Universitesi, Matematik Bolimii, 07058-ANTALYA
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