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MATEMATIK DUNYASINDAN...

Ikibin yihnin ilk sayisiyla yeniden karsimzda ol-
maktan mutluyuz. Yeni bir binyilin baglangici ol-
masinin yaninda, 2000 yil,

Diinya Matematik Yih

olarak ilan edilmig bulunuyor. Zaman koordinat-
larinda onyl, yiizy1l ya da binyil baglar, belki
de soyle bir durup gegmisi ve iginde bulunulan
donemi degerlendirerek gelecegin amaglarimi be-
lirlemek igin igaretleniyor.

Yeni binyillin baginda, uluslararas: iin kazanmig
baz1 matematik dergileri, yiizyl once ya-
yinladiklar1 baz1 yazilanim yeniden yayinhyor ve
okuyucularinin dikkatine sunuyor. Bu yazlar,
matematik dinyasinda meydana gelen gelismelere
151k tutuyor ve ayrica matematigin akip giden
zaman iginde daima temiz, duru ve giizel kalan
degerlerden biri oldugu belgeleniyor.

Matematik Diinyasi dergisinin de nice onyillar,
yuzyillar, ... boyu yasamasi dilegimizi yinele-
yerek Antalya’dan sizlere sicak sevgilerimizi yol-
luyoruz...
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AH SU COKGENLER!...

Cagni 6zga§lar
Akdeniz Koleji Fen Lisesi, ANTALYA

Giris. Klasik dizlem geometrisinin ilging konu-
larindan biri gokgenler (uggenler, dortgenler,
...vs.)  konusudur.  Cokgenler ile ilgili say
kullanilmayan, hesap yapilmayan problemler
dugtinulmustir ve digtiniliektedir. Genelde
“liggen problemi” sozkonusu oldugunda akla gelen
ilk seyler uggenin alani, yiikseklikleri, agiortaylar
ve kenarortaylar, i¢ ve dig teget gemberin
yarigapl,... vs. gibi kavramlar oluyor. An-
cak lggen ve bagka cokgenlerle ilgili olup da,
yukandaki kavramlarin kullamlmadig bir siiri
gok ilging problem mevcuttur. Iste, bu yazimizda
bu tip problemlerin bazilarin inceleyecegiz.

Ilk problemimiz bir konveks cokgeni tggenlere
bolmekle ilgili.

Problem-1:
veks

n > 3 olmak tzere, bir kon-
n—gen verilsin. n—genin iginde m
tane nokta isaretlensin.  n-genin koselerinin
ve igaretlenmis noktalarin olusturdugu n + m
tane noktamin herhangi iginin dogrusal ol-
madigini digiinelim. n—geni, kenarlar1 birbiriyle
kesigmeyen ve koseleri sozkounusu n + m nokta
iizerinde bulunan iicgenlere bélelim. Ornegin
5-gen iginde 2 tane nokta igaretlenmigse, 5-
genin ucgenlere “ayrigim”lartidan -ki bunlar gok
fazladir- ikisi gekildeki gibidir:

Dikkat edilirse, her iki sekilde de 7 tane tiggen
oldugu gozlenebilir. Acaba bu bir rastlant: midir,
yoksa liggenler sayisi ayrisinlardan bafimsiz ve
yalmzca n ile in’ye bagiml: bir sabit midir?
Son soyledigimiz bu sorunun yanitidir ve ¢éziimii
oldukga ilgingtir.

Uggenleri goyle sayalim: Tim tggenlerin

icagtlarinin toplamini bulalim ve bu sayiyi 180 ’e
bolelim! Kolayca anlagilacagi Uzere; iiggenlerin
icacilar1 toplami, n—genin igagilar1 toplam ile
(yani (n — 2) - 180 ile) rn - 360 sayisimin (giinki
n—genin igindeki mn noktadan herbiri, iizerinden
ne kadar dogru gegerse gegsin, 360° ’lik bir ag
olugturur) toplamma esittir. Oyleyse, herhangi
bir ayrigimdaki tggenler sayisi,

(n—2)-180+ m - 360
180

= 2m+n-2=2(m—1)+n

formiiliiyle bulunabilir.  Bu genel formiilden
goriildiigii gibi, liggenler sayisinin tek veya cift ol-
masl, m sayisindan bagimsizdir ve m ne olursa ol-
sun; konveks ¢okgenin koge sayisi gift ise iiggenler
sayisi da ift; koge sayisi tek sayi ise tggenler
sayisi da tek say1 olur. -

Yukaridaki yonterni kullanarak, bir gokgeni
ticgenlere degil, dortgenlere (konveks olmalar
gerekmez) bolebilir misiniz? (Bu durumda n ’nin
¢ift olmasi gerekecektir.)

Simdi, bir konveks gokgenin lggenlere ayrisimi
konusundaki ikinci problemimize gegelim:

Problem-2: Bir konveks 6-gen, sekildeki gibi
siyah ve beyaz iiggenlere boliinmiigtiir, soyle ki:

(a) Herhangi iki tiggenin ya ortak kenari vardir
(ki boyle iiggenlerin rengi farkhdir); ya ortak
kogesi vardir; ya da hig bir ortak noktas: yoktur.

(b) Altigenin her kenar bir siyah iiggenin ke-
naridir.

Ispat ediniz ki; 10-geni, 1999-geni, 2000-
geni yukaridaki kosullari saglayan iiggenlere
bolemeyiz.

Bunu ispat etmek igin siyah ve beyaz iiggenlerin
kenar sayilariyla, verilen gokgenin kenar sayisi
arasindaki bagintiyy veren bir formil bulalim.
Siyah liggenler sayis1 n, beyaz iiggenler sayis1 k
ve ¢okgenin kenar sayisi m olursa, gekilden de
anlagilacagi lizere,

3-n=3-k+m
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formiili gegerlidir. Yani, gokgenin kenar sayisl
olan m, 3 ’e béliinmezse, bu kosullar: saglamak
mumkiin degildir. Buradan goriildiigii gibi, m =
10,1999, 2000 olamaz.

Ugiincli  problemimiz diizlem geometrisinin
tanimsiz terimleri ve dortgenlerle ilgili. Bu prob-
lemde, kogeleri verilmis 4k tane noktada bulunan
k tane dortgen gizmekle ugrasacagz.

Problem-3: Diizlem iizerinde, herhangi ugi
dogrusal olmayan 4000 tane nokta verilsin.
Kogeleri bu noktalardan olusan ve birbiriyle
kesismeyen 1000 tane dortgenin gizilebilecegini
kanitlayimz. (Dortgenlerin konveks olmas gerek-
mez.)

Problemi ¢ozmek icin, biitin noktalar ikiger
ikiger alarak, onlardan dogrular gegirelim (toplam
(40200) tane dogru). Verilen 4000 noktay: kap-
sayan bir dairenin diginda, sozkonusu dogrulardan
higbirinin tzerinde bulunmayan bir O noktas:

alalim.

O ’dan gegen her dogru tzerinde en faz-
la bir tane isaretlenmis nokta bulunacaktir.
O’dan gegen bir 151m saat yoninde dondirerek,
isaretlenmis noktalar1 birer birer “sol” tarafa
birakiyoruz. Sol tarafta 4 nokta elde edildigi
anda, koseleri bu noktalarda olan bir dortgen
ciziyoruz. Daha sonra ikinci dortliyii “sol” tarafa
birakarak ikinci dortgeni ¢iziyoruz ve bu sekilde
devam ediyoruz. (Dortgenlerin konveks olmasi
gerekmedigini unutmayalim.)

Son problemimiz ise bir kag gokgenle, bir bagka
gokgeni ortmek konusu ile ilgili:

Problem-4: Kagittan kesilerek yapilmig 15
tane ¢okgen, masay1 tam ortecek bigimde masa
tizerine yerlegtirilmigtir. (Cokgenler masa digina
tagabilirler ve birbirlerinin iizerini kapatabilirler.)
Ispat edelim ki, ¢okgenlerden oyle 7 ’sini almak
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mumkiindir ki, geriye kalanlar masanin en az

’lik kismini kapatmig olsun.

Bunun igin gokgenleri rasgele numaralayalim.
k (= 1,2,3,...,15) numarali gokgenin altinda
kalan ve bagka gokgenlerle ortillmeyen masa
pargasinn alanina Sy diyelim. (Bazi k ’lar icin
Sk = 0 olabilir.) Masanin alanina S denirse,

S1+ S+ S3+..+S5=8

olur. Sk ’lar iginde en kiigiik olan 7 tanesini
alirsak, geriye kalanlarin toplami > % - S
olacaktir. Dolayisiyla, geriye kalan cokgenler

masanin en az % lik kismini ortmug olacaktir.

Sonuncu problemi gdyle de ifade edebiliriz: Bir
agagta n tane yaprak olsun. Agacin altindaki
golgenin alanina S diyelim. Yapraklardan oyle
k, (k < n) tanesini almak mimkiindir ki, geriye
kalan yapraklar, alani en az 2;—" S=(1- :‘T) - S
olan bir bolgeyi golgelendirmis olsun.

Tesekkirler: Bu calismanin gergeklegsmesindeki
katkilarindan dolayr Dog. Dr. Ilham Aliyev
’e (Akdeniz Universitesi) icten tegekkiirlerimi
sunarim.
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AGIK FONKSIYONLAR HAKKINDA

Nurettin Ergun
Istanbul Universitesi, Matematik Bolimii,
ISTANBUL

Bu yaz1, bagtan belirtmeli, vektor uzayi, metrik
uzay, topolojik vektor uzayr ve Banach uza-
y1 denilen kavramlar1 biraz olsun bilenler igin
yazilmigtir ve bu konularda ilging bir iki sonucu
onlarin dikkatlerine sunmay1 amaglamaktadr.
Ulkemizdeki tuniversitelerin Matematik Boliumle-
rinin 6gretim iiye ve yardimecilar arasinda bu
derginin okuru olanlara yoneliktir oncelikle bu
yaz1, ama anilan kavramlar biraz olsun tanimg ve
kavrama istegiyle okuyan okurlarin da bu yazidan
yararlanabilmeleri i¢in yazi1 boyunca belirli olgide
agiklayici olunmaya gahgilacaktir. O halde daha
bastan bu yazinin okurlarinin, ornegin, bir d
metrigi ile donatilmig bir X metrik uzayinda
bostan farkh herhangi bir A kiimesi igin, z € A
ile d(z, A) = 0 iddialarinin egdeger olduklarm ve
dolayisiyla su gok yalin ve yararh
ACSy(Ae)={zeX : d(z,A)<e}

kapsamasimi kolayca gozleyebildiklerini varsa-
yiyoruz; A elbette A 'ni kapanig kiimesini
gostermektedir.  Yine okurlanimizin, azalarak
sifira yakinsayan bir {e, }3%, pozitif gergel sayilar
dizisi yardimiyla, boyle bir metrik uzayda, her
n € N igin d(zn,zn41) < €n gercekleyen bir
{2}, dizisinin, bir Cauchy dizisi oldugunu zor-
lanmadan gozleyebileceklerini varsayiyoruz. Ote
yandan bir topolojik vektor uzayi, bilindigi
gibi, vektor uzayindaki iki temel cebirsel iglemi,
yani toplama ve skalerle garpim iglemlerini surekli
kilacak bir topolojiyle donatilmig ozel bir vektor
uzayina denir ve yine iyi bilindigi gibi bir vektor
uzayinin elemanlarina ise vektor denir. O halde
toplama igleminin siirekliligi nedeniyle bir X
topolojik vektor uzaymmin zo ve yo vektorleri ne
olursa olsun z( + yo toplam vektoriinin herhangi
bir G komsulugu, bu vektérlerin sirasiyla uy-
gun birer Uy, ve V,, komsuluguna ait vektor
giftlerinin toplamlarim ihtiva eder, kisacasi z €
Uz, ve y € V,, vektorleri ne olursa olsun = +
y € G gergeklesir, kisa yaziligla Uz, + Vy, C G
gecerli olur. Skalerle ¢arpim iglemi, o gergel ya
da karmagik sayisi ile z vektorinun olusturdugu

ikiliye az isareti ile gosterilen vektoru eglegtirir
ve bu iglemin bir (ao, o) ikilisinde siirekli ol-
mas1, bilindigi gibi apzo vektorinin herhangi
bir U komsulugu alindiginda aq gergel ya da
karmagik sayisinin R ya da C tizerinde tamimh
topolojik uzaydaki uygun bir komgulugundaki
tim o skalerleri ile zo vektoriiniin uygun bir
Uz, komsulugundaki tim =z vektorlerinin oz
carpimlarmin @z € U gergeklemesi demektir.
Yine iyi bilindigi gibi sabit bir zo vektorii ile
oteleme (tim z € X vektorlerine hgo(z) =
z + zo vektoriinii eglestiren fonksiyon) ve sabit
ve sifirdan farkli bir g skaleri ile carpma (tim
z € X vektorlerine agz vektoriini eglegtirme) X
topolojik vektor uzayindan kendisine tanimlanan
birer topolojik egyapi fonksiyonu (homeomor-
fizma) olduklar ve dolayisiyla i¢ ve kapanig gibi
topolojik iglemleri koruduklan igin (biliyorsunuz
h bir topolojik esyap1 fonksiyonu ise gergekten

ic h(A) = h(ig A) ve h(A) = h(A)

gerceklesir) sonugta, X topolojik vektor uzayinda
yine ¢ok yalin ve yararh

iQ(a:o+A) = z9 +1ig A, :L‘()+A=Io+z
ve benzer nedenlerle
@A = apd, ig(apA) = aplig A)

ve ozellikle zo vektoru yerine —zo vektoru

alinirsa,

ig(A — zo) = (igA) — 2o

bagintilarinin gegerli oldugu anlasilir, cunki
ornegin zg + A kiimesi, yukarnda tanimlanan
hgy(A) gorinti kimesinden bagka bir sey
degildir. Bir vektor uzayinda A ve B altkiimeleri
ne olursa olsun A + B igareti ile

{z+y:2€Aye B}

kiimesinin gosterildigini amimsatalim. A — B
kiimesi de benzer bigcimde tanimlanir ve elbette
a skaleri ne olursa olsun aA kimesi de

{az : ¢ € A}
'dir. Bir X topolojik vektor uzayinda daima
A+BCA+YB, A-BCA-B

kapsamalar1 gegerlidir. Bunlar toplama ve (her =
ve y vektor ikilisine ¢ — y = z + (—y) vektorunu
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eglestiren) gikarma iglemlerinin surekli olugunun
kolay sonuglaridir; peki gikarma iglemi neden
sureklidir?

Bu yaz1 ug sonucun kamitlandigl i¢ boluimden
olugmaktadir.

Birinci Sonug

9imdi bu yazidaki ana amaca, Fonksiyonel Analiz
in oncisi ve biiyiik ustasi Polonyal Stefan Ba-
nach ’in en olaganisti sonuglarindan birisi olan
Agik Fonksiyon Teoreminin (bak. ikinci
bolim) Gzgin ve ilk kamtindaki nedenlemenin
bir bakima topolojik kdkeni sayilabilecek temel
ve bagimsiz bir onermeyi kamitlayarak girelim.
Dolayisiyla bu bolimde salt metrik uzaylarla
ilgilenecegiz. Bir X kiimesi iizerinde tammh
bir d metriginin belirledigi topolojik uzayda, iyi
bilindigi gibi, bir z € X noktasinin yerel taban
uyeleri

Sa(z,¢) ={y € X :d(y,z) < ¢}

agik yuvarlandir, kisacasi ancak ve yalniz uygun
bir 0 < € sayesinde Sy(z,6) C G gergekleyen
bir G agik kimesi r € X noktasim ihtiva
edebilir ve d metriginin belirledigi metrik uzay
kisaca (X,d) igareti ile gosterilir. Bu metrik
uzayda Sy(A,e) = {z € X : d(z,4) < ¢}
kiimesinin, d(z, A) = inf{d(z,a) : a € A} tamim
kullanilarak U{Sq4(a,e) : aeA} birlesimine esit
oldugunu gozlemek gig degildir. Bilindigi gibi
tim Cauchy dizilerinin yakinsakligimin giivence
altinda oldugu ozel bir metrik uzaya tam metrik
uzay denir. (X,d) ve (Y,p) metrik uzaylan
arasinda tamml bir f : (X,d) = (Y,p) fonksi-
yonu ancak ve yalniz, 0 < ¢ verildiginde

30> 0 ,f(Sa(=,9)) € S,(f(z),¢)

kosulu gerceklenirse z € X noktasinda
sureklidir denir; bu tanunda sozii edilen po-
zitif § sayis1 genellikle hem ¢ ve hem de z ‘e
baghdir.  Yeri gelmisken sunlan ammsatalim:
e verildiginde bu § sayisim siirekliligin ince-
lendigi = elemanmma bagh olmaksizin belirleye-
biliyorsak, kisacas1 ayni bir d, , tiim z € X ele-
manlarinin siireklilik taniminda, yukanda yazil
f(Sa(z,8:)) C S,(f(x),e) kapsamasinda kul-
lanilabiliyorsa, ya da egdeger bir yazigla, eger
bir z, y cifti icin d(z,y) < & gerceklenmesi
p(f(z), f(y)) < e gerektiriyorsa, iste bu ozel

durumda f fonksiyonuna bu iki metrik uzay
arasinda duzgin surekli fonksiyon denir,
yalmizca ¢ tarafindan belirlenen d, pozitif sayisina
ise € 'nun belirledigi duzgun sureklilik sabiti
denir.  Ornegin f(z) = 1 fonksiyonu (0,1)
araligindan (0,00) araligina tamml ve sirekli
bir fonksiyondur, ama diizgin surekli degildir,
ginki ¢ = 0,1 icin hig bir § pozitif sayisi
duzgun sireklilik sabiti gorevini goremeyecektir;
gercekten & verildiginde 0 < ¢’ < min{4, §}
gergekleyen pozitif ¢’ yardimiyla tanimlanan
T = T' ve y = % gergel sayilan icin d Oklit
metrigini gostermek lzere d(z,y) = |z — y| =
% < & < §olur, ama 2 < § = |f(z) -
f(y)| nedeniyle apagiktir ki |f(z) — f(y)| < 0,1
gerceklenmemektedir. Diizgiin sureklilik kavrami
ozellikle ikinci bolimde kullamlacaktir. $imdi
ana onermemizi gorelim. Ama once animsatahm:
Tamimlandig1 uzayda her noktada siirekli ola-
bilen bir fonksiyona stirekli fonksiyon denir.

Ana Onerme: (X,d) tam bir metrik uzay ve
f :(X,d) = (Y, p) fonksiyonu siirekli olsun. Bu
takdirde agagidaki iki kosul egdegerdir:

(1) Ve > 0,36, > 0,Vz € X igin
S, (f(2),8:) C F(Sa(=,€))

(2) Ve >0.,36; >0 ,Vz € X igin
Ss(f(z),68;) C f(Sa(z,€))

Kamtlama: Bir kiime kapanisi tarafindan kap-
sandigl igin (2) kosulu gergekleniyorsa, 4, olarak
é; alarak (1) kogulunun gergeklendigini gézlemek
kolaydir.  §imdi tersine f fonksiyonunun (1)
kosulunu gergekledigini varsayahm ve (2) ’nin
gergeklendiini gostermeye galigalim. Herhangi
bir z € X ve 0 < £ alinsmn ve tiim kamitlama
boyunca bunlar sabit tutulsun. (1) kogulu ne-
deniyle

Ve € X igin S,(f(2),d) C f(Sa(z,€)) (3)

gergeklenecek bigimde bir pozitif §, vardir. Simdi
once her n dogal sayisi igin €, = s Yazip bu
€n sayllarina kargilik (3) kosulunu gergekleyen ve
var olan pozitif sayilan 47, isareti ile gosterirsek,
bunlar yardimiyla

. 1
6n = min{dy, —}



pozitif sayilarini tanimlarsak, 6, < & nedeniyle,
(3) kullanilarak

Vn € N,Vz € X igin

Sp(f(z)lén) c f(Sd(di,En))

elde edilir. Bundan sonra artik amacimiz

()

Vz € X icin S,(f(z),d1) C f(Sa(z,¢))
gergeklendigini gostermek olacaktir. Bu son id-
diay1 kanitlamak igin Banach ’in Agik Fonksiyon
Teoremindeki 6zgiin kamtlamasinda yararlandi-
g1 dahiyane yontemini kullanacagiz. (Boylelikle
dahiyane bir yontemi kullanarak yeni seylerin
kanitlanabildigini 6grenmisg olacagz.)

Once gelisigiizel bir y € S,(f(z),6;) elemam
segelim ve gerekli olacag) igin z yerine tiim
kanitlama boyunca zy yazalim. (3’) kosulu ne-
deniyle

Y € Sp(f(20),61) C f(Sa(zo,€1))

gegerli oldugundan, y € Y noktasimn her agik yu-
van f(Sq(z,,€1)) gorintii kiimesiyle bostan farkl
olarak kesigmek zorundadir, bu nedenle

Sp(y,62) N f(Sa(zo,€1)) (#0)

kesigim kiimesinde en az bir eleman vardir;
kisacas1 Sq(zo, €1) yuvarina ait en az bir elemanin,
ornegin belirli ve segilmig bir z; € Sa(zo,€1)
elemaninin f(z;) gorintisi bu kesisimde bu-
lunur. Bu y6ntemi ardarda yineleyip, timevarim
yardimiyla X uzayinda 6yle bir {z,}2, dizisi
tamimlayacagiz ki

Vn € N igin

(4)

gergeklesecektir. Gergekten de biraz dnce segilen
z; € X elemaninin

d(xn—laxn) < €n, P(f(wn):y) < 5n+1

d(zo,z1) <e; ve p(f(z1),y) < ds

gergeklendigi apaciktir ve sozii edilen dizinin

(4) kosulunu gergekleyen 0, Z1, ..., & terimleri
tanimlanmig oldugunda (3') yardimiyla

Sp(f("’n)x‘snﬂ) - f(Sd(zna5n+1))

ve p(y, f(l'n)) < Jn+l

Nurettin Ergun

gegerli olan bilgilerini ve herhangi bir metrik
uzaydaki temel A C S4(A,d) kapsamasini kulla-
narak

Y € Sp(f(2n),0n41) C f(Sa(zn,ent1))
g Sp(f(Sd(zn,€n+1))a 6n+1)
= J{Ss(2,8n41) : 2 € £(Sa(n, €n41)))

bulunur. Bu ise y elemaninmn son birlesime
katilan d,4; yarigaph yuvarlardan en az birisine
ait olmasim gerektirir. Demek ki oyle belirli bir
Tnt1 € Sd(2n,€n+1) vardir ki y elemam f(zn41)
iIn 6,41 yarigapli yuvarindadir, kisacasi hem
d(zn, Zn+1) < €n41 Ve hem de p(y, f(zat1)) <
On+1 gegerlidir. O halde gergekten timevarimla
(4) iddialarinin dogrulugu gosterilmis olur. Oysa

1
<dpy1 £ —

Vn € Nigin p(y, f(2n)) ——]

nedeniyle, kolayca (Y, p) metrik uzayinda y =
lim, o0 f(zn) bulunur. Ustelik lim,_e06n =
0 ve her n € N igin d(zn,2p-1) < €n
oldugundan, yine zorlanmadan, {z,, }32, dizisinin
(X,d) metrik uzayinda bir Cauchy dizisi oldugu
gozlenir ve bu uzay bir tam metrik uzay oldugu
igin, bu dizi uygun bir ¢ € X limitine
yakinsamak zorunda kalacagindan hem d(¢, zp) =
limy, o d(2n, 2o) ve hem de f siirekli fonksiyon
oldugu igin y = limp00 f(zn) = f(€) bulunur.
Oysa

d(zo,20) < d(zaoy, 2x) < > e
k=1 k=1

[ee]

€ €

= 212n+1 =3
n=

gegerli olacagindan d(¢,z¢) < 5 <€ yani € €
Sa(zo,€) ve dolayisiyla y = f(£) € f(Sa(zo,¢€))
bulunur. y elemanim nereden aldigimizi ve zg =
z yazildigim ammsayarak, tiim bunlarin sonunda
gercekten

Vz € X igin S,(f(x),01) C f(Sa(z,e))

gergeklendigini anlanz. Demek ki f siirekli
fonksiyonu (1) kosulunu gergeklerse, (2) kosulu-
nu gergeklemektedir, ¢inki (2) kogulunda
varhgl aranan 47 olarak 4; ’in, alinabilecegi
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kamtlanmigtir. Kisacasi tam bir metrik uzayda
tanimh ve siirekli f fonksiyonu igin (1) ve (2)
kosullari egdegerdir.

Sonug: X ve Y birer topolojik uzay (bir metrik
ile donatilmig olmalar1 gerekmez) ve g fonksiyonu
X uzayindan Y uzayna tamimh olsun. Bilindigi
gibi X uzayindaki tim agqik kiimelerin g fonksi-
yonu altindaki gériintii kiimeleri Y uzayinda birer
agik kiime ise, ancak bu kogul gergeklendiginde g
fonksiyonuna agik bir fonksiyon denir. filz)=
z® fonksiyonu (ve genel olarak p(z) = g2+
bigimindeki 6zel polinomlar) R! uzayindan ken-
disine tammlanmg (siirekli ve) agik fonksiyon-
dur. Yukanidaki ana onermede inceledigimiz ve
(1) kosulunu gergekleyen siirekli f fonksiyonu acik
bir fonksiyondur. Gergekten G C X altkiimesi,
onermede sozii edilen (X, d) tam metrik uzayinda
agik ise, f(G) gorinti kiimesi (Y,p) metrik
uzayinda agiktir, ¢iinkii herhangi z € G igin
Sa(z,€) C G gergeklenecek bigimde bir pozitif ¢ =
€z vardir ve bu sayiya karsihk (1) = (2) kogulu
nedeniyle S,(f(z),d:.) C f(Si(z,€)) C F(G)
gergeklenir, yani f(G) kiimesi her elemaninn
p metrifinde uygun bir agik yuvarim kapsadig
i¢in agik bir kiime olur; gergekten herhangi bir
metrik uzayda bir A altkiimesi her bir z € A
elemaninin uygun bir d§, yarigaph agik yuvarini
kapsiyorsa, kolayca

A=U{S(z,d;):z € A}

gergeklenir (nasil?) ve bir takim agik yuvarlarin
birlesimi olan A kiimesi agik bir kiime olur.

Ikinci Sonug

Simdi yeniden topolojik vektor uzaylariyla
ugragmaya donelim. Bu ikinci boliimiin ana
sonucu Banach ’in iinli A¢ik Fonksiyon Teo-
remi olacaktir hi¢ kugkusuz. X, topolojisi bir d
metrigi tarafindan belirlenen bir topolojik vektor
uzay1 olsun. Bu uzayda herhangi bir 0 < ¢ igin,
cabuk bicimde

X = G n-Sd(B,E)

n=1

gegerli oldugunu gézleyelim; dikkat X uzayindaki
sifir vektoriinii, R ya da C cisminde 0 igareti
ile gosterilen sifir skalerinden ayirdetmek igin
0 isareti ile gosteriyoruz. Gergekten herhangi
bir z € X vektori alindiinda {2}2, vektor

dizisi 6 vektoriine yakinsadigi icin, uygun bir
ng € N yardimyla (her) n > n, igin £ ¢
Sa(0,€) ve sonugta = € n - Sy(f,e) gegerli ola-
caktir. Eger boyle bir topolojik vektor uzayinda,
ustelik toplama iglemi diizgiin siirekli oluyorsa, bu
takdirde bu o6zel topolojik vektor uzayina lineer
metrik uzay denir. O halde lineer metrik uzay-
larda, 0 < € verildiginde, bu pozitif sayiya karsilik
gelen oyle bir d, diizgiin sireklilik sabiti vardir ki,
z ve y vektorleri ne olursa olsun

(5)

gergeklenir, ¢linki (z,y) ikilisinin carpim uzayin-
da, 4. tarafindan belirlenen Sy(z,d:) x Sa(y,d¢)
komsulugunun toplama fonksiyonu altindaki
goriintiisii (5) bagntisinda sol yandaki kiimeden
bagka bir sey degildir. Bu son bagintida y = 6
alinip

Sa(z,6¢) + Sa(y,de) C Sa(z +y,¢)

T+ Sd(e,(s;) c Sd(:n, 55) + Sa(8, de)

nedeniyle yalin ama gok yararli

2+ 5a4(0,6:) C Sa(z,e) (VzeX)  (6)
kapsamasi ve bu kez de y = —z alinarak
Su(z,8:) C 2+ 54(6,6:) (YzeX) (6)

kapsamasi elde edilir.

Bu bolimin 6nemli bir bagka kavrami seyrek
kime ’dir; bir topolojik uzayda ancak ve yalniz
ic A = 0 gergekleyen bir A altkiimesine seyrek
kiime denir. R! uzayinda Z tamsayilar kiimesi
ve { : n € N} kiimesi tipik seyrek kiime
ornekleridir, ama bu uzayda sayilabilir elemanl
ve i¢i bog olup seyrek olmayan kiimelere érnek
olarak {r € Q : 0 < r < 1} verilebilir; bu son
kimenin kapamsi [0, 1] ve kapanisinin ici ise (0, 1)
araliklanidir. Biraz topoloji bilen ilgili okurlara
bir not ekleyelim: Seyrek bir kiimenin bos ol-
mayan herhangi bir agik alt uzaya ait noktalarinin
olusturdugu altkime, bu agk alt uzayda yogun
olmadig) igin, seyrek kiimelere hig bir yerde
yogun olmayan (nowhere dense) kiime de denir.
Kapanigi ana kiimeye egit olan kiimelere, bilindigi
gibi, yogun denir.

Yardimer Onerme: Bir lineer metrik uzaydan
bir tam metrik uzaya tanimlanan orten (lizerine)
bir f lineer fonksiyonu igin 0 < ¢ ne olursa olsun
f(8a4(0,€)) kiimesi seyrek olamaz.



Kanitlama: Bir X lineer metrik uzayindan Y
tam metrik uzayina tanimh olan f orten ve li-
neer fonksiyonu, ortenlik nedeniyle, Y = f(X)
gergekler ve ustelik f lineer oldugu igin sonugta

Un

bulunur. Oysa bir tam metrik uzayda bostan
farkh herhangi bir yogun agik kiimenin asla
sayilabilir sayida seyrek kimenin birlegimi olarak
yazilamadigl sonucunu veren inli ve olaganiistii
Baire Teoremi nedeniyle, A, = n- f(Sq(f,¢))
kiimelerinin timu seyrek olamaz, kisaca uygun
bir np dogal sayis1 yardimiyla

Y:f(O n-Sd(g,E)

n=1

(Sa(8,¢))

0 #ig An, = ig(no - £(S4(8,¢)))
= ng - (icf(Sa(8,¢€)))
bulunur, o halde f(S4(f,€)) kiimesinin ka-

paniginin ici bogtan farkhdir, kisacas: bu goriintii
kimesi seyrek degildir.

Burada Baire Teoreminin ifadesini bilen okurlar
icin agiklayic bir iki ey soyleyip olasi ikirciklen-
melerini gidermenin gerekli oldugunu
diigiiniiyorum. Unlii Baire Teoremi ashnda bir
tam metrik uzayda sayilabilir sayida agik-yogun
kiimenin kesigiminin yogun bir kiime oldugunu
soyler ve kanitlar; boylelikle bir tam metrik uzay-
da, bir A agk kiimesinin sayilabilir sayida S,
seyrek kiimesinin birlegimi olarak yazilmasi duru-
munda, apagiktir ki bu kiime (J~, S» birlegimi
tarafindan kapsanacak ve her agik kiime igine egit
ve istelik daima

ic B = X\(X\B)

gecerli oldugundan, sonugta

A=ig ACig(| ) Sh) = X\Xx\ U
:X\ﬁ X\ =
n=1

elde edilecektir, ¢iinkii  X\S, kiimeleri hem agik
hem yogun olduklar igin (neden?) kesisimleri
Baire Teoremi nedeniyle yogun olacaktir. Bu ne-
denle yardimci onermedeki nedenleme dogrudur.

Evet, simdi bu ikinci bolimin ana sonucunu,
inli Banach Acik Fonksiyon Teoremini gorelim.

Nurettin Ergun

Olaganiistii Baire Teoremi olaganiistii bir sonug
turetiyor:

Banach Agk Fonksiyon Teoremi: Iki tam
lineer metrik uzay arasinda tanumli herhangi
bir siirekli lineer ve orten fonksiyon agik bir
fonksiyondur.

Kanitlama: Basgtan onemli bir uyar1 yapalim: “-
” igareti tiim kamtlama boyunca vektorel gikarma
islemini gosterecektir. §imdi X ve Y lineer metrik
uzaylarnn tam olsun ve f : X — Y fonksi-
yonu soylenen nitelikte olsun. Simdi amacimiz
oncelikle

Oy € ig f(Sa(6x,¢€)) (Ve >0)

gostermek olacaktir. @ ’lann altlarindaki harfler
onlanin hangi lineer metrik uzaymn sifir vektori
oldugunu ayrimsamak igindir. d metrigi ile
donatilmis X lineer metrik uzayinda vektorel
cikarma iglemi siirekli oldugundan, pozitif € ver-
ildiginde
Sa(fx , d¢)

— Sa(0x,9¢) C Sa(0x,€) (7)

gergeklenecek bicimde, 6x vektoriine bagh olarak
belirlenen pozitif bir §. vardir ve bu pozitif say1
yardimiyla, yardimci onerme kullamlarak

Ye € i(}m

gergekleyen bir y, € Y vektoriiniin varhigi anlagilir
ve Y uzayinda

( ig f(Sd(ex,Je))) — Y.
=1g (f(Sd(HX)‘jc)) = Ye)
Cig (f(Sd(GX,Je)) — f(Sa(0x,9c)) )

bulunur. Oysa

by =y —ye €

nedeniyle (¢inkii son adimdaki esitligi yazarken f
‘nin lineerligi nedeniyle f(A4;) — f(A2) = f(4, —
As3) gegerli oldugu animsandi), sonugta (7) kul-
lamlarak, kolayca 6ncelikli amag kanitlanmusg olur.
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O halde Y lineer metrik uzaymin metrigi p ile
gosterilecek olursa, yukardaki e sayisina kargihk
uygun bir pozitif n. sayis1 yarduniyla

Sp(aY’ns) c f(Sd(gx,'E))
elde edilir.

(8)

Simdi bu sonugtan yararlanalhim. (6) nedeniyle,
0 < & verildiginde uygun bir pozitif 4, yardimiyla

¢+ Sa(x,d:) C Sa(z,€)

kullanilirsa ve (8) bagintisinda e yerine bu son
belirlenen d, alinirsa ve yine (8) bagintisinda &, =
d sayisina karsihik belirlenen 1, yardimiyla

f(m) T Sp(aY)ns) c f(.’l,') + f(Sd(gxl‘st))

= f(2) + f(Sa(0x,9))

= f(a: -+ Sd(ex,(ss)) - f(sd(z75))

bulunur. Son olarak da (6’) 6zelligi kullanilirsa,
sonugta uygun bir 47 pozitif sayis1 sayesinde

Sp(f(2),87) C f(Sa(z,€)) (Vz € X)

bultnur: O halde s6zii edilen f fonksiyonu ana
onermedeki (1) kogulunu gergekler ve dolayisiyla
agik bir fonksiyon olur. Bitti!

Baire Teoremi sayesinde yardimci onermeyi ve
onun yardimiyla Banach ’in bu iinli sonucunu
kanithyoruz, ayrnnmsiyoruz degil mi? Son adimda
kullandigimiz ” Ana Onermenin” Snemini unut-
madan elbette!

Ugiincii Sonug

Bu son kisimda bu yazimin yazarinin ilging
oldugunu diigiindiigi bir gézlemi yer almak-
tadir. Bu sonucun baskalar tarafindan daha énce
gozlenip gozlenmedigini bilmiyorum. Iyi bilindigi
gibi Banach uzaylar gok 6zel ve ok giiglii lineer
metrik uzaylardir, tizerlerindeki metrik bir norm

sayesinde belirlenir. Bir X vektor uzay iizerinde
[| . || igareti ile yazilan bir norm tanimhysa,
d(z,y) = ||z — y|| bigiminde tanimlanan d uzakhk
fonksiyonu bu kiime iizerinde bir metriktir ve eger
(X,d) uzay: iistelik tam bir metrik uzay ise X
‘e Banach uzay1 denir. Tamhk kogulu aran-
madan bir normla donatilmig vektsr uzayina salt
normlu vektSr uzayi denir. Yaziy1 gok uzat-
mamak igin, okurun norm konusunda, en azindan

B(z,e) ={y€ X : d(z,y) = ||z — y|| < €}

acik yuvarlarinin, su inamilmaz
-B(6,e) = B(8,¢),
B(z,e) =z + B(0,¢)

B(9,2¢) = B(6,¢) ¥ B(6,¢)
= B(z,€) — B(z,¢)

baglantilar1 gergekledigini ya bildigini ya da ko-
layca gozleyebilecegini varsayryorum. Dikkat
edilirse ikinci ve tgiincii bagintidan kolayca

B(z, %) + B(y, %) = B(z + y,¢)

elde edilir, dolayisiyla her Banach uzayinda
toplama iglemi diizgiin siireklidir bagka bir deyigle
Banach uzaylari birer lineer metrik uzaydir. Buna
karsin, tiim karmagik say1 dizilerinin kiimesi C%
‘nin C cismi iizerinde bir vektér uzay: oldugunu,
bu kiime iizerinde, {z,}o> , ve {¥n}or, “eleman-
lan” arasindaki uzakhgin

o = 1 Iw —yn‘
d({zn )2,  {ya )} ) = Bl el () S
({ea)aly s vndaly) 2_3 P P—"

biciminde tanimlanan Fréchet metriginin bir
lineer metrik uzay belirledigini ve uzayin bir Ba-
nach uzayr olmadig iyi bilinmektedir. Evet,
son gozlemimize gegmeden gerekli son tanim
amimsatalim: Iki topolojik uzay arasinda tanimh
bir fonksiyona, tanimlandig1 uzaydaki tiim kapali
kiimelerin goriintiilerini kapal yapabiliyorsa, ka-
pali fonksiyon denir. Tiim polinomlar kapah
fonksiyonlardir (ama dereceleri > 2 olanlar lineer
olamazlar).

Onerme: Bir X normlu uzayindan bir Y Banach
uzayma tanimlanan orten ve lineer bir fonksiyon
bir kapali bir fonksiyon ise, agik bir fonksiyondur.

Evet, sagirtict degil mi? Fonksiyonumuz ka-
pali bir fonksiyon ise, agik bir fonksiyondur,



10

iistelik siireklilik kosulu aranmaksizin, ama yine
lineerlik ve ortenlik yeterince giiglu hipotezlerdir.
Kamtlayahm. Gergekten f : X — Y lineer orten
fonksiyonu kapal bir fonksiyon ise, 0 < € ve-
rildiginde 0 < 6 < § &) < &) < € gergekleyen
pozitif sayilar yardimiyla
B(6x,d2) — B(6x,d2) = B(0x,243)
C B(fx,41)

gergeklestiginden ve istelik uygun bir yo € Y
vektori ve uygun bir pozitif dp sayesinde

B(yo,d0) C f(B(0x,02))
gergeklestiginden (ikinci bolimdeki yardimei
onerme nedeniyle,

%o € i¢ (f(B(fx,62)) )

gercekleyen vektoriin uygun bir aglk yuvan
bu kapanig tarafindan kapsanir) ve sonugta Ba-
nach  Teoreminin  kanitlanmasindaki  akil
yiiritmelerinin benzerleriyle

B(8y,d0) C B(0y,260) = B(yo,%0) — B(yo,%0)

C f(B(6x,d2)) — f(B(6x,d2))
C f(B(6x,681)) C f(B(8x,61)) € f(B(bx,¢))

bulunur.  Gergekten son iki adima gegerken
sunlara dikkat edildi. f kapali bir fonksiyon
oldugu igin ve dzellikle kapanig kiimelerinin (ki ka-
pahdirlar) goriintiileri kapal olacagindan, f(A4) C
f(A) kapsamasi apagiktir ki

f(4) C f(4) = f(A)

verecektir ve istelik §; < £ segimi nedeniyle
B(0x,61) = {z € X : [|z]| < &1} € B(6x,¢€)

gegerlidir. O halde her iki yana f(z) vektorinu
ekleyerek ve f lineer oldugu igin

B(f(x),0) = B(fy,d0) + f(2)
C f(B(fx,¢e)) + f(2) = £(B(z¢))

elde edilir. Bu son sonug f fonksiyonunun, bi-
rinci boliimiin sonunda yer alan Sonugtaki akil
yiiritmeler nedeniyle agik bir fonksiyon oldugunu
soylemektedir.

Nurettin Ergun

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosunda kabul etmektedir.  Yayinlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmasi diginda her-
hangi bir kisitlama yok. Fikir vermesi agisindan
su konulan siralayabiliriz:

* Konu sunuslari.

* Matematiksel digtlincenin degigik
alanlardaki uygulamalarini vurgulayabilecek
yazilar.

* Yillardir ¢oziim bekleyerek yeni gozilmusg
va da heniiz ¢oziilmemig iinlii problemlerin
tamtimi.

* Matematige ilgi duyan ogrencilerin kendi-
lerini agmasina yardimei olabilecek problem-
ler.

* Matematiksel kavramlar tarihi ve mate-
matikgilerle ilgili yazilar.

* Daha saghklh bir mufredat programini
olugturmaya yonelik inceleme, elestiri ve al-
ternatif oneriler.

* Matematik Diinyasindan giincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi gibi
butinligi bozmayacak baz1 degisikliklerle de
yayinlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif tcreti odemeye elverigli degildir. Bu
nedenle anlayigla karsilanacagimizi umuyoruz.
Gonderilecek yazilarin okunakl el yazisi ya da ter-
cihen daktilo ile ya da PC ’de Latex program
yardimiyla, diizgiin ve tam cumlelerle, Turkge
dilbilgisi kurallarina uyularak, ustiste formul
yiginlarindan kagimlarak yazilmasi, beg sayfay:
gegecek yazilarda bolme noktasi belirtilmesi rica
olunur. Yazilar

Matematik Diinyasi
Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii,

07058-Antalya

adresine gonderilecektir.
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'CGENIN ELEMANLARI ARASINDAKI BAZI ESITLIK VE ESITSIZLIKLER II

Mehmet Sahin
Ankara Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Béliimii, 06100, Tandogan-ANKARA

e-posta: sahinm@science.ankara.edu.tr

Oncelikle yazida kullandigimiz bazi gosterimleri tammlayahm. R: cevrel cember yarigapi; 7 icteget
cember yaricapi; s: yan cevre; F: alan; a,b,c: liggenin BC, AC, AB kenarlarinin uzunluklar;
a,B,v: tggenin ig aglari; 74,7, re: dig teget gemberlerin yarigaplan; ha, ho, he: tiggenin yiikseklikleri;
Mgq, Mp, M. Ucgenin kenarortaylar; wq, wp, We : liggenin aglortaylari.

Teorem 1.1. Her liggende

9r§hu+hb+hc§wa+wb+wc§\/§s

olur. Burada esitliklerin gegerli olmasi iin gerek ve yeter kosul figgenin egkenar olmasidur.

Kanmit: 2F = ah, = bhy = ch, oldugundan
1 1 1
ha+hb+hc=2F(—+—+—)
a b ¢
'dir. Aritmetik ortalama-harmonik ortalama esitsizligine gore

1 9 92.F _18F 9.F

1
4+ 4= hy + hy + he > = =
a+b+c‘>‘a+b+c alup;- Az + %+ “=a+b+ec 2.5 s

ve F = r.s oldugundan h, + by + he > 9r bulunur. hy < wa, hy < wy, he < w,, oldugu biliniyor.
p = wg + Wy + We diyelim. p < /35 oldugunu gosterecegiz. Bunun igin

a+b22\/c3, a+c> /ac, b+c22\/b_c

esitsizliklerini kullanacagiz.

_ 24/bes(s —a) _ 2y/acs(s —b) & _ 2y/abs(s — ¢
Ve = b+c e P a+b

oldugu biliniyor. O halde yukanidaki esitsizlikler kullamlarak

wa < V/s(s—a), ws </s(s—b), we < V(s —¢)

elde edilir.
p=ws+wp+wWe < s(s—a)+/s5(s —b) +/s(s —¢)

olup ¥z,y,z >0 igin (z +y + 2)? < 3(2? + y? + 2?) egitsizligi kullanilirsa,

2
p < (Vi@ + Vol - D+ /el - )

S3[s(s—a)+s(.s—b)+s(s—-c)]5352

ve boylece p < /35 bulunur.
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A
Sonug: ABC iiggeninde
9r < hg + ho + he < /3s,
9r < wg + wp + we S\/is
"dir.

Kanit: A%C 'de hg < wg < Mg, hy <wp < my ve he < we < Me oldugundan kamt agiktir.

A A
A . :
Teorem 1.2. ABC iiggeninin dig teget cemberlerinin merkezleri Oy, Oz, O3, ve 010203 ile ABC
iicgenlerinin alanlan sirasiyla Fy ve F3 ise,

F R
ull QY Jnid
Fo r
"dir.
e TA i ini B inin alan1 S3 ol Bu
Kamt: 0,CB iiggeninin alam S; ,0,CA iiggeninin alam Sz ve O3AB uggeninin alani 53 oisun.
durumda

Fi=Fy+S1+S2+ 53 (0.1)
olur. " .
a.rg _ by _¢Te
Sl - 2 :SZ — 2 753 2

olup bu degerler (0.1) ’de yerine yazilirsa,

arg bry cre

Fi=F+ ) + —2—+ 2
ve
Ta = —F-z—,?'b = i,1‘c =2 (0.2)
s—a s—b s—c
oldugundan . " .
— ars 2 cry
h=ht ot -0 T 2s-0
ve
F1 _ a b [
Bt e de=t) T Heag)
95— a)(s = b)(s = ) +als = b)(s = c) + b(s = a) (s = &) + s — a) (s = )
- 2(s—a)(s—b)(s—¢)
"dir. _
F? = s(s — a)(s — b)(s 9 0.3)
“oldugundan
F ¥1+s2(a+b+c)—s[a(b+c)+b(a+c)+c(a+b)]+3abc 0.4)
= F2 .

Fy
s
'dir. a+ b+c¢ = 2s oldugundan b+c=2s—a,a+c=2s—b,a+b=2s—cve Fy =rs, abc = 4RF;
'dir.

(12], Onerme 1.1) 'den ab + ac + bc = 72 + 5% + 4Rr oldugundan a2 + b% 4 ¢? = 252 — 2r% — 8 Rr “dir.
Bu degerler (0.4) ’de yerine yazilirsa,
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Fi _ 2r’s+425° —s[a(2s — a) + b(2s — b) + ¢(2s — c)] + 3.4RF,

F 2r2s
_ 2r2s + 25% — 25%(a 4+ b+ ¢) + s(a® + b% + ¢*) + 12RF;
2F21‘
_ 2r2s + 25% — 25225 + 3(252 —2r? — 8Rr) + 12RF,
2F2T
_ 12RF; —8Rrs _ 12RF; — 8RFy, 4RF; _ 2R
2F2T - 2F21‘ - 2F21' - r

bulunur.

Teorem 1.3. Her tggende
arg + bry + cre 9Bt

a+b+c
’dir.

Kanit:
F F F

Ta = yTe =

Ty =
s—a’ s—b

s—c’
ab + ac + be = r2 + s> + 4Rr, abc = ARF ve F? = s(s —a)(s — b)(s — c) esitlikleri kullanilarak
gosterilebilir.

A
Teorem 1.4. ABC iliggeninde

2r g o
3v3r (-ﬁ) ghatan§-+hbtan§+hctang—gs

'dir. Burada esitliklerin gegerli olmasl igin gerek ve yeter kosul iiggenin eskenar olmasidur.

Kanit: P
_ a 2 7
p = hatan 5 + hp tan 5 + hctan 5
diyelim. - o7 -
2
h’d = '_Jhb: __)hc =
a c
ve
o r g r ¥ T
- = = = t — =
tam2 __a,tan2 pae) an2 e
esitlikleri kullamlrsa,
_ 2 r 2F r _2_5 r
P= s—a b s—0b c s—¢

=2Fr[m1_—a—)+b‘(s—l_—b)+5(_slf7)]

Aritmetik ortalama-geometrik ortalama esitsizliginden
1 (05)
[abe(s — a)(s — b) (s — c)]

p>3.2.Fr

=
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ve abc = 4RF, F? = s(s — a)(s — b)(s — ¢) oldugundan
1 6r
> =
p_GFT(4RF_F‘_’)1/3 (ﬂ)”a
s s
diir. ([1].(9)) ’dan s? > 27r? oldugundan s > 3v3r olup

63r3s _ 631333 2r\ /3
> > > (—
P 23R 2 4R =p23V3r(Z

Esitsizligin diger yam agagidaki esitlik ve esitsizliklerden gosterilir:
s2 > 27r?, F =rs,ab+ ac+ bc = r? 4+ s +4Rr.

Teoremin ifadesinde esitlik a = b = ¢ igin saglanir.

A
Teorem 1.5. Her ABC iliggeninde

gition=1pn < " sin% + b" sin g + c" sin % < %\ﬂzz"‘*‘i + d2n+3 4 2043

'dir. Burada esitliklerin gegerli olmasi igin gerek ve yeter kosul liggenin eskenar olmasidir.

Kanit. sin § = 4/ Mﬁ)—,sin% = w‘g’;‘%&ﬁl ve sin T = 4/ L’;‘%’;ﬂ esitlikleri biliniyor. Arit-

be
metik ortalama-geometrik ortalama esitsizliginden

a” sin % + b" sin g + c" sin % >3 [(abc)“‘lrzs] te (0.6)
([2],4.13) ’den
9abc
< — 0.7
i< (0.7)
olup
a" sin % + b" sin % + c"sin % > gttagn-lpn

bulunur. §imdi

(s—b)(s—¢c) _ o fls=a)s—c) _ . [(s—a)(s—b)
be =0 ac pAE ab

denilip (z +y+2)* < 3(z? +¥* + %) esitsizligi kullamlrsa,

(s —b)(s—c)  b"(s—a)(s—c) , (s —a)(s—b)]"
be + ac " ab ]

x+y+z5\/§[

<V3 [az““(s —b)(s—c) + b H (s —a)(s — ) + " (s —a)(s - b)] 1/2 08

abe
olur. Simdi A.O-G.O. esitsizliginden
a_ (s=b)+(s—c¢c)

: e > VN6

olup (s = b)(s —¢) < “4—2 ve benzer gekilde (s — a)(s — ¢) < %,(s —a)(s—1b) < % bulunur. Bu

esitsizlikler (0.8) ’de kullanilirsa abc = 4RF olup

azn+3+bzn+3+czn+a 1/2
)

x+y+z§\/§(
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bulunur. F = rs esitligi, R > 2r ve s? > 27r? esitsizlikleri yardimiyla

\/ﬁ\/a7"+3 + b2n43 4 ;2n43 g \/3-\/(]2111-3 + b2n+3 4 2n43
4/ RF = 4(108)1/4r /r

z+y+z<

\/‘12n+3 + h2n+3 + c2n+3
4(12)Y/4r /v

bulunur. Uggenin eskenar olmasi durumunda esitlik saglanir.

T+y+z<

Yazimiz1 agagidaki problemlerle bitirelim:

A
ABC iiggeninde agagidaki esitlik ve esitsizliklerin varhgim kanitlaymz:
1. ﬁn'g + :’:—g + K’;{“; =3s

2 gty iy = 2ra 4ot e)

ha+h hoth hethg _
SRR AR =g

1 1 1 1 1 1 1
Letptetatntusss

KAYNAKLAR
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GEOMETRI VE TRIGONOMETRININ CEBIRDE BAZI UYGULAMALARI (2)

Diba Yilmaz-Ali Cevahir
Akdeniz Koleji Fen Lisesi, ANTALYA

Bu yazida, Matematik Diinyas: 'nin dnceki sayisinda yer alan yazimizin devamini sunuyoruz.
2. Trigonometrik Yontemlerin Bazi Cebir Problemlerine Uygulanmas

Asagida bakacagimiz cebir problemlerini, dogrudan cebirsel iglemler yaparak ¢ozmek olanaksiz gibi
gozikiiyor. Oysa trigonometrik fonksiyonlarin devreye girmesi isimizi ok kolaylastinir. Degisik problem
omeklerinden de goriilebilecegi gibi, bize yardimei olan esas "teknik araglar”

2tan x
tan2x=———— ,  co0s2x =2 cos’x-1, cos3x = 4cos’x-3cosx (*)

1-tan? x
vs. gibi iyi bilinen trigonometrik dzdeslikler olacaktir. Ik 6mek olarak, reel sayilar kiimesinde
y=x(xy+2), z=y(yz+2), x=z(2zx+2)

denklemler sistemini ¢zelim. Bu sistemin,

bi¢imine indirgenebildigini gormek kolaydir. Sag taraftaki ifadeler tan 20 'min agilimina benzediginden
x =tan ot diyelim . O halde y=tan20, z=tan4q, x=tan 8a olur. Buradan ise,

sin 7o
tan 80t =tan o & tan8a-tamo=0 & —4m4m738 =
cosa-cos 8
. T
& sin7o0=0 = a=f7— (ne 7).

1 2nm 4nm
Boylece, x = tan 37—, y=tan = z=tan - olur.

Asagidaki problem 7.dereceden bir polinomun koklerini bulmakla ilgilidir ve dogrudan cebirsel yontemler
kullanmanin bir sonug vermeyecegi apagiktir.

Bx*-8x*+1)(1-2x)-x=1/8
Sol tarafta 1-2x* garpami bulundugundan (*) ‘daki cos 20. = 2cos’0~1 formiilinii gz Oniine alarak

x=cos o, (O<a< 1;— ) diyelim. O halde denklemin sol tarafi,

(8cos*o— 8cos®o + 1) (1 - 2cos’) -cos & = cos o - (- cos 20t) - [ 8cos’et (cos’ot-1)+1]

= CcosQ- Ccos 20 - (-2sin22a+l)
olur. Buradan -8cos o - cos 2c. - cos 40.=1 elde edilir. Esitligin her iki yamini sin « ile garparsak, ve
2sin t-cos t=sin 2t formiiliinii kullanirsak,

. . . . . 7
-sin8a=sinat ¢  sin 8o + sin o0 =0 = 2s1n%a-c055a=0
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= a=3kn, (ke Z) veya a=%+27n-n, (n€ Z) buluruz.
9

0O<a <-’2E kosulunu da goz 6niine alirsak, o i¢in 4 tane deger buluruz:

21 4n _z _3n
H=g. B GEm. GET
7 4r ...z
Boylece verilen denklemin 4 reel kokiinii bulmus oluruz: x = ooy =cos—=, % —cos77—,

X4 =COS —3
4 .
7

Bir tane de "irrasyonel" ifadelerin bulundugu bir denklemi trigonometrik doniigtimler uygulayarak ¢bzelim:
1-x% =4x3 -3x

[x] 1 olacagindan x=cos a, (0 < o < m) diyebiliriz. Bu takdirde, sin®o. + cos?ct =1 formiiliinii kullanarak

sin o= 4cos’c - 3cosa = cos 3x =3 sin o = cos 30

T
= cos 30 - cos(E-a) =0

elde ederiz. Sonuncu denklemden

3
a=%+%k, keZ) ve a=Zm+m-n, (n€2) buluruz.

0 < o <7 oldugundan, a i¢in 3 tane defer buluyoruz: o = E, a, = 5?”

oy = = Sonucgta, x=cos O
8 ) 3 4 . Q ] =

formiiliinden denklemin 3 ¢oziimiinii elde ederiz.

Bu boliimii de [5] yazimizin girisinde verdigimiz ikinci problemin ¢6ziimii ile bitirelim. Herhangi 13 tane
reel say1 verildiginde, bunlarin iginde

s 20 -
1+ab

esitsizligini saglayan en az ikisinin varlifim1 kanitlamaliyiz.

Verilen sayilara ay, a,, ..., a;3 diyelim. Her  i=1,2,...,13 igin  a;=tanx; olacak bigimde x; € (—E, £)
2 2

T
sayilar1 vardir. (_E’E) araliginin uzunlugu 7 ve x; sayilar1 13 tane oldugundan onlar igerisinde 0 <x; - x; <

[ Ccsitsizligini saglayan en az ikisi vardir. Bu takdirde 0 < tan (x; - x;) < tanZ%- olur. tan2x = —2t20%

1-tan® x
formtlind ve tanZ =-L eitligini kullanarak tan L ‘yj ildir: Gl
6 3 sithg an: - ¥ hesaplamak zor degildir: ta.nﬁ=2—\/§.

Boylece 0 <tan (x;-x) < 2— J§ olur. Buradan ise ,

tan x; —tan x;

<2—J§

l+tanx, -tanx,
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elde edilir. a=tan x; ve b=tanx; yazarak problemin ¢6ziimiinii bitiriyoruz.

Tesekkiirler: Bu galismanin gergeklesmesinde yaptifi Katkilar nedeniyle Dog. Dr. ilham Aliyev ’e

(Akdeniz Universitesi) tesekkiirlerimizi sunariz.
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TAMKATSAYILI POLINOMLARIN RASYONEL KOKLERI: NEWTON YONTEMIi

Halil I. Karakas
Akdeniz Universitesi, Matematik Bolumii, 07058-ANTALYA

Cebir ve sayilar teorisinin ilging problemlerinden biri, katsayilar1 tamsaylar olan bir polinomun ras-
yonel koklerinin belirlenmesi problemidir. Okullarimizin ders programlarinda bu konuya deginilmekle
beraber, bu yazimizda sunacagimiz Newton yontemi konu ile ilgili derslerin igeriginde pek goriilmez.

Burada, polinomlarla ilgili temel tamim, kavram ve ozellikleri tekrar etmeyecegiz. Arzu eden okuru-
muz bu dogrultuda 6zet bilgiyi [2] no’lu kaynakta (Sayfa:10,11) bulabilir.

Bununla beraber, bir tamkatsayih polinom denince, ag, a1, - ,a, tamsayilar olmak iizere,
P(z) =anz"+---+ a1z +ao

bigiminde bir ifade anlasildigin1 ve herhangi bir s sayis igin
P(s) =ans"+---+a15+ap

tanimlandigini hatirlayalim. Eger P(z) polinomunun katsayilar: olarak adlandirilan ag, ay, -+, @n
yi reel sayilar veya bilen okurlarimiz igin herhangi bir tamhk bolgesinin elemanlar olarak segersek,
o zaman P(z) ’e, reel katsayih veya katsayilari sézkonusu tamlik bélgesinde olan polinom denir.

Katsayilan bildigimiz say1 sistemlerinden biri iginde olan bir P(z) polinomu ve bir s sayis1 verildiginde,
P(s) = 0 ise, s sayis1 P(z) polinomunun bir kokii ’diir denir. Eger s bir rasyonel say1 ise, s 'ye P(z)
’in bir rasyonel koki denir.

Tiim katsayilar tamsay1 olan bir polinoma “tamkatsayih polinom” diyecegiz. Polinomlarin kokleri ile
ilgili birkag temel ozelligi verdikten sonra tamkatsayih polinomlarin koklerinin incelenmesine gegecegiz
ve Newton yontemini sunacaglz.

Teorem 1 (Bezout). Reel katsayill bir P(z) polinomu ve bir s reel sayisi verilmig olsun. Bu
takdirde, (z — s) polinomu P(z) — P(s) ’yi béler. Daha agik bir ifade ile,

P(z) — P(s) = (z — s)A(z) (1)
olacak bigimde, reel katsayih bir A(z) polinomu vardir. Ayrnca, eger P(z) ’in katsayilar1 ve s sayisi
rasyonel ise, (1) ifadesindeki A(z) polinomunun katsayilan da rasyoneldir.

Ispat. Her k > 1 igin

mk_sk:(I-_S)(mk—l+mk*25+._.+xsk—2+sk-—l) (2)
oldugunu biliyoruz. P(z) = anz" + -+ + a1z + ao ise,

P(z) — P(s) = (2" = ") + -+ as(z? — 5%) + a1z - s)
olur. (2) 6zdesligi k = 1,---,n igin uygulanirsa, uygun bir A(z) polinomu igin
P(z) - P(s) = (z — 5)A(z)

elde edilir. Burada, ag, ay, - - -, @, ve s rasyonel sayilar ise, A(z) ’in katsayilarinin da rasyonel olacag)
agiktir.

Sonug 1. Eger P(z), reel katsayil bir polinom ve s sayisi onun. bir kokii ise, uygun bir reel katsayili
A(z) polinomu igin,
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P(z) = (z - 5)A(z) (3)
olur. Ayrica, P(z) ’in katsayilari ve s, rasyonel sayilar ise, A(z) ’in katsayilar da rasyoneldir.

Ispat. Teorem 1 'de P(s) = 0 olacaktir.

Sonug 2. P(z) rasyonel katsayili bir polinom, p ve ¢ tamsayilar, ¢ # 0 olsun. Eger % sayist P(z) ’in
bir kokii ise,

P(z) = (gz — p) B(z) (4)
olacak bigimde rasyonel katsayil bir B(z) polinomu vardir.

Ispat. Sonug 1 ’e gore,

P(e) = (s - {)A(2)

olacak bigimde rasyonel katsayih bir A(z) polinomu vardir. B (z) = %A(m) de rasyonel katsayili bir
polinomdur ve

1
P(z) = (gz - P)EA(r) = (¢9z — p) B(z)
istenilen sonucu verir.

Sonug 1 ’de, s sayisimn P(z) ’in bir kokii olmas igin bir gerek kosul verilmektedir. Bu gerek kogulun
aym zamanda bir yeter kosul oldugu; yani, (3) kosulu saglanirsa, s 'nin, P(z) ’in bir kokii olacag
agiktir. Benzer gekilde, Sonug 2 ’de (4) kosulu saglanirsa, £ sayis1 P(2) ’in bir kokii olur.

Simdi, tamkatsayil polinomlar ele aliyoruz:

Teorem 2. P(z) = anz™ +---+a12+ag, tamkatsayili bir polinom; p ve ¢ aralarinda asal tamsayilar,
g # 0 olsun. Eger % sayis1 P(z) ’in bir koki ise, ag sayisi p ile ve a, sayisi da ¢ ile tam boliiniir.

Ispat. % ‘nun kok olmasi durumunda,

ifadesi ¢" ile carpilirsa,
anp” +q" anp+ -+ ¢"lap+gag =0
elde edilir. Bu ifadede son terim diginda her terim p ile boliindiginden ve ¢ ile p aralarinda asal

oldugundan, p sayisi ao "1 boler. Benzer sekilde, ilk terim diginda her terim ¢ ile béliindiiginden, g
sayisi a, 'yi boler.

Teorem 2, tamkatsayili bir polinomun rasyonel kokleri aragtirilirken kok olmaga aday olarak diisiintilebilecek

rasyonel sayilari sonlu bir kiimeye indirgemektedir. Ornegin,
P(z) = 82" — 10z* + 52° — 1822 + Tz + 3
polinomunun kokleri (varsa),

-3 -3 -3 -3333-1-1-1

{ 8 H 4 ) 42 ) 1 ) 8’ 4’ 1) 8 H 4 H 2 )
kiimesinin elemanlan arasindadir. Bunlardan hangisinin P(z) polinomunun kdkii oldugunun belirlen-
mesi de bagh basina bir problemdir. Newton yontemi, bu dogrultudaki pratik yontemlerden biridir.
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Newton yonteminin temelini olugturan agagidaki teorem, [2] no’lu kaynakta problem olarak verilmigtir
(Sayfa 184, Problem 6.27). Orada verilen ispatta bazi yazim hatalan ve eksikler vardir. Bu vesile ile
oradaki yazim hatalarimi ve eksikleri de gidermis oluyoruz.

Teorem 3. P(z), tamkatsayili bir polinom; p ve g aralarinda asal tamsayilar ve ¢ # 0 olsun. Eger %
say1s1 P(z) ’in bir kokii ise, her ¢ tamsaysi igin (gt — p) sayis1 P(t) ’yi tam boler.

ispat. P(z) = a,2™ 4+ an—12""' 4 --- + a1z + aq olsun. Burada, ag,a;,--,a, tamsayilardir. Eger
£, P(z) 'in bir kokii ise, Sonug 2 'ye gore,

P(z) = (g2 — p)(ba—12""" + bp_sz" 2+ --- + b1z + bo) (5)

olacak bigimde bo, by, - - -,bn_; rasyonel sayilan vardir. Teoremin ispati igin bg, by, --,bn—1 'in her
birinin bir tamsay1 oldugunu gostermek yeter. §imdi, (5) esitliginde katsayilar kargilagtirilirsa,

ap = =—pbo

ay = gbo—pb

az = gqby —pby
ag-1 = qbr_g—pbr_y

ar = gbe—1 — phi (6)
ag41 =  gbr — pbrg
an-1 = qbn—2 — pbn_1

a, = qbn—l

oldugu goriilir. Teorem 2 ’ye gore p sayisl ap 1 Ve ¢ sayisl a, 'yi bolduginden, by ve b,_; her
ikisi de tamsayidir. Tiimevarimla, by, ---,bn_2 'nin her birinin bir tamsay1 oldugunu gosterecegiz.
bo, b1, -, bx 'min her birinin bir tamsay1 oldugunu gosterdigimizi varsayalm (0 < k < n —2) ve
bk4+1 ’in de bir tamsay oldugunu gosterelim. Katsayilar arasindaki iligkiler de kullanilarak kolayca
goriilebilir ki,

P(z) — (g2 — p)(bo + bz + - - + by_12*7?) (g2 — p)(bka® + -+ - + bp_yz™ )

(_pbk)mk + (qbk —pbk+1)2k+1 +---4+ (qbn—l)zn
(ak - qbk—l)xk + ak+1£k+1 + .- +a,2"

'dir. Burada z yerine g— yerlestirilirse,

n

k k+1
P P
0= (ax - qbk—l)Iq)_k W ﬂk+1F + it ﬂnF

elde edilir. Son egitlik ;L: ile carpilarak,

0= (ak — gbr—1)g"~* + ak41¢" *p+ -+ anp™ "
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elde fdilir. Buradan, ay — ¢gbx_; tamsayisinin p ile tam boliindugi goriilir ki, —pbx = ax — gbx_1
oldugundan bu, bx 'nin da bir tamsay1 oldugunu gosterir.

Teorem 3 "in ispatinda kullandigimuz (6) 6zdegliklerine biraz daha yakindan bakalim. Bu 6zdeglikler
kullanilarak bg, by, -,by—) ardigik olarak elde edilebilir. Bu digiince ile, co, ¢1, ... , €, ... ‘N
agagidaki gibi tanimlayalim:

a
p
o = _b1:+a1—qbo _ @1+
p
o= _b2=+az—qb1 _aztga
4 p
Ck = _bk = +Gk—Qbk_1 = @k +gCk-1 (7)
p p

O halde, p ve ¢ aralarinda asal tamsayilar, ¢ # 0 olmak iizere, "ql 'nun P(z) = ag+ @12+ -+ + anz"
'nin bir kokii olmasi i¢in dnce, co = 92, sonra, ¢ = 5‘%@, ..., sonra, ¢ = ¥d%=1 ... tamsayl
olmalidir. Bu durumu pratik olarak kontrol etmek igin, P(z) ’in katsayilar siralanarak

a | 11 s an—-1 | Gn

tablosu olugturulur ve co = “;‘1 sayisi bulunur. (Burada siralamann aq ile baslayip a, ile bittigine
dikkat ediniz.) Eger co bir tamsay1 degilse, % sayist P(z) ’in kokil olamaz; co tamsayl ise, yukandaki
tabloda a; ’in altina co yazilir ve iigiincu satira, a; 'in altina, a; + gco '1n degeri yazilir.

ag | a1 az | as an
Co
ai +qco

Simdi, ¢; = a1+9c0 gav1g) hesaplamir. Eger ¢ bir tamsay degilse, % sayist P(z) ’in bir koku olamaz;
¢; bir tamsay ise, tabloda a, 'nin altina ¢; yazihr ve bunun da altina, liglincii satira, as + gc; ’in
degeri yazilir. Sonra, ¢z = “"; °1 sayisi hesaplanarak ayn iglem surdurulur:

ap | a1 a; ag | - an-1 |.Qn
Co C1 C3
ay +qco | az +gci ]

Aciklamaya cahgtigimiz bu yonteme Newton yontemi denir. Newton yonteminde ikinci satirda
€o,C1,- - -, Cn_1 tamsayilan elde edilebilirse, her k=0,1,---,n— 1igin by = —ck olmak tizere,

P(z) = (qz — p)(bo + b1z + -+ ba_12™7Y)



Halil I. Karakas 23

'dir.
Ornek olarak, Newton yontemini
P(z) = 82° — 10z* + 52° — 1827 + Tz + 3
polinomuna uygulayalim. Bu polinomun koki olabilecek sayilarin
-3 -3 -3-33333-1-1-1 111
{ ____________ 11 g: Z) 51 1}

kiimesinin elemanlan arasinda olacagim biliyoruz. Once ‘—23— sayisini deneyelim: Bu ornegimizde,

ag = 3, ay =7 (Neden?), a3 = —18, a3 = 5, ag = —10, as = 8 ; p = —3, ¢ = 2 'dir. Dolayisiyla,

w=3%=-lg= —7_‘32 = —3 ’tir:

¢1 = 3 bir tamsay olmadigindan, 32 bir kok degildir.

Simdi 2 ’yi deneyelim: p =3, g = 2. ¢ = 3 = +1,e; = X2 = 3. Iglemlerimizi tablo iizerinde
stirdurelim:

3[7]-18]5 [-10]8
41 |4
912312

—
(L]

Boylece, 2 sayisinin bir kok oldugu ve P(z) = (20—3)(-1 —3z+42?+2°+42%) yanlabilecegi goriliir.
Eger P(z) ’in basgka rasyonel kokleri varsa, bunlar Q(z) = (=1 =3z + 42% + 23 + 4z%) polinomu-

nun kokleri ve dolayisiyla, {3}, 5t, 1,1, 1,1} kiimesinin elemanlarindan biri olmaldr. 2= i‘Tll
sayisinl deneyelim:

-11-3(4 [1]4
1 (-1 -1
1101

Tablodan, 5! iin Q(z) igin bir kok oldugu ve
Q) = (e +1)(-1+2+2°)
yazilabilecegi goriiliir. Boylece,
Plz)=(2z-3)(4z+ 1)(z® + z - 1)

olduéu 5§riiliir. Ayrica, 23 4+ ¢ — 1 polinomunun hig rasyonel kékii bulunmadigindan (nedenini
diisiiniiniiz), P(z) "in rasyonel kokleri % ve ‘Tl ’ten ibaretttir.

P(z)=ag+ a1z + -+ apz" polinomu verildiginde,

1
R(z) = znP(;) =apz" +- -+ a1z +a,
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polinomunu diigiinelim. Eger s # 0, P(z) polinomunun bir kékii ise, 1 de R(z) polinomunun bir kékii
olur. Bu baglamda, yukarida Q(z) = —1 — 3z + 422 + 3 + 424 polinomunun kokleri aragtirihirken,
bunun yerine R(z) = 4 + z + 4z? - 32 — z* polinomunun koklerine bakmak yeterli olabilirdi. R(z)
icin kok adaylar, ¥4, F2, F1 dir. -4 = "T“ sayisinl Newton yontemi ile denersek

41 |4|-3]|-1
-1(0]-1]1
0 |4|-4

tablosu elde edilir, buradan R(z) = (z + 4)(1 + 22 — 2%) oldugu; dolaysiyla R(z) ’in —4 ’ten bagka,
Q(z) ’in de 3} ten bagka rasyonel kokii bulunmadig goriiliir.

Newton yonteminin R(z) ’e uygulamasi Horner yontemini cagngtiriyor mu?

Newton yonteminden hoglanan ve yontemi pekigtirmek isteyen okurlarimiza, rasyonel koklerini bul-
malarn icin agagidaki polinomlar oneriyoruz:

(1) 8% + 2262 — 13t + 6

(2) 482° + 80z* — 16023 — 1402 + 37z + 30

(3) 122® — 422 — 17z — 6

(4) 623 + 1722 + 42 — 12

(5) 2123 + 11z — 923 + 23
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; J == 3.14159265358979323846264338327950288419716939937510

58209749445923078164062862089986280348253421170679
82148086513282306647093844609550582231725359408128
48111745028410270193852110555964462294895493038196
45648566923460348610454326648213393607260249141273
72458700660631558817488152092096282925409171536436
78925903600113305305488204665213841469519415116094
33057270365759591953092186117381932611793105118548
07446237996274956735188575272489122793818301194912
98336733624406566430860213949463952247371907021798
60943702770539217176293176752384674818467669405132
00056812714526356082778577134275778960917363717872
14684409012249534301465495853710507922796892589235
42019956112129021960864034418159813629774771309960
51870721134999999837297804995105973173281609631859
50244594553469083026425223082533446850352619311881
71010003137838752886587533208381420617177669147303
59825349042875546873115956286388235378759375195778
18577805321712268066130019278766111959092164201989
38095257201065485863278865936153381827968230301952
03530185296899577362259941389124972177528347913151
55748572424541506959508295331168617278558890750983
81754637464939319255060400927701671139009848824012
85836160356370766010471018194295559619894676783744
94482553797747268471040475346462080466842590694912
93313677028989152104752162056966024058038150193511
25338243003558764024749647326391419927260426992279
67823547816360093417216412199245863150302861829745
55706749838505494588586926995690927210797509302955
32116534498720275596023648066549911988183479775356
63698074265425278625518184175746728909777727938000
81647060016145249192173217214772350141441973568548
16136115735255213347574184946843852332390739414333
45477624168625189835694855620992192221842725502542
56887671790494601653466804988627232791786085784383
82796797668145410095388378636095068006422512520511
73929848960841284886269456042419652850222106611863
06744278622039194945047123713786960956364371917287
46776465757396241389086583264599581339047802759009
94657640789512694683983525957098258...
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RASGELE DiZi VE =«

Levent Ozbek
Ankara Universitesi, Matematik Boliimii, Tandogan, 06100-ANKARA

Giris

7T sayis1 matematik bahgesinin en zarif gigeklerinden birisidir. Archimedes'den beri yiizlerce yildir
matematikeilerin ve diger bilim insanlarinin merak ve ilgiyle kokladiklan bir gigek olagelmistir. Bu saymnin
birgok 6zelligi vardir: Dairenin gevresinin gapina oramdir, transandant (askin) bir sayidir (katsayilari tamsayi
olan cebirsel bir denklemin ¢6ziimil olamayan say1). Binlerce yildir insanlar 7T ‘nin daha gok ondalik basamagim
hesaplamaya ¢alismaktadir ve bu ondalik basamaklann nasil bir dagilim gosterdigi merak konusudur. 77 'ye
duyulan bu ilgi nereden kaynaklanmaktadir? Acaba 7T 'min bugiine kadar bilinen &6zelliklerinden bagka daha
kesfedilmeye hazir hangi 6zellikleri vardir? Matematik bahgesinin en zarif ¢igegi orada durmakta ve belki de
sonsuz 6zelliklerini sunmaya hazir bir sevgili gibi beklemektedir.

Bu yazi, rasgele dizi kavram gergevesinde 77 'nin ondalik basamaklarim ele almakta, bu ondalik basamaklarin
rasgele dizi tammina uygunlugunun arastirilmasi amacim tagimaktadir.

Kisa Tarihge
Hemen hemen tim matematik kitaplarinda, 6zellikle matematige ilgi duyan kisilerin okumas1 igin

yazilan matematikle ilgili kitaplarda 77 'nin 6zelliklerinden soz edilmeden gegilmemistir [1]-[9].

Archimedes bir dairenin igine ¢izdigi ¢okgenin kenar sayisim artirarak 70 ‘nin 310/71 ile 31/7
arasinda oldugunu yaklasik olarak hesaplamis, bunu Misirlt matematikgiler yaklagik 3.16 olarak
bulmugtu. M.S. 150 'de Batlamyus, T 'yi 3,1416 olarak hesaplamistir. Archimedes 'in yaklagik olarak
hesaplama yontemi sirdirilebilirdi. Ama diferansiyel ve integral hesabin bulunmasindan sonra Eski
Yunan yontemi birakildi; Tt 'yi yaklagik olarak hesaplarken, yakinsak sonsuz seriler, carpimlar ve

stirekli kesirler kullamiid: [4].

Archimedes'ten sonra 70 sayist izerinde gok ¢alismalar yapilmigtir. Bunlardan biri, 7T sayisinin
irrasyonel bir sayr oldugunun gosterilmesidir. T sayisimn ondalik gosterimi veya agilimu,
T0=3,14159265... bigciminde, devretmeyen sonsuz ondaliki bir sayidir. James Gregory (1638-1675)

/1 1 1 l+ 1 1

4 357 9 11
oldugunu buldu. Bu seri, TC sayisinin sayisal degerini hesaplamak igin kullamgh bir seri olmamakla
birlikte, T sayisi ile tek sayilar arasindaki zarif bagintiyi gostermesi bakimindan ilgingtir.
Lindemann (1852-1939), 1882 yilinda T sayisinin transandant (askin) oldugunu gostermigtir.
Ludolph, 1600 yillarinda 70 sayisimin 35.ondalik basamagina kadar hesabini yapti. Daha sonra John
Machin (1680-1751), 1706 ythnda buldugu bir formiille, 7T sayisimin 100. ondalk basamagina kadar
hesabim yapti. John Wallis (1616-1703)

b 22.44.2n2n

m
2 o= 1.3.35..2n-1).2n-1)

oldugunu buldu. Yine Machin 'in

T a,1 a, 1

7 4 tan (5) tan (239) ,
bigimindeki formiliini kullanan William Shanks, 1873 yihinda T sayisimn 707. ondalik basamagina
kadar bu hesaplamay: gotirdi. Bu hesaplama tam on bes yil sirdi. O. F. Ferguson, 1946 yihinda
Shanks'in bu hesabimin 528.basamaginda bir yanhghgin yapildigim saptadi. John W. Wrench Jr. ve
Daniel Shanks, Wasinghton'daki IBM 7090 bilgisayar: ile Tt sayisimin degerini, 100625. ondalik
basamagina kadar dogru olarak hesaplad:. Bu silrenin dokuz saatten daha az bir zaman aldigin
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belirtelim. Son olarak, 7t sayisi iki milyonuncu basamaga kadar hesapland: ve 800 sayfalik bir kitap
haline getirildi. Bu kitabin son satirinin son on basamag1 1457297909 rakamlariyla bitiyordu [7].

Tt yi hesaplamak igin kullamilan en ilging yollardan birini 18. yy'da Fransiz doga bilimci Buffon
(kontu) George "Igne Probleminde" kullanmuigtir. Bir dizlem, aralart d birim olan paralel ¢izgilerle
ayrilmigtir. Uzunlugu d'den kisa olan bir igne, bu ¢izgili yizeye digirilir. Eger igne bir ¢izginin
uzerine digerse, iyi ats olarak kabul edilir. Buffon’ un gasirtict bulusu, iyi atiglarin, koti atiglara
oraninin T¢ yi iceren bir agiklamasinin olmasiyd. Eger ignenin uzunlugu d birimse, iyi atig olasihig
2/T ‘dir. 1901 'de Lazzerini 3408 atig yaparak 7T 'nin degerini 3,1415929 olarak hesaplad: ki bu
alt: ondahk basamaga kadar dogruydu. T 'yi hesaplamak i¢in bagka bir olasilik yontemi 1904 'de R.
Charles tarafindan bulundu. Buna gore, rasgele yazilan iki sayinin goreceli asal olmalarimin olasihig
6/m ‘dir. TC 'nin geometri, olasilik, diferansiyel ve integral hesaplamalarinda nasil farkli bir bigimde
kullamlidigint gormek gercekten de ilgingtir. Niye biri bugiin siper bilgisayarlarla yapildig: gibi, T
‘nin degerini milyonlarca basamaga kadar hesaplamak istesin? U 'nin ondalitk basamaklarina karg
bu ilginin kaynagi nedir? Bu, siper bilgisayarlarin donamm ve yazilimlarimn kapasitelerinin
olciilmesinde kullamlir. Hesaplama yontemleri, yeni digincelerin ve kavramlarin ortaya gtkmasim
saglar. Gergekten, T 'nin bir dizeni, kalib: Yok mu? Sonsuz gegsitlilikte kaliplar mui igeriyor?. T 'nin
igindeki bazi sayilara daha sik mi rastlantyor? Oyleyse bu sayilar tam da rasgele dagilmuis degil mi
acaba? Belki de matematikilerin yuzyillar boyunca T 've duydukiar: ilgi ve hayranlik, dagcilari hep
daha yikseklere irmanmaya yonelten gugli istek ve duygulara benzetilebilir [4].

Rasgelelik ve 77 Sayisi

Rasgelelik veya bununla baglantilh determinizm (belirlenmislik) konusu, Aristoteles'den giiniimiize
tartigilan felsefi problemler arasinda yeralmaktadir. 20. yy.in baglaninda kuantum fiziginin
gelismesiyle beraber Newton'un belirlenimci diinya griisii (saat gibi tikar-tikir igleyen evren) yerini
olasilike1 diinya goriigiine birakmak zorunda kalmigtur.

Pagels "rasgelelik nedir?" sorusuna cevap vermeye Qahsirken, matematiksel ve fiziksel rasgelelik
problemleri arasinda aynm yapmanin énemine deginmistir.

Matematiksel problem, sayilar veya fonksiyonlarin rasgele sirasinin ne anlama geldigini tamimlayan
bir mantiksal problemdir. Fiziksel rasgelelik problemi gergek fiziksel olaylarin rasgelelik
konusundaki matematiksel kriterlere uyup uymadigim belirlemektir. Rasgeleligin matematiksel bir
tammina sahip olana kadar, dogal olaylarin bir dizisinin gergekten rasgele olup olmadigin
belirleyemeyiz. Bir kere béyle bir tammimiz olunca, o zaman, gergek olaylarin boyle bir tamma
karsihk gelip gelmedigini belirleme konulu ek deneysel bir problemimiz olur. Burada ilk problemle
kargilagiriz: Matematikgiler, rasgeleligin kesin bir tammini verme ya da onunla baglantil bir ig olan
olasiligr tamimlama iginde hig bir zaman basar: saglayamamstir ... [8].

Yine Pagels 77 sayisimn ondalik agilimindaki sayilanin rasgelelik testlerinden gegebilecegini veya bu
sayllarin gesitli olasilik dagilimlarina uyabilecegini belirtmis, 7 sayisimn ondahik agilimdaki sayilan
ele alarak rasgele bir tamsayilar dizisini tanimlama problemi iizerinde durmugtur.

Buffon 'un Igne Problemi; 7z'nin bir geometrik olasilik probleminin ¢6ziimii sonucunda ortaya gikmasi
agisindan ozellikle ilgingtir. Bu deney herkes tarafindan kolayca yapilabilir ve 77 i¢in bir tahmin elde
edilebilir. Olasthk ve istatistik kitaplarinin hemen hepsinde Buffon ‘un igne Problemine yer
verilmistir [10]-[14]. Yine 77 'yi tahmin etmek icin,

1
£ [V1-x*dx
0
formiilii ele alinarak Monte-Carlo Integrasyonu olarak bilinen yontem kullamlabilir. U,,U,,...,U,
rasgele degiskenleri (0,1) aralifinda diizgiin dagilima sahip olmak iizere (hesap makinalanindaki
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RND tusu, bilgisayarlardaki RND fonksiyonu veya rasgele rakamlar tablosu kullanilarak bu sayilar
elde edilebilir)

13 i-u

ni=1
toplami; /4 igin bir tahmin verecektir.

Ekonomi, sayisal goziimleme, sifreleme, bilgisayar programlama, deneysel fizik, istatistik,... gibi
birgok uygulamali bilim alaninda rasgele sayilar simiilasyon (benzetim) asamasinda kullanilmaktadur.
Kisaca simiilasyon; model tizerinde deney yapmadir. Rasgelelik igeren olay ve siireclerin bilgisayar
ortaminda deneyinin yapilmasidir.

Gergek diinyada rasgelelik olgusunun i¢inde bulunan ve 61¢1"1mler ile elde edilen sayilar bir rasgele
degiskenin sahip oldugn dagilimdan alman 6rneklemin gozlenen degerleri olarak diigiiniilmekle
birlikte, simiilasyonda bdyle gozlemler nasil elde edilir?

Son yillarda, simiilasyon, ozellikle egitim alaminda kullamlan yontemlerin basinda gelmektedir.
Simiilasyonun temelinde de rasgele sayilar yatmaktadir. Yapilan simiilasyon igleminin gergek
diinyadaki olay: iyi bir sekilde taklit edebilmesi istenir, eger taklit iyi yapilamiyorsa deney gergek
diinyadaki olay1 iyi temsil edemeyecektir. Bu nedenlerle rasgele dizi kavraminin uygulama agisindan
onemi biiyiiktiir. Istatistiksel dagilimlardan ¢rnek almak (model iizerinde deney yapma, bilgisayarda
deney yapma, gozlem alma) igin (0,1) araliginda diizgiin dagilima sahip rasgele degiskenlerin gesitli
fonksiyonlan kullamhr. Eger (0,1) araligindaki diizgiin dagiimdan rasgele say1 iretilemiyorsa
dogaldir ki diger dagilimlardan da say1 iiretmek miimkiin olamamaktadir. Bunun igin gesitli iiretegler
(fonksiyonel iliski) kullamlmakta ve gesitli istatistiksel 6zellikleri saglayan iiretecler rasgele sayl
iireteleri olarak kullanilmaktadir. Bu sayilar belirli kurallara gore iiretildiklerinden "sozde rasgele
say1" olarak bilinmektedir.

Giiniimiizde bilgisayar teknolojilerinin geligmesi ile beraber 7T 'nin milyarlarca ondahk basamagi
CD-ROM 'lara kaydedilerek simulasyon galigmasi yapanlann kullammina sunulmustur. 77 sayisi
dogal rasgele say: iireteci olarak adlandinlmigtir. Dodge [15], 70 ile ilgili genis bir tarihge ve son
hesaplama yontemleri ile ilgili bilgi verdikten sonra, 7 ‘nin ilk 6 milyar basamaginda gecen 0,1,..,9
rakamlanmn diizgiin dagildifim gostermistir.
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PROBLEMLER VE GOZUMLERI

Uyar1: Dergimize aligtirma problemlerinin ¢o-
zumlerini degil, yalnizca yarigma problemlerinin
gozlimlerini yollaymz. Coziimleri gonderirken
lutfen su noktalara dikkat ediniz:

-Her sorunun ¢6ziimiini ayr bir kagida okunakl
ve anlagilir bir bigimde yaziniz.

-Kagidin sag tst kosesine adimzi, soyadinizi,
adresinizi, ogrenci iseniz okulunuzu ve sinifimz
yaziniz.

-Cozimleri, Akdeniz tiniversitesi, Matematik
Bolimi, 07058-ANTALYA adresine 29 Subat
2000 tarihine kadar gonderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.201. z3 —z 4+ 1 = 0 denkleminin her bir
kokiiniin tersi, z° + = + 1 = 0 denkleminin bir
kokiidiir; kanitlayiniz.

A. 202. Toplamlan ve garpimlan tam kareler
olan dogal sayi ikilileri bulmak igin bir yontem
gosteriniz.

A. 203. Kenar uzunluklan a,b,c,d olan bir
dértgenin alaninin %‘—bﬁ ’den fazla olamayacagini

gosteriniz.

A. 204. Sifirdan bagka tiim rakamlarnn bu-
lundugu ve 5 ile biten bir 9 basamakh say
tamkare olamaz; kamtlaymz.

A. 205. Ag(] licgeninin AH yiksekligi, BD ke-
narortay1 ve CN i¢ agiortay1 aym bir noktadan
geciyorsa, a, b, ¢ (kenar uzunluklar) arasinda
hangi bagint1 vardir?

YARISMA PROBLEMLERI

Y.201. ag,ay, ..., an 3 reeel sayilar olmak tzere,
agz" + (11:1’:"_1 + ...+ aﬂ_3133 + z? +z+1=0

denkleminin koklerinden en az birinin reel ola-
mayacag; yani, karmagik olacagim kanitlaymiz.

29

Y.202. 2 < sin20° < Z esitsizligini ispat-
laymz.

Y.203. Bir £k € N sayisimin gu ozelligi
vardir: k ya boliinen herhangi bir sayinin rakam-
lar ters sirada dizilerek elde edilen say1 da
k ya bolinmektedir. & nm 99 ’u béldigini
kamitlayimz.

Y.204. V2,2 ve &
Bu sayilardan herhangi ikisinin yerine, onlarn
toplaminin /2 ye bolimiini ve farkininy/2 ’ye
boliimiinii koymaya izin veriliyor. Bu iglemler bir
kag defa yapilarak, 1, V2, 1+ /2 ligliisiinii elde
etmek mimkiin midir?

sayilar1 verilmigtir.

Y.205. Bir P noktasindan gegen S;,S2,S53
cemberleri birbirleriyle ayrica A,B,C nokta-
larinda kesigiyorlar. Eger A, B, C noktalan
P ’den gecmeyen bir dogrunun lizerinde ise, bu
cemberlerin merkezlerinden gegen ¢emberin P
noktasindan da gececegini ispatlayiniz.

COZUMLER

A.191. Diizlem tzerinde 1111 tane nokta, ras-
gele alinmis herhangi 3 nokta yarigapi 1 ’e esit
olan bir dairenin iizerinde bulunacak bigimde
isaretlenmistir. Bu durumda, noktalarin hepsinin
yarigap: 1 olan dairenin izerinde oldugunu ispat
ediniz.

Coziim. Isaretlenmis noktalarin hepsini iizerinde
bulunduran en kiigik capli daireye bakahm.
Bu dairenin gemberi lizerinde ya merkeze gore
simetrik 2 igaretlenmis nokta bulunacaktir, ya
da dar agii bir Uggenin igaretlenmis nokta-
lardan olugan koseleri bulunacaktir.  Fakat,
igaretlenmis tg noktay iizerinde bulunduran mi-
nimal yarigaph dairenin yarigapi < 1 oldugundan,
igaretlenmis noktalarin hepsini igeren minimal
dairenin yangap: da < 1 olacaktir.

A.192. z + 2y +y = z% + y* denkleminin tum
tamsay1 ¢ozimlerini bulunuz.

Goziim. Denklemin her iki yan 2 ile carpildiktan
ve uygun diizenlemeler yapildiktan sonra onu
agagidaki denk bigime getirmek mimkindur:

(-1 + -1+ (z-y)* =2
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Sonuncu denklemin ise tiim tamsayi ¢oziimlerinin
(0,0), (0,1), (1,0), (2,1), (1,2), (2,2) oldugunu
gormek zor degildir.

A193. 22—y? =0, (x—a)?+y® = 1 denklem-
ler sisteminin tam:

(a) 4 tane; (b) 3 tane; (c) 2 tane
gozume sahip olmasi igin a parametresinin
saglamasi gereken kosullari bulunuz.

Cozim. Birinci denklemin ¢oziim kiimesi y==z
ve y = —z dogrulan tizerindeki noktalardir.

0,

Ikinci denklemin cozum kumesi ise, merkezi
(a,0) noktasinda ve yarigapi 1 olan gember (a
parametresinin (—o00,00) arahginda degistigini
unutmayin) iizerindeki noktalardir.

Problemi, a > 0 igin inceleyelim (simetriden
dolay, a < 0 igin de uygun sonuglar gikarilabilir).
Ikinci resimden anlagilacag gibi, @ > v/2 icin sis-
temin hi¢ ¢dziimi yoktur.

a = /2 igin tam 2 tane ¢oziim vardir:

Problemler ve Céziimnleri

(\/5/21\/2—/2)1 (\/5/2,—\/5/2); ve a =1 igin tam
3 tane gozum vardir: (0,0),(1,1), (1, —1);
diger durumlarda ise (yani, 0 <a<1lvel < q<
/2 hallerinde) tam 4 tane ¢oziim vardr.

A.194.
(A 2-2?-2)7—..—2)?-2p
N——

100 tane parantez

ifadesinde parantezler agilarak sadelestirmeler
yapildiktan sonra z2 ’nin 6niindeki katsayi ne ola-
caktir?

Cozum. Verilmis polinomun serbest terimiz = 0
noktasindaki degerine, yani,

(.. ((4— 9)? — 2)2 - 2)2 = (4-2)2 =4

sayisina egittir.

Jimdi, probleme genel halde bakarak, & tane
parantezin bulundugu ifadede z ’in katsayisina Ay

ve z? ’nin katsayisina By dersek,

A = 4. A5 ve B, = Az_l + 4Bk _,

. oldugunu kontrol edebiliriz.

Ote yandan, (z—2)% = 22 —4z+4 ozdesliginden
dolay, Ay = —4, B; = 1 ’dir. Boylece,
Ar = 4.Ag_, formilini gozoniine alirsak, her
k =1,2,3,... igin Ay = —4* olur. Bunu B, =
A}_, +4Bjy_; formiiliinde yerine koyarsak,

By =4B,_; +4%7% (k=1,2,.)
elde ederiz.

By =1 oldugunu gozoniinde tutarak, sonuncu
rekiirans denklemini ¢ozersek,

By = 4k—1'lt: _1]‘ = 1(42/:—1 _4k—-1)

elde ederiz. Ozel halde,

(4199 _ 499)

O =

BIOO =

olur.

A. 195. Ikiger ikiser birbirine digtan teget
olan A, B,C merkezli ve Ry, Ry, Rz yarigaph lg
cember ayn1 zamanda bir d dogrusuna da tegettir.



Problemler ve Coziimleri

A merkezli ¢emberin d dogrusuna degdigi nok-
tanin A ya gore simetrigi P, diger iki gemberin
birbirine degdigi nokta Q ile gosterilmek tzere
PQ L CB oldugunu ispatlayimz.

Cozim. BR L1 AP olsun. AB = R; + Ry
ve AK = |Ry — Ry| 'dir. BK = 2/R—1R,,

BP =\/4R{+ R} , PC = \/4R} + R} bulunur.

C, @, B noktadagtir. Kosiniis teoreminden,
A

PB? = PQ*+ R} - 2PQR;cos PQB= 4R? + R}
A

PC? = PQ?+ R} —2PQR3cos PQB= 4R+ R}

A
= PB?- PC? = R}— R2-2PQ.cos PQB (Ry+

A
R3) = R} — R3 = cos PQB= 0 elde edilir. O
halde, PQ L BC ’dir.

Y.191.  Pozitif sayilardan olugan (a,b,¢,d)
sirall dortlisiinden her say1 bir sonraki ile ve
dordiincii say1 ise birinci say1 ile garpilarak
elde edilen sayilarin siralanmasiyla (ab, be, cd, da)
sirall dortlisu elde ediliyor; sonra aymi islem
bu yeni dértliye uygulaniyor ve iigiinci swrah
dortli olusturuluyor, ve bu islem siirdiriliyor.
Boylece elde edilen dortliler dizisinde (a,b,c,d)

dortlistne ikinci kez rasgelebilmek igin gerek ve

yeter kosul, @ = b = ¢ = d = 1 olmasidir.
Kamtlayimsz.

Cozum. Yeterlilik agiktir. Kosulun gerekliligini
kanitlayalim. Varsayalim ki, dortliiler dizisinde
(a,b,c,d) ’ye ikinci kez rast gelinmistir (yani,
dortliler dizisi bir periyodik dizidir).  Bu
takdirde, once abecd = 1 olmasi gerektigini
gosterelim. abed = p olsun. Bu durumda ik-
inci dértliideki sayilarin ¢arpimi p?; iigiinciideki
sayilarin garpimi p*, dordiinciidekilerin ¢arpimi
8, olur. p = 1 degilse, p,p?
rt, o8, sayllarinin  hepsi farkli olur ve
dolayisiyla, dortliiler dizisinde iki aym terim
olamaz. Simdi, ikinci dortliye bakalim:
(ab,be,ed,da). abed = 1 oldugundan, dérdiincii
dortli (b2c?,c%d?, d%a?, ah?) olacaktir (kontrol
ediniz!). Yani, dérdiinci dértliyi elde etmek
igin ikinci dortlintn “girdilerinin” karesini alip,
uygun yerdegistirme yapmak lazimdir.  Ben-
zer gekilde, altinci dortli, dordiincii dortliniin
“girdilerinin” karelerinin yerdegigtirmesinden elde
edilir:  (c*a®, d%?, o**, b%*). Benzer yol
izlenerek, dizinin sekizinci, onuncu ve diger te-

31

rimleri bulunabilir.

Simdi iddia ediyoruz ki, ikinci dértliiniin tiim
“girdileri” 1 ’e egittir: ab = be = c¢d = da = 1.
Gergekten, eger bu “girdilerin” hepsi 1 ’e esit
degilse, onlarm en biiyiigii 1 *den biiyiik olacaktir.
Ornegin, diyelim ki, ab > 1 'dir. O halde (ab)?,
(ab)*, (ab)S, ... sayisal dizisi sinirsiz artiyor. Bu
ise dortliler dizisinin periyodik olusuyla geligiyor
(periyodik bir dizi (fonksiyon) sinirl olmak zorun-
dadir). Boylece, ab=bc=cd=da=1=a =
b=c=d=1.

Y.192. n > 5 olmak lizere, bir diizgiin n-gende,
en biiyiik ve en kiigiik késegenlerin farki n—genin
kenar uzunluguna esit ise, n sayisin1 bulunuz.

Cozim. n-genin kenar uzunluguna a,, biyiik ve
kiigiik kiimelerinin uzunluguna da, sirasi ile, Dy
ve d,, diyelim. Hangi n ler i¢in a, = D, —d,
oldugunu bulmak istiyoruz.

n = § durumu

[

B D

2l b o

K /&
n =9 durumu
o]
o 8
M ol

d F] A

n==6veyan =7i¢n D, —d, < a, oldugu
kolayca goriilebilir (kontrol ediniz !).

n = 8 durumunda kuguk kosegen olan BD ’nin
uclarindan biylk kogegen olan AE ’ye BK ve
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DL diklerini indirelim.
N A
ABK=LDE= 22,5° < 30°

oldugundan, |[AB| = ag > 2.|AK| = Dg — dg =
|AB| = ag > Dg — dg olur.

A A
n = 9 durumunda ABK=LDE= 30° oldugundan
|AB| = ag = 2|AK| = Dy —dy olur. Yani, diizgiin
dokuzgende ag = Dy — dy olur.

Simdi n > 9 olsun. Bu takdirde D,, > Dy, d, <
dy ve a,, < ag oldugundan,

Dn—dnzDg—dg=a9>an=>Dn—d,,>a,.

egitsizligi saglanir. Yani, problemin kogulunu
saglayan n sayis1 9 ’a esittir.

Y.193. Bir subay her gece, 33 asker
icinden sectigi bir takimi nobete gondermektedir.
Takimdaki asker sayis1 baz1 geceler 9, baz1 geceler
ise 10 olmaktadir. Biitiin askerlerin aym sayida
nobet tutmus olmalan igin en az kag gece
gecmelidir?

Co6ziim. 9 tane askerin nobet tuttugu gece sayisi
k ve 10 askerin nobet tuttufu gece sayis1 da
| olsun. Bundan bagka , her askerin tam m
gece nobet tuttugunu varsayalim. Bu takdirde,
agagidaki denklem elde edilir: 9k + 100 = 33m.
m = 1 igin denklemin dogal say1 ¢ozimu yoktur.
m = 2 icin tek ¢oziim k = 4, [ = 3 “tur.

Dolayisiyla, bitiin askerlerin aym sayida nobet
tutmug olmalan igin en az 4 +3 = T gece
gegmelidir.

(Cozenler: Eray Kanpak (Yozgat))

Y. 194. n bir pozitif tamsayr olmak tuzere
z3 — 3zy® + y® = n denkleminin tamsayilarda bir
¢oziimii varsa, o gozimden bagka iki tane daha
¢oziimii bulundugunu gosterinz.

Coziim. Denklemin sol tarafina P(z,y) diyerek,
onu gu bicimde yazalim:

P(z,y) = 2° — 32y + y° = (y — z)° = 32y +
23 = (y—=2)® - 3(y—z)e? - 2> = P(y—z,—2).

Boylece, her (z,v) ikilisi igin P(z,y) = P(y —
z,—z) = P(—y,z —y) olur. Bu esitliklerden eger
(z,y) cifti verilen denklemin ¢ézimi ise, (y —

Problemler ve Coziimleri

z,—z) ve (—y,z — y) ciftlerinin de birer goziimu
oldugu goriilir. Bu ¢oziimler, farkh ¢oziimlerdir;
glinkii aksi halde 2 = y = 0 olur ve buradan da
n = 0 olmas: gerekir. Halbuki, varsayima gore

n # 0 dir.
(Gozenler: Eray Kanpak (Yozgat))

Y. 195. Merkezleri A ve B ile gosterilen, birbir-
lerinin diginda bulunan Ki, K kiireleri veriliyor.
Tepe noktasi K> kiiresi lizerinde bulunan ve K,
kiiresine teget olan koninin bu kiireye degdigi nok-
talarin olusturdugu gemberin merkezi gozonine
alimyor. Tepe noktasi Ko iizerinde degistigi za-
man sozii edilen merkezin geometrik yerini belir-
leyiniz.

Coziim. AB dogrusundan gegen bir D diizlemi
ile K; ve Ko nin arakesiti olan gemberler a ve
b olsun. b gemberinin bir T' noktasinda tepesi
olan koninin kiirede belirledigi gemberin 7' den
gegen iki tegeti, D ile koninin arakesiti olan 7717,
TT, dogrulandir. [T1,T3] ’nin orta noktasi 0]
olmak iizere, O noktasi sozli edilen gemberin
merkezidir. Buradan AT.AO = AT? bulunur.
AB ’nin K, kiiresini kestigi noktalar P,Q ol-
mak iizere tepesi bu noktalar olan konilerle elde
edilen cemberlerin merkezleri de O;, Oz olsun.
AP.AO, = ATZ, AQ.AO, = AT{ ’den yarar-

lamip ilk bagint1 da kullamldiginda % =‘}4%,

A A A A
dolayisiyla AOO3;~AQT ve AO,0=ATQ elde
A A
edilir. Benzer bigimde, AO;0=AT P bulunur.

A A A A A A
01003;=A0,0 — A0,0=ATQ — ATP=PTQ
= 90°
dir.

T, [PQ] caph gemberi gizerken, O noktasi da
0,04 caph cemberi gizer. D diizleminde geo-
metrik yer bir cemberdir. AB ’den gegen her
diizlem igin D ’deki durum benzer olarak or-
taya gikarilacagindan O noktasinin geometrik yeri
[0105) gaph kiiredir.
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