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V. ANTALYA MATEMATIK OLIMPIYADI
BIRINCi SEGME SINAVI SORULARI VE CEVAP ANAHTARLARI

ilki 1996 yilinda yapilan Antalya Matematik Olimpiyadinin besincisinin birinci segme sinavi 8 Nisan
2000 Cumartesi giinii yapildi. Akdeniz Universitesi Matematik Kuliibiince diizenlenen Antalya
Matematik Olimpiyadinin organizasyonu, Akdeniz l"Imversntesn Saglik, Kiiltiir ve Spor Dairesi
Bagkanhiginca; akademik sorumlulugu ise Akdeniz Universitesi Matematik Bolimiince iistlenil-
migtir. Bu yil olimpiyatlara, Akdeniz Universitesi Rektorligi ve Akdeniz Universitesi Sosyal
Dayamigma Dernegi 'ne ek olarak Konyaalt: Belediyesi tarafindan da maddi destek verildi.

Olimpiyat sinavi Sncesinde, Akdeniz Universitesi Rektori Prof. Dr. Yagar Ugar ve Konyaalti
Belediye Bagkani Muhittin Bocek birer konugma yaparak yangmacilara “hosgeldiniz” dediler ve
bagar dilediler.

Bu y1l, Antalya Matematik Olimpiyatlarina, aralarinda Tiirkiye'yi Kirkiner Uluslararasi Matematik
Olimpiyatlarinda temsil etmis olan Ggrencilerin de bulundugu, 46 ilimizden 1300’ yakin Ggrenci
katildi. Sinav, Lise I ve Lise II-III adiyla iki kategoride yapildi. Lise I ve Lise II-IlI 6grencilerine ayr
ayr testler verildi. Testlerin her biri 20 sorudan olugmustu ve cevaplama siiresi 180 dakika idi.

Bu sinavda bagarili olan ogrenciler, 19 Mayis 2000 Cuma giinii yapilacak ikinci agsama sinavina
cagrilacaklar.

Bu y1l gegen smavlardan farkh olarak, ikinci simavin hemen degerlendirilmesi ve 21 Mayis 2000
Pazar giini madalya ve odiil toreni yapilmas: planlanmgtir.

Birinci segme sinavinda sorulan sorular1 ve cevap anahtarlarini, her iki kategorinin A grubu sorular:
icin asagida veriyoruz. (B grubu sorularin cevap anahtarlari, sorular karsilagtirilarak elde edilebilir.)
Sorularin ¢ozlimleri ise Matematik Diinyas: 'nin bir sonraki sayisinda verilecektir.

Lise I, A Grubu Cevap Anahtar:

1-B, 2-A, 3-E, 4-D, 5-C, 6-C, 7-D, 8-B, 9-E, 10-A, 11-C, 12-A, 13-B, 14-E, 15-D, 16-A, 17-D, 18-B,
19-C, 20-E

Lise II-III, A Grubu Cevap Anahtari

1-D, 2-B, 3-E, 4-E, 5-B, 6-A, 7-A, 8-D, 9-E, 10-B, 11-C, 12-B, 13-D, 14-A, 15-C, 16-A, 17-C, 18-C,
19-D, 20-A




V. ANTALYA MATEMATIK OLIMPiYADI, LIiSE I

L (x;+ x2+ .. .+x79 + x30f ifadesinin agihmnda, benzer
terimler toplandiktan sonra ortaya ¢ikan ifade Kag terimlidir?
(Omek : (a+bf = & + 3a’b + 3ab® + b’ ifadesi dort
terimlidir.)
A) 1550 B) 1540

C) 1570 D) 400 E) 8000

2. Birf fonksiyonu her ave b reel sayilan icin
fla+b)=flab) Ve f(1999)=1999

kosullanm saglamaktadir. Buna gére, f(2000) agagidakiler-
den hangisidir?

A) 1999  B)2000 C) 1000 D)999 E) Higbiri
3. Asagudaki  gekilde isaretlenmis
dordinden gegen kag cember vardar?

noktalarin en az

A0 B)1 02 D)3 E) En az 4
4. 5,10,15, ,995,1000 aritmetik dizisinin tim
terimlerinin garpumi olan saymn sondan ka¢ basamaginda
sifir bulunur ?

A) 200 B) 199 0198  D)197  E)19

5. Sekilde, O merkezli
¢emberin D noktasindaki
tegeti ile [BC] kirginin

D
uzantisium kesigim nok- /‘

tasiA'dr. |AD|=|B=a A B
ve |AB|=bise, (2b+a)?

nin a cinsinden degeri

nedir?

A) o B) 4 C) 54 D) 94° E) 34

6. 318 sayfalk bir kitabin tim sayfalarindaki sayfa
numaralan kesiliyor; sonra her sayfa numarasinin bulundugu

parga, her bir pargada bir rakam bulunacak sekilde kesilerek
kiigik pargalara aynlip, bu kigik pargalar bir torbaya
dolduruluyor ve torbadan rasgele bir parga gekiliyor. Cekilen
pargadaki rakamin 1 olma olasiif1 nedir?

1 11 19 23 1
ST B 9% Py B3
7. Saf asitle dolu olan 54 litrelik bir kaptan bir miktar asit
alimip yerine aym miktarda su konuyor. Sonra, bu kaptaki
kangimdan, ilk alnan miktarda kanigim ahmp, yerine su
konuyor. Bu ilem tamamlandiktan sonra, kaptaki kangimin
24 litresi saf asit olduuna gore, birinci defada kaptan kag
litre asit alinmigtir?

A) 15 B) 16 017 D)18  BE) 19

8. Sekilde, merkezi O ve c D

¢ap1 [AB] olan ¢ember

iizerinde C ve D noktalan

isaretlenmis olup, AD ile OC

nin kesigim noktasi E ve AD A > B
ile BC nin kesigim noktasi 0

F 'dir. m(EAB) =19°,

m(FE0)=91° ise, m(BEFD)
kag derecedir?

A) 50 B) 55 C) 60 D)63  E)65

9. Her n pozitif tamsayisi igin n nin en bilyik asal ¢arpanini
A(n) ile gosterelim. ;=68 ve her n>] i¢in an..;1=a, + A(a,)
ile tanimlanan {a,} dizisinin /9 "uncu terimi kagtir?

A)340  B)371 C) 361 D)350 E)380

10. p° + p* + 11p +2 ifadesinin asal say1 olmasim saglayan
kag tane p asal sayis1 vardir?
Al B)2 o1 D) Sonsuz E) Higbiri

11. Iginde 13 kirmuzi ve 8 mavi top bulunan bir torbadan
rasgele bir miktar top gekiliyor. Cekilen toplarin en az 6
‘sinin kirmizi ve en az 4 “Uniin mavi olmasim garanti etmek

icin en az kag top ¢ekilmelidir?

A) 10 B) 19 0) 17 D) 15 E) 12
A

12. Sekilde E, ¢emberin B D

[BD] ve [CA] kirislerinin
kesigim  noktasi olup,
|BA|=IAD 'dir. |AE|=3 ve
|[ECI=9 ise, |AD| kagtur?



4
A) 6 B)2y3 O4 D) W3 E) 32
13. m ve n sayllan 2000 saywsinin pozitif bolenleri

olmak iizere, (m,n) ikililerini digininiiz. Bu ikililerden kag
tanesi i¢in n sayist m ‘yi tam boler?

A)200 B)150 C)100 D) 60 E) 35

14. Hig bir basamaginda sifir bulunmayan iig basamakl
tamsayilar  iginde, basamaklarindan biri diger iki
basamaginin toplamina egit olan kag say1 vardir?

A)66 B)75 C)87 D) 9% E) 108

15. 369 sayis1 bir kag ardisik dogal saymin toplami olarak
kag farkli bigimde yazilabilir?

A)2 B)3 C4 D)5 BE)7

16, x=117-122+ 13?142+ 15 .. — 110° + 111° ise, x

agagidakilerden hangisidir?

A) 6271 B) 6241  C) 6251 D) 6231  E) 6261

17. Sekilde O merkezli ¢emberin, [BC] kiriginin orta noktasi
A A
D ve bir noktast A ‘dir. m( DOA)=90° ve m(BAC) = 40°
A
ise, m(ABC ) kag derecedir?

C

A) 50 B) 45 C) 30 D) 25 E) 20

18. n kenarhi bir duzgin (dig biikey) ¢okgenin bir ig
acisiin 3 Kati , m kenarli bir dizgiin (dis biikey) ¢okgenin
bir i¢ agisimn 4 katina egit ise, (m+n) sayis1 agagidakilerden
hangisi olamaz?

A)49  B)25 C) 4 D) 15 E) 10

19. 8 seker kutusunun her birinde farkli sayida seker
bulunmaktadir. Bu kutulardan rasgele biri bosaltilip diger

V Antalya Matematik Olimpiyad:

kutulara uygun bigimde dagitilinca, difer 7 kutunun her
birindeki seker sayis1 aym oluyor. Baglangigta en gok seker
bulunan kutuda en az kag geker vardir?

A) 18 B) 24 C) 28 D) 32 E) 36

20. Sekilde, [AB] ¢aph

cemberin bu ¢apim kesen D
bir kirigi [CD], A ve B

'den [CD] kirigine

indirilen dikmelerin A

ayaklari, swrasiyla E ve

F ‘'dir. |AE|=16, |BF|=14, £

ve |AB|=34ise,

|FD| agagidakilerden hangisidir?

B) 3(4y2-1)

E) 4(3V2-2)

A) 4@2V2+D) 0 4#7

D) 2(3++2)

V. ANTALYA MATEMATIK OLIMPIiYADI, LIiSE Il-lll

1. 369 sayist bir kag ardigik dogal saymnun toplami olarak
kag farkli bigimde yazilabilir?

A)2 B)3 04 D)5 E)7

5. abce Z olmak iizere, ax’ +bx+c =0 denkleminin

diskriminantinin 47 olmasim saglayan kag tane (a,b,c) ligliisii
vardir?

A) O B) 1 O 2 D) 47 E) Sonsuz

3. m ve n sayilan 2520 sayisiun pozitif bélenleri olmak
tizere, (m,n) ikililerini diigiintniiz. Bu ikililerden kag tanesi
i¢in n sayist m ‘yi tam boler?

A) 270 B) 540 C)250  D)455  E)S500

A
4. ABC bir dik liggen, m(A)=90°, [BC] 'nin orta noktas
D; [AC] 'min bir noktasi E olmak iizere, |AB|=|AE| ve

A
|AC|=3|AB| ise, m(AED) kag derecedir?

A) 105° B)120° () 135° D) 140° B) 150°

5. 30 farkli kitap, her bir bolmesi 30 Kitap alabilen 7 bélmeli
bir rafa kag degisik bigimde dizilebilir? (Baz1 bélmeler bos
kalabilir.)



V. Antalya Matematik Olimpiyadi

30 36! 37 30!
A)[7] By O= DI BF

6. Tiim pozitif tamsayilardan olugan kime N ile gosterilmek
tizere, f: N — N fonksiyonu

(i) mve n aralaninda asal olunca , f{mn)=f(m)f(n);

(ii) pve q asal olunca, f(p+q)=f(p)+flq)

dzelliklerine sahipse, f(100) kagtir?

A)29 B)SO C)70 D) 125 E) Higbir

7. Bir ABC tiggeninin [AB] kenarinn orta noktasi D ile; D, B
ve C noktalarindan gegen gemberin [AC] kenan ile (ikinci
defa) kesigim noktasi E ile gosterilmek iizere, |AC|=3|AE| ve

A
m(EBC)=90° ise, |EB*/|BC[

.agagidakilerden
hangisidir?
7 5 3 3
A) — B) — - D) = B)2
) 3 ) 3 0 2 ) 5 )

Y —(x+1)(x* +4)=0
yt = (4-2x)y +(4—4x-3x%) =0
denklem sisteminin ¢8ziim kiimesinde kag (x,y) reel say1
ikilisi vardir?

A0 B)1 C)2 D)3 E) 3 'ten fazla

9. a =1 ve her n21 igin
Ap41 =-1—(1+ 2q, +3ay t+...+(n+1Day,)
n

ile tammlanan dizinin 2000 inci terimi agagidakilerden
hangisidir?

A) 32

o B) 3.2
D) 32

E) 3.2

o) 32

10.  Jx+4Jy =42000

kiimesinde kag ¢6zitmil vardur?

denkleminin  tamsayilar

A)S B)21 C)16 D)10 E)40

11. Yangap: r olan gember, yargap: R olan ¢embere A
noktasinda igten tegettir. Digtaki gemberin herhangi bir B

noktasindan igteki cembere gizilen tefetin degme noktasi
C ve 2|BC|=|BA| ise, % nedir?

3 4 5 7 11
A= B)= 2 DL B —
)4 )5 C)S )10 )20

12. 8 seker kutusunun her birinde farkh sayida geker
bulunmaktadir. Bu kutulardan rasgele biri bosaltilip diger
kutulara uygun bigimde dagitilinca, diger 7 kutunun her
birindeki seker sayisi aym oluyor. Baslangigta en gok
seker bulunan kutuda en az kag geker vardir?

A) 14 B) 21 C) 28 D) 35 E) 42

13. Asagidaki denklemin kag reel ¢6ziimil vardur?
2=1=2(1~22%)%

A)O B) 1 C)2 D)3 E) 4

14. Her xe€ [—1,1] igin |2x2+a.x+blsl esitsizliginin
saglanmasim garanti eden reel a ve b sayian igin

a? + b agagidakilerden hangisidir?

&= B)1 02 D2 B
2 2 2

15. ABCDEF  dizgin altigeni veriliyor. ABCD

dortgeninin i¢ bolgesinde alman bir K noktas: igin

A A A A
m(KAD) =18° ve m(KAB)=m(KCD) ise, m(KBA)
kag derecedir?

A) 84 B) 81 C) 94 D)% B)72

16. a3 =3 veher n21 igin a4y = a,4 —a, bagntisi
ile tammlanmug bir a,a,,....a,,... dizisinin ilk 100

teriminin toplam 100 ise, ilk 111 teriminin toplami
kagtir?

A) 100 B) 111 C)136 D)154 E)222

(a}
17. [AB] gaph yanm gemberin AB yayimn orta noktasi C

(g}
; BC yay izerinde B ve C 'den farkh bir nokta P ; CP
ile AB dogrusunun kesisim noktas1 Q ; Q 'dan gegen ve
AB dogrusuna dik olan dogru ile AP 'nin kesigim noktasi
D olmak tizere, |AB|=6 ve |DQ|=10 ise, |QP|.|QC]
nedir?

A) 160 B)169  C)150 D)140 E)144



18. Asagidaki gekilde igaretlenmis noktalann en az
dordiinden gegen kag gember vardir?

A)0 B)1 C)2 D)3 BE) Enaz 4

19. Her n pozitif tamsaysi igin » nin en bityiik asal ¢arpanin
‘.4(11) ile gosterelim. a;=68 ve her n>I igin any1=a, + A(an)
ile tammlanan {a, } dizisinin 19 ‘uncu terimi kagtir?

A)340 B)371 C)361 D)350 E)380

20 a, = n= 1IN en ||y||k
. n > ( 1,2,3,... diZiS. i b“ i
s . l 3 l. ?

A)1001  B)1999 C)2000 D)2001 E) 2002

V.Antalya Matematik Olimpiyad:
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BIR MATEMATIKSEVERIN
UG GEOMETRI PROBLEMI

Cem Tezer
ODTU, Matematik Béliimi,
06531-ANKARA

Bu kisa yazida, tip, edebiyat ve fikir hayatimiza
hizmet vermis ve bugiin sihhi sebeplerden dolay1
verimli ¢alisgmasi miimkiin olmayan Dr. Cemil
Ugurlu’yu tanmitmak istiyorum.

Dr. M. Cemil Ugurlu, 1926 yilinda dogmug, tip
tahsilini miiteakip fizik tedavi sahasinda ihtisas
yapmigtir. Fizik tedavi, histoloji ve deontoloji
dallarinda yirittigi caligmalarin yansira gazete
ve dergilerde yayilanan muhtelif fikir ve inceleme
yazilan kaleme almugtir. Bir siir kitabi basilmgtar.

Bir kag ay once bir konugma yapmak maksadiyla
Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi’nde bulundu-
gum sirada, meslektagim Prof. Dr. Oner Cakar
bana perigan evrak halinde baz metinler vererek
incelememi rica etti. Bunlar, hayranhkla bagh
oldugu M. K. Atatiirk hakkindaki yazilarindan is-
men tanidigim Dr. M. Cemil Ugurlu tarafindan
1946 yilinda, yani liseyi heniiz bitirdigi bir cagda
tanzim edilmis ve kismen ¢6ziilmilg dort geometri
problemini ihtiva etmekteydi. Bu calisma, nasil
bakilirsa balalsin olaganin ¢ok diginda bir isti-
dadin deliliydi. Yaymnlamak icin Dr. Ugurlu
’dan izin aldim. Bu problemlerden iigiini asagida
sunuyorum.

Bu yaziy1 yazmaktan maksadim okuyuculara il-
ging bir kag geometri problemini sunmak, bir o
kadar da, ne yazik ki degerlendirilememis bir ka-
biliyetin hazin hikayesini anlatmaktir.

PROBLEM 1

Bir k dogrusu ve k iizerinde bulunmayan bir
P noktasi verilsin.  k iizerinde alinan bir-
birinden farkh A, B, C, D, E, F noktalan

A A A
APD=BPE=CPF= 90° sartim1 saghyorsa,

AB CD EF

BC DE FA

oldugunu gosteriniz.

Cozum: P noktasi, k dogrusu ve k tlizerindeki
noktalar gekilde goriildigii konumlarda (Sek:l 1)
alinirsa elde edilecek olan

(APB) = (DPE)
(BPC) = (EPF)

A A
(APF) + (CPD) = 180°
bagintilar muvacehesinde,

A
AB _ |PA|-|PB| sin (APB)

A
BC " \pB|.|PC] sin (BPC)

A
CD _ |PC|-|PD|-sin(CPD)
DE — . o
|PD| - |PE|-sin (DPE)

A
EF _ |PE|.|PF|-sin (EPF)
FA ~ X A
|PF|-|PA|-sin (FPA)

esitliklerinin taraf tarafa carpilmasiyla istenilen
netice elde edilir.

PROBLEM 2

ABC liggeninin gevrel ¢emberi iizerinde bir P
noktasi almsm. PA, PB, PC dogrularina P
’den gizilen dikmeler BC, CA, AB dogrularim
sirasiyla X, Y, Z noktalarinda kessin. X, Y ve Z
‘nin gevrel gember merkezinden gegen bir dogru



tizerinde kaldigini gosteriniz.

Coziim: ABC cemberinin gevrel gember
merkezini O ile gosterelim. [A4, A'], [B, B'], [C,C']
cap olacak gekilde gevrel gember tizerinde A’, B,
C’ noktalan alalim (Sekil 2). Tabiiki, X, Y, Z
noktalann PA’, PB’, PC' ’nin sirasiyla BC, CA,
AB ’yi kestigi noktalar olacaktir. PC’, PB PA’
'nin AC ’yi kestikleri noktalan sirasiyla K, L, M
ile gosterelim.

Menelaus Teoremini ABL tiggeni ve K Z kesenine
uygulayarak

7B PL KA~
BLC tiggeni ve M X kesenine uygulayarak da
XB MC PL_,
XC ML PB~
bulunur. Bu denklemlerin Problem 1 ’den elde
edilecek olan
AK LM CY __
KL MC YA
denklemiyle taraf tarafa carpilmasiyla
A8 YO 24 .
XC YA ZB -

bulunur. Bu da Menelaus Teoremi vasitasiyla X,
Y ve Z ’nin dogrudag oldugunu gosterir.

X, Y, ve Z 'nin luzerinde bulundugu dogrunun
O ’dan gectiginin ispat1 Dr. Ugurlu’nun notlan
arasinda yok. Benim ¢6ziimim projektif geometri
yontemlerine dayaniyor:

Cem Tezer

P ’nin gevrel cember tuzerinde hareket ettigi
farz olunarak X ve Z ’'nin sirasiyla BC ve BA
dogrular uizerinde projektif bir miinasebet icinde
olduklar goriiliir. X ’in B ile gakigmasi halinde Z
de B ile gakigacagindan, X Z sabit bir noktadan
gegmelidir. X ’'in C ile cakigmasi halinde X Z de
CC' ile gakigir. Diger tarafdan, X ’in AA" ile BC
'nin kesigim noktasiyla ¢akigmasi halinde de X Z
dogrusu AA’ ile gakisir. Demek ki aranilan sabit
nokta, AA’ ile CC’ ’niin kesigim noktas1 yani O
olmaldur.

PROBLEM 3

Bir £ gemberi ve kogeleri £ 'nin diginda kalan bir
ABC iiggeni almsin. A, B, C ’den I ’ya gizilen
tegetlerin degme noktalarn sirasiyla a ve o', B ve
B', ¥ ve v olsun. BC ve aa’, CA ve Bf', AB
ve vy dogrulan sirasiyla X, Y, Z noktalarinda
kesigsin.

(1) X, Y ve Z noktalarinin bir dogru iizerinde
kaldigini gosteriniz.

(2) By ve Py dogrularmin BC iizerinde
kesigtigini gosteriniz.

Cozim:

Bu problemin ¢6ziimii de Dr. Ugurlu’nun notlar
arasinda bulunamadi. Ashnda I gemberi yerine
herhangi bir koni kesiti (elips, hiperbol, parabol)
alinabilecegi gibi A, B, C noktalarinin £ ’ya gore
konumlar da oldukga serbestge segilebilir (Sekil
8 ). Aslinda ao’, BB, vy' dogrulan sirasiyla A,
B, C ’nin ¥ ’ya gore kutupluk dogrulan (“po-

lar line”, “polaire”, “Polare”, “kutbiyye”) olarak



Cem Tezer

tarif edilmelidir. Boylece, £ verildiginde, prob-
lemin manal olabilmesi igin A, B ve C nokta-
larinin kutupluk dogrularinin sirasiyla BC, CA
ve AB dogrularindan farkli olmalan kafidir. (Par-
alel olmalar1 halinde kesigme noktalarim “son-
suzda” addetmek yetecektir.) Bu gekilde ol-
gunlagtirdiktan sonra problemi homojen koordi-
natlar yardimiyla ¢ozebiliriz:

(1) Her nokta sifirdan farklh 3 x 1 bir matrisle,
yani bir siitun vektorle, gene her dogru 1 x 3 bir
matrisle, yani bir satir vektorle gosterilecektir.
Transpozisyon iglemi iist olarak yazlan bir T
harfiyle belirtildigi takdirde ¥ ’min denklemi

PTQP =0 seklinde olacaktir. Burada
a1 a2z 013
Q=] a1 az a2
asz; Qaz2 dass

bakigik bir matris olup, determinanti sifirdan
farkhdir. Kolaylik olmasi igin

(]

yazmak suretiyle BC, CA, AB dogrularinin da
sirasiyla

[1,0,0], [0,1,0], [0,0,1]

oldugu goriiliir. Bu sartlar altinda A, B, C 'nin
kutupluk dogrulan, yani aa’, ', vy’ dogrulan

ATQ = [ay1,012,a13) , BTQ = [a21, a2z, 23] ,

CTQ = [aa1, as2, as3]

olarak verilecektir. BC # ao’, CA # Bf', AB #

vv' oldugundan, (aiz,a13) # (0,0), (a21,a23) #
(0,0), (as1,asz) # (0,0) dir. Bu yiizden, BC ve

aa’ 'niin kesigtigi nokta olarak

0
X=| —as
az

benzer gekilde de

as3
Y = 0
—asz;

bulunur. Nihayet

0 a3 ass
det[X,Y,Z] = det | —a13 0 —agy
ajz —azp 0

= ay3(az1a32) + a12(—a23a3) =0

bulunarak X, Y, Z ’nin dogrudag oldugu gorilir.

(2) K noktasi Bf' ve vy’ dogrulanmmn kesigim
noktasi olsun. Boylece K noktasimn kutupluk
dogrusu BC ’dir (Sekil 4 ). Projektif geometrinin
temel teoremlerinden birisi neticesinde, bir taraf-
dan By ve B’y diger tarafdan da By ve f'y’ dogru
ciftleri BC luzerinde kesigmelidirler.

Yukardaki problemlerin baz kisimlarini an-
cak projektif geometri yontemleri kullanarak
gozebildigim igin mitessirim. Okuyucularin daha
sade gozumler arayarak egleneceklerini  imid
ederim.

NOT: Birinci problem, dergimizin Nisan 1998,
7. Cilt, 2. Sayisimin 29.sayfasinda yayimlanmigti.
Yazinin biitiinliginiin korunmasi diigiincesiyle,
aynen yayinlyoruz. Matematik Dinyasi
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2. Asama Sinavi, 3 Aralik 1999, 1. Giin (Her soru 7 puan, siire 4,5 saattir.)

1. 0 < z,y,z,w < 36 olmak iizere,
2+ 9% =2 +w® (mod 37)
denkligini saglayan (z,v, z, w) sirall tamsay dértliilerinin sayisini bulunuz.

2. O merkezli bir gembere, digindaki bir S noktasindan cizilen tegetlerin degme noktalan P ve Q;
SO dogrusunun gemberle kesisim noktalar1 A ve B; PB (kiigiik) yayimin herhangi bir ig noktas1 X;
QX ve PX dogrulanmin OS dogrusu ile kesigim noktalan C ve D ile gosterilmek iizere,

11 _ 2
|AC| " |AD| ~ |AB|

oldugunu ispatlayiniz.
3. n ve p pozitif tamsayilar olmak iizere, 7, € {1,2,...,n} igin | f(¢) — f(5)] £ p sartim saglayan

fi{L2,..,n} 5 {-p,-p+1,...,p-1,p}
fonksiyonlaninin sayisinin (p + 1)*+! — p™+1 oldugunu gosteriniz.

2. Asama Sinavi, 4 Aralik 1999, 2. Giin (Her soru 7 puan, siire 4,5 saattir.)

4. Her n > 1 igin an = an_1(2 — any), % <a <1ve 2'2;0:010 an = 1999 kosullarim saglayan tiim

(an) gergel say1 dizilerini bulunuz.

5. Cevrel gemberinin yarigapi R olan dar agih bir 4;A;45 liggeninde, A;, A, ve As noktalarindan
gegen yuksekliklerin ayaklar sirasiyla Y1, Y5 ve Vs, |A1Y;| = Ay, |A2Y2| = ha, |A3Ys| = ha; Ay, A,
ve Aj noktalarindan (Y1Y2Y3) gemberine gizilen tegetlerin uzunluklari da sirasiyla ¢y, 15 ve t3 ile
gosterilmek lizere,

R

[ ] IS

5.y
2\ <
g( ) <
oldugunu ispatlayiniz.

6. 40 saymn toplamini, 8 “iglemci” kullanarak bulmak istiyoruz. Baslangigta, her iglemcinin
ekraninda 0 sayis1 bulunuyor. Herhangi bir iglemci, kendisine digaridan verilen ya da bagka bir
iglemciden aktarilan sayiyi, ekranindaki mevcut sayiyla bir birim zamanda toplayarak, elde ettigi
sonucu ekranina yaziyor. Ekranindaki sayiy1 bagka bir iglemciye aktaran bir iglemcinin ekrani karariyor.
Verilen 40 sayidan istediklerimizi istedigimiz iglemciye girerek ve iglemcilerin elde ettigi kismi toplam-
lar1 da istedigimiz iglemciye aktararak, bu 40 sayiy1 en az kag birim zamanda toplayabiliriz?
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COZUMLER

1. Once a bir tamsay: olmak iizere, z? + 32 = a (mod 37) denkligini saglayan (z,y) sirah tamsay
ikililerinin sayism1 bulalm. a = 0 (mod 37) ise, 2% + y? = 0 (mod 37) denkligi, y? = (6z)? (mod 37)
ve dolayisiyla y = +62 (mod 37) denkliklerine esdeger oldugu igin, ¢dziim olarak 2-36+1 = 73 (z,9)
siral ikilisi elde edilir.

Simdide a # 0 (mod 37) durumuna bakalim. z2 + y? = z? — 3632 = (z — 6y)(z + 6y) (mod 37)
oldugu igin, aradigimiz say1 (z — 6y)(z + 6y) = a (mod 37) denkligini saglayan (z,y) siral ikililerinin
sayisidir. Ote yandan, a # 0 (mod 37) oldugundan, her 1 < u < 36 tamsaysi igin, uv = a (mod 37)
ve 1 < v < 36 kosullarini saglayan tam olarak bir v tamsayisi bulunur. Boyle (u,v) siral ikilileri ile
u=z-6y, v=z+6y, 0<z, y<36kosullarim saglayan (z,y) siral ikilileri arasinda bire-bir bir
esleme bulundugundan, bu durumda, 22 + y? = a (mod 37) bagintisiin ¢éziimii olan 36 (z, y) ikilisi
bulunur.

Diger taraftan 2% + w® = 0 (mod 37) denkligi, w® = —2® (mod 37), dolayisiyla da w = —z veya
11z veya —10z (mod 37) bagntilarina egdegerdir. Yani z° + w® = 0 (mod 37), 0 < z, w < 36
kogullarini saglayan 36-3+1 = 109 (z,w) siral tamsayn ikilisi vardir. Sonug olarak, (z, w) ikililerinin
alabilecegi toplam 372 degerden 109 'u icin, istenen kogulu saglayan 73 (z,y) ikilisi, 372 — 109 tanesi
igin de 36 (z,y) ikilisi vardir. Aranan sayl,

109 - 73 + (37% — 109) - 36 = 53317 ’dir.

SPQ liggeni (SP = SQ) ikizkenar liggen olup, A noktasi PQ yaymn orta noktas: ve dolayisiyla X A,
A A
PXQ agisinn aglortayidir. Diger taraftan, AX B agis1 AB gapim goren bir gevre ag1 oldugundan

A
bir dik agidir. Bu nedenle XB, QXD agisinin agiortayidir. CX D iiggeninde X B ve XA aglortay
olduklarindan, agiortay teoremi geregince,

CB _ AC (o AC _ AD ., CB _ DB
fp= 450 45=4 & 28=123)
€B _DB _, CB DB

= AD = ABAC — AB-AD
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bulunur.

3. Verilen kosullan saglayan ve aldig1 en yiiksek deger g olan fonksiyonlarin sayisim1 Q(g) ile gosterelim.
Once ¢ € {0,...,p} oldugu duruma bakahm. Her i,j € {0,...,n} igin |£(?) = f(7)| < p kosulu ne-
deniyle, bu durumda, her k € {0,...,n} igin f(k) € {g—p,g—p+1, ...,q} olur. Aldig1 tiim degerler
bu kiimeye ait olan (p+ 1) tane fonksiyon bulunup, bunlardan ¢ degerini hig almayanlarin sayis1 p"

dir. Dolayisiyla, Q(g) = (p+ 1)" — p olur.

Eger g € {1,...,p} ise, benzer bigimde, Q(—¢) = (p— ¢+ 1)" — (p—q)" bulunur. Verilen kogullan
saglayan fonksiyonlarin toplam sayisi,
P
(p+1)((p+ )" ="+ (P—g+1)" = (P—9)")
q=1
=+ 1) = (p+ )p" 45" = (p+ )" - p"

olur.

4. Her n > 1 igin,
l—an=1-a,-1(2—@n-1)=(1- an-1)%;
dolayisiyla da
2n—1
1- an = (1 - al)
olur. (a,) verilen kosullan saglayan bir gergel say1 dizisi ise,

2000 2000

1=2000—1999=2000— Y an =Y (1= an)
n=1 n=1
2000 oo 1 a
= = 2! — n = _ 1
;(1 a1) < ;(1 (11) ™ <

olacag igin, boyle bir dizinin bulunmadig) gosterilmis olur.

5.

Cevrel gemberin merkezi O, (Y;Y2Y3) gemberi ile yiiksekliklerin kesisim noktalari Py, Py ve Pj ile
gosterilmek tizere 4; noktasinin (Y;Y2Y3) cemberine gore kuvveti: A; ’den gizilen tegetin uzunlugu
t; oldugundan,

tz = A1P1 . A1Y1
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t
tf =AP-h = -};l— = AP

ve benzer bigimde 3,3 icin de bu esitlikler yazilarak,

3
= ZA-'P"
i=1

bulunur. Yiikseklik ayaklarindan gegen gember, ayn1 zamanda kenarlarin orta noktalar olan A}, A5,
A} den ve HA,, HA;, HAjy’iin orta noktalan olan Py, P, P; ’den de geger ve A;P; = OA] esitligi

saglanir. Bu nedenle,
E AP = E OA]

i=1

i=1

olur. (Ikinci tarafi hesaplayalim.) A; A3OA kirigler dortgeni oldugundan Ptolemy Teoremi geregince,

OA,; - AYAy = 0A, - A1 Ay + OAS - A A) (1)
ve benzer bigimde A,A]0Aj, A3A50A] dortgenlerinden de,

OA, - AjA| = OA] - A2 A5 + OA5 - Az A} (2)

OAj; - Al AL = OA! - A3 A, + OA, - AsA] (3)

'diir. Bu (1), (2), (3) esitlikleri taraf tarafa toplanarak; 04, = OA; = OA3 =1 olduéu gozoniinde
tutulup, A;As = a, AzA, = b, AjAs = c alindiginda, A345 = 5, A3A] = b , A1Aj = § olacagindan,

atibe =04 (5+ )+OA’ (5+2)+045(2+8)
Il( __)+0A.'(aj;bj:c b)-!—OA' (abc
atbtc

( ) AL+ 04, +04%) — (aOA +b0A,+c0A,)

(etbte) 77 OAL - Alan(A1A2A3)

II II

E
2

a
Alan(A;AzAs) = (#22£2) r  (r : ig yanigap) yazildiginda,

b 3
a+;+c:a+2+cEOA$_a+g+cr

i=1

3 3
= R=) O0Aj-r = ) OAj=R+r

i=1 i=1

Her iiggende cevrel yarigap (R) ile i yarigap (r) arasinda R > 2r bagntisi vardir. O halde R >
2r = r< % ve R+r< R+ % = -5‘3 olur. Buradan,

;om ZAP Z(Jh‘) 5%

i=1

bulunur.

6. Belli bir anda, herhangi bir iglemciye girilmemis sayilarla, iglemcilerin ekranlarindaki sayilara
“iglem gorecek kalem” diyelim. n(c) ile, ¢ zaman birimi sonundaki iglem gérecek kalem sayisini
gosterelim. n(0) = 40 + 8 = 48 ’dir; ¢ zaman birimi sonunda istenen toplam elde edilmigse n(¢) = 1
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olur. (Burada genelligi yitirmeden her islemcinin kullamldigin varsaylyoruz.) Bir zaman biriminde
en fazla 8 iglem yapilabilir; ayrica yine bir zaman biriminde, iglem gorecek kalem sayisi, en fazla

yariya indirilebilir. Dolaysiyla,

(e) = nle-+1) < minf "4 8},
ya da egdeger bigimde,
n(c+1) > max{yg, n(c) — 8}

olur. Simdi M(0) = 48; M(c+1) = max{[%@-], M(c) — 8} sistemine bakahm. ([z] := z ’ten
biiyiik ya da z ’e egit olan en kiigiik tamsayidir.)

C, M(C) = 1 kosulunu saglayan en kiigiik tamsay; C da aranan yamt ise, C > Cdir. C'n
bulalim:
M(0) = 48; M(1) = ma.x{[%ai],fw} = 40;
M(2) = max{[40],32} = 32; M (3) = max{[32], 24} = 24;
M (4) = max{[%],16} = 16; M(5) = max{[1£],8} = §;
M(6) = max([81,0} =4 M(7) = max{[$],~4} = %
M (8) = max{[2], -6} = 1.
Yani C = 8 ’dir. Aranan say1 C > 8 olur.

Asagidaki gizelgede, koseler islemcileri; tiggenler ilk beg zaman biriminde islemcilere girilen 5 ’er
say1y1; yonlii kenarlar da, hangi islemcinin kismi toplaminin hangi islemciye aktarildigin gostermek
lizere; istenen toplamin 8 zaman biriminde elde edilebilecegi gorilmektedir. Yani, C' = 8 'dir.




UC CEMBER TEOREMI
Mehmet Bumin Yenmez
Izmir Ozel Yamanlar Lisesi, IZMIR

ﬁg gember teoreminin ispatinda kullamlacak
olan, “bir noktanin bir gembere gore kuvveti” ve
“Iki gemberin kuvvet ekseni” ile ilgili su bilgile-
rimizi hatirlayalim: 5 '
1. (0, R) bir ¢cember, P bir nokta, P ’den gegip
gemberi iki noktadan kesen farkh iki dogrudan
ayrilmug kirigler [AB], [CD] ve P ’den gembere
cizilen tegetin degme noktasi T ile gosterilmek
lzere,

(a) |PA|.|PB| = |PT|* (P, gemberin diginda)

(b) |PA|.|PB| = |PC|.|PD| (P, gemberin
icinde)
|OP| = d denirse,

(a’) |PA|.|PB|=d? — R?

(b") |PA|.|PB|= R?—d?

olur.

2. Dizlemde verilen iki gembere gore kuvvet-
leri esit olan noktalarn iizerinde bulunduklan
dogruya, bu iki gemberin kuvvet ekseni denir.

Teorem 1. Diizlemde (merkezleri farkl) iki
cembere, esit uzunluktaki tegetlerin ¢izilebildigi
noktalar (kiimesi), bir dogru izerinde bulunur.
(Cemberler kesigiyorsa, bu dogru ortak kirigi
tagiyan dogru; gemberler birbirinin diginda ise, bu
dogru bu iki gemberin merkezler dogrusuna dik
olan bir dogrudur.)
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ispat.

(A,Rl) ve (B,Rz)

noktasindan
cemberlerine gizilen esit uzunluklu iki teget

[PT]

Bir P

[PS]

ve

olsun. |PS| = |PT|,

|PS|? = |PA|* — R? (1)

P noktasindan gegerek [AB] ’'na dik olan d
dogrusu ile [AB] 'nin kesigim noktasi Q olmak
lizere

|PA|? = |PQI* + |QA? (2)
dir. (1) ve (2) ’den,

|PS|* = |PQI* + |QA|* —R?

benzer bigimde,

|PT|? = |PQI* + |QBI* —R} (4)
bulunur. |PS| = |PT| ile (3) ve (4) ’ten,
|AQI* - |BQ|* = R} - R} (5)

elde edilir. [AB] dogru pargasinin orta noktasi C
ile gosterildiginde,

|[AQ|-|BQ| = |AC|+|CQ|-|CB|+|CQ| = 2|CQ|

bulunur.



16

|AQ| + |@B| = |AB| oldugundan,

2ICQI.IAB| = R - R}
ve
R} - R}
2|AB|
(|JAB| # 0 igin) elde edilir ki, bu, P 'nin d dogrusu
lizerindeki yerinden bagimsiz olarak |CQ| ’min
sabit olmasi demektir.

IcQl =

O halde, P noktasinin geometrik yeri bu bigimde
belirlenmis @ noktasinda AB dogrusuna dik olan
dogrudur.

Teorem 2. (Ug Gember Teoremi) Bir C
gemberine igten teget olan C ve C5 gemberlerinin
degme noktalari A, B; kuvvet ekseninin C
gemberiyle kesisim noktalari D, E; [DA] 'nin C
gemberiyle ve [DB] 'min Cy ¢emberiyle kesigim
noktalan P ve @ ile gosterilmek iizere, PQ
dogrusu C; ve Cy cemberlerinin ortak tegetidir.

ispat.

D noktasi, kuvvet ekseni tuzerinde oldugundan,
|DP||DA| = |DQ||DB|

"dir. Bura.daxi,

|DP|
|DQ|

|DB|
|DA| -

Mehmet Bumin Yenmez

A a A
PDQ, PDQ ve BDA iggenlerinde or-
a a
tak oldugundan PDQ ~ BDA (A.A) olup,

A A
DBA=DPQ= a ’'dir. AB dogrusunun C,
cemberi ile ikinci kesigim noktasi F ve A ’daki

A A A
teget AY olsun, « =DBA=YAD=PFA ve

DPQ=XPA= a olur. XPA=PFA = XP
dogrusu C; gemberine tegettir. Benzer bigimde
XP dogrusunun C; gemberine teget oldugu
gosterilir. O halde PQ dogrusu C; ve C;
cemberlerine tegettir.

Bu teoremin uygulanabilecegi bir ¢ok problem ku-
rulabilir.

1. Ornek. (1999 Uluslararasi Matematik
Olimpiyady, 5. soru) Bir k gemberi ile bu gembere
sirasiyla M ve N noktalarinda igten teget olan
k, ve ko gemberleri, k; gemberi k2 gemberinin
merkezinden gegmek lizere veriliyor. k; ile k3 'nin
kuvvet ekseninin k cemberi ile kesisim noktalan A
ve B, M A ile M B dogrularinin k ile kesigim nok-
talar1 C ve D ile gosteriliyor. C'D dogrusunun k;
cemberine teget oldugunu gosteriniz.

Coziim. NA ve NB dogrulan k; gemberini
E ve F noktalarinda kessin, g gember teo-
remi geregince CE ve DF bu gemberlerin ortak
tegetleridir. CD dogrusu 0,0, dogrusu ile H
noktasinda kesigsin. C'D degme kirigi oldugundan
0,0; dogrusuna diktir: CD 1 0,0,.

A . ’ A A
C0,05= a olmak iizere, C0O;0,=0,C02=
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A A
900 — g ve ECO3= § = COzE= 909 — g 'dir.
A . a
CO2E=CO3;H= O,F = O;H .

O halde CD dogrusu k; gemberine tegettir.

2. Ornek. (1997 Balkan Matematik Olimpiyadi,
3. soru). Birbirine bir D noktasinda digtan ve
bir ¢ cemberine de sirasiyla B ve C noktalarinda
igten teget olan ki, k» gemberleri veriliyor. k;
ile k2 ’nin kuvvet ekseninin ¢ gemberi ile kesigim
noktalarindan biri A; AB ve AC ’nin k; ve ks
gemberleriyle kesigim noktalan sirasiyla K ve L;
BC dogrusuyla k; ve kz ’nin kesigim noktalar
da, sirasiyla M ve N ile gosterilmek tizere; AD,

KM ve LN dogrularinin ayn1 noktadan gectigini
ispatlayimz. '

Coéziim. Ug Cember Teoremine gore, KL, k; ve
k, ’'nin ortak tegetidir. AD ile KL ’nin kesigim
noktas1 S, B deki teget BX ile gosterilmek iizere,

A A A
ACB=ABX=KMB= KM |/ AL,

benzer bigimde, AKX // LN.

KM ile LN dogrularinin kesigim noktasi R ile
gosterilmek tzere AKRL bir paralelkenardir.
Bu paralelkenarda S, kosegenlerin kesigim nok-
tasi oldugundan KS = SR = SL = R,AD
uzerindedir.
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Yazimi, “Ijg Cember Teoremi” yardimiyla kolayca
gozeceginizi umdugum, su soru ile bitiriyorum:

Soru. (1992 Uluslararas1 Matematik Olimpiyad,
oneri): C; ve C3 cemberleri, birbirine E nok-
tasinda digtan; bir S ¢cemberine de igten tegettir.
E ’den gegen tegetin S gemberiyle kesigim nok-
talar1 A ve D, Cy ve C3 'nin D ’ye yakin ortak
tegetinin yine S gemberiyle kesigim noktalarn B ve
C olmak uzere, F noktasinin ABC luggenine ait
i¢ teget cemberin merkezi oldugunu ispatlayinz.
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UNLU KADIN MATEMATIKGILER (I)
Augusta Ada, Countess of Lovelace (1815-1852)

Hilya Senkon

Unlii sair Lord Byron, 2 Ocak 1815 ’te zengin, dindar ve faziletli bir ailenin tek varisi olan ve lyi bir
matematik ve astronomi 6grenimi gormiis olan Anna Isabella Milbanke ile evlendi. Bu giftin kiz1
olan Augusta Ada, 10 Arahk 1815 ’te diinyaya geldi. 15 Ocak 1816 ’da Lady Byron, beklenmedik bir
blglmde esinden a.ynldl ve glkan dedikodular tizerine Byron, -bir daha geri ‘dénmemek tizere Inglltere
'yi terketti. Byron, 8 yil siiren siirgiin hayat1 boyunca Ada ile yakindan ilgilendi. Esine sik sik
mektup yazarak Ada ’min durumunu soruyordu. Yunanistan ’da olmek izere oldugu dakikalarda
bile agzindan laz ile ilgili bir takim sézciikler dokiiliiyordu. Ada, son derece zalim ola bir kadin
olan annesinden korkung muamele gériiyor, fakat bu arada zamanin en iyi 6gretmenleri tarafindan
egitiliyordu. Ada ’nin saghk durumu yavag yavag bozulmaya baglamsti, 6yle ki, 14 yasinda iken her
iki bacagina da felg geldi ve birkag yil sonra koltuk degnekleriyle yiiriimeye bagladi. Olaganiisti bir
irade giiciine sahip olan Ada, birkag yil sonra usta bir binici olmustu.

1833 yilinda 17 yaginda olan Ada, Charles Babbage ile karsilagt1 ve onun bilimsel fikirlerinden gok
etkilendi. Charles, Ada ile annesine kendi yaptig: kiigiik fark makinesini gosterdi ve onu analitik bir
makineye, bir hesap makinesine genellestirebilmek icin diigiindiiklerini anlattn. Ada, kendisinin iinli
bir alim olacagina inaniyordu ki, bu o zamanlar bir kadin igin korkung bir ihtiras olarak nitelendirili-
yordu. Kendidine matematik yapmasim tavsiye eden arkadasi Mary Somerville ’den tegvik ve destek
gordu.

Ada 19 yaginda iken, o zaman William King adini tagiyan, daha sonra 8. Lord King ve 1. Lovelace
Kontu olan bir asilzade ile tanigti ve kisa bir zaman sonra onunla evlendi. King, kibar, hogsohbet,
fakat zayif kisilikli bir adamdi; esinin zekasiyla 6viniiyor, fakat tamamiyla annesinin hakimiyeti
altinda yasiyordu. Ustiiste 3 cocugu olan Ada bilimsel ¢alismalarina devam edebilmek igin artik
zaman bulamayacagindan korkuyordu. Ugiincu gocugu birkag aylikken Babbage’a bir mektup yazdi
ve bilimsel dehasin1 yonlendirecek birisini bulma konusunda kendisinden yardim istedi. Babbage,
onu kendisinin galigtirabilecegini bildirdi ve o tarihten itibaren ayni zamanda sadik bir aile dostlar
oldu.

1842 ’de Italyan askeri miihendisi L. F. Menabtrea, Babbage ’in analitik makine ile ilgili fikir-
lerini igeren bir raporu fransizca olarak yayinladi. Babbage, Ada ’dan yalmzca bir yerinde soz ettigi
amlarinda gunlan yaziyor: “Lovelace Kontesi bana, Menabrea 'mn galigmasini terciime ettigini
bildirdi. Kendisine nicin bu bu konuda orijinal bir makale yazmadigini sordum. Lady Lovelace,
bunun aklina gelmedigi cevabini verdi. Bunun iizerine, Menabrea 'nin caligmasina bazi notlar ekleye-
bilecegini yazdim ve kendisi, bu fikrimi benimsedi.” “Yeni buluslar konusunda kendisiyle sik sik
tartigiyorduk; ben cesitli fikirler one siiriiyordum, fakat segim yapmak her zaman ona aitti. cesitli
problemlerin ¢oziimiini icra ederken de durum hep ayniydi. Yalmz, Bernouilli sayilariyla ilgili bir
galismami, Lady Lovelace ’1 zahmete sokmamak igin kendi kendime yazmig ve tamamladiktan sonra
kendisine yollamigtim. Yaptigim onemli bir iglem hatasini hemen gordii ve ¢aligmayi, bu hatay
diizeltmem igin bana geri yollad:1.”

“Lovelace Kontesinin yazmig oldugu notlarin uzunlugu, orijinal eserlerinin uzunlugunun 3 katina
yakindir. Yazar bu notlarin hemen hepsinde konuya iligkin, ¢ok zor ve somut problemlere deginmekte-
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dir.”

97 yaginda “Taylor’s Scientific Memoires” adli galismasiyla bilimsel zaferini kanitlayan Ada 'nin
saghg, dikkati gekecek sekilde bozulmaya bagladi. Artik Ada, ilaglarin esirl olmugtu. 1851 yilinda
doktorlar, Ada 'mn ileri derecede kanserden muzdarip oldugunu anladilar ve Ocak 1852 'de agrilarini
dindirebilmek icin kendisine kuvvetli uyugturucular vermeye bagladilar. Uzun ve istirap dolu aylar
boyunca siikunetini ve matematige kars: ilgisini kaybetmeyen Ada, nihayet 23 Kasim 1852 "de, hentiz
36 yaginda iken oliime yenildi. Vasiyeti uzerine, higbir zaman gormedigi babasindan gok uzaklara
gomiildii. Babbage da 1871 yilinda, kendisi igin bir sabit fikir halini almig olan analitik makinenin
insasim basaramamaktan Gtiirii diinyaya kiismiis olarak 6ldii. Ada 'min, Babbage 'in makinesi ile
ilgili cahgmas1, 1889 yilinda bir kitap halinde tekrar basildi. Fakat 2. Diinya Savasi siralarinda
bilgisayarlar icat edilinceye kadar Babbage da Ada da tamamen unutulmugtu. Bir Ingiliz hesap
uzmam olan Dr. B. V. Bowden, Ada 'mn galismasin yeniden kesfetti ve biiyiik kizindan izin
alarak bu galigmay: gozden gegirip, daha anlagilabilir bir gekilde yazdi ve Ada ’nin Sliimiinden tam
101 yl sonra, kisa bir yagam oykiisiinii ve en giizel fotograflarindan birini de koyarak bastirdi. Ada
'min 1843 ’teki, Babbage "In hesap makinesi ile ilgili calismasi da 1961 ’de Dover tarafindan bir
kitap olarak yeniden yayinlandi. Bu yayinlar, kendisinin bilgisayar programcilarinin oncusu olarak
iin yapmasina yol agt1. Buna karsin, onun tam bir biyografisi, 1977 yilina kadar yayinlanmad.

MATEMATIKSEL OZDEYiSLER

Asagida cesitli matematikcilerin dzdeyislerini ya da matematikci olmayan kisilerin matematik konusundaki
ozdeyislerini bulacaksiniz. Internet'ten derlenen bu dzlii sozleri begeneceginizi umuyoruz.

O Aristo: “Biitlin, parcalarimin toplamindan buyiktir.”
O Aristo: “Thales ’e gore, en 6nemli sorun ne bildigimiz degil, nasil bildigimizdir.”

0O Bacon, Francis (1561-1625): “Bu diinyadaki nesneler, matematik bilgisi olmaksizin, asla bilinir
kalimamazlar.”

O Bell, Eric Temple (1883-1960): “ ‘Aciktir’, matematikteki en tehlikeli sozcuktiir.”

O Bell, Eric Temple (1883-1960): “Matematik ne kadar uzun yagarsa, o kadar soyut, ..., dolayisiyla
da, ¢ok bilyiik bir olasilikla da, o kadar uygulamah olur.”

O Bernoulli, Jacques (1654-1705) (Bir problemin, Newton 'n oldufunu distindtdi ¢oztimind
okuduktan sonra): “Ben aslan pengesinden tanirim.”

O Besicovitch, A. S.: “Bir matematikginin unu, yapmig oldugu kot kanitlarin sayisina baghdir.”
O Blake: “Simdi kanitlanmis olan bir sey, eskiden yalnizca hayal ediliyordu.”

0 Cauchy, Augustin Louis (1789-1857) (Son sdzleri): “Insanlar dliip giderler, ancak yaptiklan
kalir.”

O Chesterton, G. K. (1874-1936): “Sorun, ¢oziimii anlamadiklan degil, problemi anlamadiklari-
dir.”
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O D’Alembert, Jean Le Rond (1717-1783) (Sonsuz kigukler: anlamakta geciken bir arkadagina):
“Yalmzca devam et... ve yakinda giivene kavugacaksin.”

0O Descartes, René (1596-1650): “Yetkin sayilar, yetkin insanlar kadar azdir.”

O Dirac, Paul Adrien Maurice (1902-1984): “Bilimde, insanlara daha onceden hig bir kiginin
bilmedigi bir seyin herkesce anlagilabilecek bigimde anlatilmasi istenir. Ancak giirde durum bunun
tumiiyle tersidir.”

O Dyson, Freeman: “Matematik ile fizik arasinda, gegmig yiizyillarda gok verimli sonuglara yol
agan evliligin, iginde bulundugumuz dénemde bosanmayla sonuglandigindan kesinlikle eminim.”

0O Evgrafov, M.: “Matematikgilere ne yaptiklar soruldugunda hep aym yamti alirsimz: Onlar
diigiiniirler, zor ve aligilmadik problemler iizerinde dugiiniirler. Onlar siradan problemler iizerinde
diigiinmezler; yalnizca yamtlarim yazarlar.”

O Einstein, Albert (1879-1955): “Matematikteki zorluklarinizi dert etmeyiniz; benimkilerin
sizinkinden daha biiyiik olduguna sizi temin ederim.” -

O Ellis, Havelock (1859-1939): “Sanatginin en derin hayal giiciine sahip oldugu sanat mate-
matiktir.” :

O de Fermat, Pierre (16017-1665): (“Diophantus’ Arithmetica” kitabinin kenarina yazdiklar):
“Bir kiibii diger iki kiibe, dordiincii kuvveti ya da genel olarak ikiden biiyiik herhangi bir kuvveti, ayni
iiste sahip olan iki kuvvetin toplami olarak yazmak olanaksizdir, ve bunun hayranlik uyandiracak bir
kamtim buldum; ancak bunu yazacak kadar yer burada yok.” ’

O Gibbs, Josiah Willard (1839-1903): “Matematik bir dildir.”
0O Gédel, Kurt (1906-1978): “Doga bilimlerine inancim yoktur.”

0 Hadamard, Jacques: “Pratik uygulama, onun kendisini aramadan bulunur; tim uygarlagma
siirecinin bu ilkeye dayali oldugu soylenebilir.”

O Hamilton, William Rowan (1805-1865): “Kim onu yenen kisi olan Marcellus ’unki yerine
Arsimet ’in iiniine sahip olmay1 istemez ki?’

O Hardy, Godfrey H. (1877-1947): «Oklit ’in pek ¢ok sevdigi sey olan olmayana indirgeme bir
matematikginin en onemli silahlarindan biridir. Bu, satrangta yapilan bir tag fedasindan gok daha
giizeldir; bir satrang oyuncusu bir piyonunu ya da daha degerli bir tagim feda edebilir, oysa bir
matematikgi oyunun tiimiinii feda eder.”

0 Hardy, Godfrey H. (1877-1947): “Matematikle, yalmzca yaratia bir sanat oldugu igin ilgilen-
mekteyim.”

0O Hardy, Godfrey H. (1877-1947): “Geng insanlar teorem kamitlamahdir, yaghlar ise kitap yaz-
mahdir.”

O Harris, Sydney J.: “Gergek tehlike bilgisayarlarin insan gibi diiginmeye baglamasi degil, insan-
larin bilgisayar gibi digiinmeye baglamasidir.”

O Heisenberg, Werner (1901-1976): “Uzman, kendi konusunda yapilabilecek en kotii yanilgilan
ve de bunlardan nasil kaginilacagim bilen kigidir.”
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SAGDUYUMUZA GUVENELIM Mi?
EVET!
ANCAK COK ABARTMAYALIM...

Ilham Aliyev
Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii, 07058/ ANTALYA

Bir bilim adarm ve ozellikle, bir matematikgi igin kuvvetli bir sagduyu gok 6nemlidir. Miikemmel
bir teoremi kesfeden veya ispati uzun yllar bilinmeyen bir hipotezin olaganiisti kanitim bulan
matematikgi, yillarim1 vermis oldugu tecriibe ve bilginin yamsira sagduyusuna da borgludur. Bil-
gisi ve tecriibesi olan yagh-bagh matematik doktorlarinin cozemedigi problemleri parlak sagduyuya
sahip, tecriibesiz lise 6grencisinin ¢ozdiigiiniin defalarca sahidi oldum. Bir matematikginin cesaretli
ongoriileri igin gok 6nemli rol oynayan sagduyumuza giivenebilir miyiz? Giivenmekten bagka garemiz
yoktur, fakat, bir kadar da dikkatli olmaliyiz. Sagduyularm hepsi “dogruyu” soyleseydi ve boylece,
Kopernik ’lerin, Einstein ’lerin, Cantor ’larin sagduyulan toplumun sagduyusunun aymisi olsaydi,
simdi giines diinyanin etrafinda déniiyordu, niikleer enerji kesfedilmemigti ve reel sayilar hakkinda
bilgimiz 5. simf 6grencisinin bilgisi kadardi!

Hatta gok biiyiik bilim adamlarinimn kendi sagduyusuna “yenik diigerek” biyuk bilimsel hatalar
yaptigina ait sayisiz ilging rnekler bilinmektedir. Fakat, biz hitap ettigimiz okuyucu kitlesini goz
oniinde tutarak, lise-1 6grencisinin rahathkla anlayabilecegi gok sayida ornek vermekle yetinecegiz.

Sevgili okurumuz! Sen de kargindaki problemleri oku ve ¢oziime bakmadan, sagduyunun nasil
“caligip calismadigim” kontrol etmek firsatim yakala. Iyi eglenceler!

Problem 1.

Her birinin agirhig 1 tonu agmayan bir kag kutunun toplam agirhg 10 tondur. Tim kutular bir
defada tagiyabilmek igin en az kag tane 3 tonluk kamyon gerekmektedir?

Goziim. “Saf” bir sagduyu bu isi 4 kamyonun rahatlikla yapabilebilecegini soyliyor. Oysa, oyle
degildir. Gergekten, her birinin agirhg % ton olan 13 tane aym kutu oldugunu digiinelim. Toplam
agirhg 10 ton olan bu kutular 4 tane 3 tonluk kamyona yiiklenemez! (Giinki her kamyona en fazla 3
tane kutu koyabilecegimizden, 4 kamyona 12 kutu koyabiliriz ve boylece, 1 kutu yerde kalir.) 5 tane
3 tonluk kamyonun her zaman yeterli olacagim gormek zor degildir. Ciinkii her kamyona en az 2 ton
yiik konulabiliyor. (Kamyondaki yiik miktar: 2 tondan az ise, oraya ilave kutu(lar) koyar ve en az 2

ton yik elde edebiliriz. Bu arada her kutunun agirhginin 1 tonu agmadigina dikkat ediniz.)
Asagidaki problemle fizikgi arkadaglarimizi gagirtabilirsiniz:

Problem 2.

A kentinden B kentine 5,5 giden bir trenin, her 1 saatlik zaman diliminde 100 km yol gitmig
oldugu bilinmektedir. (Ornegin, saat 8 ile 9 arasinda 100 km, saat 8 : 27 ile 9 : 27 arasinda 100 km
yol gitmistir.) .

Bu trenin saatteki ortalama iz kagtir?

Goziim. “Dogaldir ki, 100 km/saat” diyenler yamhyorlar! Ortalama hizin 100 km/saat olmadig1
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duruma bir ornek gosterelim. Trenin kullanmig oldugu 5,5 saatlik zaman araligim 11 tane yarim
saatlik araliga bolelim. Tren ilk yarim saatte yolu nasil gitmigse (ivmeli, veya sabit hizla - 6nemli
degil), 3.,5.,...,11. yarim saatlerde de Gyle gitsin. ilk yarim saatte (ve dolayisiyla, her tek yarim
saatte) trenin gitmis oldugu yol a ((0 < a < 100) km olsun. Tren 2. yarim saatte nasil gitmigse,
4.,6.,...,10. yarnim saatlerde de Gyle gitsin ve 2. yarim saatte (dolayisiyla, her ¢ift numarali yarim
saatte) gitmig oldugu yol (100 - a) km olsun. Bu takdirde, trenin her 1 saatlik zaman diliminde tam
100 km yol gitmis oldugu kolayca gériilebilir. simdi trenin ortalama hizini hesaplayahm. Trenin tek
yanm saatlerde gitmis oldugu toplam yol 6a ve ift yarim saatlerde gitmig oldugu yol 5(100 — a) km
‘dir. Boylece tren 5,5 saatte 6a+5(100— a) = 500+ a km yol gitmistir. Oyleyse, onun hiz ortalamasi
(500 +a)/5,5 km/saattir ki bu da sadece, a = 50 durumunda 100 km/saat olur.

Problem 3. “Teorem”: Bir iiggenin iig ais1 ve iki kenarmn uzunlugu, diger iiggenin li¢ agisina
ve iki kenarinin uzunluguna egitse, bu ticgenler esit uggenlerdir.

Bu “uyduruk” teoremin yalanim agiga cgikarmay size birakiyorum.

Problem 4. Bir iiggenin kenarlarinin her birinin uzunlugu 100 m *den biiyiik ve diger iicgenin ke-
narlannin her birinin uzunlugu 1 cm 'den kugiik ise, birinci tiggenin alaninin ikinci liggenin alanindan
biiyiik olacagini sdyleyebilir miyiz?

. Acemi bir matematiksever kesinlikle “evet!” der. Onun “kamt” yollarindan biri soyle olabilir:
Uggenin alani igin Heron formiili S = Vu(u —a)(u —b)(u — c)’ ye gore, iiggenin gevre uzunlugunun
yansi olan u biiyiidiikge, alani da biiyiiyecektir.

Oysa, dyle degildir. Basit bir 6rnek goyle kurulabilir: Tabam 200m ve yuksekligi ¢ok kigiik,
Srnegin, 10~"m olan iiggenin alani, tiim kenarlar1 100 m ’den uzun olmasina ragmen, kenarlar 1/2
cm olan egkenar liggenin alanindan kiigiiktiir. (Bu konoya dalmigken, yiikseklikleri 1 ’em den kiigiik,
alani ise 100 cm 2 ’den biiyiik iiggen kurun.)

Problem 5. Konveks dortgenin iginde alinmig bir noktamn kégelerden uzakliklari toplaminin,
dértgenin gember uzunlugundan her zaman kiigiik olacagim iddia edebilir miyiz?

Bir kag denemeden sonra sagduyumuza dayanarak, “evet” demek istiyoruz. Oysa, sagduyumuz
bizi yamltiyor. Agagida resmi verilmiy ABCD dértgeni iginde O noktasim D ’ye ¢ok yakin alirsak,
problemdeki iddianin dogru olmadigini gorebiliriz.

A

C
Problem 6. Asagidaki iddialar dogru mudur?

(a) Herhangi 6 dogal say1 iginde ya ikiser ikiger aralarinda asal 3 tanesi, ya da ortak bolenleri olan
3 tanesi bulunur. '

(b) Bir siraya dizilmig herhangi 5 dogal say1 iginde, artan sirada veya azalan sirada dizilmig 3 say1
muhakkak bulunacaktur.
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(c) Bir siraya dizilmis herhangi 9 dogal say1 iginde artan sirada veya azalan sirada dizilmis 4 say1
muhakkak vardir.

Cozum.
(a) Iddia dogru degil. Ornek: 6 = 2.3,10 = 2.5, 15=3.5, 77 = 7.11,91 = 7.13, 143 = 11.13 .

(b) Iddia dogrudur. 6 sayinmn en kiigiigiine a, en bilyiigine de b diyelim. 6 saymin verilmis
diziliminde a ve b arasinda bir say1 bulunuyorsa, is biter. Aksi halde bu iki say1 yanyana gelmek
zorundadir. O halde bu ikilinin ya saginda ya da solunda en az iki say1 bulunacaktir. Bu iki say1 ya
a ile, ya da b ile birlikte alindiginda istenen gl ortaya gikar.

(c) Iddia dogru degildir. Ornek olarak, 3,2,1,6,5,4,9,8, 7 dizilimini gosterebiliriz. Gosterelim
ki, bu dizilimde artan veya azalan sirada dizilmis 4 say1 bulmak olanaksizdir. Bunun igin dizinin
terimlerini, bulunduklar sirada iglillere ayirahm: 3,2,1; 6,5,4; 9,8,7 . Buradan goriiniiyor ki,
azalan sirada alinmig herhangi 3 say1 aym bir iiglide bulunmalidir ve artan sirada alinmus saylar ise
farkh uglilerde bulunmalidir. Dolayisiyla, 4 say1 segmek olanaksizdir.

Tamsay ¢oziimlerinin bulunmas: istenen denklemlerde (Diyofont denklemleri) sagduyumuz bizi
sik stk yamltabilir. Bilindigi gibi, Diyofont denklemleri ile ilgili “olumsuz problemler” ’de modiiler
aritmetik giigli bir aractir. Ne demek istedigimizi bir ornekle aciklayalim:

Ornek 7. z3 — 3y2 = 2 denkleminin tamsayilarda ¢oziimiiniin olmadigin gosterelim. Soyle
bir basit gozlemi kullanacagiz: Bir esitlik dogru ise, her n € N igin bu esitlik mod n 'de de dogru
olmahdir. §imdi verilen denklemi mod 9 ’da disiinelim. mod 9 ’da sag taraf 2 ’ye denktir. z := 3n,
3n+1 ve y := 3k, 3k + 1 koyarak, denklemin sol tarafinin hig bir zaman 2 ’ye denk olmayacagim
kontrol edebilirsiniz.

Bu tip problemlerden esinlenerek, sagduyumuz bizi, goyle bir kuralin dogru olacagina inandirmaya
“saligiyor”: Bir Diyofont denkleminin tamsayilarda ¢oziimiiniin varhig igin gerek ve yeter kosul, bu
denklemin her n € N icin mod n ’de ¢oziimiiniin varhgidir. Gereklilik kismi agik olan bu iddianin
yeterlilik kismi bir gok matematikgiyi uzun zaman ugragtirmig ve ispat bulunamamigtir. Bir gok
ugragtan sonra ispatin neden bulunamadiginin sebebi ortaya gikmugtir: Boyle bir ispat bulunamaz,

¢unki iddia yanhstir.
Norvegli matematikgi Zelmer’in kurmug oldugu
32° +4y° +52° =0

denkleminin her n igin mod n ’de ¢6zimi olmasina ragmen, (0,0,0) 'dan farkh bir tane bile tamsay:
¢oziimii yoktur. (Bunun ispati gok zordur!!!) :

Asagidaki soruyu bankaci (veya muhasebeci) tanidiklariniza sorun ve biiyiik olasilikla, verecegi
“hayir” yamitinin yanhg oldugunu soylediginizde ne hallere diigecegine bakin:

Soru 8. Bir tiiccar her ay aylhk kazancini ve kaybini not defterine yazdi. Ticcarin her ardigik 5
aydaki toplam kaybi1 ayni siiredeki toplam kazancindan gok, fakat yillik toplam kaybi yillik toplam
kazancindan az olabilir mi?

Yamt. Evet, olabilir. Asagidaki 12 say1 bir yihn her ayindaki kazangla kayip arasinda fark
gostersin: -

2,2,2,2,-9,2,2,2,2,-9,2,2 .
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Kolayca goriilebilecegi iizere, herhangi 5 ardigik sayinin toplami negatif (—1) ve tiim sayilarin toplam
pozitiftir (2 ’dir).

Problem 9. Toplamlari 1 ve her biri 1 ’den kiigiik bir kag sayinin kiipleri toplami 1 ’den biiyik
olabilir mi?

Cozim. Acele etmeyin, bir az ugrasin ve sabirsizlandiginizda, yazimizin son kisimlarina bakin.

Problem 10. Cevre uzunlugu P; olan bir dortgen, gevre uzunlugu P, olan bir dortgenin igine
cizilmigse, P; > P, olabilir mi?

Cozim. “Hayir” demek icin acele etmeyin ve agagidaki sekile bakin. (Suratinmizi asmayin; ben
dortgenlerin konveks olup olmadiklan hakkinda bir gey soylemedim ki...). P; > 2P; olabilir mi? Hig
korkmadan “hayir” diyebilirsiniz. (Hig bir zaman P; > 2P, olamayacagini ispatlamaya galigin.)

Problem 11. 4 tane 1 x 1, 8 tane 2 x 2, 12 tane 3 x 3, 16 tane 4 x 4, 20 tane 5 x 5 karesinden
yeni bir kare olugturulabilir mi?

Cozim. Probleme nasil yaklagmalyiz? Bu kareleri, uygun bigimde birbirine yapigtirarak bir

biiyiik kare elde edebilmek igin gerek ve yeter kosul, bunlarin alanlar toplaminin bir tam kare ol-
masidir.

4124822 4+12.3%2+16.4% + 2052 = 4(1* + 22 + 33 + 4% + 5%) = 4(3.;’_5‘5)2 = (2.15)2 = 302
Boylece, verilen kareleri birlegtirerek, kenar uzunlugu 30 olan bir kare kurulabilir (yapmaya galisin).
Simdi de kalem, kagit ve sagduyunuzu (ve belki de bir bardak kahve) kullanarak, “evet” veya

“hayir” diye yamitlayacaginiz bir kag problem 6neriyorum. Sizin yagta oldugum zamandan tamstigim
ve gogu anonim olan bu problemleri sizin de seveceginizi umuyorum:

Problem 12. Hepsi aym biiyiikliikte karton daireler verilmistir. Bunlarin
(a) 24 tanesini; (b) 25 tanesini

masa lzerine, her daire tam ii¢ daireye dokunacak bigimde dizmek miimkiin miidiir?

Problem 13. Ikisi de tahtadan yapilmig, aym biiyiikliikte kiiplerin birinde, diger kiip rahathkla
gegebilecek bigimde, delik agmak miimkiin miidiir?
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Problem 14. (a) 19 x 19 kare cetvelinin hanelerine dyle sayilar yerlestirmek mumkun muddur ki,
her siitundaki sayilarin toplam pozitif ve her satirdaki sayilarin toplami negatif olsun?

(b) 5x 5 kare cetvelinin hanelerine Syle sayilar yerlegtirmek miimkiin midir ki, her 2x 2 karesin-
deki sayilarin toplami negatif, fakat tiim 25 sayinin toplam pozitif olsun?

Problem 15. Kenar uzunlugu 1 cm olan kiipii, kenar uzunlugu 3 cm olan kagit yapraga sarmak
mimkin midir?

Problem 16. Degerler kiimesi tiim pozitif sayilar kiimesi ile gakisan iki degigkenli P(z,y) poli-
nomu var midir?

Yanitlar: 12(a)-evet, 12(b)-hayir; 13-evet; 14(a)-hayr, 14(b)-evet; 15-evet, 16-evet.

Problem 16 igin, 6rnegin, P(z,y) = (1 — zy)? + z* polinomu alinabilir. Nihayet, Problem 9 ’daki
ozelliklere sahip sayilara bir 6rnek gosterelim. Asafidaki sekiz sayiyr alahm: 2 tane 0,8; 6 tane
(=0,1). Bunlarin toplam 1 e esittir; her birinin mutlak degeri 1 ’den kiigiiktur ve kiipler toplam 1
’den biiyiiktiir: 2(0,8)% 4+ 6(—0,1)3 =1,018 > 1.

TESEKKURLER

Matematik Diinyasi 'm ¢ikartan birim olarak en biiyiik sorunlarimizdan biri, basilan sayilarmi-
zin dagitim olmustur. Kisith olanaklara sahip olmarmz dagitim igini epeyce giiglegtirmektedir. Son
¢ikan sayilarimizla birlikfe derginin dagitimini tstlendikleri igin ozellikle Yurtigi Kargo sahibi Saymn
Ibrahim Arikan ’a ve Antalya Bolge Midirid Sayin Yasar Mutlu ’ya en igten dileklerimizle tegekkir
ediyoruz.

Matematik Diinyas1 Yaymn Kurulu Antalya, 04.05.2000




26

MATEMATIKSEL YETENEK

Metehan Aydin ‘
Ozel Samanyolu Lisesi, ISTANBUL

Klasik 6gretimin bagarisizhiginda gogu kez gozden kagan bir neden de, programda ongoriilen matema-
tigin, ilgi ve yetenek farklar gozoniinde tutulmaksizin tiim 6grenciler igin zorunlu tutulmasidir. Oysa,
gunlik gozlemler bile gocuklarin 6grenme yetenegi bakimindan genis bir dagilim iginde oldugunu
gostermektedir. Pek gok ¢cocugun uzun siirede giigliikle kavradig bilgile, kimi gocuklar igin son derece
kolaydir. Satrang ya da miizik tutkusu gibi matematik ilgisi de herkeste degil, pek az kimsede ken-
dini agiga vurmaktadir. Matematik ilgisinin uyandirilmasinda kiiltiirel cevrenin etkisini gormezlikten
gelemeyiz elbet. Ne var ki, kigide belli bir yonde ilginin yogunlagmasi, o yonde iistiin yetenegin
varligiyla olasidir. Gergekten, belli bir diizey iistiinde matematikte ilerlemenin canh bir ilgiyle bir-
likte o ilgiyi besleyen 6zel bir yetenek gerektirdigi, matematik tarihine goz gezdiren hig kimsenin
kolayca yadsiyamayacag bir olaydir. Bir kag ornek vermekle yetinecegiz:

Galileo Galilei (1564-1642), hem oncii bilimsel galigmalari hem de engizisyonla igine diistiigii catigma-
s1 nedeniyle uygar diinyanin goziinde ornek bir insandir. Yoksul bir matematikgi olan babasi, oglunu
daha kazangh bir meslege yoneltmede kararhiydh. Galileo, 19 yasina gelinceye dek “matematik” denen
bir konunun varhigindan neredeyse habersiz biiyiir. Universite ogrenimine tip fakiltesinde baglamisti.
Ne var ki, bir giin bir rastlantiyla kulak misafiri oldugu bir geometri dersi, onu adeta biiyiiler: Galileo,
yeni bir diinya kesfetmis olmanin coskusu igindedir artik; her seyi bir yana iterek matematige sarilir.
Sonunda bildigimiz gibi, matematiksel yontemle deneyi birlestirerek modern fizigi olugturan Galileo
cikar ortaya.

Matematikte bagarinin dogustan gelen 6zel yetenekle iligkisine en garpici ornekleri Gauss, Abel,
Galois, Ramanujan gibi bilyik matematikgilerde bulmaktayiz.

“Matematigin Prensi” diye amlan Carl F. Gauss (1777-1855), daha li¢ yasina basmadan, iggilerin
iicret bordrosunu hazirlayan babasinin bir hesap hatasini yakalayarak onu sagirtir. On yasinda ilkokul
siralarinda iken aritmetik dersindeki performansi ise daha sagirticidir: Bir toplanti igin simiftan
aynlmak tzere olan ogretmen, gocuklarn meggul tutmak amaciyla 1’den 100’e kadar olan sayilarin
toplamin1 bulmalarin ister. Ogretmen tam kapidan gikarken Gauss parmagini kaldinr, sonucun
5050 oldugunu soyler. Yiiz sayinin oyle kisa bir siirede ardarda yazihip toplanabilecegine inanmayan
ogretmen, ogrencisinden sonuca nasil ulagtigin sorar. Gauss dizide en alt ve en iist sayilardan
baglayarak toplami 101 olan,

1 4+ 100 = 101
2 4+ 99 = 101
3 + 98 = 101
50 4+ 51 = 101
50 ¢ift say1 oldugunu, dolayisiyla toplamin da
50 x 51 = 5050

olmasi gerektigini soyler. (égretmeninin araciligiyla Gauss 'un istiin yetenegini 6grenen donemin
Brunswick Diikii Ferdinand, gocugu 6grenim yagami boyunca korumasi altina alir, matematik diinya-
sinin Prensi insanhiga kazandirilms olur!)

Gauss "in yagam doneminde olaganiistii yetenekleriyle geng yaslarinda adlari unutulmazlar arasina
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yazilan iki kisi daha gikar: Abel ve Galois. Niels Henrik Abel (1802-1829), Norveg’te bir koy papazinin
oglu olarak diinyaya gelir. Yoksulluk iginde gegen kisa yagaminda inamlmaz bir tutkuyla matematige
sarllan Abel, Sgretmeninin yiireklendirmesiyle Newton, Euler, Lagrange ve Gauss capinda biyik
matematikgileri okumaya koyulur. Bu arada babasinin erken Slimii 7 gocuklu ailenin gecim yikiinu
18 yagindaki Abel’in sirtina yiiklemigtir. Ama o tiim sikintilara kargin matematikten elini cekmesz;
Cauchy, Gauss gibi donemin iinlilerinden bekledigi ilgiyi gérmedigi halde caligmasini stirdiirtir. Daha
sonra basarnisimin gizemi soruldugunda Abel, omezleri degil dogrudan ustalari okumasini gosterir.

Abel, “usta” dedigi matematikgilerin ¢aligmalarinda kimi zay:f noktalar bulmakta, istiinkorii ortaya
konan ¢oziim ya da ispatlan yakalamakta gecikmez. Ne var ki, onu asil yiicelten basarisi, denklem-
lerin cebirsel ¢oziimiine iligkin galismas: ile sidi “Abel Teoremi” diye bilinen 1826 ’da Paris Bilimler
Akademisi’ne sundugu transendental fonksiyonlarin genis bir kiimesine ait genel bir zellik iizerindeki
¢ahsmasidir. Legendre, yeni bir analiz dalimin icadi saydg bu galismasiyla Abel ’in olimsiizlestigini
soylemekten kendini alamaz.

Abel, 26 yasinda yoksulluk ve ihmale kurban gitti; matematik dehas onunkine es olan Galois ise
daha da erken yasta aptalca goze aldig bir diiellonun kurbani oldu.

Simdi “Galois Teorisi” olarak bilinen denklemlerin genel ¢oziimiine iligkin 6zgiin ¢aligmasinin yanisira,
modern matematikte 6nemli yer tutan Grup Teorisi’nin biiyiik énciisii Evariste Galois (1811-1832),
Paris’e yakin bir kyde biiylidii. 12 yagina gelinceye dek okula baglamads; evinde annesimin 6grettikle-
riyle yetindi. Aile gevresinde matematikle ilgilenen kimse yoktu. Galois’in Sgrenim yagam tam bir
anlayigsizhk ortam iginde gecer. Gittigi okul onun gdziinde bir okul olmaktan gok bir kisla ya da
hapishaneydi: Kat1 bir disiplin, kapah kapilar, yiiksek duvarlarla cevrili kocaman bir bina. Klasik
diller ve literatiir agirhkh programda matematige taninan yer cok dar ve onemsizdi. Galois belki de
bir rastlanti sonucu eline gegen bir kitapta aradig1 diinyasini bulur. Bu, dénemin iinlii matematikgisi
Legendre "1n geometri tizerine bir galigmasiyd. ’

Galois bir okuyusta kavradigi geometriyle adeta biiyiilenir. Oysa, okulda okutulan cebiri son derece
sikicl, ders kitabini yavan ve kat1 buluyordu. Cebiri okulda degil digarida, asil kaynaginda aramasi
gerektigini anlayan Galois, gok gegmeden Langrange’in cebirsel goziimlemelere iligskin galigmalarini,
analitik fonksiyonlar teorisini incelemeye, matematigin bagyapitlarim okumaya koyulur. 15 yagindaki
delikanl, matematikte kendi gergek diinyasim bulmugtu artik. Ne var ki, okul gevresinin tepkisi
kagmilmazdi: Ogretmenleri onu séz dinlemez,kendini begenmis bir ukala,0zgiin goriinme tutkusu
icinde bir ”bilgi¢” diye niteliyor, durumunu umutsuz goriiyorlardi. Simif arkadaglarinin goziinde
”kaafsim1 matematikle bozmug”, gekilmez biriydi. Galois, kurulu diizenin beklentilerine, yerlesik
deger yargilarna ters dustugi icin diglanmust1. Oyle ki géz kamagtirici zekasina kargin girig sinavinda
matematikten yetersiz goriilerek Ecole Polytechnique’e alinmaz. Dahasi, Cauchy ¢apinda bir mate-
matikginin bile, tum girigimlerine kargin ilgisini cekemez. Bu olumsuzluklar kargisinda diinyas: kararan
Galois kendini o sira etkinlik kazanan devrimci eyleme kaptirir; krala agiktan karsi qiktig) icin iki kez
tutuklanir. Bagarisiz sayildigi sinavi 50 yil sonra degerlendiren matematikgiler, “siradan zekalarin
dehay katlettigi” yargisinda birlegirler.

Son ornegimiz, yetkili bir kalemin, “cagimizin en olaganiistii matematik zekasi” dedigi zavall bir
Hintli delikanhya iligkindir. 31 yaginda tiberkiilozdan Glen Srivinasa Ramanujan (1889 — 1920),
olimiinden 8 y1l once kendini bir mektupla matematik diinyasina tanitmanin yolunu aramigta:

Saygideger Efendim,

Madras'ta yilda 20 Sterlin iicretle calisan kii¢iik bir muhasebe memuruyum. Orta 6grenimimden
sonra lniversiteye devam edemedim. Bos zamanlarimi matematik iizerinde calisarak dolduru-
yorum. Calismam iiniversite programlarinda Sngoriilen cerceve disinda, kendi cizdigim yepyeni
bir yonde ilerlemektedir. Ozellikle “acilan seriler” (divergent series) iizerindeki arastirma
sonuclarimi burada gosterdigim matematikcilerin “hayret” le karsiladiklarini belirtmek isterim.
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Sizden diledigim, ilisikte gonderdigim notlar incelemeniz. Eger bunlarda bir deger bulur-
saniz, teoremlerimi yayimlama olanag arayacagim. Ornek olarak gonderdigim notlar ulastigim
sonuclanin bir boliimii olup, arastirmamain kendisini ve ayrintili ifade bicimlerini yansitmaktadir.
Yoksul ve deneyimsiz biri olarak sizden bana yol gostermenizi rica ediyorum. Verdigim-zah-
metten dolay! bagislamaniz dilegimle, derin saygilar sunarim.

S. Ramanujan

Hintli delikanly, arkadaglarinin tegvik ve yardimiyla yazdigi bu mektubu 120 teoremle birlikte Cam-
bridge’de seckin kiirsii profesorii G. H. Hardy’ye gondermisti. Hardy saskinhgimni daha sonra, “Kim-
senin tanimadig Hintli bir memurdan gelen béyle bir ey kargisinda bir matematikginin ilk tepkisinin
ne olacagin siz diginiin artik!” diyerek belirtir.

Teoremlerden bir boliimii bilinen geylerdi; bir boliminu ancak ugragarak ispatlayan Hardy, bir
béliimiine ise tamamen yabanci oldugunu goriir. Bunlar gergekten apayri derinlik ve duzeyde buluglar-
d1. Siradan bir kafanin, gegici bir hevesin iriinleri olamazdi.

Hardy’nin bir amsi, Ramanujan ’in sayilarla ne denli igten bir dostluk iligkisi iginde oldugunu
gostermesi bakimmdan ilgingtir: “Putney’de hasta yatarken ziyaretine gitmistim. Bindigim taksinin
plaka numarasi 1729 idi. Bu sayida ilging bir 6zellik bulmadigim sGyleyince, hemen atildi, “Oyle
degil, Hardy, gok ilging sayidir o. Iki kiipiin iki degisik bicimde toplamm olarak yazilabilen en kuguk
sayidir” dedi.

Ramanujan, matematik diinyasina dogmusg yeni bir yildizd1, gok gegmeden kaybolan bir yildiz!

DUZELTME

Matematik Diinyas1 'nin gecen sayisinda (Cilt 9, Sayi 1, 26-28 sayfalar) Levent Ozbek 'in yazmis
oldugu "Rasgele Dizi ve 7" yazisinda, 27 sayfada iistten 11.satirda bulunan

“ . rasgele yazilan iki sayinin goreceli asal olmalaninin olasilig 6/ 'dir."
ifadesi yanlis dizilmis olup dogrusu
w

.. rasgele yazilan iki sayinin goreceli asal olmalarinin olasiligi 6/m? 'dir."

bicimindedir. Ayrica yazarimizin calistigi kurum, yine yanhslikla, “Ankara Universitesi, Matematik
Boliimii, ANKARA" yazilmis olup, dogrusu “Ankara Universitesi, Istatistik Bolumi, ANKA-
RA" 'dir. Bu iki yanlishk nedeniyle Levent Ozbek 'ten ve okurlarimizdan ozur dileriz.

Matematik Diinyasi




PROBLEMLER VE GOZUMLERI

Uyary: Dergimize algtirma problemlerinin ¢o-
zimlerini degil, yalnizca yarigma problemlerinin
gozimlerini yollaymz. Cozimleri gonderirken
litfen su noktalara dikkat ediniz:

-Her sorunun ¢6ziimiinii ayn bir kagida okunakh
ve anlagilir bir bigimde yaziniz.

-Kagidin sag st kogesine adimzi, soyadimz,
adresinizi, ogrenci iseniz okulunuzu ve simifinizi
yaziniz.

-Céziimleri, Akdeniz Universitesi, Matematik
Bolumii, 07058-ANTALYA adresine 31 Mayis
2000 tarihine kadar gonderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.206. z+y = 1 kosulunu saglayan sayilar iginde
23 + zy + y® polinomuna minimum deger veren
ve y ’yi bulunuz.

A.207. Bir n dogal sayisimn tim pozitif
bolenlerinin sayisina s diyelim. n ’nin tiim pozitif
bolenlerinin ¢arpimini, n ve s cinsinden bulunuz.

A.208. ay,a9,a3,...,an ER vel > b > by >
coo > by > 0 ise,

n k
1> aibil <1 a4l
i=1 ji=1

egitsizliginin saglanmasini garanti eden bir k € N
bulundugunu kanitlaymiz.

A. 209. z; ve 22, 22 — 62 + 1 = 0 denklemini
saglayan sayilar olsun. Higbir n dogal saysi igin
2] +z4 sayisinin 5 ile bolinmedigini ispatlayiniz.

A.210. ABCD yamugunun kosegenlerinin
kesigim noktas1 E, [BC] tabani iizerinde bir nokta
A A

K ve AKE=DKFEFE ise, C 'nin AK dogrusuna
uzakhg |CC’|, B ’'nin BK dogrusuna olan
uzakhg |BB'| olmak iizere, |BB'| = |CC'|
oldugunu ispatlayiniz.
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YARISMA PROBLEMLERI

Y.206. 25 x 25 karesinin her hanesine +1 ve
—1 sayilarindan biri yazilmugtir. i-inci satirdaki
sayllarin garpimina ¢; ve j-inci siitundaki sayila-
nn garpimina da b; diyelim.

a1+b1+a2+b2+...+a25+6257’:0

oldugunu gosteriniz.

Y.207. Herhangi 3 tanesinden bir tggen
yapilabilen 5 dogru pargasi verilmigtir. Bu dogru
parcalarindan yapilabilen iiggenler iginde en az bir
tanesinin dar agih oldugunu kantlaymz.

Y.208. Asagidaki denklemin tim rasyonel
koklerini bulunuz:

abzz+(a2+bz):ﬂ+l=0 (a,b € Z).

Y.209. o™+ 2"+ 1says1 a® T+ 2" + 1 sayisin
bolecek bigimde tim a ve n pozitif tamsayilarin
bulunuz.

Y.210.. ABC dar agih iicgeninde A, B, C 'den
[BC], [CA], [AB] kenarlarina indirilen dikmelerin
ayaklari, sirasiyla D, B, F; yine A, B, C ’den
EF, FD, DE ’ye indirilen dikmelerin ayaklar,
sirastyla P, @, R ile gosterilmek tizere, AP,
BQ, CR dogrulaninin ayni noktadan gegtigini
gosteriniz.

A.196. n € N olmak uzere, 2" ve 5" sayilarinin
onluk say1 sisteminde yaziliglarindaki ilk rakam-
larinin aym oldugu bilinmektedir. Bu rakami bu-
lunuz.

COZUMLER,

Cozum. Soz konusu rakam 3 ’tiir. (n = 5 igin
2% = 32 ve 5° = 3125 tir ve demek ki, 3 rakaminin
ilk oldugu durum mevcuttur.) n > 4 durumunu
incelemek yeter. 2" ve 5" nin ilk rakamlar1 a ve
rakamlar sayis1 da, sirasi ile, s + 1 ve t + 1 olsun.
Bu takdirde

a.10° < 2" < (a +1).10° ;
a.10° < 5" < (a + 1).10*

olur. Taraf tarafa garparsak,
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a2.10°* < 10" < (a +1)2.10*+*,
a2 < 10"t < (a+1)?

elde ederiz. 1< a < 9 oldugundan,n—s—t =1
olmak zorundadir. Dolayisiyla, a < 10 < (a+1)?
ve buradan a = 3 oldugu gorilir.

A.197. ay, aa, ..., G, -.. dizisi agagidaki kogullari
saglamaktadir:

a; = 0,[0.3' = |ﬂ] + 1|,|a3| = |(12 + 1[,...,|ﬂn| =
|Cln..1 +1l,

Bu durumda, 2(a; + a2+ ...+ a,) > —n oldugunu

gosteriniz.

Goziim. a; = 0,|az] = |ay +1], ..., |an+1| = |an +
1| esitliklerinin her iki yaninin karesini ahp taraf
tarafa toplarsak,

2(01+az+--.+an)+n=a,2,+l >0

= 2((11 +as+ ...+ an) > —n
elde edilir.

A. 198. limne0(@n41 — an) = 0 oldugu halde
iraksak olan bir simirh dizi var midir?

Goziim. Evet, vardir. Bir ornek gosterelim.
a, = siny/n alahm. Her n igin la| < 1 ve
dolayisiyla, (a,) bir sinirh dizidir. Bu dizi irak-
saktir. Ciinki, ornegin sifira ve bire yakinsayan
altdiziler bulmak mimkiindur.

Simdi,
0 < |@ns1 — @n| = |sinv/n+ 1 —sin/n|
\/ﬂ_lbﬁl |sin \/r?f_;—\/ﬂ
5 .

= 2| cos

< 2]sin YEEI=E| <

sin z| < |z| esitsizligini kullamyoruz.)
S

SQ_)E;'AE:\/”+ —\/ﬁ

(n = 00).

— 1

= s 0
Sandvig teoreminden, limn_ 00 (@41 — @n) = 0.
A.199. f :(1,00) = R siirekli bir fonksiyon olup

her z,y > 1ligin f(zy) = .f(y) +y.f(z) esitligini
saglamaktadir. f fonksiyonunu bulunuz.

Problemler ve Cozimleri
Cozim. Esitligin her iki yanini zy ile bolelim:

flzy) _ (), fW)
zy T y

f—(zﬂ = p(z) dersek, p(zy) = p(z) + ¢(y) olur.
Simdi de bu esitlikte = yerine e”, y yerine de eV
koyarsak,

p(e”tY) = p(e®) + p(e”)
elde ederiz. p(et) = ¥(t) dersek, sonuncu esitligi
¥z +y) = ¥(=) +¥(v)

bigiminde yazabiliriz. Bu sonuncu ise Cauchy ’nin
meshur fonksiyonel denklemidir ve suirekli fonk-
siyonlar sinifinda onun ¢Gziiminin Y(z) = cz
oldugu kolayca gosterilebilir. “Geriye donersek”,
problemdeki fonksiyonel denklemin gozimunun
f(z) = cz.Inz oldugunu soyleyebiliriz.

A.200. ABC bir egkenar liggen ve P, bu
liggenin diizleminde bulunan herhangi bir nokta
ise, |[PA| + |PC| > |PB| oldugunu ispatlayiniz.

Cdziim. PABC dértgeninde Ptolemy teore-
minden

|PB|.]AC| < |PA|.|CB| + |PC|.|AB|

yazilir. Esitlik, MABC ’nin gembersel olmas
halinde gegerlidir.

|AB| = |BC| = |AC|
oldugundan |PB| < |PA| + |PC]| elde edilir.

Y.196. m ve n ’'nin (5 + 3\/5)’" =3+ 5\/5)"
esitligini saglayan tamsayi degerlerini bulunuz.

Cozum. m = n = 0 igin esitlik saglamir. m
ve n ’'nin bagka tamsayi degerlerinde esitligin
saglanamayacagini gosterelim.

m ve n ’nin isaretleri farkli olursa, esitlik
saglanamaz. Genelligi bozmadan m > 0, n >
0 oldugunu varsayalim. Bu takdirde, Binom
formiilu kullanilarak,

(5+ 3\/5)"I =Zm + ym V2,

(34 5V2)" = up + va V2



Problemler ve Cézilimleri

olacak bigimde Zp,,Ym,un,vn € N sayllarinin
varligini soyleyebiliriz. Bu sayilarin egit olmasi
icin gerek ve yeter kosul, 2, = up Ve Ym = vn
olmasidur.

Ote yandan, z,, = u, Ve Y, = U, olmasi duru-
munda

(5=3V2)™ = 2m — ym V2,
(3 - 5\/2_)" = Uun — Un\/§

esitliklerinin sag taraflar1 birbirinin ayni, fakat sol
taraflar farkh olacaktir. Giinkii, |5 —3v/2| < 1 ve
13 —5v2| > 1 'dir.

Cozenler: (Emrah Kaplan (Kayseri)).

Y.197. P(z), katsayilan tamsayilar olan bir
polinom olmak izere, belli bir n tamsayisi igin
P(-n) < P(n) < n esitsizlikleri saglaniyor.
P(—n) < —n olacagim kanitlayimz.

Coziim. Her tamsayi a ve b (a # b) igin
P(a)— P(b) farki (a—b) farkina béliiniir. Oyleyse,
P(n) — P(—n) > 0 sayisi n — (—n) = 2n sayisina
bolinmelidir. Buradan

P(n) - P(-n) > 2n=

P(-n)<P(n)—2n<n-2n=-n
= P(-n) < —n

saglanmahdur.

Y.198. Her biri iiglinci dereceden ve reel kat-
sayih P(z), Q(z) ve R(z) polinomlarinin her z €
R igin
P(z) < Q(z) < R()

esitsizliklerini sagladigin1 varsayalim. Bununla
beraber, P(zo) = R(zo) saglanacak bigimde bir
z € R sayisinin varligini diigiinelim. Bu takdirde,
her z € R i¢in

Q(z) = a.P(z) + (1 — o)R(z)

esitligi saglanacak bigimde bir a € [0, 1] sabitinin
varhgim kanitlaymz.

Gozim. Derecesi < 3 olan bir S(z) polinomu
her £ € R icin S(z) > 0 esitsizligini ve bir zp €
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R noktasinda S(zo) = 0 esitligini saghyorsa, bu
polinom

S(z) = a(z — z0)?, (a>0)
seklinde olur. Bunu g6zoniine ahrsak,

R(z) - P(z) = a(z — z0)?,

Q(z) - P(z) = b(z — %)%,

egitlikleri saglanacak bigimde a ve b sabitlerinin

varhigin soyleyebiliriz. @ > 0 varsayabiliriz,

giinkii @ = 0 durumunda ispat1 yapilacak bir gey
yoktur.

(0<b<a)

Boylece, o = 4=t =1 — % olmak tizere,

olur.
Y.199. Her reel a;,as,...,a, sayilarn igin

>

1,7=1

a;a;
i+j—1-

oldugunu kantlayinz.

Cozum. P(z) = a; + asz + azz® + ...+ a,z""!
polinomuna bakalim.

P(z) = Yo) i) akajz*ti=2 ve
1 59 _ .
0< fo Pi(z)dz = E:,j:l ﬁfﬁ :

Y.200. Bir E diizlemi ile diizlemin iginde bir
A noktasi ve diginda bir B noktas: veriliyor. E
duzlemi iginde Gyle bir C noktasi bulunuz ki,

B|+|AC .
=L g"é.A maksimum olsun.

A A
Cozium. ABC iggeninde ABC= 3, BAC= a,

A
ACB= v olsun. Siniis teoreminden,

sin «

sin @

sin ¥y

|AC| = |AB|.—=, |BC|=|AB.

sin 7y
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yazilarak
|AB| + |AC| _ |AB| + iAB|jl_£% _ siny +sinf
|BC| |AB|:§—‘;:— " sina
3 2sin"?%'1cos‘5%'I cosL;'I
- sin o ~ sing
bulunur.

a 'nin sabit oldugunu kabul ettigimizde, § = v
. . . . V] . . 1
igin ifade maksimum degerini alir ve — olur.
0 < o < m oldugundan o arttik¢a sin 3 de
artar. o 'min en kiigik degerinde s'mla mak-
2
simum olur. Bu AC dogrusu AB dogrusunun
izdigimi iken gergeklesir. O halde, C' noktasi,
AB ’nin izdiigiimi tizerinde ve |AC| = AB| sartin1

saglayan noktadir.

Gozenler: (Emrah Kaplan (Kayseri), Necati
Girgin (Denizli)).

Problemler ve Coziimleri

YAZARLARA

Dergimiz matematige ilgi duyan herkesi yazar
kadrosunda kabul etmektedir.  Yayinlanacak
yazilarin matematik ile ilgili olmas: diginda her-
hangi bir kisitlama yok. Fikir vermesi agisindan
su konular siralayabiliriz:

* Konu sunuglari.

* Matematiksel dustincenin degigik alanlardaki
uygulamalarim vurgulayabilecek yazilar.

* Yillardir ¢oziim bekleyerek yeni goziilmiig
ya da heniiz goziilmemis iinli problemlerin
tanitimi.

* Matematige ilgi duyan sgrencilerin kendi-
lerini asmasina yardimel olabilecek problem-
ler.

* Matematiksel kavramlar tarihi ve mate-
matikgilerle ilgili yazilar.

* Daha saghkli bir mifredat programini
olugturmaya yonelik inceleme, elestiri ve al-
ternatif oneriler.

* Matematik Diinyasindan giincel haberler.

Gonderilen yazilar aynen yayinlanabilecegi gibi
biitunligi bozmayacak baz1 degisikliklerle de
yayinlanabilir. Simdilik olanaklarimiz yazarlara
telif tcreti odemeye elverigli degildir. Bu
nedenle anlayigla karsilanacagimizi umuyoruz.
Gonderilecek yazilarin okunakl el yazisi ya da ter-
cihen daktilo ile ya da PC ’de Latex programi
yardimiyla, diizgin ve tam climlelerle, Tiirkce
dilbilgisi kurallarina uyularak, tstiiste formiil
yiginlarindan kagiilarak yazilmasi, beg sayfay:
gececek yazilarda bolme noktas: belirtilmesi rica
olunur. Yazilar

Matematik Diinyasi
Akdeniz Universitesi, Matematik B&liimi,

07058-Antalya

adresine gonderilecektir.
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En lyi Olana Yonelir.
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GENEL MUDURLUK (Besiktas) Tel: 259 74 26 (4 Hat) Serencebey Yokusu No:4
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