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TESEKKURLER VE AKDENIZ'DEN SONSOZ

Elinizde tuttugunuz bu sayiyla birlikte Matematik Diuinyas1 dergimizin 9. cildinin son sayisina
ulagmig oluyoruz. Tirk Matematik Dernegi ’nin bir yayin organi olan dergimizin yayimini 1998,
1999 ve 2000 yillar1 igin Akdeniz Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii iistlenmis
durumdaydi. Ug yilin ardindan bu gorevi birakmak istememizdeki en temel nedenler, giderek azalan
ogretim elemani sayimiz ve olagan gorevlerimizi yaparken kargilagtigimiz giigliklerdir. Simdi 2001
yilindan baglayarak yeni bir ekibin bu yayim siirdirmesi gerekmektedir.

U y1l siiren bu gorevin ardindan, derginin yayinlanmasinda emegi gegen tiim kigilere burada sizlerin

oninde en igten tegekkiirlerimizi sunmak isteriz. Her seyden once, gegmiste ve giiniimizde yayin
kurulunu olusturan

Halil Ibrahim Karakag Timur Karacay Ilham Aliyev
Fikri Gokdal Unal Ufuktepe Giiveng Arslan
Hiiseyin Irmak

’a katkilar nedeniyle gok borglu oldugumuzu diigiinmekteyiz. Derginin dizgisini yapanlara, derginin
iletisim isleriyle ilgilenenlere, derginin ¢ikisini yapanlara, grafiklerini ¢izenlere, derginin yayginlagmasi
konusunda ugraganlara, siirdiiriim igleriyle ilgilenenlere, basilmig dergilerin siirdiiriimciilerimize yol-
lanmasina yardimei olanlara géniil borcumuz vardir. Bu tir gérevlerde bulunan ve ada gore abecesel
olarak agagida siralanan tiim arkadasglarimiza, bolim galiganlarimiza, aragtirma gorevlilerimize siz-
lerin oniinde bir kez daha tegekkir ediyoruz:

Demet Cezan Fuat Yenigerioglu Giltekin Soylu Mehmet Cenkgi
Melih Eryigit Muhammet Celik Mustafa Ozdemir Mutlu Giiloglu
Mimin Can Nesrin Tutag Ozlem Yilmazhan Ramazan Tinaztepe
Sevda Sezer Simten Uyhan Sinem Sezer Zeynep Giiveng

M. Ugur Giiray

Dergimiz icin yaz1 hazirlayan tiim yazarlara, ilgili tiim kisilere ve tim strdiriimciilerimize en igten
dileklerimizle gok ozel tegekkiirlerimizi yolluyoruz. Son donemde dergimizin dagitimini iicretsiz
{istlenen Yurtici Kargo 'nun sahibi Sayin Ibrahim Arikan ve ekibine de ayrica tegekkiir ederiz.

Ocak /2001 ayindan baglamak iizere, mektupla, telefonla, faksla ya da e-posta adresimizi kullanarak
internet iizerinden boliimiimiize bagvurarak 2001 yilinda Matematik Diinyas1 'nin nerede, hangi
kosullarda yayinini siirdiirecegini 6grenebilirsiniz.

Matematik Diinyas: olarak, oniimizdeki yil da yeniden yanibaginizda olmamiz ve giizellikler dolu
yeni bir yil dileklerimizle hogga kalniz...

Antalya, Aralik/2000

MATEMATIK DUNYASI YAZI KURULU adina
Dogan Coker

Akdeniz Universitesi, Matematik Boliimii, 07058-ANTALYA




MATEMATIK DUNYASINDAN... ICINDEKILER

2000 Diinya Matematik Yi'mn sonuyla birlikte Matematik Diinyasindan... 1

Matematik Diinyas1 'mn da 9. cildinin so-

puna ulasmis durumdayiz. Tiirk Matematik Dernegi ~Geometrik Esitsizlikler 2

'nin Baskam olan Tosun Terzioglu 'nun kaleminden Mehmet Sahin

Matematik Yih ile ilgili bir yaziy1 bu sayimizda bula-

bilirsiniz. Pisagor Teoremi ve 9
Yiizlerce ispata. Eklenen Yenileri

Bu sayida ayrica Mehmet Sahin ’in geometrik Nurhayat Ispir

esitsizliklerle ve Nurhayat Ispir’in Pisagor Teoremi ile

ilgili calismalan yer almaktadir. Ahmet Cetintag 'm, Karakter Toplamlari 14

TUBITAK Proje Yansmasinda ddiil kazanan “Karak- Ahmet Cetintag

ter Toplamlan” adl ¢ahsmasini zevkle okuyacagimszi

umuyoruz. 2000=Diinya Matematik Yil 22

Tosun Terzioglu

Daha onceden bir kag kez belirtmis oldugumuz gibi,

bu sayimiz aym zamanda Matematik Diinyas: 'nin En Kiigik Matematikseverlere... 25
Akdeniz Universitesi Matematik Bolimi tarafindan
son kez yaymlandf sayr olmaktadir. Dergimizin Problemler ve Goziimleri 2
arka i¢c kapaginda bu konuyla ilgili ayrntih
aciklamalan okuyabilirsiniz. ODTI"J', Ankara ’da Cilt 9 Dizini 3

6 yil yaymlandiktan sonra zorunlu olarak ve-
rilen 1 yilhk aramn ardindan 3 yil da Akdeniz
Universitesi, Antalya ’da yaymlanan dergimizin yaymn
yasaminin siirmesi en igten dilegimizdir. Su ana
dek yaym siirdiirecek ekibin ortaya glkmamasindan
duydugumuz kaygi biiyiik olsa da bu sorunun
asilacagim1 ve Matematik Diinyas1 'mn yasamim
siirdiirecegini diigiinmekteyiz.

Yeni bir ekibin eliyle Matematik Diinyas1 'mn
bir sonraki sayisinda bulusmak iizere yaklagan 2001

yilimz: en igten dileklerimizle kutluyoruz.

MATEMATIK DUNYASI

Matematik Diinyas:

SAHIBI : Tiirk Matematik Dernegi adina Bagkan TOSUN TERZIOGLU
YAYIN KURULU : H. Ibrahim Karakas, Dogan Coker, Fikri Gokdal,

Ilham Aliyev, Hiiseyin Irmak
DizGi . Akdeniz Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Bdliimii

Matematik Diinyasi, Tiirk Matematik Dernegi tarafindan, Matematik Vakfimn igbirligi ve UNESCO’nun destegiyle iki ayda
bir yayinlanmaktadir.

Matematik Diinyasi’nin, Milli Egitim Bakanhi Talim Terbiye Kurulu Baskanhgmin 20 Haziran 1991 giin ve 660 YKD. Bas.
K.I. Sb. Miid. 5386 sayih karan ile okullara tavsiyesi uygun bulunmustur.

ABONE KOSULLARI (2000) : Yurtigi yrllik (1 kisilik) 3.000.000 TL; yurtici yihik (en az 10 kisilik grup icin kisi basnna)
2.500.000 TL. (Yillik abone iicretinin “Tirk Matematik Demegi” nin “Matematik Diinyas: Dergisi” adina agtirdifs 215511
no’lu Posta Geki hesabina ya da Tiirkiye ig Bankas: Laleli (Istanbul) Subesi 1084.304400.334887 no’'lu “Matematik Diinyasi
Dergisi” hesabina yatirilarak, dekontunun bir drneginin dergi abone adresine gonderilmesi yeterlidir.)

ABONE ADRESI: Matematik Diinyasi, Akdeniz Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiltesi, Matematik Balimii,
07058-ANTALYA )
Tel : 0.242.227.89.00/1116 ; Faks : 0.242.227.89.11 ; E-Posta : mdunyasi@pascal sci.akdeniz.edu.tr




GEOMETRIK ESITSIZLIiKLER

Mehmet Sahin
Ankara Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii, Tandogan , 06100-ANKARA

e-posta: sahinm@science.ankara.edu.tr

A
ABC iiggeninde R: ¢evrel cember yarigapl, r: igtefet gember yarigapl, s: yari gevre, F: alan, a, b, c: iiggenin
BC, AC, AB kenarlarinin uzunluklari, h,, hy, h,: licgenin yiikseklikleri, m,, my,, m,: liggenin kenarortaylan, r,,
Ty, I: Uggenin disteZet cemberlerinin yarigaplari, w,, wy, w,: liggenin i¢ aglortaylarini gésteriyor.

A
Teorem 1. ABC ’de

9
9r<m,+my+m,<—
2

“dir. Esitligin olmas1 igin gerek ve yeter kosul tiggenin eskenar olmasidir.

Kamt: Esitsizligin sol yam [1], (1.1) "de gosterilmisti. Diger yan1 kanitlayalim. V x, ¥, z pozitif reel sayilar

icin  (x+y+z)*<3(x%+ ¥y + 2% esitsizligini kullanacagiz. p=m, + m, + m, diyelim.

p2=(ma+mb+mc)253.(mi+mi+mi) (1)
A

olur. ABC ’de

2_b?'+c2 a’ 2_a2+c2 b2 2*a2-{-b2 c?

m ’m_ ’
T TR Rk TR TR oA e T EENT

3
oldugu biliniyor. Bunlar taraf tarafa toplanarak mi #* mi + mi = Z(a2 +b%+c?) bulunur. Bu (1) ’de yerine

yazilirsa p*< 3.%(a2+b2+c2) dir. [2] (35) 'den
a’+b? +¢? <9R? @)

olup p2 < %.QR2 = p=< 97R bulunur. ABC eskenar iiggen ise, 9r=m,+ m, + m, = 97R "dir.

A
Teorem 2. ABC 'de

n
3 <ol ) 4! S(%{-]

“dir. Esitligin olmas1 igin gerek ve yeter kosul, iiggenin eskenar ve n = 1 olmasidir (n € N*).

. F F
Kamt: p=r, +r; +r; diyelim. r, =———,1, =—— —ver, =—— oldugundan
s—a s—b s—¢

F" F" F"
p= + +
(s-a)" (s-b)" (s-o)"

ve aritmetik—geometrik ortalama esitsizliginden
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1

pz3.F".3 g 3
s -a)s - b)s-o)l"

s 3s-2s (s—a)+(s-b)+(s—c) o3

—-= = 23/(s-a).(s-b).(s-¢) ,

3 3 Vs-2)-b).(5-9)

: 2 @)
s-a)(s-b).(s—¢) S
olup (4 esitsizligi (3) ’de kullamilirsa p23.F“.(—J ve F=rs oldugundan
s
3" ' F

P 23.r".s".§l— = p23"1t"  bulunur. Esitsizligin sag tarafi i¢in x = £—a, y =s—Ifb ZE—

olmak izere x® +y" +z" <(x+y+2)" , n€ N* (x,y,z€ R*) esitsizligini kullanacagiz.
p=ry +1p +1; S(r, +1, +71,)"
ve I+, +r, =r+4R olup 2r<R (Euler esitsizligi) kullanilirsa
p<(r+4R)" S(%+4RT = p s(-gzi]n

bulunur.

A
Sonu¢1: ABC ii¢geninde

3"“1“5h2+h%+h2$(%§)

*dir. Esitligin olmast icin gerek ve yeter kosul, iiggenin eskenar ve n= 1 olmasidir (n€ N*).

Kamit: Esitsizligin sag yam h, <m,, hy <my, h,<m, esitsizliginden agiktir. Sol yam: aritmetik—
geometrik ortalama esitsizligi ve 2F =a .h, =b.h, =c.h,, F=r.s esitlikleri kullamlarak gosterilebilir.

A
Sonug 2: ABC iiggeninde

n
3t Wl Wy W S(g&]
*dir. Esitligin olmasi igin gerek ve yeter kosul, iicgenin eskenar ve n= 1 olmasidir (n€ N¥).

Kamt: Esitsizligin sol yan1 h, <w,, h, Swy, ho sw, esitsizliklerinden agiktir. Sag yam ise w, <m,,

w, <m,, W, <m, esitsizliklerinden ve Teorem 1 'den agiktir.

A
Problem: Dar agili bir ABC ii¢geninin AA, BB, CC ' yiikseklikleri giziliyor.

(a) A'B'C’ iicgeninin kenar uzunluklarinin a’ = a cos A, b”=b cos B, ¢’ = ¢ cos C oldugunu gosteriniz.
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A
: : K
(b) ABC ’ninalamiF, A’B'C’ ’nin alam F, ise, ﬁ =2cos A cos BcosC oldugunu gsteriniz.

(¢) cos A+cosB +cosC=1 +ﬁ oldugunu gosteriniz.

Coziim:

(@) ABB ve AAB dik iicgenleri aymi hipoteniise sahip
olduklarindan ABA’ B bir kirigler dortgenidir. Ayni gekilde ACA'C’

A A
dortgeni bir kirisler dortgenidir. Dolayistyla m(BA'C’) = m(BAC) ’dir.
Ayni sekilde, m(CA'B") = m(BAC) olup buradan
m(B'A'C)) = 180° - 2m(BAC) *dir.

Aym disiinceyle m(A'B'C’) = 180° —2m(Aﬁ0) ve

m(A'C'B) = 180° - 2m(ACB) olur.
IB'C'I =g, IA‘C’I =b% A’B'] =a” olmak iizere A"B°C
licgeninde Siniis Teoremine gére

¢ IB'CI
sinC  sin(B'AC)

A
ve BBC ‘’de |B’C| =a.cos C oldugundan

c a.cosC , a.sinC.cosC , a.sin2C
= c= = Cc=

= = = .
sinC  sinA sin A 2sin A

A a

ABC ’de Siniis Teoreminden m =2R oldugundan c¢’=R.sin2C bulunur. Benzer sekilde
b’=R.sinB,a"=R.sinA ®)

elde edilir.

A
ABC ’nin gevrel cemberinin merkezi O ve O ’nun[BC] ’ye uzakligi P, A
[AC] ’ye uzakhgl'Pb, [AB] ’yeuzakligi P. olsun.

A
m(Cf)B) =2.m(BAC) oldugundan OBC ’de alan bagintisindan

P

A 1 b a.r;
m(OBC) =—R“sin 200 = —2
2 2
A P
’den R®=sin20= a.P, ve ODC ’'de = =cosA ve
R
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a=A oldugundan R%.sin2A=a.cos A ise, (5) 'de R. sin2A=a.cos A yazilinca, a’=a. cos A
bulunur. Benzer sekilde b’=b.cosB, c’=c.cos C elde edilir.

b'c’.sin(B'C'A) _ b.c’sin(180° - 2A)

(b) A(A’B°C’)=F, idi. F, =

2 2
bcos B.ccos C.sin 2A
Fh=
2
_bc .cos B.cos C.2sin A .cos A
2

F, =bcsin A.cos A.cosB.cosC

= 2F.cosA.cosB.cosC

ve buradan
1%‘=2cosA.cosB.cosC
bulunur.
A
Not: ABC ’de Kosiniis Teoreminden
2,2 .2 2,2 2 2 2 _ 2
cos A:b_-l-(.;._a, cos B =u’ C05C=.a_—t£—c_
2bc 2ac 2ab
oldugundan
Fo_, *+c’—a?)@* +c’ -bY)@% +b> -c?)
F ' (2ab) (2ac) (2bc) ’
F_hz(bz+c2—a2)(a2+cz—b2)(az+b2—c2) ©)
F 42’b%c?
"dir.

(c) Doniisiim formiilleri yardimiyla

. A B €
cos A+ cos B+cosC=1+4. sm?. sz' sm—z— olduu kolayca gosterilebilir. Simdi

. N S i it 2
sin —-, sin — ve sin— "nin kenarlar cinsinden degerlerini bulalim. Iki kat formiiliine gére

o K e\ A I B
cos A =1 -2sin®>= veya 2sin®*==1-cosA ve ABC iiggeninde cosA=lJ—+c—a
2 2 2bc
oldugundan
202 .2 2 _ (a2 s
2sin2£‘-=l—b +c” -a =>25inzé-=a (b-c) 2 sin2A=(a b+c)(a+b-c) _
2 2bc 2 2bc 2 4bc
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a+b+c=2s oldugundan sin? A = E(_s—_b)M ve sin 8 ‘}m dir.
2 4bc 2 be
Benzer gekilde
sinE=1‘———-———(s_a)(S_c) ve sin§-=\}——(s_a)(s_b)
2 ac 2 ab

(s—b)(s—c) \/(s—a)(s—c) \/(s-a)(s—b)
bc ’ ac N ab

bulunur. O halde

cosA+cosB+cosC=l+4.\/

—14+4 87DEDE0 Ly

abc
A
ABC iiggeninde abc=4RF ve F=s.r ve F'=s(s—a)(s—b)(s—c) oldugundan
F2
Y 2 .2
cos A+cosB+cosC=1+4. S =142 —1+1
R.F.s? R
bulunur.
Sonuclar

A
(@ A’B’C’ iiggeniningevresi G~ ve Cevre(ABC)=2s ise, C’'<s ’dir.

A ;
(b) Alan (ABC)=F, Alan(A’B°C")=F" ise, %5

“tiir.

(¢) cos A+cos B+cos C< *dir.

N | w

Kamt: (a) Sekil2 ’den

A P

A(ABC):F:a'Z b.P, _|_(:.Pc . a.R.cosA+b.R.cosB+c.R.cosC

2 2 2 2 2

a

+

=%.(a.cosA+b.cosB+c.cosC),

2
F=%.(a'+b’+c’) ve r.s=%.(25'), C’=2s’=§ ve 2r <R oldugundan C° < s bulunur.

(b) Aritmetik—geometrik ortalama esitsizligine gore

3
l+%=cosA+cosB+cosCZS.VcosA.cosB.cosC olup cos A.cosB.cosC< ;—_/(H%J diir.

2r <R oldugundan
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1(. 1V 1
A.cosB.cosC<—|1+—| == gir.
CcOos COs CO 27( 2) 8 r

,

A
bulunur. ABC iiggeni eskenar licgen ise

]

Boylece, %=2.cosA.cosB.cosC£2. <

1
ve -
4

co | —
B -
T |

F .
—= tiir.
F

Py -

(©) cosA+cosB+cosC =1+% ve 2r <R oldugundan

cos A+cosB +cosC< 1+—;-=% dir.
A
Teorem 3. ABC iiggeninde yiikseklik ayaklarinin olusturdugu ii¢genin (ortik iicgen) alani F,, , agiortaylarmn

karsi kenarlar kestigi noktalarin birlestirilmesiyle olusan iiggenin alani F,,, kenarortaylarin karsi kestigi
noktalarin birlegtiriimesiyle olusan tiggenin alam Fp, ise,

2\
(—] .F, <F,, <F_ (7
R
dir. Uggen eskenar ise esitlik vardur.
A
Coziim: A(ABC)=F ve [3] ’den
F_w _ 2abc ®)
F  (a+b)(b+c)(c+a)

drr. (6) dan

F, _ (b*+c’-a?)(a? +c? -b?) (a2 +b% —c?)
F 4a’b?c?
olup son iki esitlik taraf tarafa oranlanirsa,

F, 8a’b>c?

b —e 9
F, @+b)(b+c)(c+a)(b® +c? —a’)(a® +c? —b2) (a2 +b% —c?) kel

olur. Aritmetik—geometrik ortalama esitsizliginden

b +cP-a)+ @+ -bY)+ @2+ b - > 3.3\/(b2 +c? —a?)(a +c? —b?)(a? +b2 —c?)

olup diizenlenirse,

1 S 3 ’
(b* +c’-a’)(@> +c2 -b2)(a +b2 —c?) | a® +b? +¢?
olur. [2] (35) ’den a®+ b%+c?<9R? oldugu kullanilirsa,

1 (3 Y 1 4}
(b® +c*-a”) @’ +c? -b?) (@2 +b*—c?) | 9R2 ) 27R®
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olur. [5] ’den (b+c)(c+a)(a+b)=2S (s +1%+2Rr) olup [6] 'dan 2S< 3J§ R, 2r <R esitsizlikleri
kullamlirsa

: - (11)
(b+c)(c+a)(a+b) 24,3R?

elde edilir. (10) ve (11) egitsizlikleri ve abc = 4RF esitligi (9) ’da kullanilirsa,

Fo,_ 8.(4RE’ _ PRLFP 2°F
F,  (27RS)(24/3R%) 3“RS 2R3 3'43.R

F=r.s esitligi ve [6] *dan s*>27r" esitsizligi kullamlirsa,

E 25088 _ 25263 2505 F, (2t
W > . et = s w R T
R 3% R R® 3 43 R° RE _Fh _(—R] olup (7) esitsizliginin sol yam kanitlanmig oldu.

A
Simdi sag yam kamtlayalim. ABC uggeninde

E

1
Zm _ _ 12
F 4 2
oldugu agiktir. (8) ve (12) esitlikleri taraf tarafa oranlanarak,
F
@ 8abc (13)

F, (atb)(b+c)(c+a)
elde edilir. [4] 'ten 8xyz<(x+Yy) (y+2) (z+ x) olup }F?_WSI ve F, <F, ’dir. Boylece esitsizligin
m

kanit1 tamamlamr.
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PISAGOR TEOREMI VE

YUZLERCE iISPATA EKLENEN YENILERI

Nurhayat Ispir

Ankara Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii, 06100-ANKARA

7

Bir cogumuz igin, Pisagor Teoremi ile tamgikhgimiz geometri kavramlarini ilk 6grendigimiz yillarda
baglar. Bilindigi gibi, bir dik liggenin kenarlarinin uzunluklar a, b ve hipoteniisiinin uzunlugu c ise,
bu durumda a, b, ¢ sayilari arasinda a?+b% = ¢? bagintis1 vardir. Teoremin ispati, yiizlerce yildir mate-
matikseverleri meggul etmis, yiizlerce farkli ispat1 yapilmistir. Hatta, E. S. Loomis ([5], 1968) Pisagor
Teoreminin ispatlarini toplayarak olugturdugu “The Pythagorean Proposition” isimli kitabinda tam
370 farkh ispat oldugunu iddia eder ([5], sayfa 269) ve ispatlarin heniiz son bulmadigini soyler.
Giinimiizde Pisagor Teoremi ile ilgili caligmalar ve ispatlar Loomis ’in soziinii dogrular nitelikte-
dir. Bu yazimizda, son zamanlarda L. Hoehn ([4], 1997) tarafindan yapilan oldukga yalin ve gekici
ispatlardan bazilarim sizlere sunmak istiyoruz.

Ilk olarak, Sekil 1 de gosterilen EDCF dikdortgenini dikkate alalim. Bu C'D kenar iizerinde bir A

A
noktasi ve CF kenan lzerinde bir B noktasimi EAB bir dik ag olacak sekilde, igaretleyelim. Elde
ettigimiz ABC dik tiggeninin kenarlarini a, b, c ile gosterelim.

Sekil 1

E F
z
r
Y
B
e a
D kb A b o
AD kenan b ’nin bir £ kati olsun. Dikkat edilirse, AABC' = AEAD olup,
g brie
kb oz oy
’dir. Buradan,
kb? kbe
2= —, y= —,
a a
ve boylece
kb% — a?
z=z—a=
a

elde edilir. EDCF dikddrtgeninin alam bir taraftan (kb + b)z olarak diger taraftan EDA, EAB,
ABC ve EF B liggenlerinin alanlan toplam olarak iki farklh sekilde hesaplanabilir. Yani

EDCF dikdortgeninin alan1 = AEDA alam +AEAB alam +AABC alani +AEF B alam
veya

1 1 1 1
kb+ bz = —kbz + = = =
(kb + b)z 5kbe + 2cy+ 2ba+ 2(lcb+l'1)z
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’dir. Bu denklemin her iki yanim 2 ile garpar ve z,y, z 'nin degerlerini yerine yazarsak, sadelestirme
islemlerinden sonra

kb® = kbe? — ka®b  veya b° = be® — a®b

denklemlerini ya da kisaca

b2 =% —a?

denklemini elde ederiz. Bu durumda Pisagor Teoreminin ispatlarindan biri gergeklenmis olur.

Simdi Sekil 1 ’i biraz degistirelim. Bunun i¢in EF B liggenini sekildeki kareden ayiralin ve tekrar DC
kenarina ekleyelim (Sekil 2a). Boylece EF B ve DCG benzer liggenler olup, EDGB paralelkenarinin
alani farkl iki bicimde aym CDEF dikdortgeninde oldugu gibi hesaplanabilir ve yine

b2:cz——a2

bulunur.

Benzer bigimde Sckil 1 yeniden degistirilerek farkli bir paralelkenar elde edilebilir. Bunun igin ekil
1 ’deki dikdortpenden EDA iiggenini gikarip CF kenarna ekleyelim (Sekil 2b). Burada AEDA
= AFCH olup HAEF paralelkenarinin hesabi bize yine Pisagor Teoreminin bir diger ispatini verir.

Sekil2 E F E
T T z )
Y y
B
c c

a a

DY BC pA S H

(a) kb A b (b) kb A b C kb

z
G

Ashinda Sekil 1 ’de EFB liggenini kaldirdigimizda elde edilen EDCB yamugunun (Sekil 3a) alam
hesaplanarak da Pisagor Teoremi ispatlanabilir. Gergekten, gikarilan EF B iliggenin alan

1 kb% — a2
5(kb+b)( - )

oldugundan bu miktar Sekil 1 'deki dikdortgenin alani igin verilen ilk denklemin her iki yanindan
cikarlabilir. Gerekli sadelestirme iglemleri yapildiginda asinasi oldugumuz ¢2 = a? + b2 denklemi elde
edilir.

Dikkat edersek bu sonuglar k ’min genel bir degeri igin saglanmaktadir. Bununla birlikte, pek
cok kayda deger ispat k ’min ozel degerleri igin ele alnmgtir. Bu noktada, Bagkan James Abram
Garfield’in ispatindan bahsetmeden gegemeyecegiz [2]. Bagkan J. A. Garfield, Pisagor Teoreminin
ispat1 ile ugragan yiizlerce amatérden biridir. Ne yazik ki, 1881 ’de Amerika bagkam segildikten dort
ay sonra ig istegini geri gevirdigi bir kigi tarafindan Washington, D.C. tren istasyonunda vurulmustur.

Eger k = a/b alimrsa, bu durumda Sekil 3a Bagkan Garfield ’in ispatina indirgenir (Sekil 3b). Acik
olarak, kb = a olmasi durumunda

M _

a

_kbc_

z b ve y= =c
a



Nurhayat Ispir 11

olup Sekil 3b 'deki yamugun alani, tiggenlerin alanlar1 toplami oldugundan LJ;"E —ab ¢ 4 oab
esitligi a? + b? = ¢? sonucunu verir. 2 : :

Sekil 3
E
T
_ a
D% A C
(a) Garfield ’in ispatinin genellegtirilmesi (b) Bagkan Garfield ’in ispat1

Sc.ekil_Ba ’"da.ki EDC B yamugu ve kopyasi bir ikiz kenar yamuk (Sekil 4a) verecek sekilde diizenlenirse,
bir lise ogrencisi olan Jamie deLemos [1] ’un 1995 yilinda yapmg oldugu ispatin (Sekil 4b) bir
genellestirilmesi elde edilir.

Sekil 4

b

(a) deLemos ’un ispatinin genellestirmesi (b) deLemos 'un ispati: k = §

Eger k = a/(c — a) alinirsa, Sekil 1 *deki dikdértgen Sekil 5a ’da gosterilen dikdortgene indirgenir.
Burada AEAB = AEFB 'dir ve

yazilabilir. Diger taraftan, dikdortgenin kargilikh kenarlan dikkate alindiginda z = ¢ + a esitliginden

b2
c—a

=c+a

ve boylece

b2 = ¢? — a?

sonucu bulunur. Bu ispat ise Hoehn ’nin 1995 ’de yaptig1 ispatla egdegerdir [5].
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Sekil5 E = il
Z=C
r E B
y
[ B r=a = % &
a
a
ol 3
D T
BWoTA C ot Ab C
— b
(a) Hoehn ’nin ispati: k = 2 (b) Dikdortgensel ispat: k = ;—:

.Egetr k = a®/b* almirsa Sekil 3a ’daki EDCB yamugu, Sekil 5b 'de gésterilen EDCB dikddrtgenine
indirgenir. Bu halde

kb2 a?p? kbc  a’bc _ ac gt @
:C—T—b—zgza, y:—:b—z-—a—=T ve kb:b—zb-——T

"dir.

Bfa«}ka, bir ispat vermek amaci ile Sekil 3a ’daki EDCB yamugu biraz daha degistirilebilir. Bunun
igin BA kenar ile ED kenar bir I noktasinda birlestirildiginde ABC tiggeni ile benzer olan bir AID
licgeni elde edilir (Sekil 6):

Sekil 6
E
i B
a
Dy kb
|
A b C
ka ke
I

EIB iiggeninin alam iki farkh sekilde, yani
AEIB ’nin alan1 = AEIA 'mn alan1 +AEAB ’nin alam

denklemi ile hesaplanabilir. z = kb?/a, y = kbc/a oldugu gozonune alimrsa,

1 kbe 1 [ kb? 1 [ kbe
§(kc+6) (T) =3 ('a—-f"ka) kb + 2 (—a‘) c

denklemi bulunur. Gerekli sadelestirme iglemleri sonucunda bildigimiz ¢ = b? + a? denklemine
ulaginz. Dikkat edilirse, ispat sirasinda ABC liggenine gerek duyulmadi. Ashnda EAB iiggenine de
gerek yoktur. O halde Sekil 6, Sekil 7a ’ya indirgenebilir. Fakat Jekil 7a 'da goriilen k garpan keyfi
bir sayidir. Bu nedenle Sekil 7a, Sekil 7b ’ye benzer olan herhangi bir gekle indirgenebilir.
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Sekil 7

ke

Agik olarak, Sekil 7b ’deki EIB iiggeninin alani

LB\, L[k

aNg THE 2\a)°
olup, bu denklem ¢* = b2 + a® denklemidir. Boylece Pisagor teoreminin ispati igin Sekil 7b en genel
ornegi sergiler.

Sonug olarak,

1. Butin ispatlar bir anlamda Sekil 7b ’ye indirgendiginden bu makale bir tek ispat m1 icermektedir?

2. Diger taraftan, 1, 2a, 2b, 3a, 4a ve 6 gekilleri k 'mn genel degerlerini igerdiginden ve k keyfi bir

reel say1 olarak kabul edildiginden, bu sekiller Pisagor Teoreminin farkh sonsuz sayida ispatlarinin
bir dizisini mi gosterir?

Ne dersiniz, heniiz son noktanin konmadig yiizlerce ispat matematiksel diigiincenin zengin havuzunda
ilging yorumlari ile bizleri mi bekliyor?
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KARAKTER TOPLAMLARI
Ahmet Cetintag
Bilkent Universitesi, 06531-ANKARA

f(z) tamsay1 katsayil bir polinom ve p tek asal say1 olmak uzere;, S F_ 1)) ifadesine karakter
=1\ p

toplami denir ( (%ﬂ) : Legendre semboliidiir). Bu projede ise giiniimiiz sayilar teorisinin popiiler bir
konusu olan sinirh bir kiimede tanimlanmg denklemlerin 6zel bir hali, “f(z) = y% (mod p)” denklemi-
nin p modiiliindeki ¢oziim saysi ele alinmigtir. Polinomlarin karakter toplamlar hesaplanarak ¢oziim
yoluna gidilmigtir. Polinom az+b geklinde iken goziim kolay oluyor, ama derece artinca igler karigiyor.
Amacimiz polinomun derecesi 1 veya 2 iken genellemeler getirmek, 3 iken ise 6zel durumlarda ¢éziim
yollar tretmektir. Nitekim sayilar teorisi, konu hakkindaki caligmalarda polinomun derecesinin 3
ten biyik oldugu durumlara genellemeler getirememis, sadece sinirlar koyabilmistir. Sonug olarak
projede liretilen genellemelerin kullamsh oldugu gériilmiis ve uygulamalari yapilmgtir.

GIRIS

“f tamsay: katsayili bir polinom ve p tek asal say1 olmak iizere f(z) = y? (mod p) denkleminin,
1 < z,y < p tamsayr ¢oziimlerinin sayisi kagtir?” sorusuna bir gok kaynakta rastlamlabilir. Poli-
nomun derecesi 3 ’ten biiyiik iken giiniimiiz matematigi kesin sonuglara ulasamamus, sadece sinirlar

koyabilmigtir. Projede de polinomun derecesi 1, 2 ve 3 iken incelenmis ve karakter toplamlar: he-
saplanarak ¢ézme yoluna gidilmistir.

7. Ulusal Matematik Olimpiyatlar Ikinci Asama Sinavi’nda konu ile alakal bir soru ¢ikmig olup, bu
soru projenin esin kaynagim olugturmustur.

AMAG: f, 1., 2. veya 3. dereceden tamsay katsayih bir polinom ve p bir tek asal say1 olmak
lizere f(z) = y® (mod p) denkliginin 0 < z,y < p—1 ¢oziim sayilarini bulmada karakter toplamlarim
hesaplayarak genellemeler getirmek ve bu genellemeleri kullanarak konu hakkindaki sorulara kolay
¢ozumler uretmektir.

KULLANILAN TEOREM VE SEMBOLLER

(1*) Euler Kriteri: p bir asal say1, d = (n,p— 1) ve a = 0 (mod p) olsun. fT =1 (mod p) ancak
ve ancak 2" = a (mod p) denkligi ¢oziilebilir. Eger ¢oziilebiliyorsa, d tane farkh ¢éziimii vardir.

(2*) a = 0 (mod p) iken @ = z? (mod p) denkleminin ¢oziimii varsa, a ’ya p modiiliinde kuadratik

rezidii, ¢oziim yoksa kuadratik nonrezidi denir.

(3*) Legendre Sembolii: p > 2 asal sayilar icin (g) ifadesine Legendre sembolii denir:

1, a, p modiliinde kuadratik rezidi ise,
(E) =< —1; a, p modulinde kuadratik nonrezidii ise,
P 0; a=0 (mod p) ise.

(4) 22 = a_(mod p) ifadesinin ¢oziim sayisina N, dersek, N, = 1+ (%) oldugu gorulur.

(5*) Euler kriterinden yola gikarak "7 = (g—) (mod p) diyebiliriz.
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ispat:
a=0 (mod p) = a5 =0=(2) (mod p).
a # 0 (mod p) = a?~! =1 (mod p)
Sl ] si(gF - 1)(a®F + 1) =0 (mod p).

Buna gore a*7 ifadesi ya 1 ya da —1 ’e denktir. Eger a*7 =1 (mod p).ise, % = a (mod p) denklemi
gozulebilirdir (Euler kriteri). Boylece (3)=1= a®" (mod p) 'dir. Diger yandan, a®5" = —1 (mod

p) ise, 22 = a (mod p) denklemi ¢oziilemez (Euler kriteri), bu nedenle (“ =-1=a"7 olmahdu.

(6*) Teorem (Lagrange): f(z) tamsay: katsayil bir polinom iken f( ) = 0 (mod p) denkliginin
goziim sayis1 polinomun derecesini agmasz.

YONTEM

(A) az + b =y* (mod p) Seklindeki Denklemlerin Géziim Sayis: (a,b tamsay1, p tek asal
say1)

Konunun en kolay kismi bu kisimdir. Géziim sayisina M, dersek,

My= 3200+ (=22

olacag agiktir (bak. 4*). Boylece
M,=p+3r_, (“—”I;!'—b) (X5=1(22£2) toplamini hesaplamamiz sorunu ¢dzer.)

=
a =0 (mod p) ise,
S={az+b:z tamsayive 1<z <p}
kumesini tanimlayalim ve bu kiimenin p modunda tam kalanlar sistemi olduginu ispatlayalm. az +

b= ay+b (mod p) = z = y (mod p) olacag agiktir. Buna gore S kiimesinin p tane eleman p
modilinde p farkh deger alacaktir. Boylece S, p modiliinde bir tam kalanlar sistemi olacaktir.

Lemma 1: p modilinde n. dereceden rezidiilerin saysi (—P:'Llj "dir.

Ispat: Euler kriterine gore (bak 1*), a =0 (mod p) = " (mod p) denkleminin ¢6ziim sayisi
(p — 1,n) = d 'dir. Buna gore ¢ozum tam olarak L tane a igin olabilir. Boylece n. dereceden

rezidiilerin sayisi L— olur. Boylece lemmanin ispati b1tm1§ olur.

n = 2 igin (2,p — 1) = 2 oldugundan, p modiilinde 2. dereceden, yani kuadratik rezidiilerin sayisi
L tanedir. Boylece kuadratik nonrezidiilerin sayis: da 1’— tane olacaktlr

Karakter toplaminin degeri 0 olarak bulundu. M, = p+ EI;:l(%b) = p olacaktir.

Cikmg bir soru lizerinde yéntemin uygulamasini yapalim.
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SORU: (16. Balkan Matematik Olimpiyadi, Makedonya, 1999) p > 2 bir asal say1 ve p = 2 (mod 3)
olmak iizere,

S={y*-2%-1:z,y tamsayi, 0< z,y <p-1}

kiimesi tanimlansin. S kiimesinin p ile bolinebilen elemanlar sayisinin en fazla p — 1 olacagini
gosteriniz.

COZUM: T = {z*:2 tamsay ,0< z < p—1} olsun. T kiimesinin p modiiliinde tam kalan sistemi
oldugunu gosterelim. Lemma 1 ’den, p = 3m+ 2 iken 3. dereceden rezidiilerin sayisi 3'3;:*_1) =p—1

olacaktir. Buna gore T kiimesi p modiiliinde p farkli deger alacaktir. Béylece T, p modiiliinde bir
tam kalan sistemi olur.

ply*-22—1=29y2=2°+1 (mod p), ° = z (mod p) yazahm. y? = z + 1 (mod p) denkleminin
tam olarak p tane (0 < y,z < p — 1) tane ¢oziimii olacaktir (A béliimiindeki sonugtan). Buna
gore S kiimesinde p ile bdliinebilen elemanlarin sayisina S (p) dersek, S(p) < p olacaktir. Ayrica
(z,y) = (0,1) ve (z,y) = (2,3) oldugu durumlarda y? — 23 — 1 = 0 oluyor. Bu iki durum birbirine
denk ve p| y? — 2® — 1 oldugu durumlar oldugu igin S(p) < p — 1 olmak zorundadr.

(B) az? 4 bz + ¢ = y? (mod p) Seklindeki Denklemlerin Coziim Sayisi

a,b,c € Z, p tek asal say1, a = 0 (mod p) iken az? + bz + ¢ = y? (mod p) denkleminin ¢oziim sayisina
Qp diyelim:
P 2 P 2
az®+br+c az®+ bz +c
Qp= Z[(T) +1]=p+) (——)
=1 z=1

olacaktir. Burada da ’;=1(i2‘|;%*'—°) karakter toplamini hesaplamarmz soruyu gozecektir. Oncelikle

suna dikkat edelim:
+ i 2 % —d4ac
T o 4q2 '

Simdi iki durumu ayr ayn inceleyelim: (i) p|b? — 4ac, (ii) p Jb% — 4ac:

az’+bz+ec=a

(i) p| b> — 4ac olsun.

ar’+bz+ec=a

b 2_b2—4ac = w+i 2( d p)
:c-i-% —4(12 =a %a mod p) .

Lemma 2: ("159) = {

Ispat: (“Tb) = (a.b)‘w;*1 = (a)7 (b)‘u‘gl = (%)(9) (mod p). Boylece lemmanin ispati tamamlanmsg

P
olur.

az T +c a.(z+=2)? a ((e+E)? )
Py (attbete) = 50 (2Etaady = 30 (2) (EEL)  [Lemma 2 'den]

+2)?
= (8). 7P, (k) |

‘;:.1((—-?’7)—2-) = ’;:1(%2) olacag agiktir. 1;:1("?2) =(p-1).140=p—1olup
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olarak sonuca varilir.

(ii) p [ b% —4ac olsun. d; = %, ds —%—‘%ﬁ olmak iizere,

az’ +br+c=a 7 420 C_ P —dae =a((z+d))? +d)
- T 5 4a? - :
bulunur ve
P 2 P P P
azx +bz+c a( :1:+d1 +d a(z +d a 72
pelbteey 5 )= 3D @) 3
z=1 =1 z=1 p z=1
cikar.
Lemma 3: lgkgp—zﬁzﬁ;ﬁ n* =0 (mod p).
Ispat: v, p modiiliinde ilkel kok olmak iizere k # 0 ve k # p — 1 ise,
el p-l 51 k.(p-1)
k — kys _ u — 1_ =
Zn _2 _g(u)_ —7—%=0(mod p)
bulunur.
P P
)= Z —+ d (mod p) .
z:l z=1
(22 + d) ifadesi binom agilimi ile yazildiginda terimlerin kuvvetlerine bakarsak, zP~! teriminden

bagka, kuvveti p—1 ’den biiyiik ya da egit olan hig bir terim yoktur. Ayrica bu ifadelerin z = 1,2,...,p
igin ayr1 ayr1 binom agilimlarini yazip toplayalim, aym binom katsayisina sahip olanlar1 paranteze
aldigimizda bu katsayiya > -_ 25 (1 < k < p — 2) seklinde bir garpan gelecektir ki Lemma 3 *deki
ispatimizdan, bu ifadelerin hepsi p ile bolinur. Dolayisiyla

P P
Ez +d)” EZPI-FOEp—l(mod p) .
z=1 z=1 .

Béylece Ziz’ﬂ(z_’ﬂf) = p—1 (mod p) oldugunu bulduk. —p < 7F_ (5%#) < p olacag agiktir

(Legendre sembolii). Bu arahkta alinabilecek degerler —1 ve p— 1 ’dir. 32_ 1(%‘}ﬂ) =p—1 olmasi

icin gerek ve yeter kosul ( - 4) ifadelerinden yalniz bir tanesinin 0 ’a esit olmasi ve geri kalan p — 1
tanenin ise 1 ’e esit olmasidir. 22 4+ d = 0 (mod p) = (p— 2)? +d = 0 (mod p) olmak zorundadur.

(d # 0 (mod p) oldugu icin z # 0 (mod p) olur.) Buna gore (2 Qp ) ifadelerinden ya hig biri 0 ’a
esit degildir ya da en az 2 tanesi 0 ’a esit olacaktir. Boylece geliski elde etmig olduk.

Dolayisiyla
2
5:1(5_1#) = _1)
ZI I . zﬂ
izl(am pbm C) = (%) Z:l(_;;Ld) = —(‘%))

Q=p+2t_ (J'b—xﬂ)?r)—(,%)-

Sonug olarak,



18 Ahmet Cetintas

Qp={ P+ (2)p—1); plb*—4ac ise }

p—(%); p J b% = dac ise

cikar. Boylece genel bir ifade bulmug olduk. §imdi bu yéntemi uygulamalarda kullanalim:

SORU: (1991 IMO ’ya Polonya tarafindan énerilmistir) a,b,¢ € Z ve p tek asal say1 olmak {izere,
eger f(z) = az® + bz + ¢, 2p — 1 tane ardigik ¢ tamsay1 degerinde tamkare oluyorsa, p| b% — dac
oldugunu gosteriniz.

Soruyu p > 3 igin gozecegiz. Coziimii goriince gergekten gok kolay bir soruymug diyebilirsiniz. Ama
bu yontem kullamlmadan verilen ¢6ziim uzun ve akla gelmesi zor bir ¢oziimdiir.

COZUM: f(z) polinomunu p modiiliinde inceleyelim. f(z), z ’in 2p — 1 ardigtk tamsay1 degerinde
tamkare oluyormus. Bu z ’lerden Gyle p tanesini alalim ki bunlar ardigik p tane tamsay olsun. Bu
durumda f(z) = y? (mod p) denkleminin goziim sayisi en az p olacaktir, clinki p tane ardigik « degeri
p modiilinde bir tam kalan sistemi olusturacaktir. Boylece z ’in her bir degeri icin en az bir tane
¢oztim giktigindan en az p tane ¢oziime ulagilacaktir.

Lagrange Teoremine gore (bak. 6*), f(z) = 0 (mod p) nin ¢dziim sayisi en fazla polinomun derecesi
kadardir. Buna gére az? + bz + ¢ = 0 (mod p) denkleminin en fazla 2 ¢oziimi vardir.

f(z) = y* (mod p) ifadesinde her z € {1,2,...,p} icin en az bir tane y degeri bulabiliyorduk. y # 0
(mod p) olursa en az iki ¢dziim bulabiliriz: (z,y) ve (z,—y). Buna gore f(z) = y? (mod p) ifadesinin
en az 2p — 2 tane ¢oziimil vardir. Simdi buldugumuz yontemi burada kullanalim. f (z) = y? (mod p)
denkleminin ¢6ziim sayis1 Q,, ise,

[+ (3)p-1); p | b* —4ac ise .
Q”—{P—(g); p Jb%—4ac ise} (+x)

bulunur. Bizim polinomumuzun en az 2p — 2 tane ¢oziimii vardi. p > 3 oldugu igin 2p— 2> p+1 >
p— (;‘j—) dolayisiyla, p [ b? — dac olamaz. O halde p | b2 — 4ac olmahdur.

SORU: (7. Ulusal Matematik Olimpiyad: Birinci Soru) 0 < z,y,7,w < 37 olmak tizere z2 + y% =
22 + w® (mod 37) denkligini saglayan (z,y, 2z, w) sirah tamsay1 dértliilerinin sayisinl bulunuz,

COZUM: Gériildiigii gibi p = 37 bir asal sayidir. t = 0,1,2,...,p — 1 olmak iizere 22 + 42 = ¢ (mod
p) denkliginin ¢oziim sayisina a;, 2% + w® = ¢ (mod p) denkliginin ¢oziim sayisina da b, diyelim.

Sonucun Y P71 (ax.bx) olacag agiktir.

ag 1 hesaplayahm. z? +y? = 0 (mod p) = y* = —z? (mod p). (%) esitligini hatirlarsak, ag =
(‘gl).(p— 1) + p oldugu goriilir. p =37 =1 (mod 4) = (5}) =1, bdyleceag =p—1+p=2p—1=
237-1=173.

Simdi ¢t = 1,2,...,p — 1 igin a; ’yi hesaplayalm: z% + y? = ¢ (mod p) =y =t—g? (mod p). Yine
(¥x) esitligini hatirlarsak, her ¢t € {1,2,...,p — 2} igin a; = p — ("?1) =37—1= 36 dur.

bo ’1 hesaplayalim: z3 + y® = 0 (mod p) olup z = 0 & y = 0 olacaktir. Bu bir ¢oziimdiir.

g £ 0vey £ 0iken z = y.s olacak sekilde s € {1,2,...,p — 1} alahm. Bu durumda z3 + % =
2° 4+ %% = 23.(s° + 1) = 0 (mod p) = s+ 1 = 0 (mod p), s* = —1 (mod p) olmahdir. Bu
sarti saglayan s ’lerin sayisimin 3 oldugunu Lagrange Teoreminden soyleyebiliriz. Buna gore her
z € {1,2,...,p — 1} igin 3 tane y degeri bulabiliyoruz, dyle ki ° + 4> = 0 (mod p) 'dir. Buna gore
p— 1 tane z icin 3(p — 1) tane ¢oziim ikilisi buluyoruz. Bir de (z,y) = (0,0) ¢oziimii vardi. Boylece
bp = 3p—2 =3.37 — 2 = 109 bulunur.

——

e —
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YP~% b, = p? “dir. Herhangi bir (z,y) ikilisi bu toplamda tam olarak bir defa sayilacak ve boylece
toplam, (z,y) ikililerinin sayisina esit olacaktur. (z,y) ikililerinin sayisinin p? tane oldugu agiktir.

Simdi basa donelim ve Z‘z;é ak.bx toplamini hesaplayalim:
hoo k-bk = a0.bo + Y8 ar.bi = ag.bo + (p— 1). P! by
=73.109 + 36.(30_, bk — bo)
= 73.109 4 36.(p> — 3p + 2) = 73.109 + 36.35.36 = 53317 .

Simdi de sozkonusu yontemi daha zor bir soruda kullanacagiz:

SORU: p > 3 asal say1 ve a = 0 (mod p). ispatlaymlz ki, 28 + az = y (mod p) denkligi y 'nin
p—ip- ('?3)) degeri igin ¢oziilebilir (y = 0,1,...,p — 1).
COZUM: z*+az =1t (mod p) ifadesinin ¢oziim sayisinin en fazla 3 olacagini Lagrange Teoreminden
(bak. 6%) soyleyebiliriz. ® + az = y® + ay (mod p) denkliginin ¢bziim sayisina bakalim: z3 — y3 +
afz-y)=(-y)(e®+tzy+y*+a) =0 (mod p). 22+ zy+y2+a = 0 (mod p) denkliginin
¢oziim sayisin1 hesaplayalim. Eger bu denklikte de z = y ¢oziimleri geliyorsa onlar1 da sayacagiz. Bu
ikililerin says1 T}, olsun. Sabit bir  degeri i¢in z = ¢ diyelim:

c2+cy+y2+a=(c+%)2+§f-+a50(modp),
- 2
(c+%)?= =L —q (mod p).
3y? )

Buna gore bu sekildeki (c,y) ikililerinin sayisi 1 + (_—(_’Lp—i) "dir. Boylece biitiin ikililerin sayisi da

p-1 o B el S R
2 [+ (#n =p+2(ip+—))
T o3 Rl (342 4 4q)
;( 5 )_y=o(1’)( : )

p=l 5 9 G

olarak bulunur. Yéntemimizi kullanarak bu toplamin degerini bulabiliriz:

po(ZECH) = (=3

y=0 » (Ciinkii p | 48.a.)

Buna gore z? + 2y + y? + a = 0 (mod p) denkliginin (z,v) siral ikili ¢ozlim sayis1 p — (—TS) imis.

Diyelim ki, z° 4+ az = ¢ (mod p) (¢ = 0,1,...,p — 1) denkliginin yalnizca bir tane ¢ozumi vardr;
bu ¢dziim z1 olsun. Biraz evvel saydigumiz ikililer ierisinde (z;,;) ikilisi olabilir mi diye bakalim.
Farzedelim ki, (z1,21) ikilisi gegiyor: 23 + z1.21+ 22 +a =322 +a =0 (mod p) = z? = =2 (mod

1 3
p). Boylece z1 = 0 (mod p) gikar. z? + 21.y +y° 4+ a = 0 (mod p) denkleminin ¢éziimlerine bakalim:

- R -3 _ 922
G

(mod p) .

2
9:1:]

7 ifadesi kuadratik rezidiidiir ve 2 farkli y degeri igin denklik saglanir. Buna gore de «; 'den farkh
olan y degeri i¢in y® + ay = ¢ (mod p) olacaktir ki bu bagtaki kabuliimiiz ile celigir.
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ce{0,1,..,p— 1} iken z° + az = ¢ (mod p) denkliginin 3 farkh ¢oziimii oldugu c 'lere 3 ’lu c, iki
farkl ¢oziimii oldugu ¢ ’lere de 2 'li ¢ diyelim. 3 i ¢ ’lerin sayisi cs, 2 ’li ¢ ’lerin sayisi ¢z olmak
lizere, £3 4 az = y (mod p) denkliginin ¢oziimiiniin olmadig1 y ’lerin sayis1 2¢3 + c2 olacaktir. Her bir

3 ’lii ¢ igin 2 tane, 2 ’li ¢ igin ise 1 tane y ¢oziime ulagamiyor.

Simdi gostermemiz gereken sey p— (2c3 +cz) = p— 5(p - (:f)), 23 +c2 = 5.(p— (_73)) oldugudur.
T, sayisinda verdigimiz sart1 saglayan ikilileri saymistik. 3 ’lii bir ¢ igin 21, z2 ve z3 goziimler olsun.
Biz T, sayisinda (z1,23), (23,%2), (z1,23), (z2,71), (z2,23), (23,21) ikilerini saydik. Boylece bu
3 ’li ¢ ’nin ¢oziimlerinin olusturdugu ikilileri 6 sefer saydik. 2 li bir ¢ igin ise, z; ve z3 ¢oziim
olmak iizere, T}, sayisinda (z1,23), (€2, 21) ikilileri ile (z1,21) ve (z2,z2) ¢bziim ikililerinden yalnizca
birini saydik. Yalmzca birini saydigimzi ispatlayaln. Farzedelim ki ikisini birden saydik. Buna
gore 322 + a = 322 + a = 0 (mod p) = z} = 23 (mod p) oldugundan ancak z, = —2; olabilir.
z3 + az; = 23 + azy = ¢ (mod p) idi. #} + az; = —zf — azy = ¢ (mod p) olacaktir ki budac=0
(mod p) demektir. Fakat 23 + az = 0 (mod p) ifadesinin ya 1 ya da 3 farkl ¢6ziimil olabilir. Ciinki,
z.(z* 4+ a) = 0 (mod p). = = 0 bir ¢oziimdiir. —a kuadratik rezidii ise, 2 tane daha farkh ¢ozim
gelecektir. —a kuadratik rezidi degilse, bagka ¢oziim gelmeyecektir. Boylece 2 ’li bir ¢ 'nin z; ve
T4 goziimlerinin olugturdugu 3 tane 2 'liyi sayiyoruz. Buna gore Tp = 6.c3 +3.c2 ’dir. Buradan da,
2c3+co=1.(p— (—;—3)) bulunur ve ispat tamamlanir.

(C) z3+ £=y? (mod p) Seklindeki Denkliklerin Cozum Sayisi

(i) p = 2 (mod 3) bir asal say1 olmak iizere z° + £ = y* (mod p) denkleminin (z,y) ¢oziimi
saywsina L, diyelim (£=1,2,...,p). L, =p+ ZP=1(”:+"‘) olacaktir.

70 = Y ()

z=1 P

diyelim. T(1) = 0 oldugu Balkan Olimpiyad: sorusunda gosterilmigti. Aym mantikla T(£) = 0
(¢=1,2,...,p) diyebiliriz. Buna gore 23 +£= y? (mod p) denkligi p = 2 (mod 3) iken p tane goziime
sahiptir.

(ii) s = 0 (mod p) olsun. p=3m+1 = T(L.s%) = (£)T() oldugunu ispatlayalim.

T(L.s%) = Zﬂ;é(ﬁj;i_ﬂ) (z = t.s dersek)

= YITa (254l = TEON(L). (5
= TIT3(2). (5 = (2). Tise (5 = (5)-T(0).

(iii) p = 3m + 1 ve n, p modiiliinde ilkel bir kok olmak iizere T(1) +T'(n?) + T'(n*) = 0 oldugunu
ispatlayalim.
- 3 e 3s — 3s
T(1) = SPII(ERL) = (1) + T2k () = 14+ TRCH (),

z=0 p
—1;z34n? n? —1/n¥4n?y _ —1 pd-2
T(n?) = YOIo(24) = (%) + i () = 1+ 5o (2=Eh),
= fpdipt nt —1,n%1pt —1,p35—4
T(n4) = YE2o(230) = (&) + Lio (=) = 1+ i (5
ve boylece ’

_|_

T(l) + T('ﬂz) + T('n‘*) :’3 + Zz;% (na;ﬂ) + (n:’;;2+1) (nan;4+1)]
=3+ 3. 001 (25 = 343 [ZE21(3) - ()
=3+ 3(—1) =0.
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(D) 23 + kz = y? (mod p) Seklindeki Denkliklerin Goziim Sayisi

p = 4m + 3 geklinde bir asal say1 ve k # 0 (mod p) iken z® 4+ kz = y? (mod p) denkliginin goziim
say1s1

p-1 3
z° + kz
p ( )
= p
olacaktir.
pil 9 +km
z=0
olsun. s(k ) = ldugunu gosterelim. p = 4m + 3 oldugu igin ( '1) = —1 ’dir. Béylece z # 0 (med
p) iken (dhe) yo (=2 k"") ifadelerinden tam-olarak bir tanesi 1, bir tanesi —1 degerini alir. Buna
gore
23 + kz —z3 —kz
+ =0
( ; )+ ( P )

olacaktir. z =0 = (”3?&) = 0 ’dir. O zaman s(k) = 0 olur. Denkligin ¢éziim sayisi da p olarak
bulunur.

TARTISMA VE SONUCQ

f, 1. ve 2. dereceden bir polinom iken genellemeler getirilmez. 3. derecede iken ozel durumlara
goziimler iiretilmigtir. Genellemelerin kullamsh oldugu gorilmis, konu ile alakal sorulara kolay
coziimler getirmede kullanilabilirligi anlagilmagtar.
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ve Sayin Cogkun Ozsolak *a, tiim ogretmenlerime, simf arkadaglarima ve okul galiganlarina minnet-
lerimi sunarim.
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2000=DUNYA MATEMATIK YILI
Tosun Terzioglu
Sabanci ﬁniversitesi, [STANBUL

Matematik: Insan zekasinin binlerce yildir,
tas ustiine tas koyarak yiikselttigi yiice bir yapi, gorkemli bir anit.

Uluslararas1 Matematikgiler Birligi IMU ve UNESCO tarafindan 2000 yii “Diinya Matematik Yili”
olarak ilan edildi. Yil boyunca, bilim ve teknolojinin temel tasi ve insanhigin ortak kiltiiriniin
" vazgegilemez bir bolimii olan matematigin onemini ve yararim topluma anlatmak icin tiim diinyada
matematikgiler konferanslar verecek, makaleler ve kitaplar yazacak. Oysa matematik hakkinda
matematikgi olmayanlar icin makale yazmak ya da konferans vermek hig de kolay degil. Hele
matematik aragtirmalarmin derin sonuglan olan teoremleri ve uygulamalar1 matematikgi olmayan
okurlara veya dinleyicilere gerektigi gibi aktarabilmek 6zen ve ustalik gerektirir. Matematik sanki
etrafina agilmasi zor duvarlar orerek matematikgci olmayanlari kendi gizemli bahgesinden uzak tutmay:
segmistir. Bu duvarlarnin ardinda neler oldugunu pek merak etmeyiz. Arastirmalarinda matematik-
ten yararlanan bilim insanlar bile ¢ogu zaman matematigi salt bir arag olarak algilar. Tipki bir
mikroskop, bir bilgisayar ve hatta bir ving gibi. Sanatgilar iginse matematik kendi diinyalarinin gok
uzaginda, soguk, karanhk ve cansiz bir nesnedir. Oysa, 20. yizyilin biiyiik disiinurlerinden Bertrand
Russell matematigin en yiiksek sanatin gosterebilecegi kesin kusursuzluga erigebilen, yiice bir giizelligi
oldugunu yazmigtur.

Leonhard Euler

Uygulama

Matematigin onemini anlatmanin bir yolu da matematigin uygulamalarindan s6z etmektir. Gintmuz-
de fizik, kimya, biyoloji gibi doga bilimlerinin yanisira, mithendisligin hemen her alaninda, ekonomide
hatta dilbilimde matematik yaygin olarak uygulanir oldu. Doga bilimlerinde matematigin uygulanisi
ok gerilere gider. Galileo, zamammizdan dortyiiz yil kadar once “doganin yice kitab1 -yalnizca
onun yazildiga dili bilenlerce okunabilir; bu dil de matematiktir” demistir. Ancak gogu zaman mate-
matikgi ugrastig1 problemin, ispat etmeye galigtig1 teoremin doga bilimlerinde veya bagka alanlardaki
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uygulamalarina aldirmaz. Matematigin gizemli bahgesi onun igin yeterince zengindir. Matematikgi
olmayanlar digarida tutan o yiiksek duvarlarin Gtesinde neler oldugunu matematikgi de pek merak
etmez; ama yaratilan matematik kuramlan bir giin gelir doganin bir temel yasasinin kegfinde bag
roli oynar. Onyedinci yiizyihn baglarinda Kepler, gezegenlerin hareketlerini agiklayan iig iinlii yasa
agikladi. Astronomide devrim yaratan bu yasalardan birincisi her gezegenin yoriingesinin bir elips
oldugunu, Giines ’in de bu elipsin bir odag) iizerinde oldugunu soyler. Kepler bu caligmasinda A ppollo-
nius 'un “Konikler” adini tagiyan eserinden yararlanmusti. Appollnius bugiin Antalya nin dogusunda
kalintilarin1 gezebildigimiz Perge gehrinde M.O. 200 yillarinda yagamig antik ¢agin en 6nemli mate-
matikgilerinden biriydi. “Konikler” ashnda sekiz kitapgiktan olugan; gember, elips, parabol ve hiper-
bolleri igeren egriler toplulugunu sistematik bir bigimde inceleyen bir bagyapittir. Perge ’li Appol-
lonius bu yapitinda koni kesitlerini analitik yoldan da tamimlamstir.  Bir diizlem iizerinde sabit
bir noktadan sabit uzaklikta hareket eden bir noktanin bir cember cizdigini biliriz. Iki aym sabit
noktadan uzakhgimn toplami sabit kalacak sekilde hareket eden bir noktanin yoriingesiyse elipstir.
Bu iki sabit noktaya da elipsin odaklar denir. Perge ’li Appollonius ’un sekiz kitabindan sonun-
cusu kayiptir. Ilk yedi kitapsa once Yunanca ’dan Arapga ’ya, sonra da Arapga 'dan Latince ’ye
cevrilerek yazihgindan onsekiz yiizyil sonra Kepler ’e ulagmig ve gezegenlerin hareketini agiklayan
doga yasalannin kegfinde bas rolii oynamist1. Appollonius ise koni kesitlerini incelerken bu kuramn
gergek hayatta uygulanabilirligini pek diigiinmemistir. Bugiiniin diinyasinda karmagik ve soyut bir
diisiinceyle, bir ogretiyle karsilagtifimizda “peki bunun bana ne yaran var?” diye sorup, kendimizce
daha yararh, daha gergek diinyaya ait iglere déniiveririz. Matematikgiyse “yarar” veya “uygula-
nabilirlik” aramadan gahgir; ama Appollonius érneginde oldugu gibi, yarar veya uygulama gok son-
ralan ortaya gikar. Riemann, Gauss ve Bolyai gibi matematikgiler tarafindan ondokuzuncu yiizyilda
gelistirilen egrisel uzay geometrisi, daha sonra gérelilik kuramim agiklamak icin Einstein tarafindan
kullanildi. 1830 ’larda Galois ile baglayarak geligen ve o zamanlar soyut matematigin dorugu olarak
nitelendirilen gruplar kurami bugiin modern fizikte yaygin olarak kullanilmakta. Matrisler kuram,
icadindan altmig y1l kadar sanra Heisenberg tarafindan kuantum mekaniginin matematiksel modelini
kurmak igin kullanildi. Bu matematik kuramlarinin higbiri bir “yarar” gozetilerek geligtirilmemisti.
Oysa her biri gergek diinyay: anlamak, doganin temel bir yasasim ifade etmek igin ok pratik birer
alet haline geldi. Nobel 6dilli fizikgi Wigner, “matematik dilinin fizik yasalarinin ifade edilmesine
elverisli olmasi mucizesi, anlayamadigumiz, harikulade bir lituftur” diye 6zetlemis bu olguyu.

Gergegin Pesinde

Dogay: anlamaya galigan bilimciler, durmaksizin gercegin pesinde kosarlar. Gergekse yakalanmaz
bir tiirli. Doga bilimlerindeki “gergek” ashinda pragmatiktir. Ornegin bir fizikgi elindeki kurami,
gergegi bilinen olgularla, gozlemlerle karsilagtirir ve deneylerle sinar. Eger dogayla kuram yeterince
uyusmuyorsa, “daha dogru” bir kurama, yeni bir gercege dogru arayiglar baglar. Doga bilimcisinin
ugragi hep daha dogru olanin pesinde kogmaktir.

Diinya Matematik Yili 'nda matematigin yasgiiniini kutluyor olsaydik,
pastanin lzerine 2500 tane mum sigdirmak zorunda kalirdik.

M.S. birinci yizyillda Ptoleme, merkezi diinya olan bir evren modeli ortaya att1 ve yuzyillarca bu
model “dogru” olarak kabul gordii. Onaltinc yiizyilda Kopernik bu modele karsi gikti. Kepler ise
merkezi Glineg olan, gezegenlerin giinesin etrafinda elipsler gizerek dondiigi evren modelini gozlemlere
dayanarak agikladi. Kepler ’in yasalarindan yola ¢ikan Newton, yergekimi yasasiyla gok mekanigi diye
bir bilim dahm yaratt1. Ancak Newton 'un gok mekanigi, Giines ’e en yakin gezegenimiz olan Merkiir
"lin yoriingesi hakkindaki gozlemleri agiklamakta yetersiz kaldi. Einstein ’in gorelilik kurami, Newton
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yergekimi yasasin degistirince Merkiir 'iin hareketini de kapsayan yeni bir dogruya kavugtuk! Sanki
doganin gergekleri tam yakalandiklarinda kilik degistirip elimizden kurtulan masal perileri gibi bizleri
pesinden kosturuyor. Yarin yeni gozlemlerle ya da deneylerle degismeyecek gergekler ariyorsaniz,
onu matematikte bulursunuz. Matematikte “dogru”, zamanla degigmez. Diinya Matematik Yih
'nda matematigin yasggiiniinii kutluyor olsaydik, pastamizin tizerine herhalde ikibinbesgyiiz tane mum
sigdirmak zorunda kalirdik. Milet ’li Thales ’in tiggenler ya da Perge ’li Appollonius 'un elipsler
hakkindaki ikibinikiyiiz yillik teoremleri, bugiin de gercek. Yine o ¢aglardan bize miras kalan asal
sayilarin sonlu tane olmadigim ifade eden teoremin ispatinin duru ve yahn giizelligini bugiin bile
algilayabiliriz. Matematik insan zekasinin binlerce yildir, tag iistiine tag koyarak yikselttigi ytce bir
yap1, gorkemli bir amit. Bu amitin alt siralarinda yer alan bir tag bugiin biraz tozlu olabilir, ama tizerini
soyle bir silersek o eski tagin saglamlig1 ve giizelligi bugiin de gdzlerimizi kamagtirir. Matematik
birikimseldir, kalicadir. Akip giden zaman icinde kaybolmaz ve degerini yitirmez.

Cahit Arf

NOT: Bu yaz, Ekonomik Forum Dergisi ’nin 7-7 no ’lu sayisinda (15 Temmuz 2000, sayfa:62-63)
yaymlanmigtir. :

DUYURU

Akdeniz Universitesi Matematik Boliimii 'niin kurucu bagkam ve Matematik Diinyas1 'nin boliimii-
miiz tarafindan yayinlanmasina 6nayak olup uzunca bir siire yayin kurulunda etkin gorevlerde bulunan
Sayin Prof. Dr. Halil Ibrahim Karakas iiniversitemizden emekli olarak Bagkent Universitesinde
yeniden goreve baglamigtir. Dergimize yapmig oldugu tim katkilar nedeniyle kendisine gok ozel

tegekkiirlerimizi sunarz.

Matematik Diinyas1 Yayin Kurulu
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EN KUCUK MATEMATIKSEVERLERE...

Matematik ve 6zellikle de onun “elemanter matematik” denilen kismi, 7 *den 77 ’ye herkesin
ilgisini gekebilecek yiizbinlerce ok ilging soru ve problemlerle dolu bir denizdir. Bu sorularin
bir kismi gok ciddi, bir kismi agik¢a saka, bir kismi ise ciddi veya saka oldugu o kadar da belli
olmayan tiirdendir. Cogu anonim olan bu problem ve sorularin bir kag tanesini ortaokuldaki
matematiksever dostlarimizin begenisine sunuyor ve onlar “ciddi” ile “saka” ’nin sinirinda
cambazhik yapmaya davet ediyoruz:

1. 10 civciv 10 giinde 1 kg bugday yiyorsa, bu civcivler 100 giinde kag kg bugday yer?

2. Parantezleri acimiz ve ifadeyi sadelestiriniz:

(2 - a)(z - b)(e )z —y)(z - 2) .
(z 'ten latin alfabesinin tiim harfleri cikariliyor.)

3. Sonucun ‘ﬁ_g 'ye esit olmasi igin § ve § kesirleri arasinda hangi matematiksel sembolii
koymak gerekiyor?

4. Bir kesrin pay1 paydasindan biiyiiktiir. Diger kesrin ise paydasi payindan biiyiiktir. Bu
kesirlerden hangisi daha biiyiiktiir?

5. Bir kutunun iginde 100 tane kalem vardir. 88 tane kalemi cabuk saymanin bir yolunu
gosterebilir misiniz?

6. Pergel kullanarak, kagit parcasi fizerinde cember degil, elipse benzer bir egri cizebilir
misiniz?

7. 5 simiti 6 arkadag arasinda, simitlerden hig birini 6 veya daha fazla pargaya bolmeden,
esit dagitabilir misiniz?

8. 100 sayisini, bir kag saymin hem carpimi, hem de toplami bigiminde yazmak miimkiin
miidiir?

9. Parantezleri agmadan,
2+ + 1)+ + )@+ )2+ 1) (2% + 1)
ifadesini sadelestirmek miimkin midiir?

10. Asagida, 2.2 = 5 formiiliiniin iki “ispatin1” veriyoruz. Nerede “kandirmaca” yaptigimizi
bulmaya ¢aliginiz.

I. ispat: 8 :4=10:5 ozdesliginde ortak carpanlari parantez digina qikarirsak,
4.(2:1)=5.(2:1)

olur. Simdi, her iki yan1 2 : 1 sayisi ile kisaltirsak, 4 = 5 = 2.2 = 5 elde ederiz.

II. ispat: a=2.2veb=>5diyelim. Simdi, ¢ = i‘# dersek, a = 2c¢—b ve 2¢—a = b olur.
Bu iki esitligi taraf tarafa carparsak, a® — 2ac = b% — 2bc elde ederiz. Sonuncu esitligin her
iki yanina ¢? eklersek,

(a-c)=(0b-c’=2a-c=b-cza=b=22=5

bulunur.
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11. Asagida biitiin sayilarin sifira esit oldugunun iki “ispatin1” veriyoruz:

I. ispat: Herhangi bir a sayisini alahm ve onun yansina z diyelim. Béylece, 2z = a olur.
Bu esitligin her iki yanin1 a ile garparsak, 2za = a? = % — 2za = 0 olur. Sonuncu esitligin
her iki yanina x? eklersek,

22— 2za+ad’ =22 (z-a)l=2l=z2-a=2=>a=0

elde ederiz.

II. Ispat: Herhangi bir a sayisii alalim ve a — a4+ a — a4 a — a + ... ifadesini iki yolla
hesaplayalim:

a—at+a—at+a—-a+..=(e—a)+(e—a)+(a—a)+..=0;
ea—a+a—-at+ae—a+..=a-(a—a)—(a—a)—(¢—a)+..=a.

ifadelerin sol taraflar: esit oldugundan, sag taraflar da esit olmaldir: a = 0.

IPUCLARI:

1. 100 giin icinde civcivler tavuk olacaklarindan sizin diisiindiigiiniizden (10 kg ’dan) ¢ok
daha fazla bugday yiyeceklerdir.

2. z ’den Latin alfabesinin tiim harfleri ¢ikarildigindan, carpim sifira esittir. (z ’in kendisi
de Latin alfabesinin bir harfidir!!!)

3. “Esittir” semboliinden bagka hi¢ bir sembol ige yaramaz:

a ¢ a+tc
b d b+d’
4. Kesin bir gey séylemek miimkiin olmaz. Ornek: & =32, L <1 251
5. 12 tane kalem alirsak, geriye 88 kalem kalir.
6. Kagit parcasim bir silindir iizerine koyarak, pergel vasitasiyla ¢gember ¢izmeye galigin.

7. Simitlerden 3 tanesinin her birini 2 esit parcaya, kalan iki tanesinin her birini de 3 esit
parcaya boliiniiz.
8.100=4.25.1.1. ... .1=4+25+4+14+1+4+..4+1.

71 tane 1 71 tane 1
9. ifadeyi 1 = 21 sayist ile garpimiz ve n = 0,1,2,3,4,5, 6 igin (22" —1)(22" + 1) = (22" - 1)
oldugunu gdzdniine almz. (Yamt: 228)
10. ve 11. A? = BZ. esitlifinden A = B yazamayiz. Dogrusu, |A| = |B| ’dir. 11 nolu
problemde verilen “II. Ispatta” a—a+a—a+a—a+... ifadesi bir say1 degildir. (Matematikte

bu tiir toplamlara iraksak seri denir. Sozkonusu ifade, sadece, a = 0 i¢in anlamhdir ve sifira
esittir.)

Yasca ¢ok kiigiik meslektaslar )
ile deneyimlerini boliistiiren: Ilham ALIYEV



PROBLEMLER VE COZUMLERI

Uyar1: Dergimize aligtirma problemlerinin ¢o-
ziimlerini degil, yalnizca yarigma problemlerinin
gozlimlerini yollaymiz. Coziimleri gonderirken
litfen su noktalara dikkat ediniz:

— Her sorunun ¢ozimiini ayr bir kagida okunakl
ve anlagilir bir bigimde yazimz.

— Kagidin sag st kogesine adimizi, soyadinmizi,
adresinizi, 6grenci iseniz okulunuzu ve simifinizi
yaziniz.

- Coziimleri, Akdeniz Universitesi, Matematik
Boliimii, 07058-ANTALYA adresine 31 Ocak 2001
tarihine kadar gonderiniz.

ALISTIRMA PROBLEMLERI

A.221. Terimleri tamsayilar olan bir sonsuz
aritmetik dizinin bir teriminin tam kiip oldugunu
varsayalim. Bu dizinin terimleri iginde sonsuz
coklukta tam kiipler bulundugunu kamtlayiniz.

A.222. Istenilen dort tanesinin bir ortak noktasi
bulunan beg gemberin besinin de bir noktadan
gectigini kanitlayinmz.

A.223. Duzlem uzerinde alinmis A, B, C, D nok-
talar1 6yledir ki, herhangi P noktas: igin |PA| +
|PD| > |PB|+ PC]| esitsizligi saglanmaktadir. B
ve C noktalarinin AD dogru pargasi izerinde bu-
lunduklarini ve |[AB| = |C'D| oldugunu gosteriniz.

A.224. Negatif olmayan her a ve b sayilar igin

I
%(a+b)2+z(a+b) > avh + bv/a

egitsizliginin saglandigin1 gosteriniz.

A.225, ABC fiiggeninin [AD] yiiksekligi tizerinde

* bir P noktas1 alimyor, BP ve CP dogrularinin
[AC] ve [AB] ile kesisim noktalan sirasiyla E ve
F ile gosteriliyor. [DA 'mmn, FDE agsina ait
aglortay oldugunu ispatlayiniz.

YARISMA PROBLEMLERI

Y.221. Her ¢ = 1,2,3,..,n igin z; > 0 ve
z1+ 23+ 3+ ...+, = 10 bagintilanini saglayan
T1,%2,T3,..., Ty sayllanicin S = zyzs+zoza+...+
Zp_1Z, toplaminin alabilecegi en biyik degeri
bulunuz.
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Y.222. Her n € N igin sistemin tiim reel
coziimlerini bulunuz:

Zit+zatz3+...+z,=3

e?+zi+ i+, 422 =32

i+l +2i+.. 420 =3"

Y.223, Hera<lvel>z1 222> ..22,>0
sayilar igin

(I+z+ 224 ...+ 24)"
<1419 158 429158 4. 4+ no- 12

egitsizliginin saglandigini gosteriniz.

Y.224. Uzayda uzunluklarn esit olan 3 dogru
parcgas1 rasgele yerlestirilmistir. Bu pargalarm
ortogonal (dikey) izdigtimlerinin egit oldugu bir
diizlemin varligim gosteriniz.

Y.225. Bigimini degistirmeyen bir ABC
licgeninin A kogesi sabit olup B kosesi bir gember
uzerinde hareket etmektedir. C' kosgesinin geo-
metrik yerinin bir cember oldugunu ispatlayinz.

COZUMLER

A.211. Her biri 1 veya —1 ’e esit olan ay, as, ...,
@, sayllariigin ajas+agaz+...+an_1an+ana; =
0 esitliginin saglandig bilinmektedir. n sayisinin
4 ’e bolundugini kamtlayiniz.

Coziim. Her 7 igin a; = +1 oldugundan, her
1,7 =1,2, ..., nigin a;a; = 1 olacaktir. Dolay:-
styla, (a1a2).(a2a3)...(ana;) = 1 olmahdir. Ote
yandan, (a1as).(azas)...(ana;) = (a103...a,)2 > 0
olacagindan, (a;az).(aza3)...(ana1) = 1 oldugunu
soyleyebiliriz. Oyleyse, ajay, aszaa, ..., an_1a,,
anay sayllarn icerisindeki negatif sayilar sayisi
(ona m diyelim ) ¢ift olmak zorundadir: m =
2k.  Fakat, ajay + asaz + ... + an_18, +
ana; = 0 oldugundan; eyas, asas, ... , ap-1@n,
ana; sayilar icindeki pozitif sayilar sayisi negatif
sayllar sayisina esit olmahdir. Dolayisiyla, n =
2m = 4k ve n, 4 ile boliinmek zorundadir.

A.212. 1,2, 3, ..., 80, 81 sayilarimin tumi,
birim karelere ayrilmig 9 x 9 karesinin hanelerine
rasgele yerlestiriliyor. Sayilar nasil yerlestirilirse
yerlestirilsin, ortak bir kenar1 bulunan ve iglerine
yerlegtirilmig sayilarin farki en az 6 olan en az iki
hanenin bulundugunu ispatlayimaz.
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Cozium. Ortak kenarlar: bulunan karelere komgu
kareler diyelim ve 1 ile 81 ’in bulundugu kareleri
birlegtiren “komsu kareler zincirine” bakalim.
(Sekilde bu tiir “zincirler” ’den ikisi taranmgtir.)

A AR A A ]
L R ]

Iki durum sézkonusudur:
(I) 1 ve 81 en uzak kars1 kogelerdedir.

(IT) 1 ve 81 ’den en az biri en uzak kars:
kogelerde degildir.

I. durumda karsi koseleri birlegtiren herhangi iki
“zincire” bakalim. 17 haneden ibaret olan bu zin-
cirdeki sayilara ay,as,...,a17 (a1 = 1, ay7 = 81)
ve by, ba,...,b17 (b1 = 1, by7 = 81) diyelim.
80=81-1= (81 = ale) + (4116 = (115) *+ .
+(as — az) + (a2 — 1),
80=81-1= (81 == 615) + (615 — bls) + ...
+(b3 — b2) + (b2 — 1) (2)
esitliklerine bakalim. Eger (1) toplaminda tiim
parantezler < 5 ise, toplam 80 ve parantez
sayis1 16 oldugundan, parantezlerin her biri 5
‘e esit olmali, dolayisiyla, {a3,as,...,a15,a16} =
{6,11,17,...,76} olmahdir. O halde (2) ifadesinde

5 *ten kiiciik parantez(ler) ve dolayisiyla, 5 ’ten
biiyiik parantez(ler) bulunacaktir.
II. durumda 1 ve 81 ’i en fazla 16 hane igeren

“zincirle” birlegtirebiliriz. Bu hanelerde yazilan
¢, = 81 diyelim. Bu-

(1)

sayllara ¢; = 1, co, c3, ..y
rada n < 16 oldugundan,
80=81-1= (81 - Cﬂ_l) + (Cn—l - Cn_g) + ...
+(ez — 1)

esitliginde parantezler sayis1 < 15 ve dolayisiyla,
en az bir parantez > 6 olur.

A.213. z+1 bir tamsay ise, her n € N i¢in 2"+
L sayisinin da bir tamsay1 oldugunu kamitlaymz.

n

Problemler ve Cozimleri

Cozum. Timevarim uygulayalim. Her k& =
1,2,..,n—1,nigin ¥ + ;1,,- sayisinin bir tamsayi
oldugunu varsayarak, z"+! 4 3?17 'in de tamsay1
oldugunu gosterelim.

z+ % ve z" + an sayilan tam oldugundan onlarin
garpimi

(2+3)(e"+35) = (@4 ) + (=" 4 7r)

yine bir tamsay1 olmalidir. éyleyse,

1 1
—(’-‘+;)(-"3 +z—n)—($ + =)

mn+1 +

$n+l

sayisi1 da bir tamsay1 olacaktir.

A.214. z sayisimin tam kismini [z] ile gosterelim.
z+ 2 = [g] + &% denkleminin tam olmayan

kokiniin kesir kismini bulunuz.

Céziim. (z — [«])(1- ;) = (= + 99 — ([=] +
&) = 0 esitliginden ve z # [2] kosulundan

99

z[z]
olur. 2z =n+d (n€Z, 0<d<1) dersek,
n(n + d) = 99 elde ederiz. n > 0 ise, n? <99 <
n(n+ 1) olmahdir ki, bu miimkiin degildir. n <0
ise, n(n 4 1) < 99 < n? esitsizliginden n = —10
ve n(n +d) = 99, n = —10 esitliklerinden de

99

—10(-10+d) =99 =>d = —1—6+10 =10-9,9=0,1

elde edilir. Boylece, denklemi saglayan z ’in kesir
kisrm d = 0,1’ dir.

1 = 0o z[z] =99

A.215. Diizlemde aym dogru uzerinde bulun-
mayan A, B, C noktalariile bir k € R sayis1 ver-
iliyor. |PA|?+|PB?|+|PC|? = k sartim saglayan
P noktalarinin geometrik yerini bulunuz.

Qﬁzﬁm. A(xllyl)aB(£2)yZ))C(z31y3)1P($:y)
olsun. Verilen sarttan,
(2 —21)> + (y—9)* + (¢ — 22)* + (v — 12)?
+(z—23)2+ (y—wa)2 =k

ya da

3(a - sxtgpt)? 4 (y - ubiny)
+3l(2za —22)* + (v3 — v2)* + (21 — 23)°
+(y1 —v3)? + (2 —21)? + (w2 —m1)?] = k.
ABC tiggeninin agirhk merkezi

G(171+272+$3 y1+yz—|-y3)
3 : 3
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oldugundan |PG|? = 1 [3k — (a® + b2 + c?)] bu-
lunur.

1. 3k < a® 4+ b% + c?
kiime,

2. 3k = a®+ b2 + ¢2
noktasi,

3. 3k > a®+ b2 4 ¢?  ise, geometrik yer G
merkezli ve (\/3k — (a2 +02+ c?')/3) yarigapl
bir gemberdir.

ise, geometrik yer bog

ise, geometrik yer G

Y.211. Dogal sayilar kiimesinin agagidaki
kogullar1 saglayan 2001 altkiimeye pargalanip
pargalanamayacagin belirleyiniz:

(1) Altkiimeler ikiser ikiger ayrik ve hig biri bog
degildir.

(ii) Altkiimelerin birlesimi tiim dogal sayilar
kiimesidir.

(iii) Bu altkiimelerden herhangi 2000 tanesi
segilir ve bu 2000 kiimeden birer tane ele-
man secilip bu elemanlarin 2000-inci kuvvet-
leri alinarak elde edilen 2000 say1 carpilirsa, bu
carpim, segilmeyen kiimenin elemanidir. (Alp
Simsek; Izmir Fen Lisesi)

Coziim. Boyle bir par¢alanma miimkiindiir.

a € N olmak iizere a = pf"pg"...g)g"
(P1,p2, ...k asal; ay,as,..,0p € N) ise,
f(a)=a1 + as + ... + ax olarak tamimlayahm.

Altkiimelerimiz Ay, A,
tanimlansin: Her ¢ € N igin

, A2000 s0yle

f(a) =i (mod 2001) & ac€ 4;

olsun. Yani her dogal say1 a ’y1 f(a) "nin 2001
modunda degeri olan indisli altkiimeye koyalim.
Bu altkiimelerin ilk 2 sart1 sagladig agiktir. Ote
yandan f fonksiyonunun her a,b,n € N icin
f(ab) = f(a) + f(b) ve f(a") = nf(a) sartlarm
sagladigl agiktir. O halde, 3. sartta diganda
birakilan kiime A; ise, a; € A3 4 € 8§ =
{0,1,2,...,2000} — {z} segersek,
f(Mjes;a3°%) = 2000. 3, f(a;)

=2000.3 ;¢5, 7 (mod 2001)

= 2000.( 50y k —4) (mod 2001)

= 2000.(—--——20‘“2'2000 —1) (mod 2001)

= —2000¢ (mod 2001);

f(Hjesia?UOO =1 (mod 2001)
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olur. O halde, Iljes,a2°°° € A; olur. Yani 3. gart
da saglanir.

Not: Coziim takip edilirse 2001 yerine herhangi
tek say alabilecegi goriiliir.

Y.212. q, b, ¢, d pozitif reel sayilar ve bc > ad
ise,

Vi{a+e)?+ (b+d)?2 < Va2 + b2 ++/c2 +d?

<b++/(a+¢c)?+d?

oldugunu gésteriniz. (M. Bumin Yenmez; Izmir
Ozel Yamanlar Lisesi)

Coziim. Ilk basta sol tarafi gosterelim. Koor-
dinat sisteminde P(a,b), Q(a + ¢,b + d) alalim.
Uggen esitsizliginden OQ < OP + PQ olur.
Boylece,

Vie+e)2+ (b+d)2<Val+ 02 +/c2+d? .

Q

iy

0 a c 7

Simdi sag tarafa bakalim. Dik koordinat siste-
minde P = (0,b), Q = (a,0), R=(a+ecb+ d),
S =(cd), M =(c,0) ve K = (a+ec, b) alahm.
Sekilden goriildiigi gibi

A A A A
OSM~QRK = SOM=RQK .
R(a+¢,b+d)

P(0,b) J K(a+c,b)

S(e, d)

—

0 M(C,O)

il A A A
2 2 ¢ oldugundan, QOM >SOM=ROK ve bu-

A A
rada OQR< 180° olur. O halde Q noktasi OPR
'nin igindedir.



30

Q noktasindan OQ ’ya gikilan dikme ve RQ ’ya
akilan dikme PR ’yi, sirasiyla L ve N nokta-

larinda kessin. O&R< 180° oldugundan, L(ﬁN>
0° olur. Boylece PL + PO > LO > 0Q ve
NR > RQ ’dur. O halde, OP+PL+LN+NR >
0Q + QR; yani OP + PR > 0Q + QR ’dir ki,
bu b+ +/(a+c)2+d? > Va2+b2 + V2 +d?
oldugunu gosterir.

(Cozen: Tirkay Yolcu (Ankara) ).

Y.213. P, ABC uggem 1g1nde alinan bir nokta

olmak tzere; PAB PBC PCA licgenlerinin
gevrel gember yarlgaplarl, sirasiyla, Ry, Ry, Rs
olsun. Buna gore,

1 g, 1 n 1 + + 1
PA "' PB PC R1 Rs3
egitsizliginin saglandigin gésteriniz. (Ahmet

Cetintas; Ankara Samanyolu Lisesi)

Cozum.

Sozii edilen iig gemberin P ’den gegen gaplarinin
cemberi ikinci kez kestigi noktalar D, E, F olsun.
Buna gore PE = 2R3, PD = 2Ry, PF = 2R, ola-
caktir. Simdi P noktasina gore diizlem tizerinde

Problemler ve (éziimleri

bir evirtim fonksiyonu tanimlayalim. P noktasi C
noktasini PC dogrusu iizerinde PC.PC’ = 1 ola-
cak sekilde (C ’ye yakin tarafta) bir C' noktasina
gotiirsiin. Buna gore yukandaki sekli P noktasina
gore evirtirsek,

B’ Y c’
haline gelir. Bu sekilde P, ABC liggeninin icinde
bir nokta ve D', E' ve F’, P noktasmin ke-
narlara olan dikme ayaklaridir. Bu durumda
Erdos-Mordell esitsizligine gore

PA'+ PB'+ PC' > 2(PD' + PE' + PF')

olacaktir.
PA.PA'=1, PB.PB'=1, PC.PC' =1,
PD.PD'=1, PEPE'=1, PFPF' =1

oldugunu biliyoruz.  Yukandaki esitsizliklerde
bunlan yerlerine yerlestirirsek,

PATPBETPCZPD T PE T PF

1,11
"R 'Ry R

elde ederiz.
Y.214. Merkezi bir A, noktasinda ve yarigap: 1
olan dairenin iginde, A; ’den farkl, rasgele, As,

As, ... , Ajgo noktalarn almmgtir. 1 < k <
100 olan her k tamsaysi igin Ag ’dan A;, As,

. Ak_1, Agt1, . , Aioo noktalarina olan
uzaklhklardan en kiigigi aj ile gosteriliyor. Bu
durumda

a2+ad+...+ad <9
oldugunu kamtlayinz.
Coziim. Merkezi Ag, (k = 1,2,..,100) nok-

tasinda ve yarigapi %+ olan dalreye Dy diyelim.
Dy ’larin birbiriyle kesn§med1g1 agiktir. Ote yan-
dan, Dy ’larin hepsi merkezi A ’de ve yarigapi lﬂ
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olan dairenin iginde bulunurlar. Bundan dolay,
Dy ’lanin alanlar toplam 1% yarigapl dairenin
alanindan kiigiik olacaktir:

(P + (2P 4+ (207 <Dy

Y.215. Acilan arasinda, 6’ =3 fé: 9 ,Iz\l bagntis
bulunan bir ABC iiggeninde a, b, ¢ kenar uzun-
luklarini géstermek iizere, bc + ca + ab ifadesinin,
bu liggene ait gevrel gemberin R ile gosterilen
yarigapi cinsinden degerini bulunuz.

Cozum. A’, B, C' : yiikseklik ayaklarmi;
H : ortosantri, O : gevrel gemberin merkezini

gostersin.
ﬁ— T §—3” 3_9#
T3 13 YT 13
olup, n dogal sayisi igin cos 2F = — cos(13 — n)%
ve

1+ cos 4% <X +cos + .+ cos 22"+cos 24” =0,

13—{— .+cos =& 12" = cos H’i-!- .+cos 2143” = ——%,
dir.
T = cos i +c i + cos in
= — 0S — =
13 13 13
47 107 127
Y = cos — + cos —— 4 cos —

13 13 13

kabul edildiginde cos A + cos B + cos C' = —y ve
4z? 4+ 2z — 3 = 0 bulunur. Buradan

_VI3-1  —/18-1

JER B 4

elde edilir. (z4+y=—5 ve zy= -3 ’tiir.)
|[HA'| = |2Rcos B cos C| = —2R cos B cos C
= —R|cos(B — C) + cos(B + C)],
|HB'| = —R[cos(C — A) + cos(C + A)],
|HC'| = R[cos(A — B) + cos(A + B)],

|HA'| + |HB'| - |HC'| = R(—z —y) = &
bulunur.
|OI1*+|OH|?> = R*—2Rr+9R? —a? — b2 — 2,
2Rr = 8R?sin 5 sin g sin Q
2Rr = 2R*(cos A + cos B + cos C — 1)
=2R*(-y— 1),

a® +b% 4 ¢? = 4R?(sin® A + sin® B + sin? Q)
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= 4R*(3 — cos? A — cos® B — cos® C)

=2R?(3 —z)
ve buradan
|OI* + |OH|? = R*(6 + 2z + 2y) = 5R?
bulunur ve
bc+ca + ab

= 4R%(sin B'sin C + sin C'sin A + sin Asin B)

= 2R?*[cos(B — C) — cos(B + C) + cos(C —
A) — cos(C + A) cos(A — B) — cos(A + B)]

=2R%*(z —y) = R®V13
elde edilir.
(Cdzen: Naim Uygun (Begiktas-Istanbul) ).

SAYIN OKURLARIMIZ...

Onceden yaywlanmig olan “Matematik Diinyas”
dergisinin  sayilar;, tanesi 750.000,- TL
kargihginda, satiga sunulmustur. Bu sayilar edin-
mek isteyen okurlar, tutarim Tiirkiye i§ Bankasi
Antalya (Sarampol) Subesi 6207-30000-271783
no’'lu Dogan (oker hesabina yatirip, dekontun
bir 6rnegi ile istedikleri sayilan bize gonderdikleri
takdirde, sozkonusu sayilar adreslerine posta-
lanacaktir.

Elimizde Bulunan Sayilar:

Cilt 1 Sayn: 1,2,3
Cilt 2 Sayi: 1,5

Cilt 4 Say: 4

Cilt 5 Sayi: 1

Cilt 7 Sayi: 1,2,3,4,5
Cilt 8 Say: 1,2,3,4,5
Cilt 9 Sayi: 1,2,34
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